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Résumé — Lorsqu’une structure aéronautique est soumise à des sollicitations de dynamique rapide, des
phénomènes de localisation des contraintes apparaissent au niveau des assemblages rivetés. L’analyse par
éléments finis du comportement de la structure complète de l’avion implique inévitablement l’utilisation
d’éléments adaptés. Ainsi, des super-éléments finis pour le rivet, d’une part, et pour la plaque perforée,
d’autre part, ont été développés pour la représentation des assemblages. Cependant, ces éléments ne
peuvent être connectés à l’heure actuelle. Les travaux présentés se focalisent donc sur leur association.
Mots clés — Assemblage riveté, super-éléments, variables complexes, forces concentrées.

1 Introduction

L’étude des structures aéronautiques soumises à des chargements extrêmes de type crash ou impact
requiert l’utilisation d’éléments finis adaptés au calcul de structures. En effet, pour pouvoir analyser
le comportement d’un avion soumis à un chargement de dynamique rapide, il est indispensable, non
seulement, de modéliser la structure complète de l’avion (propagation de fissures, évaluation de la survi-
vabilité), mais aussi, de prendre en compte les différents mécanismes locaux de rupture qui peuvent avoir
lieu. La représentation des zones propices à l’amorçage de ruptures, et en particulier les assemblages ri-
vetés, est alors primordiale. Ces derniers jouent un rôle d’autant plus prépondérant qu’ils sont présents
par dizaines de milliers sur un avion complet.

La disproportion évidente entre l’échelle de la structure et celle de l’assemblage est clairement in-
compatible avec les technologies logicielles et matérielles actuelles. Par conséquent, il apparaît néces-
saire de développer des éléments finis particuliers qui soient, d’une part, adaptés au calcul de structures,
et d’autre part, capables de décrire précisément les champs de contraintes au niveau des assemblages.
Les auteurs ont choisi de distinguer dans leur modélisation, le modèle de la fixation de celui de la tôle
perforée.

Des macro-éléments permettant de rendre compte du comportement mécanique non-linéaire du rivet
jusqu’à sa rupture ont été formulés et validés (modèle poutre [1] ou ressort [2]). Ils sont intégrés dans la
plupart des codes de calcul explicites et permettent la représentation de l’assemblage en le reliant à deux
éléments de coque conventionnels (Fig. 1). Cependant, cette modélisation ne permet pas de représenter
certains modes de rupture de l’assemblage (arrachement de la tôle initié en bord de perforation, passage
du rivet à travers la tôle, etc.), car les concentrations de contraintes liées à la perforation ne sont pas
prises en compte.

Fig. 1 – Modélisation actuelle des assemblages.
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2 Super-élément fini hybride-Trefftz de plaque perforée

Les recherches menées au sein de l’ONERA et du LAMIH se focalisent sur le développement d’un
super-élément fini de coque perforée capable de localiser les champs mécaniques autour de la perforation
lors de chargements de dynamique rapide. Un super-élément fini de plaque perforée hybride-Trefftz
déplacement (Fig. 2) a été développé en ce sens [3, 4].

Fig. 2 – Super-élément fini de plaque perforée à 8 nœuds.

Cet élément fini repose sur un principe variationnel de type hybride-Trefftz déplacement qui, d’une
part, assure la compatibilité avec les éléments finis voisins, et, d’autre part, est construit de manière à
réduire l’intégration d’intérieur de domaine à une intégration sur la frontière. Les fonctions d’interpola-
tion associées au super-élément proviennent du formalisme de Kolosov-Muskhelishvili [6], et possèdent
la particularité de prendre en compte la présence de la perforation. Ce formalisme permet d’obtenir une
expression analytique des déplacements et des contraintes en fonction de deux potentiels complexes φ et
ψ, leur expression étant différente selon le problème considéré. Ici, les déplacements et les contraintes
homogènes (i.e., perforation libre de chargements) sont donnés sous la forme d’une série et dépendent de
paramètres (α j,β j). Pour une perforation circulaire de rayon a, les déplacements uh

x , par exemple, sont
donnés par l’équation (1).

uh
x(R,θ) =

1
2µ

M

∑
j=−N

α j
[
(kR j +R− j)cos( jθ)− j(R j−R j−2)cos( j−2)θ

]
(1)

avec (R,θ) les coordonnées polaires (la coordonnée radiale est adimensionnée R = r / a), µ le module
de cisaillement du matériau et k la constante de Muskhelishvili (k = (3− ν)/(1+ ν) en contraintes
planes, k = 3−4ν en déformations planes, où ν est le coefficient de Poisson du matériau).
Les champs uh et σh peuvent s’écrire de manière plus concise :

uh = Nc et σh = Qc (2)

où N et Q sont les matrices des fonctions d’interpolation associées aux déplacements et contraintes, et,
c = (α j,β j) représente le vecteur des degrés de liberté (ddls) généralisés de l’élément.
Les bornes de la série (1), N et M, sont fixées en fonction du nombre de nœuds de l’élément. La rela-
tion (3) exprime le lien qui existe entre le nombre de paramètres (α j,β j) et le nombre de degrés de liberté
de l’élément.

nu ≥ nσ ≥ nq− r (3)

où nu et nσ représentent respectivement le nombre de paramètres suffisants pour définir les déplacements
et les contraintes, nq le nombre de ddls physiques en déplacement, et r le nombre de modes de corps
rigides.
L’expression des déplacements et contraintes considérée ici implique que nu = nσ. De plus, le problème
étant bidimensionnel, nq est égal à deux fois le nombre de nœuds et r = 3. Cette relation permet de fixer
le nombre minimum de paramètres requis pour la formulation d’un élément en fonction du nombre de
nœuds. Dans la littérature [8, 9, 10, 11], il est de plus recommandé que le nombre nσ soit approximati-
vement égal à nq− r car prendre un trop grand nombre de paramètres rendrait trop rigide l’élément ainsi
construit. Du fait de ces deux exigences, N et M sont fixés à 4 pour la formulation d’un élément à 8
nœuds (Fig. 2).

Le super-élément fini hybride-Trefftz de plaque perforée est implémenté dans un code ONERA et
apporte de très bons résultats en des temps de calcul très faibles (peu de degrés de liberté) par rapport à un
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maillage EF fin [12]. Cependant, la perforation est une frontière analytique qui est libre de chargements.
La liaison entre le super-élément de plaque perforée et les macro-éléments de type rivet, évoqués dans
l’introduction, est alors inenvisageable aujourd’hui.

3 Vers une modélisation de l’assemblage

La modélisation de l’assemblage repose sur la capacité à représenter l’interaction entre le modèle
de fixation et le modèle de plaque perforée (Fig. 3). Les travaux se concentrent sur l’extension de la
formulation du super-élément de plaque perforée existant (présenté dans la section 2), de manière à
rendre possible le dialogue avec un super-élément rivet, et pouvoir modéliser in fine le contact entre ces
deux éléments via des méthodes de pénalité ou des multiplicateurs de Lagrange.

Fig. 3 – Modélisation de l’assemblage par super-éléments finis.

Avant d’envisager la liaison avec le modèle de fixation, il est préalable de vérifier que l’élément
perforé est capable de subir des conditions de chargements sur le contour de sa perforation. La première
partie de cette section expose de quelle manière il est aujourd’hui possible de charger la perforation de
l’élément. La seconde partie propose une solution plus générale et plus adaptée à notre problématique,
qui consiste à matérialiser la perforation du super-EF par la formulation de nœuds sur cette frontière.

3.1 Chargement de la perforation

Le chargement de la perforation est possible via une solution particulière analytique. En effet, la so-
lution analytique sur laquelle est basée la formulation de l’élément de plaque perforée est décomposée
en une partie homogène et une partie particulière. La partie homogène correspond à la solution du pro-
blème de la plaque infinie élastique perforée dont la perforation est libre de chargements (1,2) ; la partie
particulière correspond, quant à elle, à la solution du problème de la plaque infinie élastique perforée
lorsque la perforation est soumise à un chargement particulier.

(a) σV M (MPa) (b) uy (mm)

Fig. 4 – Combinaison d’une traction lointaine appliquée à la plaque et d’une pression appliquée à la
perforation.

La référence [8] propose le calcul de la solution lorsqu’une pression constante ou un cisaillement
constant est appliqué de manière uniforme sur le contour de la perforation. À titre d’exemple, la figure 4
montre la distribution des contraintes de von Mises σV M et du déplacement uy pour une plaque sollicitée
en traction lointaine (selon ~x), et dont la perforation est soumise à une pression constante uniformé-
ment répartie. D’autres cas de chargement sont considérés dans la référence [6], notamment le cas d’une
plaque perforée soumise à un nombre fini de forces concentrées sur le contour du trou. Cet exemple, plus
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détaillé dans les références [5, 7], est intéressant puisqu’il permet de charger ponctuellement la perfora-
tion. Étant donnés n vecteurs de coordonnées (Xk,Yk) correspondant à des forces concentrées appliquées
aux points zk = aeiθk ∈ C du contour de la perforation, la solution est calculée grâce aux potentiels com-
plexes associés au problème : φ(z,zk,Xk,Yk) et ψ(z,zk,Xk,Yk). La superposition de la solution particulière
analytique obtenue avec la solution homogène (1,2) permet, finalement, de prendre en compte, non seule-
ment, le comportement global de la plaque étudiée, mais aussi, de considérer des chargements ponctuels
appliqués à la perforation.

Il est donc possible d’appliquer des conditions aux limites sur la perforation du super-EF. Cependant,
les chargements analytiques qui peuvent être considérés sont simples (pression/cisaillement). Même si le
cas des forces concentrées est plus élaboré, il est évident que cette manière de procéder n’est ni suffisante,
ni adéquate pour modéliser la complexité du système rivet/plaque perforée. Tout d’abord, parce que les
forces appliquées sont des données d’entrée, il serait alors difficile d’évaluer la direction et l’intensité
des forces appliquées par le rivet 1 à chaque pas de temps dans un calcul dynamique. De plus, certains
modes de rupture de l’assemblage ne pourraient toujours pas être représentés comme le passage à travers
de la fixation, le déboutonnage, etc. Il est donc proposé de matérialiser la perforation du super-élément
par des nœuds afin de permettre le passage d’efforts entre le rivet et les nœuds de la perforation ainsi
formulés.

3.2 Formulation de nœuds sur la perforation : étude des fonctions d’interpolation

Il est maintenant proposé d’étudier la formulation d’un élément comportant 8 nœuds sur la frontière
externe (comme auparavant) et 8 nœuds supplémentaires sur la perforation (Fig. 5).

Fig. 5 – Super-élément fini de plaque perforée avec des nœuds sur sa perforation.

Les fonctions d’interpolation présentées dans la section 2 s’expriment sous la forme d’une série
bornée de −N à M. Étant données les relations qui existent entre le nombre de paramètres (α j,β j) et le
nombre de nœuds de l’élément, l’ordre de la série doit être augmenté à N = M = 8 pour la formulation
d’un élément à 16 nœuds.

Une étude numérique est ici présentée pour vérifier que les fonctions d’interpolation peuvent recons-
truire correctement les champs de contraintes et de déplacements lorsque des nœuds sont placés sur la
perforation. La méthode générale pour évaluer la solution de Kolosov-Muskhelishvili (K-M) consiste
à prélever de l’information sur une solution de référence (analytique ou numérique), en l’occurrence
la valeur des déplacements en 16 points particuliers disposés selon la schématisation proposée dans la
Figure 6. La procédure consiste ensuite à égaliser la solution de référence avec celle de K-M aux 16
points de prélèvement, formant ainsi un système linéaire à résoudre dont les paramètres (α j, β j) sont
les inconnues. Les champs de contraintes et de déplacements sont finalement entièrement reconstruits en
introduisant les paramètres précédemment identifiés dans les expressions (2).

1. Il serait probablement possible de bâtir une solution analytique, basée sur des essais, pour évaluer le profil de la pression
appliquée par un rivet sur une plaque perforée lors d’une quelconque sollicitation. Cependant, étant donné le nombre de para-
mètres pouvant influer sur la solution analytique (e.g., le type de fixation, le matériau, les dimensions, etc.), le nombre d’essais
deviendrait trop important et donc coûteux.
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Fig. 6 – Disposition des 16 points de prélèvement.

3.2.1 Solution analytique de référence

La solution de référence, considérée ici, est une solution analytique du problème de plaque infinie
perforée soumise à une traction lointaine σ∞, dont l’expression est donnée par Kirsch [13].

Les résultats obtenus par la solution de K-M à l’ordre 8 lorsque des nœuds sont placés sur la perfo-
ration (Fig. 6) sont en partie présentés sur la figure 7. La reconstruction des champs de contraintes et de
déplacements est visiblement correcte ; la précision de la solution obtenue est évaluée plus en détail dans
le tableau 1. L’écart maximum observé avec la solution de référence, dans le domaine [−1,1]× [−1,1],
y est reporté pour chacune des composantes de uh et σh ainsi que pour la contrainte équivalente de von
Mises σV M. Plusieurs configurations sont également analysées afin de déterminer l’influence, ou non,
de l’ordre de la série et de la disposition des points de prélèvement (points disposés sur le rectangle
uniquement, ou, sur le rectangle et la perforation) sur le calcul de la solution de K-M.
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Fig. 7 – Résultats obtenus par la solution de K-M à l’ordre 8 avec prélèvement sur la perforation.

La valeur des paramètres significatifs reste inchangée quelle que soit la configuration étudiée :
α−1 = 10 et α1 = 5. Ensuite, en comparant les cas {N = M = 4 ; 8 pts rect} et {N = M = 4 ; 16 pts rect},
il est conclu que l’augmentation du nombre de point de prélèvement seul ne modifie pas la précision
de la solution. En revanche, l’augmentation de l’ordre de la série diminue la précision de la solution
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Configuration Ordre
N = M = ..

Erreur
ux (mm)

Erreur
uy (mm)

Erreur
σxx

(MPa)

Erreur
σyy

(MPa)

Erreur
σxy

(MPa)

Erreur
σV M

(MPa)

8 pts rect 4 10−18 10−18 10−13 10−14 10−14 10−13

8 pts rect + 8
pts perfo 4 10−18 10−18 10−13 10−13 10−14 10−13

16 pts rect 4 10−18 10−18 10−14 10−14 10−14 10−13

16 pts rect 8 10−17 10−17 10−11 10−11 10−11 10−12

8 pts rect + 8
pts perfo 8 10−12 10−12 10−7 10−7 10−7 10−7

Tableau 1 – Écarts maximums observés sur la solution de K-M pour différentes configurations par rapport
à la solution de Kirsch (ordres de grandeur).

(cas {N = M = 4 ; 16 pts rect} et {N = M = 8 ; 16 pts rect}), contrairement à ce que l’on pouvait espé-
rer. En fait, augmenter le nombre de paramètres de la solution (plus de coefficients α j et β j) peut certai-
nement permettre de modéliser des champs plus complexes en termes de distribution spatiale, mais peut
aussi augmenter le risque de biais (introduction de paramètres proches de zéro qui ne sont pas exactement
égaux à zéro). Par contre, la précision chute de façon significative dès lors que 8 points de prélèvement
sont situés sur la perforation (cas {N = M = 8 ; 16 pts rect} et {N = M = 8 ; 8 pts rect +8 pts perfo}).
Nous avons par ailleurs vérifié que la disposition des points de prélèvement sur la perforation n’avait
aucune influence sur les écarts relevés 2.

Une diminution de la précision est effectivement remarquée lorsque l’ordre de la série apparaissant
dans les fonctions d’interpolation est fixé à 8 et que des points de prélèvement sont présents sur la perfo-
ration. Cependant, les résultats obtenus restent malgré tout très acceptables en termes d’erreur absolue.
Il est conclu que les fonctions d’interpolation associées au super-élément perforé comportant 8 nœuds
sur sa frontière interne reconstruisent correctement les champs de contraintes et de déplacements pour
un problème de traction lointaine.

3.2.2 Solutions numériques de référence

Afin de poursuivre l’évaluation des fonctions d’interpolation pour d’autres types de chargements,
une solution provenant de modèles élément fini est, ici, considérée comme solution de référence. Les
cas de traction uniaxiale, traction biaxiale, cisaillement simple, et cisaillement pur sont étudiés. Comme
précédemment, différentes configurations (ordre/disposition des points) sont analysées.

Globalement, les conclusions de l’étude sont similaires à celles énoncées pour la comparaison avec
la solution analytique de Kirsch. En effet, quelle que soit la configuration ou le type de chargement
étudié, la valeur des paramètres significatifs (α j,β j) est toujours retrouvée 3. On constate également que
l’augmentation seule du nombre de point de prélèvement n’influe que très légèrement sur la précision de
la solution de K-M, et que l’augmentation de l’ordre de la série diminue la précision de la solution.

Cependant, certaines configurations pour quelques cas de chargement apportent des résultats re-
marquables. D’importants écarts par rapport à la solution de référence sont observés avec la confi-
guration {N = M = 8 ; 16 pts rect} pour un problème de traction (cas A) et avec la configuration
{N = M = 8 ; 8 pts rect +8 pts perfo} pour un problème de cisaillement (cas B) (Fig. 8). La distribution
des déplacements et contraintes, dans le domaine [−1,1]× [−1,1], est globalement bien reconstruite et
cohérente avec le chargement ; en particulier à proximité de la perforation où l’erreur par rapport à la
solution de référence est quasiment nulle. Par contre, des écarts importants sont localisés au voisinage de
certains points du bord du domaine d’étude. Par exemple, dans le cas B, la valeur de σx (là où la diffé-

2. Les mêmes écarts sont observés pour le cas {N = M = 8 ; 8 pts rect + 8 pts perfo} où les nœuds de la perforation sont
décalés de π/8, par exemple.

3. Dans l’une des études du rapport [12], il a été remarqué que chacun des cas de chargement, mentionnés ci-dessus, était
complètement défini par uniquement quelques paramètres. Par exemple, la traction biaxiale est entièrement représentée par le
terme α1, les autres termes étant négligeables.
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(b) Solution de K-M σxy (MPa)
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Fig. 8 – Résultats obtenus par la solution de K-M dans le cas d’un cisaillement pur pour la configuration
{N = M = 8 ; 8 pts rect +8 pts perfo}.

rence est la plus importante) est égale à−31.74 MPa, alors que la valeur de référence est −3.8 MPa. Les
écarts sont encore plus élevés pour la configuration avec 16 nœuds sur la frontière externe (cas A) : dans
le cas d’une traction biaxiale, l’écart maximal relevé pour σx est de 154.58 MPa (la valeur obtenue par la
solution de K-M est 331.06 MPa au lieu de 176.48 MPa). Ce phénomène est beaucoup plus accentué pour
le calcul des contraintes que pour celui des déplacements (e.g., lorsque des écarts de plus de 150 MPa
sont observés sur le calcul des contraintes, on note seulement 15% d’erreur pour les déplacements).

Les différentes sources d’erreur possibles sont les suivantes. Premièrement, les coefficients de cer-
tains modes ne contribuant pas à la solution de référence peuvent prendre des valeurs significatives dans
la solution identifiée. Les écarts aberrants observés ne sont pas dus à ces termes supplémentaires, l’er-
reur est négligeable dans ce cas. Deuxièmement, et contre toute attente, certains paramètres (α j,β j) qui
semblent négligeables, car proches de zéro, ont une grande influence sur les champs identifiés. Dans
l’exemple B, les paramètres β−5 et β7, de l’ordre de 10−4 et 10−6 respectivement, sont identifiés comme
étant responsables des écarts observés : la solution est, en effet, correctement reconstruite lorsque ceux-
ci sont fixés exactement à zéro (Fig. 9). Troisièmement, il a été remarqué que la réinterpolation des
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Fig. 9 – σxy (MPa) sur la ligne {x = y} avec β−5 = β7 = 0

champs à partir d’une solution analytique (i.e. exacte) ne faisait pas apparaître de tels écarts (§ 3.2.1), il
semble donc qu’une grande précision des informations prélevées sur la solution de référence soit essen-
tielle. Pour vérifier, une solution analytique, basée sur le formalisme de K-M, a été générée pour chaque
type de chargement à partir des paramètres prépondérants identifiés dans la référence [12]. La valeur
des déplacements est ensuite prélevée en 16 points (sur le rectangle uniquement ou sur le rectangle et
la perforation) sur la solution précédemment construite et est comparée à celle prélevée sur le modèle
EF. L’écart maximum observé entre les données prélevées, quelle que soit la configuration ou le charge-
ment, est de 7×10−5mm (i.e., il concerne le cisaillement simple et la valeur du déplacement ux au point
(1,-0.5) qui est égale à −9.6×10−4mm pour la FEM et −10.2×10−4mm pour la solution analytique
correspondante). La différence entre les données est très faible mais les solutions reconstruites à partir
des solutions analytiques correspondantes sont précises, aucune aberration n’est observée ici.

Il est possible de conclure que les fonctions d’interpolation, associées au super-élément perforé
comportant des nœuds sur sa perforation, sont capables de reconstruire les champs de déplacements
et contraintes à proximité de la perforation, pour divers types de chargement. D’importants écarts ont été
observés pour quelques cas particuliers, mais ceux-ci sont très localisés et leur origine a été identifiée.
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4 Conclusions et perspectives

Les travaux s’intéressent à la modélisation des assemblages rivetés pour le calcul de structures, et en
particulier au développement d’un super-EF de plaque perforée comportant des nœuds sur sa perforation.
La formulation d’un tel élément nécessite de calculer les fonctions d’interpolation associées et de formu-
ler un principe variationnel adapté. Concernant le premier point, une étude essentielle à la formulation
et l’implémentation de l’élément a consisté à évaluer la capacité des fonctions d’interpolation issues du
formalisme de Kolosov-Muskhelishvili à reconstruire les champs de contraintes et de déplacements à
partir de valeurs nodales prises à la fois sur la frontière externe et la perforation. Les conclusions de cette
étude sont encourageantes puisque les champs sont globalement bien reconstruits surtout à proximité de
la perforation. Quelques cas mettent en valeur des écarts plus significatifs qui sont très localisés, et dont
la source est aujourd’hui connue. Il s’agira d’étudier l’influence du biais, de nature numérique, sur la
réponse fournie par le super-EF perforé. Le second point, qui concerne la formulation du principe varia-
tionnel et de la matrice de rigidité de l’élément, n’a pas été évoqué. Des travaux sont en cours pour, non
seulement, faire intervenir les degrés de liberté de la perforation dans le principe variationnel, mais aussi,
satisfaire la compatibilité des déplacements uniquement à travers la frontière externe de l’élément. La
littérature montre l’existence d’éléments finis totalement hybride (compatibilité externe et interne) [14]
ou semi-analytique (sans compatibilité) [15]. À présent, il est proposé d’évaluer la possibilité de formuler
un élément partiellement hybride et semi-analytique, via l’étude des conditions de stationnarité.
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