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Résumé—

Cepapier présente une méthode pour le calcul de la réponse forcée de structure possédant des non-
linéarités de contact. La stratégie repose sur l'utilisation d’une méthode d’équilibrage harmonigue avec
procédure temps fréquence. Le probleme complet dynamique est résolu de facon séquentiel avec une
premiére étape statique puis la résolution d'un probléme non-linéaire dynamique réduit autour de la
position d’équilibre statique. La réponse forcée est construite a I'aide d’'une procédure de continuation
avec prédiction-correction. L'opération la plus couteuse est la résolution des systémes linéaires a I'étape
de correction. Lutilisation d’un solveur itératif GMRES est proposée et son efficacité étudiée.

Mots clés— Dynamique non-linéaires, HBM, frottement, synthése modale, continuation, résolution de
systemes linéaires dense

1 Introduction

Le frottement tient un réle important dans les systémes mécaniques. Il peut étre la conséquence de la
nature méme de la conception du systéme (roulement a bille) ou d’'un fonctionnement anormal (contact
entre rotor et stator par exemple). Le frottement peut étre utile pour assurer un réle mécanique lié a la
conception. Dans cette étude nous nous intéressons en particulier aux systémes assemblés. L'assemblage
entre les éléments est souvent assuré par des liaisons comportant un ou plusieurs contacts avec frotte-
ment : liaisons boulonnées, attaches aube-disque, assemblage des bagues extérieur d’'un roulement avec
le carter...

Rotors with nonlinear supportsicontacts

Root damping and
variable contact

Contact of shrouds

Shrouded stator vane

Fig. 1 — Non-linéarités de contact dans un moteur d’avion

Le contact avec frottement joue aussi un réle important dans les vibrations des systemes assemblés.
Il modifie la raideur et surtout 'amortissement au niveau de l'interface entre les éléments mécaniques
entrainant une diminution des amplitudes de vibration.



Durant la phase de conception il est donc important de pouvaitétiser les vibrations des systemes
avec contact et frottement. L'élément de contact avec frottement peut étre intégré directement dans le
modele éléments finis (approche dite explicite) ou simplifié par I'utilisation d’'un élément équivalent
représentant tout le contact (élément implicite). Ces derniers comportent peu de degrés de libertés et
permettent un calcul rapide de la réponse dynamique. lls ne permettent pas toutefois de rendre compte
de fagon réaliste du comportement dans la zone de contact. Le contact avec frottement entraine une
modification importante des gradients de contrainte dans les zones de contact. Pour pouvoir modéliser le
comportement dans les zone de contact il faut utiliser un maillage raffiné dans ces zones. La résolution
de problémes éléments finis avec contact et frottement possédant de nombreux degrés de libertés est
réalisable facilement aujourd’hui pour un probleme statique tandis que le méme probléeme de méme
taille en vibration reste un challenge.

2 équation de mouvement dynamique

Un systéeme comprenant deux solides en contact est considéré. Le systéme dynamique est soumis a
des forces volumiques centrifuges, des forces surfaciques aérodynamiques stationnaires et des excitations
périodiques de pulsation. L'équation de mouvement s’écrit :

[M)*

U'+[C]'0" + K]
[M]?U? u?

+ ru*
2+ [CPU%+ K}

Ic I

= Fo'+F'+Fed(wt)+Fu' ([B]U,[BJU) (1)
2 = Fo’+F?+Fed(wt)+ R ?([B]U,[B]U) )

ou [M]',[C]' et [K] sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur
tangentielle[ K|} dépend d&)' etse décompose G{K]T_[K]'—[K]'QHK]Q(U )avec[K]', [K] et
(K ]' respectivement les matrices de raideur élastique, d’assouplissement centrifuge et de non-linéarités
geometnquesFQ Fr etFNL st les forces centrifuges, les forces surfaciques (forces aérodynamiques
stationnaires) et les forces non-linéaires (contact avec frottement). Les forces de contact ne sont présent
gu'a l'interface de contact entre les deux solides. Elles dépendent des déplacements relatifs entre des
deux solides et en dynamique aussi des vitesses relatifs a l'interface. Les déplacements relatifs sont
calculés par I'expression suivante :

[BJU =Uj, —U% 3)

ou [B] est la matrice booléenne donnant les déplacements relatifs a 'interface a partir des déplace-
ments absolus. La troisieme loi de Newton donne la relation suivante entre les forces non-linéaires :

Fu®+ Pt =0 (4)

Fe2(w,1) et Fe(w,t) sont les forces d'excitation périodiques de fréquenceDans le cas d'une
application turbomachine la fréquence d’excitatiorst le plus souvent reliée a la fréquence de rotation
Q.

Le systeme (2) peut étre résolu par intégration numérique pour chaque fréquence. Ces approches
sont trés cheres numériguement. Comme la réponse est supposée périodique, des approches basées sur la
méthode de Galerkin sont préférées. La solution est projetée sur une série de Fourier tronquée a 'ordre
Nh. Les systeme (2) devient :

[Z] X = Fox— Fy— Fu( [B} X) (5)
ou [Z] est la matrice de raideur dynamique définie par :
(K] — o [M] w[C] ] [ (K] —NZo? [M] Nho|[C] D
FZ ]

[z]:blkdiag<[K],[ —w|[C] matK — w? [M —Nhw[C] matK — N2w? [M
(6)
et



Foy €t Ifg sont les vecteurs des coefficients de la serie de Fourier des forces d’excitations et les termes
constants des forces centrifuges et surfaciques.

Larésolution directe du systeme (5) est difficilement envisageable pour des applications industrielles.
En effet le calcul d’'une réponse forcée nécessite de resdljde(nombre de fréquences calculées) fois
un systéme non-linéaire de taill@N, + 1) « Ngqi. Il faut donc réduire la taille du systeme a résoudre.
Des méthodes de synthése modale sont utilisées pour réduire la taille du systeme (5). Ces méthodes sont
présentées dans la section suivante. Les méthodes de synthése modale nécessitent de calculer les modes
de la structures. Or pour des structures chargées statiguement, les modes dépendent de ce chargement.
Il faut donc séparer le calcul en trois étapes [3] : étape statique non-linéaire, calcul des modes autour
de la position d’'équilibre statique avec création d’'un modele réduit et enfin résolution du probléme de
dynamique non-linéaire sur le modéle réduit.

3 Résolution séquentiel des probléemes statique et dynamique

Les déplacements sont séparés en partie statique et dynamepis= U .+ uy. Le probléme non-
linéaire statique s'écrit :

(<=
e

s) ()
(8)

U2 = R +F%+Fel(wt)+FRu’([B

(K7 (UDU: = FR'+F'+Fed(ot)+Fu' (B
2
2

3.1 Résolution du probleme statique

Le systeme (8) est résolu de fagon itérative en utilisant un solveur de Newton et une rampe pour
appliquer le chargement lié & la rotation de la structure. A la convergence la position d'équilibre est
obtenue. Un point important concerne le traitement des forces non-linaires liées au contact au niveau des
interface entre les deux solides. Trois stratégies sont envisageables :

— Il est possible de considérer les déplacements relatifs a I'interface de contact liés au chargement
statique petits et de les négliger. Les deux faces de l'interface sont alors collées durant tout le char-
gement statique. Le contact avec frottement est alors pris en compte que durant la phase dynamique
sur le modéle réduit.

— Une deuxiéme approche plus rigoureuse que la premiére consiste a traiter le contact avec frot-
tement a I'étape statique avec la méme formulation que celle utilisée a I'étape dynamique. La
formulation du contact repose sur une hypothése de petit déplacement et un maillage coincident
au niveau de l'interface. Dans le cadre du code utilisé en dynamique le contact est modélisé par
une méthode de pénalité.

— La derniere stratégie consiste a considérer un probleme de contact en grand déplacement avec
l'utilisation d’éléments surfaciques de contact. Les éléments hybrides de contact avec un solveur
de Newton généralisée peuvent étre utilises pour résoudre ce probléme en statique. Aujourd’hui le
code de dynamique non-linéaire en fréquentiel ne peut traiter que des éléments de contact nceuds a
nceuds. Cela implique que le maillage doit étre modifiée aprés I'étape statique pour faire coincider
les nceuds en contact des deux solides. Le développement d’éléments surfaciques de contact dans
le code dynamique est envisagé dans le futur. Aujourd’hui cette approche pour le calcul statique
est utilisée avec des éléments de contact nceud a noeud mais on perd I'égalité entre la projection
de I'état d’équilibre statique sur la base réduite et I'état statique initial utilisé dans le probléme
dynamique.

Dans le cadre de cette étude la premiére approche est utilisée. Oh®riete forces de contact

statiques, le probléme (8) s'écrit :

[Kr] [B]' Us | _J Fetk (9)
[B] [0] 0 0
Une fois la position d’équilibre statique obtenue une analyse modale du systéeme en considérant les
interfaces de contact collées peut étre effectuer. Le systéme (9) est résolu dans le programme élément

fini code-aster en utilisant I'opérate8FA NON_LI NE_ . On résout ensuite le probléme au valeur propre
suivant :



[Kr]X —w*[M]X =0 (10)

Cette analyse modale permet de connaitre la position (fréquence) du mode linéaire. La construction
de la réponse forcée se fera en fonction des fréquences des modes linéaires, en effet les effets non-
linéaires liés au contact ne font pas varier de fagcon trop importante les fréquences de résonance.

3.2 Réduction du systeme dynamique

Différentes approches sont possibles pour réduire la taille du systéme dynamique. Trois approches
sont présentées, tout d’abord le modéle dynamique peut étre projeté sur une base modale réduite. Les
déplacements sont représentés par :

Ug = [®r]n (11)

[®] ed la matrice des modes a interfaces libres.

Cette approche est la moins performante puisqu’elle nécessite un grand nombre de mode qui est
souvent bien supérieur au nombre de degrés de liberté de contact pour converger. Pour diminuer I'erreur
entre le modéle réduit et le modele initial on ajoute les effets statiques en calculant la matrice de flexibilité
aux nceuds ou des efforts sont appliquées. Dans notre cas, cela correspond a des nceuds ou le contact
intervient. Il n’est pas indispensable de prendre en compte tous les nceuds en contact. Bien entendu la
precision de la base réduite augmente quand le nombre de nceuds retenus pour calculer la matrice de
flexibilité tend vers le nombre de noeuds en contact.

Us = [A]g=[®r]nL +[Gr] A (12)

g est le vecteur des déplacements généraliges| ed la matrice de flexibilité obtenu en résolvant
un probléme linéaire avec membre droit de taille (RNSavec une force unitaire sur chaque ddl retenu.
[G,] peut étre définie par I'expression suivante :

(G, = [K]il 1] [Ngr#N] (13)

Sila structure est libre il faut filtrer les modes de corps rigide puisque la makitest singuliere. Cette
méthode est souvent appelée méthode de Mac-Neal.

Une autre approche consiste a utiliser des modes a interface fixe comme base de Ritz enrichi avec les
déplacements aux interfaces. Cette méthode est connue sous le nom de méthode de Craig et Bampton[1].
Comme pour la méthode de Mac-Neal il n'est pas indispensable de retenir tous les nceuds en contact.
L'équation pour les déplacements s’écrit :

womo- ([0 HIE)

g est le vecteur des deplacements généralidgsed la matrice des modes a interface fixelét=
—KKor est la matrice des modes statiques. La matrice des modes statiques est calculée en résolvant un
probléme linéaire avec multiple membres droits.

Que ce soit pour la méthode McNeal ou de Craig-Bampton la résolution du probléme linéaire pour
obtenir les modes statiques est le goulot d’étranglement d’'un point de vue mémoire vive utilisée. En
effet quand le nombre de noeuds retenus devient trés important la mémoire nécessaire pour construire les
modes statiques peut dépasser les limites du systéme informatique utilisé alors que la construction de la
réponse forcée sur le systéme réduit ne demandera comparativement que peu de mémoire. Les modes
statiques sont calculés en utilisant I'opératddbPE_STATI QUE dans code-aster.

La projection sur la base réduite du systeme (2) perturbé autour de la position statique d’équilibre
donne le systéeme dynamique suivant :

=

G+ [KL] o= [AY] Fed(w,t) + AR (s, Us, Ue) (15)
o+ [Kree) G2 = [A?]' Fal(w,t) — ARy (As, Ue, ) (16)

4



ARy, est le vecteur des coefficients de Fourier des forces dynamidgieontact. Leur calcul est
présenté dans la section suivante.
Les déplacements relatifs aux interfaces de contact sont obtenus en utilisant I'expression suivante :

w==[B"] [\~ [B7] [%] @ a7)

Finalement le probléme (16) est projeté sur la base trigpnométrique pour obtenir un systéme fréquen-
tiel.

[Z44] G = [AY] Pl (@) 48R (As, e, o) (18)
(73] G0 = [R2] B3 (000) — B (hs e ) (19)

Les coefficients de Fourier des forces de contact ne peuvent pas étre calculées directement en fré-
quentiel il faut repasser dans le domaine temporel. Le code utilise une approche discréte basée sur des
transformées de Fourier discrétes inverse pour obtenir les déplacements et les forces dans le domaine
temporel sur une période de vibration.

4 Prise en compte du contact avec frottement

Le contact avec frottement est traité en utilisant une formulation de contact régularisée élastique. Les
déplacements, = uyn+ ur sont obtenus a partir des vecteurs harmonldmes

Sdon I'axe normal on introduit entre les deux solides en contact la raideur nokpitaledis que dans
le plan tangentiel on introduit la raidelgr. Ces raideurs sont ajoutées au départ pour des considérations
numeériques. Toutefois d’'un point de vue physique elles peuvent représenter le comportement élasto-
plastiques des aspérités de I'interface de contact [2] ou du lubrifiant solide. Une procédure de prédiction-
correction est utilisée, la force normale prédite vaut :

AR =AY + (20)
La force tangentielle prédite s'écrit :

AP = AL+ (U -2 (21)

ol Z ! ed le vecteur des déplacements relatifs tangentiel au point de contact au pas di& tetps
Les efforts de contact prédits sont corrigés de telle sorte que les contraintes soient vérifiées. Trois
états sont possibles : séparation,adhérence et glissement.

1. Séparation Apre < 0, la force prédite est une force de traction, ce qui signifie que le contact est
perdu au niveau de I'élément de contact. La force de contact doit donc étre nulle, ce qui nécessite

(22)

2. Adhérence 2\‘;),,'\'6 >0 et||)\pre|| < u|)\pre| dans ce cas le déplacement normal est nul et le déplace-
ment relatif tangentiel est constant. Ceci implique

{ =21 (23)

3. Glissement }\p,e >0 et H}\preH > p\)\pre] a nouveau, le déplacement relatif normal est nul. La
force normale est donc donnée par
NN = pR. (24)

La correction de la force de contact tangentielle s’appuie sur la connaissance de I'effort normal
par (24) et sur I'hypothése que la vitesse relative tangentielle est définie de maniére implicite :
KT KT H-1T

t—tka (29)




D’apreés les lois de frottement de Coulomb, la force de contagentielle doit avoir une norme
égale éu])\pre] et étre colinéaire &7 et de méme sengX est défini comme I'opposé des forces
decontact et agit donc dans le sens de la vitesse relative). Ces conditions sont résumées par

WwT
= pAKN (26)
Poel
D’aprés (21) on peut écrire
Nt —AFT = k(2 — 271, (27)
En combinant(26) et (27) on trouve
Yoo L IS VS, (29)
P LT )
ce qui montre quapre etV*T sont colinéaires et de méme sens et donc
be
- Ll’ pre KT (29)
INSrell
En reportant (29) dans (27), on trouve la relation qui permet de caltuler
Zk Zk 1 }\kT — |)\pre (30)
re
e T H e

Finalement les forces de contact statique sont soustraites aux forces de contact pour obtenir les forces
dynamiques de contact.

AN = T8 —As (31)

Une fois les forces de contact calculées en temporel I'étape finale consiste a transformer les forces
de contact dans le domaine fréquentiel a I'aide d'une transformée de Fourier discrete(DFT).
5 Procédure de continuation

Le systéme (19) est réécrit en utilisant la fonction de transferH[@p) dont chaque composante
harmoniquen est définie par :

Nin q)Rq)RT
" AW - nzm2+|2nE,mJ

[H] (32)
tDJR est la base modale entiére du modéle réd(ity(et Mreq),w; €t&; sont la pulsation propre et le
coefficient d’'amortissement modal du mofe
Le systeme (19) aprés transformation se rameéne a I'annulation du résidu défini par :

£ = Ro— [Hly P~ [y (FE+A(%) (33)

oul etn référent respectivement aux degrés de liberté linéaires et non-linéaires du systeme.

Le calcul de la réponse forcée est réalisée en annulant la fonction résidu (33) pour chaque pulsation
w nécessaire dans la procédure de continuation. Chaque étape de la procédure de continuation peut étre
divisée en quatre sous-étapes comme représentées sur la figure 2 :

1. A partir de la solution convergée a la pulsatiohles gradients du résidu en fonction Heet w
sant calculés.

2. Un prédicteur de la solution pour la pulsatiofi® est construit en résolvant le systéme :

DX Dw
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- Trouver la direction de Newton
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Fig. 2 — étapes de la procédure de continuation pour consteufRF

3. Le résidu pour la fréquenad ™ = ol + Aw' est calculé avec le prédicted”® = X' + AXP', si
la convergence est suffisante on retourne a I'étape 1, sinon on lance une procédure de correction
basée sur un solveur de Newton.

4. Le correcteur comprend la recherche d’'une direction de Newton :

% P =~ (X

ou k ed l'itération du correcteur. Une fois la direction de Newton trouvée une recherche linéaire
est effectuée pour minimiser le résidu

Quece soit a I'étape de prédiction ou durant les itération du solveur de Newton un systéme linéaire
dense doit étre résolu. La résolution par un solveur directe basé sur une décomposition LU des matrices
jacobienne est présente dans la version actuelle du code. Pour des systemes avec de nombreux degrés
de libertés cette approche prend beaucoup de temps CPU. Pour cette raison un nouveau solveur itératif
basé sur la méthode GMRES [4] a été implémenté dans le code. GMRES a été retenu puisque la matrice
jacobienne est non-symétrique, conséquence des non-linéarités de contact. Une comparaison entre les
deux approches est donnée dans la section suivante.

6 Exemples numériques

La méthode présentée dans ce papier est appliquée sur un modéle de flasque avec boulons (Fig.3).
Le contact est discrétisé par 600 éléments de contact. Un nceud est retenu pour excitation et un autre
pour I'observation des amplitudes de vibration. La réponse fréquentielle autour du deuxieme mode est
présentée sur la Fig.3. Les résultats ont été obtenu avec des élément 3D (f3pen) dont la formulation a été
présentée dans ce papier et un élément hybride 2D/3D [2] basé sur la séparation du probléme tangentiel
de contact suivant la directiofy et Ty. L'élément hybride 2D/3D repose sur un calcul analytique des
coefficients de Fourier qui nécessite de trouver les temps de transition entre les différents états de contact
pendant la période de vibration. Les tests numériques ont montrés que la formulation 3D basée sur un
calcul discret en temps des coefficient de Fourier converge aussi vite que la formulation hybride 2D ana-
lytique. La formulation 3D permet une meilleure prédiction des niveaux vibratoires et des amortissement
aux interfaces de contact.

L'analyse du temps nécessaire a chaque étape de la procédure de continuation a montré que I'étape
la plus gourmande en temps de calcul était la factorisation de la matrice jacobienne (cf Fig.4 (a)). Les
tests numériques effectués sur ce modéle avec le solveur directe et le solveur itératif GMRES ont mon-
tré un gain important en performance pour la version séquentiel du code mais cette avantage diminue
avec la version paralléle du code. L'implémentation utilisée de GMRES ne semble pas profiter de la
parallélisation (cf Fig.4 (b)).
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7 Conclusions et perspectives

Une méthode d’obtention de la réponse forcée en présence de contact avec frottement a été présentée.
Cette méthode repose sur une résolution en deux étapes : résolution d'un probléme statique et résolution
du probléme dynamique sur un modéle réduit. Le probléme dynamique est résolu autour de la position
statique. Cette approche est adapte a des structures comportant de nombreux ddls. Le contact avec frotte-
ment est modélisé en dynamique de fagon a conserver I'équivalence avec la formulation contact utilisée
en statique. Cette formulation est plus rigoureuse que la plupart des formulations utilisées par d’autre
auteur. La méthode a été appliquée sur un modele large qui a permis de tester I'implémentation d’'un
nouveau solveur linéaire itératif basé sur I'algorithme GMRES. Des futurs travaux sont a mener pour
améliorer ce solveur et utiliser les capacités de recyclage des sous-espaces de Krylov pour réduire le
nombre d'itération du solveur linéaires a chaque fréquence.
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