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Résunt — La motivation de ce travail est la simulation multiéchelle de liquides, dans laguelle des
modeles de dynamique moléculaire sont couplés avec des descriptions a I'échelle du continuum (typi-
gquement via I'équation de Navier-Stokes). Dans un tel calcul, il est nécessaire de pouvoir simuler un
systeme moléculaire consistant avec le flot macroscopique. Typiquement, on souhaite imposer un taux
de déformation (gradient symétrisé de la vitesse) et calculer numériguement, sur la base d’'un modele
atomistique, le tenseur des contraintes. On obtient ainsi numériqguement, sur la base de calculs a I'échelle
atomistique, la loi de comportement a I'échelle macroscopique du fluide.

Notre travail consiste tout d’abord a construire, en utilisant un modéle de bain thermique (et suivant
en celalesidées de D. Diirr, S. Goldstein et J. Lebowitz [3, 4]), une équation de type Langevin, permettant
la simulation de liquides a température et taux de déformation fixés. On présente ensuite des simulations
numeériques montrant I'utilité de la dynamique obtenue pour simuler des liquides en cisaillement.

Mots cles— systemes hors-eéquilibre, simulation multiechelle, équation de Langevin, flot de cisaille-
ment.

1 Introduction

La motivation de ce travail est la simulation multiechelle de liquides, dans laquelle des modeles
de dynamique moléculaire sont couplés avec des descriptions a I'échelle du continuum. A I'echelle
macroscopigue, I'eévolution du fluide (considéré ici comme incompressible) est modélisée par I'equation
de Navier-Stokes :

ou . .
p<E+U-Du>:f+d|vo, divu=0, o=-—pld +T, (1)
ouu est le champ de vitesse,le champ de contrainte @tle champ de pression associé a I'incompres-
sibilité du fluide p est la densitéf modélise les forces extérieures et Id est la matrice identité).

Pour fermer le systeme d’équations, on a besoin d’une loi constitutive, reliant typiqueiioertd)
au. Pour les fluidemewtonienscette loi s'écrit

o=—pld +n (Ou+0u'),

oun est la viscosité. Le but de ce travail est de fermer le systemeufiBriquementsur la base d’'un
modeleatomistique(ce qui permet de contourner la difficulté de postuler a I'echelle macroscopique une
loi constitutive). A plus long terme, ce travail est relié au probleme de la simulation multiéchelle de
fluides, pour laquelle on va résoudre

p(%Jru-Du):erdivc, divu=0,

et ou, dans chaque (ou quelques) cellule (ou élément fini) macroscopique, la relatiew(Cu, T) est
calculée sur la base d’'un modéle atomistique.



La quantité[Ju &ant macroscopique, on supposera dans toute la suite que, a I'échelle atomistique,
elle est constante et uniforme.

La suite de ce document s’appuie sur I'article [2].

2 Equation de Langevin pour un fluide hors€quilibre

2.1 Modele atomistique

A I'echelle atomistique, on modélise le fluide comme un systeme discret compd$galticules
ponctuelles, de positiog € D, de momenfp; et de masse unité. On se donne un Hamiltonien pour ce
N 12
systemeH (q, p) = |0_2, +V(ai,-..,0qn), SOmme de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle.
i=
Une dynamique communément admise pour simuler ce sysadraquilibre a la températur@ est
I'équation de Langevin :

dg = pidt, dp = —0iV(q)dt—ypi dt+ /2yB~1dW, (2)

N R . i 1
ouy > 0 est un parametr@ est relié a la température pae= T (ks ed la constante de Boltzmann) et
W est un mouvement brownien (on reconnait les équations de Newton auxquelles on a ajouté un terme
de dissipation et un terme de fluctuation aléatoire).

Les propriétés d'équilibre du systeme sont définies comme la moyenne de certaines observables
suivant la mesure de Boltzmann-Gibbs

Wo(a,p) =Z exp(—BH(q,p)). ©)

Ces moyennes thermodynamiques s’écrivent

®i= [ AP pdadp @)

N
Par exemple, I'observable correspondant a la pressioA(gsp) = ﬁ Zl(piz—qi . DiV(q)). Avec
i=

ce choix, (A) est la pression macroscopique d’un systemeNdearticules, dans le domain®, a la
températurd .

La quantité (4) est une intégrale en trés grande dimension. En pratique, elle est calculée comme la
moyenne de I'observabl&le long de la solution de (2) : pour tout> 0, et pour toute observablg on
a en effet

. 1 /7
Jm = [ A, p) dt = ().

Le modele qu’on vient de décrire, qui permet par exemple de calculer la pression en fonction de la
densité et de la température, est un modele d’équilibre. On a en particulier que la vitesse moyenne de
chaque particule est nullg p;) = 0 pour touti.

2.2 Modelisation hors-€quilibre

On cherche a modifier le cadre précédent, pour que la vitesse moyenne ag smtrégale ai(q),
ouu est le champ de vitesse a I'eéchelle macroscopique (a divergence nulle) gu’on souhaite imposer. On
se restreint ici au cas odu est uniforme :u(q) = OJug. Une difficulté est de contrbler correctement
la température, d’'une maniere consistante avec le flot macroscopique imposé, et de telle facon a ce
qu'il n'y ait pas de dérive énergétique. Cette question a déja fait I'objet de nombreux travaux, cf. par
exemple [6, 9, 10, 12].

Une idée naturelle est de remplacer I'equation de Langevin standard (2) par
dg =pdt,  dp=-0V(g)dt—y(p —Oug)dt+ /2y~ dw. (5)
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Ceci revient a considérer une friction proportionnell@ gitesse relativale la particule, difference entre
sa vitessep; et la vitesse macroscopiquég;) = Jug gqu’on cherche a imposer au poipt

On montre dans [2] qu’on pedériver une version simplifiee des équations (5) a partir d'un modéle
de bain thermique (en adaptant les idées de D. Durr, S. Goldstein et J. Lebowitz [3, 4]). Plus précisément,
en considérant une unique particule (de masse unité) dans un bain thermique constitué de particules de
massem, on peut montrer que, lorsqua tend vers 0, la dynamique de la particule marq(gep;)
converge vers

dg= pdt, dp=—y(p—Ouqg)dt+ /2y3~1tdw, (6)

ou le coefficieny est donné par une formule analytique, et dépend des propriétés géométriques de la par-
ticule marquée et de certaines caractéristiqgues du bain thermique (on renvoie a [2] pour plus de détails).
La dérivation de (5) dans le cas de plusieurs particules marquées est une question ouverte et tres difficile.

La dérivation rigoureuse, a partir d’'un modele de bain thermique, de (6), justifie ainsi d’'une certaine
facon la dynamique (5). Notons aussi que le modele (5) peut étre obtenu (de maniere heuristique) en
considérant les equations g-SLLOD, souvent utilisées pour décrire des systemes hors-equilibre (cf. par
exemple [5]), et en les complémentant par des termes de thermostat.

On se concentre dans la suite de ce document sur les résultats numériques obtenus en utilisant la
dynamique hors-équilibre (5) et on renvoie a [2] pour la dérivation rigoureuse de (6).

2.3 Resultats nuneérigues

En général, la mesure invariante de (5) n'est pas analytiquement connue (a I'opposé de I'equation (2),
pour laquelle on sait, sous des hypotheses raisonnabl®s gque la mesure)(q, p)dgdp ouWs(q, p)
est donnée par (3), est invariante, quelque soit la valeyy). d&n peut en fait vérifier que la densité

(v 322

construite en analogie avec la mesure de Gibbs (3) et en utilisant la vitesse rglativii g plutdt que
la vitesse absolup;, n'estpaslaissée invariante par (5)!

Cette absence de résultats analytiques justifie I'exploration numérique des propriétés de (5). L'objec-
tif est d’étudier dans quelle mesure la vitesse moyenne des particules aq psiréigale a la vitesse du
fluide en ce pointJug, et si on peut effectivement calculer numériquement la contrainte dans le systeme
atomique[Ju et B étant fixés. Une étude similaire, mais non identique, a été menée dans [8].

Z lexp|—

On se place dans un cas simple, celui d’'un flot de cisaillement :

Ou=

o O o
oOowm

0
0 ol sest un parametre (7)
0

On considere un systeme Ne= 1000 particules intéragissant via un potentiel de Lennard-Jones :

N

V() = Zx Z @La(llgi —gj])

j=1+1
avec
1 1 .
4g 216 +Cir+C  Sir <rey,

0 SiTr > reyt.

() =

Les constantes; et c, sont choisies telles qug ;(r) etq ;(r) soient continues ey (en pratique, on
travaille avea ¢y = 2.6 ete = 1). Le volume|D| est tel gue la densité est égale a 0.7.

On applique des conditions aux limites de type Lees-Edwards [1, 5] au systeme. Ces conditions
généralisent les conditions aux limites périodiques, de maniére consistante avec le flot de cisaillement
imposeé.



Avec ce choix ddJu, on s’attend a ce que le flot soit uniforme dans les directioasz. On définit
donc des “tranchedR d’épaisseufy dans la directiory :

Re=Dn{kdy <y< (k+1)Ay}. (8)

Pour intégrer la dynamique (5), on utilise un schéma de splitting, en intégrant séparément la partie
Hamiltonienne (grace au schéma de Verlet) et les autres termes (intégrés analytiquement). Le schéma
s’écrit

n+1/2 At

P = p”—;D.V(q)
qln+1 _ ql_|_A,[pn+l/2
At
pro= WOV,
* l_az 1/2
1= an oo (50)

ou a = exp(—YyAt) etG' ~ A((0,1d ). En pratique, on travaille avelt = 0.005,8 =1 ety = 1.
Pour tout tempg = ¢At, on définit la valeur moyenne de la vitesse dans la traRgi&r
Vit k) = Sn—o¥ita P R(A1)
SnooYiv1 Ir ()

Sur la Figure 1, on montre la valeur de cette vitesse moyenne au temps final de la sintutatibn=
500 : on constate gu’elle est bien en accord avec leuflgt = Cug imposé. On montre sur la méme
figure la distance entre la vitesse moyenne calculée (au temps final) et le flot souhaité :

()

. 0 0 2 o 2 o 211/2
dist(t;, k) = HV(tg, K)— ubkgrd(Rk)H - [(Vx(tg, K)— sy )2+ (Yt k) + (Valtr, K)) } . (10)
On vérifie bien gue la vitesse moyenne obtenue est proche de celle souhaitée.
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Fig. 1 — Gauche : vitesse moyenne (9) — setondes particules dans les tranches (8) pour un flot de
cisaillement (7) aves = 0.05. Droite : distance (10) en fonction gle

On montre sur la Figure 2 la variance des vitesses dans chaque tRnclaevariance de la vitesse
dans les trois directions est prochefife¢, comme souhaité (la température s'interpréte encore comme
la variance de la vitesse).

Nous constatons donc que la vitesse des particules évoluant suivant (5) est proche (au moins en
terme de moyenne et de variance) de celle qu’on cherche a imposer. On s’intéresse maintenant au calcul
du tenseur des contraintes. On utilise pour cela la formule de Irving-Kirkwood [7] :

% ) ® f<”>> (11)

Jll?fl

1
o=—

I\JIH

((pi — Ougi) @ (pi — Ougy) +

Mz
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Fig. 2 — Variance de la vitesse en fonctionydén a moyenné er, z ett) : vitesse selox (gauche),
vitesse seloly (droite). Les résultats pour la vitesse sefsont similaires.

plif) —  Aallai —ajll) (G —aj)
1o — |
eg la force exercée par I'atomgsur I'atomei. Le premier terme dans (11) est le terme de pression
cinétigue, qui permet de retrouver, dans le cas des gaz paNaitsQ), la loi de Mariotte. Le second
terme permet de prendre en compte les forces entre les particules. De maniere standard, nous avons
soustrait la vitesse moyenne locale dans le terme de pression cinétique (qui dépend donc de la vitesse
relative et non absolue, cf. [7]).

On montre sur la Figure 3 le coefficieai, du tenseur des contraintes (i.e. la contrainte de cisaille-
ment), obtenue en moyennant I'observablesur 'ensemble de la trajectoire. Plus précisément, nous
avons considéré 10 trajectoires indépendantes pour chaque salé)yr0.01, 0.02, ..., 0.07 dans (7) et
pour chaque valeur du parametre- 0.1, 1.0 et 10. Nous avons ensuite moyenné les résultats obtenus
sur ces 10 réalisations, afin d’obtenir de petits intervalles de confiance.

On observe sur la Figure 3 une relation linéaire entre la contrainte de cisaillemegttle taux de

cisaillements, ce qui permet de définir une viscositée de cisaillemrpﬁi—%. Poury <1, on obtient le
résultatn ~ 1.2175, ce qui est consistant avec les valeurs données dans la littérature (cf. par exemple [11,
Table 1V]). On remarque aussi que les résultats dépendent a prigiind@éme si, pouy = 0.1 ety =1,

ils sont tres proches). Ceci n’est pas surprenant : on s'attend en effet a ce que la mesure invariante de (5)
dépende dg.
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-0.12 | TE
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Contrainte de cisaillement; »
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Taux de cisaillemerg

Fig. 3 — Contrainte de cisaillemeat, en fonction du taux de cisaillemestpour plusieurs valeurs de

Les résultats numérigues résumeés ici montrent que la dynamique (5) donne des résultats tout a fait
satisfaisants.
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