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Résumé— Les méthodes de représentation a variables séparées permettent de réduire de facon drastique
lescodts numériques associés a la résolution d’'une grande variété de problemes. Cependant, I'efficacité
des décompositions espace-temps pour les problémes d’évolution de type hyperbolique reste a démontrer.
Dans cette exposé, nous évaluons la capacité de la décomposition généralisée propre (PGD) a construire
des représentations par variables séparées espace-temps du probléme d’élastodynamique transitoire a
deux dimensions d'espace. Ce probleme étant non-symmeétrique, la décomposition est classiqguement
construite par minimisation du résidu espace-temps dans la métrique euclidienne. Cependant, lorsque
le probléme est mal conditionné, cette décomposition n’est pas optimale. Aussi, une nouvelle définition
de la PGD par minimisation du résidu dans une métrique “idéale” a été récemment introduite et permet
de calculer la décomposition optimadepriori. Nous appliquons cette nouvelle définition au probléme
d’élastodynamique formulé sur le domaine espace-temps en déplacement-vitesse. Nous comparons alors
deux types de décomposition, a savoir espace<2Bmps et espace-1B espace-1D< temps.

Mots clés— PGD, élastodynamique, séparation espace-temps, formulation idéale en minimum de résidu

1 Introduction

Lestechniques classiques de discrétisation sont désormais suffisamment robustes pour étre utilisées
dans l'industrie. Cependant, leur application a des problématiques industrielles nécessite des ressources
informatiques toujours plus importantes. Bien que les moyens de calcul actuels permettent de résoudre
des modéles a plusieurs centaines de millions d'inconnues, il s’avére aujourd’hui nécessaire de proposer
de nouvelles méthodes afin de mieux exploiter les ressources informatiques disponibles. Les méthodes
de représentation a variables séparées sont un bon moyen pour atteindre cet objectif. Introduites dans les
années 1980 pour la résolution des problemes non-linéaires de mécanique [16], elles ont été récemment
généralisées pour les problémes multi-dimensionnels [5, 1, 10, 17]. Depuis une dizaine d'années, de
nombreuses contributions ont été publiées [11], démontrant que les codts associés a la résolution d’'une
grande variété de problémes peuvent étre réduits de plusieurs ordres de grandeur avec ces méthodes.

Pour les problemes d’évolution [2, 18], la séparation s’opere sur les variables de I'espace physique
et du temps. Le principe est alors d’approximer la solution espace-temps par une somme de produits de
fonctions de I'espace et du temps, chaque produit pouvant étre interprété comme un mode espace-temps.
Sile nombre de mode espace-temps permettant de représenter la solution compléte avec une bonne préci-
sion est négligeable devant la dimension des espaces de discrétisation, la mémoire nécessaire au stockage
de la solution compléete peut étre réduite de plusieurs ordres de grandeur. Il s’agit alors de savoir com-
bien de modes espace-temps sont nécessaires pour représenter de facon précise la solution d’un probléme
donné ? Pour la dynamique transitoire, cette question reste ouverte. Une premiére réponse a été donnée
dans [7] montrant qu’un nombre raisonnable de modes espace-temps est suffisant pour représenter pré-
cisément la propagation d’'ondes élastiques dans une structure mono-dimensionnelle. Nous considérons
ici le probléme a deux dimensions d’espace et des chargements de type impact avec des fréquences de
sollicitations variant sur une large gamme de fréquences (de 1 kHz a 100 kHz).

Afin d’évaluer I'efficacité des méthodes de séparation de variables, il est tout d’abord nécessaire de
donner une définition de la décomposition optimale. Celle-ci est dé&fipiasteriori(c’est-a-dire aprés



avoir calculé la solution compléte sur le domaine espace-temps) par minimisation de l@Theulta

solution compléte et 'ensemble des décompositions possibles. Le réel enjeu est alors de construire cette
décompositiora-priori, c'est-a-dire sans calculer (et donc stocker) la solution compléte avant de calculer

sa représentation séparée. Ceci est I'objet des méthodes de décomposition généralisée propre (PGD). Le
probléme d’élastodynamique étant non-symmeétrique, la décompoaifioiori est classiquement cal-

culée par minimisation du résidu espace-temps dans la métrique euclidienne [18]. Cependant, lorsque le
probléme est mal conditionné, cette décomposition ne converge pas vers la décomposition optimale. Une
solution, introduite dans [6] et également évoquée dans [9], consiste a trouver une norme “idéale” dans
laquelle minimiser le résidu de facon a ce que la décomposition obtenue minimise également I'erreur.

Bien que cette nouvelle définition de la PGD permette théoriquement d’obtenir la décomposition
optimalea-priori, les algorithmes utilisées pour sa construction ne convergent pas nécessairement vers
la solution optimale. Notamment pour les décompositions d’ordre élevé (typiguement supérieur ou égale
a trois), une construction progressive de la décomposition ne permet pas d'obtenir la décomposition
optimale. Aussi, un algorithme optimal a été introduit dans [8] et permet de construire la décomposition
optimale également pour les décompositions d’ordre €levé. Nous illustrons cet aspect en comparant deux
types de décomposition, a savoir espacex2izmps et espace-1B espace-1D< temps.

Cet exposé est construit comme suit : aprés avoir décrit le probleme d’élastodynamique modéle dans
la section 2, nous introduisons la décomposition optiragh@sterioridans la section 3. Nous montrons
ensuite dans la section 4 comment construire la décomposition optaxieri, a l'aide de la PGD
définie par minimisation du résidu dans une métrique idéale.

2 Description du probleme

Nous considérons le probléme de dynamique transitoire décrit sur la Figure 1a). Ce probleme mod-
élise la propagation des ondes élastiques planes dans une structure bi-dimensf@rmel®urs de
l'intervalle de tempd = [0,T]. Le domaine spatial = Q1 x Q est choisi de forme rectangulaire (de
dimensions 1 m®R.5 m). On considére un comportement linéaire élastique et isotrope du matériau (mod-
ule d’YoungE = 2.10" N/m?, coefficient de poissom = 0.3, masse volumique = 8000 kg/ni). La
structure est encastrée a I'une de ses extrémités et un chargement sinusoidal de typedst@ggliqué
aumilieu de I'extrémité opposée durant une péridde,q (voir Figure 1a)). Les conditions initiales en
déplacement et vitesse sont imposées nulles. La simulation est effectuée jusga@r3s.

AT‘load 1072 ‘ SIZXT
: u=0 - —
02 ] C R ‘
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uy =0 N
a) vy =0 b)

Fig. 1 — a) Géométrie du cas test et conditions aux limites dans le domaine espac&terhpst b)
Décompositions espace-temps considérées

Le probleme d'élastodynamique est formulé de facon faible sur le domaine espace-temps avec la
méthode de Galerkin discontinue en temps en déplacement-vitesse [15]. Cette formulation a deux champs
permet de contrbler les hautes fréquences parasites introduites par les schémas classiques d’intégra-
tion en temps. Les inconnues du probléme sont les champs de vecteur déplaca(menb,t) =
$2 4 Ui(x1, X2, )€ etde vitesser(xi, Xp,t) = T2 1 Vi(x1, Xz, )€, définissur le domaine espace-tempg x

1. Une comparaison numérique de l'influence des perturbations hagtpsehcessur I'efficacité des décompositions
espace-temps est effectuée dans [7] et montre notamment que I'utilisation de schémas contrélant les oscillations parasites
permet de réduire le nombre de modes espace-temps nécessaires pour représenter la solution compléte a précison fixée.



Q. x |. La discrétisation du probléme est effectuée avec les mémes espaces d'approximation pour les
champgde déplacement et de vitesse, a savoir des éléments finis linéaires (continus en espace et discon-
tinus en temps). Chaque composante des champs de vecteur déplacement et vitesse est considéré comme
un champ a part entiére. Ainsi apres discrétisation, les inconnues du probléme sont les représentations
discrétes des composantes des champs de déplacement et dewyitas®t v, v, respectivement.

La résolution du probleme espace-temps est tout d’'abord effectuée de fagon incrémentale, pour
des fréquences de sollicitation variant sur une large gamme (nous considérons les cas tegts=1/AT
1-5-20-100 kHz). Nous fixons les parametres de discrétisation de fagon a ce que I'erreur de dis-
crétisation sur le champ de déplacement soit du méme ordre de grandeur pour tous les cas tests (voir

Tableau 1). Lerreur de discrétisation est calculée sur le domaine espace-temps avec l'indicateur suivant :
2
2

2
gt [+ | g |

e 2 e 2
g+l

un maillage tres fin.

errpisc(u) = \/H

avecus,us les composantes du champ de déplacement calculées sur

1/ATiad (kHZ) At (s) errpisc(u) (%)
1 25%x10° <2
5 6.25x 10°© <2
20 1.5625%x 10°° <2
100 6.25% 10~/ <4

Tableau 1 — Paramétres de discrétisation et erreur de discrétisation agpacigsgpport a la solution
exacte) -Ax; = Axp = ¢ At avecc, = /E/p = 5000 m/s la célérité des ondes longitudinales.

La solution en espace obtenue a différents instants pour le cas testk#A00 kHz est représentée
sur la Figure 2. Les solutions espace-temps obtenues en déplacement et vitesse pour toutes les fréquences
de sollicitation considérées sont représentées sur la Figure 3. En augmentant la fréquence de sollicita-
tion on observe un comportement de plus en plus localisé des champs de déplacement et de vitesse
dans le domaine espace-temps. Cette localisation de la solution physique est communément considérée
comme problématique pour la construction de représentations a variables séparées espace-temps. Nous
guantifions cet aspect dans la section suivante.

t=0.04 ms - s }1 o t=0.2 ms
xz!xl - y . » ? €
1 cas test
. 1/AT‘load
') l 4 A ] —100 KHz
& »
-
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Fig. 2 — Amplitude du champ de déplacement sur le domaine spatial a différents instants.

3 Décompositions espace-temps-POSTERIORI

Ayant calculé les solutions complétes sur le domaine espace-temps, nous pouvons désormais contru-
ire leurs décompositions optimalagposteriori. Une décomposition différente est construite pour chaque
composante des champs de déplacement et de vitesse. Pour simplifier les notations, la définition de la
décomposition optimale est donnée pour une seule composanteunotée
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Fig. 3 — Amplitude des champs de déplacement et de vitesse sur le domaine espace-temps.

3.1 Définition de la décomposition optimale

Considérons un tenseurc RN >*>ND) g'ordre D ot N(d) est 'opérateur donnant la taille de
I'espace d’'approximation dans la dimensidnUne décomposition possible de ce tenseur est appelée
décomposition tensorielle canonique [14] et consiste a approximer le tanseus la forme :

M
UQJUM:ziﬂ('@'“@ViVEG.SM (1)
=1

oules termegv&@ . ®‘L"E sontappelés modes et le nombre de modes est le radg-ldl décomposition.

La décompositioruy, étant seulement une approximation du tensgut est nécessaire de définir la
décomposition optimale dans une certaine norme. Ainsi, la décomposition optimale est classiquement
définie comme un extremum du probléme de minimisation suivant :

U :argwr*réi? Hu—u*Hz (2)

LorsqueD = 2, le tenseuru est une matrice et la décomposition optimale de rangelihcide avec

la décomposition en valeurs singulieres (SVD) tronquée de la matrice. Pour les tenseurs d’ordre élevé
(D >= 3), la décomposition optimale peut étre vue comme une généralisation de la décomposition en
valeurs singuliéres [13]. Elle peut étre construite avec un algorithme de type “Alternating Least Square”

(ALS) [14]. Nous utilisons ici 'implémentation proposée dans [4].

Remarque 1 Pour les composantes;, u, et v, vo des champs de déplacement et de vitesse, nous
considérons deux types de décompositions (d’ordre D et D = 3 respectivement), illustrés sur la
Figure 1b). La premiere décomposition correspond a une séparation des variables d'ézpagede

la variable temporelle t et s’écrit sous forme discréte pour les composantes du champ de déplacement
(et de facon similaire en vitesse ) :

M
Vi=1.2 ueRMN ~uy =5 wifohy  (décompositior$12:T) (3)
=

Pour la seconde décomposition, nous considérons également une décomposition du mode spatial, les
variables %, x, ett étant toutes séparées. Cette décomposition s’écrit avee N3 x No comme suit :

M
Vi=1.2 ue RN ~uy = 5wy owg @Ay (décompositiors1xS2xT) (4)
=



3.2 Gain mémoire optimal

L'erreur de décomposition en fonction du rangédt calculé par rapport & la solution discréete de la
facon suivante pour 'amplitude du déplacement (et de facon similaire en vitesse ) :

2 2
\/ up—u +|luz—u
ety VI v v

2 2
lus |5+l uz 5

L'erreur obtenue pour les décompositions (3) et (4) et tous les cas tests est représentée sur la Figure
4. En comparant les courbes des décompositions S12x T e8&&xa erreur fixée, on observe que les
rangs des deux types de décomposition sont du méme ordre de grandeur pour tous les cas tests. Aussi,
on constate que plus de modes espace-temps sont nécessaires pour obtenir une erreur de décomposition
donnée lorsque la fréquence de sollicitation augmente.

u V
o S12xT o S$1xS2xT o S12xT o S1xS2xT
10 10 10 10
1/ATjoqd
o =100 kHz -
= 10’ 10’ = 10 10"
10 10 = 10 10
~ =~
\B) \B}
10° 10 10° 10°
10 10' 10° 10° 10' 10° 10° 10' 10° 10° 10' 10°

Decomposition rank [V/ Decomposition rank [V/ Decomposition rank [V/ Decomposition rank [V

Fig. 4 — Erreur de décompositi@iposterioripourtous les cas tests.

Afin de quantifier cet aspect nous proposons de calculer le gain mémoire obtenu avec les décompo-
sitions optimales. Les solutions espace-temps ayant été calculées a erreur de discrétisation fixée, nous
identifions le rang-Mel que I'erreur de décomposition soit inférieure (ou €gale) a I'erreur de discréti-
sation. Le gain mémoire optimal est alors défini comme le rapport entre la mémoire nécessaire pour
stocker la solution compléte et la mémoire nécessaire pour stocker sa décomposition optimale de méme
précision. Les gains obtenus pour les deux décompositions considérés et 'ensemble des cas tests sont
reportés dans le Tableau 2. Méme si plus de modes espace-temps sont nécessaires lorsque des sollications
de fréquence élevée sont appliquées, le gain de mémaoire est meilleur lorsque la fréquence de sollicitation
augmente, ceci s’expliquant par la dimension des espaces d'approximations nécessairement plus grande
pour obtenir une erreur de discrétisation fixée lorsque la solution présente un comportement de plus en
plus localisé. Aussi, la séparation des modes spatiaux s’aveére avantageuse dans les cas traités. Le gain
obtenu pour la fréquence de sollicitation la plus haute est en effet un ordre de grandeur plus élevé avec la
décomposition S182 T qu’'avec la décomposition S1ZxPour le probléme de dynamique transitoire

Décomp. S12xT Décomp. S1xS2xT
1/ATioad(kHZ) | 2(NiN2NT) | M| gain=ihélis | M| gain=gmtie e
11N2 T 1 2 T
1 6.4x10° | 2 13 2 17
5 35x10° | 6 34 8 59
20 2.1x10" |32 35 51 142
100 3.3x10° | 81 37 174 257

Tableau 2 — Gains de mémoire obtenue avec la décomposition optimale du champ de dépl@ddersient
choisi de facon a ce que I'erreur de décomposition soit égale (ou inférieure) a I'erreur de discrétisation).

traité, la séparatioa-posteriorides variables spatiales et temporelle permet donc de réduire de plusieurs
ordres de grandeur la mémoire nécessaire au stockage de la solution espace-temps. La question est main-
tenant : peut-on calculer ces décompositions optimales sans avoir a stocker une solution espace-temps
compléte a aucun moment de la construction ? Ceci est I'objet des méthodes de déconmppsitican
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4 Décompositions espace-temps-PRIORI

Les méthodes de décompositiapriori, basées sur la PGD, exploite le fait que le tensegue I'on
cherche a décomposer n’est pas quelconque mais solution d’un probléme dont on connait une modélisa-
tion. Pour les problémes linéaires, cette modélisation peut s’écrire sous la forme suivante :

APu=b avec AeRNWNL)-NDXND) ot peRNEL>xND) (5)

ou le produit intérieur ®” est défini comme suaPb=3; i ai..iphi,..ip €t(APa)i,io =3, jp ALjr-inio@j1-jo-
Le probléme est alors dit séparable s'il est possible d’'identifier une représentation séparée des opérateurs
du systéme linéaire. Cette propriété de séparabilité s'écrit :

Ma Mp
A=Y Ao--oA et b= be-obf (6)
k=1 k=1

Remarque 2 La premiére étape est donc d'identifier la représentation séparée des opérateurs associés
au systeme linéaire représentatif du probléme espace-temps. Dans le cas du probleme d’élastodynamique
considéré, ce systeme linéaire fait intervenir les quatre tenseurs inconnusetvi,v,. On obtient alors

un systéme linéaire par blocs ou chaque bloc vérifie les propriétés de séparabilité (6). La construction
de ce systéme est décrite en détails dans [8] pour les décompositions (3) et (4).

4.1 Définition par minimisation du résidu dans la norme euclidienne

Différentes définitions peuvent ensuite étre utilisées pour construire la PGD, les plus utilisées étant
les constructions basées sur un critere d’orthogonalité de Galerkin ou par minimisation du résidu [18].
Pour les problémes non symmétriques£AA’), la convergence de la décomposition a été prouvée
seulement pour la décomposition en minimum de résidu [3]. Le probléme d’élastodynamique étant non-
symmeétrique, nous considérons seulement la décomposition construite par minimisation du résidu. Clas-
siguement, le résidu est calculé dans la norme euclidienne et le probléme de minimisation associé s’écrit :

uM:argvmin Hb—APu*H; (7)

U*eSv

Cependantlorsque le conditionnement de I'opératedirest élevé, la décomposition obtenue par min-
imisation du résidu dans la norme euclidienne ne permet pas d’obtenir la décomposition optiriale
Tableau 3).

Remarque 3 Une extension aux problémes multi-champs de la décomposition par minimisation du
résidu a été introduite dans [7]. Le calcul de la décomposition est réalisé en minimisant le résidu du
probléme multi-champs, formulé de fagcon monolithique. Le caractére espace-temps du probléeme permet
alors de tirer avantages des propriétés de convergence des approches monolithiques tout en autorisant
I'utilisation d’approximations différentes en espace et en temps pour chaque champ. Aussi, I'extension
de la PGD par minimisation du résidu dans la norme idéale est détaillée dans [8]

4.2 Définition par minimisation du résidu dans la norme idéale

Afin de construirea-priori la décomposition optimal), I'idée introduite dans [6], consiste a trou-
ver une norme “idéale” dans laquelle minimiser le résidu de fagon a ce que la décomposition obtenue
minimise également I'erreur. C’est-a-dire que I'on cherche un opérateur de hofaééinissant la norme

|x]|y= VXPNDX) tel que arg min |u—u|,= ag _min, | —APu*||,. Un choix idéal est alors
M M

N = (APA")~L, La définitiona-priori de la décomposition optimale par minimisation du résidu s’écrit
alors :

: 2
uM:argWr*rySnMHb—A'?u H(ADA,),l (8)

2. L'optimalité de la décomposition dépend également de I'algorithme utilisé g@ooonstruction. Ici nous utilisons une
version multi-champs de I'algorithme optimale basé sur l'itération du sous-espadd)B¥&D-Sdans [18].
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S12xT

err(u,10)

(pour lecas test 1 /Afaq = 5 kHz)

factor ALS

(R)PGD-S

(IMR)PGD-S

R=5

R=10

R=20

R=40

7.10e-03
9.24e-03
9.21e-03
9.11e-03

oo A~ADNPE

3.84e-02
4.83e-02
1.14e-01
8.32e-01

8.99e-03
1.06e-02
1.52e-02
1.72e-02

8.05e-03
1.02e-02
1.38e-02
1.68e-02

7.17e-03
9.71e-03
1.40e-02
1.66e-02

7.13e-03
9.36e-03
1.33e-02
1.62e-02

Tableau 3 — Comparaison des décompositimp®sterioriet a-priori de rangM=10 en fonction de la
discrétisation (la discrétisation est fixé€/¥x;, Axp, At) / factor avecAt = 125 x 107).

Aussi, bien que cette définition donne théoriquement la décomposition optimale, I'algorithme utilisé
pour sa construction peut ne pas étre optimal. Notamment, pour les décompositions d'ordre élevé, une
construction progressive ne permet pas de converger vers la décomposition optimale. Aussi, nous avons
proposé dans [8] un algorithme optimal de construction de la PGD idéale en minimum de résidu, basé
sur l'itération du sous-espace (voir Algorithm 1) et permettant de calculer la décomposition optimale
également pour les décompositions d'ordre élevé, ceci au méme colt numérique qu’'une construction
progressive. Cet algorithme est basé sur I'introduction d’'un probléme auxiliaire symétrique, résolu a
I'aide de la PGD par critére de Galerkin (étape (4)). Cette PGD aukxiliaire est I'étape la plus colteuse de
la constructiort. Différents algorithmes peuvent étre utilisés pour la résolution de la PGD auxiliaire. Pour
les tenseurs d’ordre élevé, il est également nécessaire d'utiliser un algorithme optimal pour la résolution
de la PGD auxiliaire.

Algorithm 1 Ideal MinimalResidual PGD with Subspace iteration algorithm — (IMR)PGD-S
1. uy =0
2: for k =1to kmaxdo
r=b—AP Um
4. yr=(G)PGD(APA’,1, R)
5: Um :ALS(UM +A’E.’yR7 M)
6
7

(choose betweefG)PGD-P or (G)PGD-Salgorithms)

Check convergence oiy
: end for

Finalement, les résultats obtenus avec l'algoritiilR)PGD-S montre quda précision de la dé-
composition idéale en minimum de résidu dépend peu de la discrétisation (voir Tableau 3). Ainsi, il est
possible d’obtenir une bonne approximation de la décomposition optiapi@ri, la précision de la
décomposition obtenue dépendant du rardgRa PGD auxiliaire (voir la Figure 5).

u
S12xT o S1xS2xT K S12xT D S1xS2xT
=) =) ;
o . % =1 0 s Ny
= ;> + R=10 | imrypGD
= 10" ~ 10" 20
;3 5 R 40
I —E|— ALS a-posteriori

10
10

1

10

1 2

10° 10° 10 10 3 10' 10°

Decomposition rank M/ Decomposition rank [V Decomposition rank V] Decomposition rank V]

Fig. 5 — Erreur de décompositiaapriori pour lecas test 1/Afaq = 5kHz, obtenue avec I'algorithme
(IMR)PGD-S et différentes valeurs du rangg®ur la résolution de la PGD aukxiliaire.

3. Létape (5) de I'algorithméMR)PGD-S estuneprojection sur I'espace des tenseurs de rangh tenseur de rang
plus élevé. Ce tenseur étant donné sous forme séparée, cette étape est négligeable en terme de colt numérique par rapport a
I'étape de résolution de la PGD auxiliaire.



5 Conclusions et Perspectives

Danscet exposé, nous montrons que les représentations par variables séparées espace-temps per-
mettent de réduire de fagon drastique la mémoire nécessaire au stockage des solutions espace-temps
des problemes d’élastodynamique transitoire (jusqu’a deux ordres de grandeur dans les cas considérés).
Aussi, les décompositions optimales peuvent étre calcakfem®ri par minimisation du résidu dans une
métrique idéale, ceci également pour les décompositions d’ordre élevé. Cependant, le temps de calcul as-
socié a la constructioa-priori de la décomposition optimale est supérieur au temps nécessaire pour une
résolution incrémentale. Aussi, les développements actuels concernent I'accélération des algorithmes
PGDs. Des résultats prometteurs ont notamment été obtenus avec la méthode de GMRES non-linéaire
proposée dans [12] pour des constructiafgosteriori, et que nous avons tesgéeriori avec la PGD.

Ce travail est financé par I’Agence Nationale de la Recherche dans le cadre du projet SIM-DREAM
(ANR-10-22198).
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