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Résumé — Une stratégie de modélisation des maçonneries basée sur une méthode par éléments
discrets tenant compte de la déformabilité des éléments est proposée. Il s’agit du développement
d’un modèle plus représentatif et qui reste performant en temps de calcul. Celui-ci est basé
sur une formulation dynamique en repère flottant. Les résultats obtenus avec ce modèle sont
comparés à des approches classiques : rigide, déformable en petite et grande transformation.
Mots clés — maçonneries, éléments discrets, éléments finis, dynamique non régulière, repère
flottant

1 Introduction

La prise en compte des phénomènes locaux pour l’étude du comportement des bâtiments
maçonnés a motivé le choix de la méthode DEM et plus particulièrement de la méthode NSCD
implémenté dans LMGC90. L’enjeu est de proposer une formulation et des choix de modélisa-
tion adaptés à la modélisation des maçonneries en trouvant le meilleur compromis possible entre
modèles numériques représentatifs et maîtrise des temps de calculs.

Tout d’abord le formalisme mécanique général, intégrant une formulation en repère flottant,
est rappelé. Ensuite les limites de la modélisation des structures maçonnées avec des modèles
de corps rigides est illustrée. Enfin, les choix de modélisation spécifiques adaptés au calcul des
maçonneries sont illustrés.

2 Formulation Mécanique – Formalisme Général

Un solide est supposé se mouvoir et se déformer sous l’action de chargements externes appli-
qués et des autres corps qui l’entourent. Parmi ces actions, on distingue les forces les forces de
volume comme la gravité, les forces de surface ou de contact.
Le solide va subir deux types de transformations : un mouvement de corps rigide — à savoir une
translation uc = xc − Xc du centre d’inertie (Mc) ou une rotation caractérisée par la matrice
d’orientation Rc — et un mouvement déformant caractérisé par un tenseur de déformation ε
(Fig. 1). A noter que les mouvements de corps rigide (translation et rotation) conservent les
angles et les distances entre les points du domaine matériel. Le mouvement déformant est utilisé
pour décrire toutes les autres transformations ne pouvant se définir comme des mouvements de
corps rigide, il est donc réservé aux transformations qui traduisent des variations de distance
et/ou des modifications d’angle entre deux couples de points matériels du solide.

- décomposition du champs des vitesses :

L’idée suivie ici est de décomposer la vitesse en vitesse de corps rigide et vitesse de déforma-
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Fig. 1 – Mouvements possibles de transformation

tion. Ainsi la vitesse v sera définie telle que

v(x) = vc + ω × (x− xc) + vD(x) (1)

où xc est la position du centre d’inertie Mc de l’objet, vc la vitesse de translation, ω la vitesse
angulaire de l’objet autour de Mc et vD la vitesse de déformation de l’objet.

La décomposition du champs de vitesse [1] est basée sur la construction de deux opérateurs :
un opérateur de relèvement G fournissant à partir d’une vitesse rigide vR = {vc,ω}T la vitesse
en chaque point du solide et un opérateur de projection L tel que L G soit l’application identité
sur l’image de l’application G, notée VR. Le choix de ces opérateurs permet de décomposer
l’espace vectoriel des vitesses V en une somme directe d’espaces relatifs aux vitesses purement
déformables VD et aux vitesses de corps rigide VR. En s’appuyant sur une écriture de la puissance
on peut de manière similaire décomposer l’espace des efforts F en deux espaces supplémentaires
FR et FD

V = VR ⊕ VD <,> F = FR ⊕FD (2)
L ↓↑ G GT ↓↑ LT

VR < . > FR (3)

Il est possible de construire G et L de la façon suivante [5] :

G(vR) = vR = vc + ω × (x− xc) (4)

L(v) =

(
vc = m−1

∫
Ω ρvdΩ

ω = J−1
∫

Ω ρ(x− xc)× vdΩ

)
(5)

où v ∈ V, vR = {vc,ω}T ∈ VR, m =
∫

Ω ρ(x)dΩ la masse et J =
∫

Ω(x − xc) · (x − xc)I − (x −
xc)⊗ (x− xc)ρ(x)dΩ la matrice d’inertie de l’objet.

Ainsi définis, on constate bien que G(L(vR)) = vR, L(vD) = 0 et v −G(L(xc,v)) = vD.

- formulation faible et découplage des phénoménologies rigide et déformable :

Le point de départ est l’expression locale de la conservation de la quantité de mouvement :

div(σ(x, t)) + ρ(x, t)fv(t) = ρ(x, t)v̇(x, t),∀x ∈ Ω(t), (6)

où ρ dénote la masse volumique du solide, fv les forces de volume, v̇ l’accélération et σ le tenseur
des contraintes. Les forces de surface t sont imposées sur Γf de normale n (t = σ ·n). Les vitesses
sont imposées sur Γv.

Afin de construire la forme variationnelle du problème on définit la vitesse virtuelle v̂(x)
comme appartenant à δV0, c’est à dire :

δV0 = {v̂(x) = v̂c + ω̂ × (x− xc) + v̂D(x),∀x ∈ Ω(t) homogènes pour les ddl bloqués}, (7)
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En particularisant la forme de la vitesse virtuelle (v̂(x) = v̂c puis v̂(x) = ω̂ × (x − xc) et
enfin v̂(x) = v̂D(x), ∀x ∈ Ω(t)), on obtient les expressions suivantes :

∫
Ω(t)

ρ(x)v̇(x, t) · v̂c dΩ =

∫
Ω(t)

ρ(x)fv(t) · v̂c dΩ +

∫
Γf (t)

t(x, t) · v̂c dΓ,

∫
Ω(t)

ρ(x)(x− xc)× v̇(x, t) · ω̂ dΩ =∫
Ω(t)(x− xc)× fv(t) · ω̂ dΩ

+
∫

Γf (t)(x− xc)× t(x, t) · ω̂ dΓ.

∫
Ω(t)

ρ(x)(v̇(x, t)− fv(t)) · v̂D(x) dΩ =

−
∫

Ω(t) σ(x, t) : ∇v̂D(x) dΩ

+
∫

Γf (t) t(x, t) · v̂D(x, t) dΓ

(8)

Si maintenant on introduit l’expression de l’accélération en repère entrainé v̇ donnée par

v̇ = v̇c + ω̇ × (x− xc) + ω × (ω × (x− xc)) + 2ω × vD + v̇D (9)

on obtient les trois équations suivantes :

– équation de Newton

mv̇c +

∫
Ω(t)

ρ(x)v̇D dΩ =

∫
Ω(t)

ρ(x)fv(t) dΩ +

∫
Γ(t)

t(x, t) dΓ (10)

Expression très similiaire à l’équation de Newton pour un solide rigide au terme de cou-
plage

∫
Ω(t) ρ(x)v̇D dΩ près.

– équation d’Euler

Jω̇+ω×Jω+

∫
Ω(t)

ρ(x)(x−xc)×v̇D(x, t)dΩ =

∫
Ω(t)

ρ(x)(x−xc)×fv(t) dΩ+

∫
Γ(t)

(x−xc)×t(x, t) dΓ

(11)
On reconnaît une expression similaire à l’équation d’Euler décrivant les rotations d’un so-
lide rigide encore une fois au terme de couplage

∫
Ω(t) ρ(x)(x− xc)× v̇D(x, t) dΩ près.

– équation de Lagrange en repère flottant∫
Ω(t)

ρ(x)v̇D · v̂D dΩ + 2ω ×
∫

Ω(t)
ρ(x)vD(x, t) · v̂D dΩ = (12)

−
∫

Ω(t)
σ(x, t) : ∇v̂D(x, t) dΩ(x, t) +

∫
Ω(t)

ρ(x)fv(t) · v̂D dΩ +

∫
Γf (t)

t(x, t) · v̂D dΓ

Cette dernière équation sera par exemple discrétisée par une méthode des éléments finis.

Pour des questions pratiques les relations obtenues précédemment sont toutes réécrites dans
le repère principal d’inertie (quantités notées avec un ′). En effet dans ce cas la matrice d’inertie J′
sera diagonale et constante, mais surtout la décomposition de la vitesse avec les opérateurs G′ et
L′ sera définie une fois pour toute. Finalement on retrouve bien que la non linéarité du problème
est contenue dans la connaissance de la matrice d’orientation Rc dont dépendent implicitement
toutes les équations, comme le montre la réécriture des Equations 10, 11 et 12 dans le repère
entraîné :
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mv̇c +Rc

∫
Ω(t) ρ(x

′)v̇′
D dΩ =

∫
Ω(t) ρ(x)fv(t) dΩ+

∫
Γ(t) t(x, t) dΓ

J′ω̇′ + ω′ × J′ω′ +
∫
Ω(t) ρ(x

′)x′ × v̇′
D dΩ =∫

Ω(t) ρ(x
′)x′ ×RT

c fv(t)dΩ+
∫
Γ(t) x

′ ×RT
c t(x, t) dΓ

∫
Ω(t) ρ(x

′)v̇′
D · v̂′

DdΩ+ 2ω′ ×
∫
Ω(t) ρ(x

′)v′
D · v̂′

DdΩ+
∫
Ω(t) σ

′ : ∇v̂′
D dΩ =∫

Ω(t) ρ(x)R
T
c fv(t) · v̂′

D dΩ+
∫
Γ(t)R

T
c t(x, t) · v̂′

D dΓ

(13)

où ω′ la vitesse de rotation (ω = Rcω
′), v′

D la vitesse déformable et x′ la position des points
sont des grandeurs exprimées dans le repère entraîné.

Il est important de noter que suivant la forme de la vitesse et de la vitesse virtuelle on re-
trouve la formulation de corps rigide, de corps déformable ou en repère flottant.

3 Modélisation «solide rigide»

La modélisation de type corps rigides des blocs de maçonnerie ne permet pas de reproduire
fidèlement l’ensemble des mécanismes qui peuvent siéger dans une structure maçonnée.

Elle permet de reproduire convenablement les phénomènes de tassement ou de rocking dans
les cas simples (Fig. 2).

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2 – Comportement dans le plan de sollicitation de maçonneries non contraintes (modéli-
sation en corps rigides) : tassement différentiel sur un panneau en maçonnerie sèche : résultats
expérimentaux (a) et numériques obtenus avec LMGC90 (b) – Essai de compression-cisaillement
sur un panneau de maçonnerie (rotations libres) : calcul 2D avec LMGC90 (c) et faciès de rupture
obtenu expérimentalement (d)

A contrario ce type de modèle semble inadéquat pour la modélisation de systèmes «confinés»
tels que des panneaux de maçonneries en cisaillement pur pour lesquels la déformabilité des corps
devient une composante essentielle. Le manque de déformabilité des blocs rigides ne permet donc
pas de reproduire fidèlement les comportements mécaniques (cisaillement confiné) et conduit à
une surestimation de la stabilité des édifices en général.
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Quoi qu’il en soit ce type de réponse apparaît dans toutes les structures réelles même si la
phénoménologie en question n’affecte que localement la structure. C’est le cas notamment pour
la structure présentée Fig. 3 où un mur qui comporte deux ouvertures et qui est contreventé par
deux murs latéraux est placé sur une table à inclinaison. La table est inclinée jusqu’au bascule-
ment de la structure et l’angle critique d’instabilité monitoré. Le basculement de la structure est
obtenu pour une valeur 25% fois plus élevée de l’angle expérimental avec le modèle rigide ; ceci
s’explique par la sous estimation des phénomènes de cisaillement dans les murs de refend.

Fig. 3 – Photographies du spécimen en basculement – Simulation 3D du basculement avec
LMGC90

La mise en rotation de la structure conduit à une réorganisation du réseau de contact :
progressivement le réseau s’oriente pour s’opposer au basculement du mur principal, mettant
en lumière différents mécanismes opérants dans la structure dont le cisaillement présent dans
les murs de refend comme le suggère l’inclinaison du réseau de contact Fig. 4. Ces panneaux
prennent activement part, dans le cas de maçonneries harpées, à la stabilité de la structure en
prévenant le déversement des murs contreventés. La mauvaise description de la phénoménologie
conduit donc à la surestimation de la stabilité de la structure.

Fig. 4 – Réseau de contact – identification des zones de cisaillement

4 Formulation déformable adaptée à la DEM

L’exemple précédent est traité en utilisant succéssivement l’approche en repère flottant et
une approche HPP classique. Il ne s’agit pas ici de chercher à définir l’angle critique d’instabilité
mais de montrer, sur un calcul, l’instabilité de la structure pour un angle de basculement test
donné inférieur aux angles critiques déterminés précédemment avec le modèle de corps rigide.
Nous cherchons donc à montrer que le choix de modélisation au travers de la prise en compte de
la déformabilité des blocs permet d’obtenir des réponses de structures plus proches de la réalité.

Le basculement intervient pour un angle inférieur à l’angle de basculement défini expérimen-
talement. Le rôle de la prise en compte de la déformabilité sur le déclenchement du basculement
semble donc avéré conformément à ce qui avait pu être déduit précédemment. Par ailleurs, diffé-
rentes hypothèses peuvent expliquer le déclenchement pour une telle valeur de l’angle test. Deux
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aspects de la modélisation sont plus particulièrement à considérer : le choix des caractéristiques
mécaniques du matériau mais également la gestion du positionnement des points de contact.
Pour mieux gérer la détection du contact entre objets, les points de contact sont positionnés au
niveau de la projection des points de Gauss sur les surfaces de contact du maillage. Un tel choix
de position conduit à favoriser l’instabilité des blocs au phénomène de rocking ; le bras de levier
entre les points de contact et la projection sur la face en contact du centre d’inertie du bloc étant
plus petite dans cette configuration.

(a) (b)

Fig. 5 – Structure en basculement – influence de l’approche sur la réponse de la structure :
approche HPP (a) et «corotationnelle» (b)

Pour ce qui est des faciès de rupture observés avec les trois approches, il apparaît très clai-
rement que l’approche HPP atteint ses limites. La localisation de la zone de la maçonnerie
sujette au déversement n’est pas conforme aux résultats observés expérimentalement ou avec
les autres approches numériques déformables voire rigides. La ligne de basculement se situe en
pied de structure alors qu’avec les autres approches, le basculement est initié au niveau de la
partie basse de la fenêtre au centre du mur de façade. Cette différence significative sur le faciès
de rupture peut s’expliquer en regard du non respect de l’hypothèse des petites perturbations
dans laquelle est faite le calcul. L’approximation des petites déformations revient à dire que la
dilatation volumique est approximée à 1. L’utilisation de cette approche dans un contexte ne
respectant pas ces hypothèses conduit à une dilatation volumique non physique pouvant amener
un entraînement inertiel de la structure comme cela semble être le cas ici. En ce qui concerne les
calculs en grandes déformations ou avec l’approche en repère flottant, les faciès de rupture ob-
servés sont fidèles à ceux obtenus expérimentalement. La différence majeure concerne les temps
de calculs considérablement diminués avec l’approche en dynamique en repère flottant.

5 Proposition d’un modèle numérique adapté à la modélisation
des panneaux de maçonnerie

Pour que la description du comportement d’une structure maçonnée soit réaliste, il est né-
cessaire de représenter des phénomènes locaux siégeant dans les joints — rupture des interfaces
en traction (a), glissement au niveau des lits de joint (b) —, dans les blocs de la maçonnerie
— fissuration des blocs en traction (c) — voire dans ces deux entités — rupture diagonale des
blocs (compression/cisaillement) (d), crushing (e) — Fig. 6. La difficulté consiste bien évidem-
ment à proposer des modèles permettant de décrire l’ensemble de ces comportements. Le recours
à des approches trop simplistes ne permet de décrire que partiellement ces mécanismes de ruine
élémentaires, ce qui peut se traduire par une influence plus ou moins marquée sur la réponse glo-
bale de l’ouvrage en termes de faciès de rupture final et d’évolution de la fissuration notamment.
Ces effets sont d’autant plus importants pour les maçonneries confinées.

L’enjeu de cette sous-section est de dégager une stratégie de modélisation adaptée au calcul
des maçonneries avec LMGC90. Pour se faire, le cas d’un panneau de maçonnerie en cisaillement
pur est étudié. La structure est modélisée en première approche par des blocs déformables, dis-
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Fig. 6 – Mécanismes élémentaires de rupture dans les maçonneries (d’après Lourenço [4])

crétisés a minima — 1 élément hexaédrique par demi bloc —, un modèle élastique linéaire étant
utilisé pour décrire le comportement volumique des corps. Un modèle d’interface (loi de contact
type RCC caractérisée par les rigidités normale et tangentielle du joint, et les coefficients de
frottement statique et dynamique) permet de prendre en compte le comportement du mortier.
L’introduction d’une stratégie de rupture des blocs et la gestion de leur désagrégation par dépas-
sement d’une contrainte critique en compression sont ensuite testées. Le modèle complet proposé
ici reprend donc quatre des cinq mécanismes décrits par Lourenço (a,b,c et e) [4] ; la rupture
diagonale des blocs n’étant pas prise en charge pour réduire autant que possible la complexité
du modèle de bloc et de fait les temps de calcul.

Fig. 7 – Réponse du panneau de maçonnerie en cisaillement (modèle complet)

De grosses différences apparaissent entre les modèles ; la forme générale de la rupture (évo-
lution de la fissuration, faciès de rupture) étant fortement influencée par les mécanismes liés à
la rupture des blocs et au phénomène de crushing. Si la gestion en corps déformables des blocs
semble indispensable pour obtenir une rigidité apparente de structure licite, l’introduction de la
rupture des blocs et leur désagrégation l’est tout autant ; ces mécanismes étant nécessaires si l’on
veut obtenir des réponses numériques qui ne surestiment pas le pic à la rupture et la réponse
post pic. L’utilisation de stratégies de modélisation plus évoluées permet la mise en oeuvre de
ces phénoménologies. Toutefois le pilotage de ces mécanismes d’un point de vue numérique reste
un véritable problème. Un travail de fond doit être fourni pour y parvenir. Il est notamment
nécessaire de mieux comprendre l’influence des différents modèles (volumique et d’interaction)
et la compétition entre les différentes physiques siégeant dans la structure (frottement, endom-
magement, modes de rupture) sur la réponse de structure.

6 Conclusion

De la formulation classique du problème mécanique, il a été proposé de découpler les phéno-
mènes de corps rigides des phénomènes de déformation. Si ce découplage n’est pas total, il permet
néanmoins de mettre en place une formulation dynamique de type «corotationnelle» permettant
de superposer «mouvements de corps rigides» et «déformation» ; ce type de méthode semblant
particulièrement bien adapté pour se subsituer aux calculs en grande déformation dans le cas où
des objets déformables en grands déplacements sont à représenter.

Le problème de la modélisation des maçonneries confinées est par ailleurs abordé. La repré-
sentativité des simulations — notamment à la rupture — est indissociable de la prise en compte
des mécanismes de rupture de blocs et de leur dégradation. Si ces simulations nous ont permis
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de mettre en évidence les bases d’une approche de modélisation nous semblant adaptée au calcul
des maçonneries avec le logiciel LMGC90, un travail conséquent reste à fournir pour comprendre
plus en détail l’influence de l’ensemble des paramètres du modèle entre eux.
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