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Résumé— Dans cettecommunication, nous établissons un résultat mathématique sur la sensibilité
paramétrigue des modeéles d’ordre réduit (ROM) obtenus par la méthode de la décomposition orthogonale
aux valeurs propres (POD). Nous nous intéressons plus particulierement aux équations de Navier-Stokes
pour un écoulement fluide bidimensionnel et incompressible. Nous présentons aussi une comparaison
avec des simulations numériques pour la configuration d'un écoulement instationnaire dans un canal
autour d’'un cylindre carré.

Mots clées— Modele d’ordre réduit, POD, Navier-Stokes, évolution paramétrique, sensibilité, estimation
d’erreurs

1 Introduction et résultat principal

1.1 Introduction

Les études des problemes aux limites en mécanique avec évolution paramétrigue interviennent dans
différentes applications, comme |'étude de stabilité, I'optimisation de forme, le contrdle, les problémes
inverses, etc...La résolution du probléme paramétré complet peut étre trés coliteuse. Par exemple en mé-
canique des fluides, ceds études nécessitent la simulation des équations de Navier-Stokes pour différents
nombres de Reynolds. Or pour des nombres de Reynolds assez grands, une simulation compléte peut
étre onéreuse, et donc a forciori quand ce nombre balaye un grand intervalle. Ainsi, depuis quelques
années ces problémes sont approchés par des techniques de réduction de modéle (ROM) type POD par
exemple []. Le probleme qui se pose alors, est de trouver le moyen pour tenir compte dletién pa-
ramétrique dans ces modéles réduits. Il existe plusieurs algorithmes numériques qui générent un modeéle
d’ordre réduit, adapté et sensible & d’éventuels changements des paramétres caractéristisques d’un écou-
lement fluide ; Dans le cas ou la technique de réduction est la POD, nous pouvons citer : L'algorithme
numérique d’interpolation géométriqgue de modéles réduits a différentes valeurs paramétriques [3]. L'al-
gorithme itératifde Greedy qui enrichit une base POD calculée a une certaine valeur paramétrique, en
évaluant les erreurs obtenues a posteriori par projection orthogonale de solutions associées a d'autres
valeurs paramétriques [f].

Néanmoins, danlseaucoup d’applications comme par exemple les problémes de contréle ogfinhal [

ROM estobtenu a partir d’'une base POD de référence calculée pour une valeur déterminée du parametre.
D’ou I'importance de déterminer au préalable une région de confiance d'un modéle ROM-POD a un pa-
rametre donné, ou il approche le probléme complet a une précision fixée au préalable. Il est important
aussi de se poser la question : Comment augmenter la dimension du modéle réduit, de maniére a élargir
la région de confiance sans que la réduction de modéles perde son sens ? Cette région de confiance peut
servir dans les applications que nous venons de citer précédemment : Interpolation géométrique de mo-
déles réduits valables chacun dans une région déterminée au préalable ; Initialisation de I'algorithme de
Greedy, etc...



Nous proposons une réponse a ces deux questions, et nous nous ggeiescadre des équations de
Navier-Stokes pour un écoulement fluide bidimensionnel et incompressible. Le parameétre de ces équa-
tions est le nombre de Reynolds décrit par la variation de la vischsité&®**, pour une longueur et

une vitesse de référence fixes. Notre résultat principal établit une estimation a priori de I'erreur entre la
solution du modéle réduit par POD et celle du probléme semi-discret en espace associé aux équations de
Navier-Stokes. Nous démontrons que cette erreur est contrdlée par la distance entre deux viscosités dis-
tinctes, multipliée par un terme qui décroit quand la dimenslalu modeéle réduit augmente (Résultat

1).

1.2 Formulation du probléme

Notons X = [L%(Q)]?,V = {v € [H}(Q)]?, divv =0} ouQ est un ouvert borné, connexe et lipschit-
zien deR? etVh, un sous espace dede dimensioM. SoientA > 0, ug donnée dan¥ et f donnée dans
L2 .([0,+o0[,X). Pour simplifier, on supposera q@e= (0,1) x (0,1).
Soienta, b etk trois formes suX respectivement bilinéaire coercive, trilinéaire et linéaire, définies par :
— VYvq, o € X, a(Vl,Vz) = (DVl, DVz)[Lz(Q)]4.
— Wi, Vo, v3 € X, b(v,V2,V3) = (div(vi ® V2),V3)x.
- WeX, R(v)=(f(t),v)x.
(,) désigne un produit scalaire dans I'espace correspondant.
Nous noton<C, la constante relative a la coercivité de la forme bilinéairgui n’est autre ici que le

carré d’'une constante de Poincaré.
Nous considérons les équations de Navier-Stokes pour un écoulement fluide bidimensionnel et in-
compressible données par leur formulation variationnelle :

(%?,v) +b(up(t),ur(t),v) = —Aa(up(t),v) +R(v) WeV
X

(Ux(0),V)y = (ug,Vv)x WweV

Sous ces hypothéses, on démontre qu’il existe une unique solution globale des équations de Navier-
du,

Stokes vérifiant uy € C%([0,+[,V)NLZ . ([0,+[, (H3(Q)]?NV)), ot € L2 .([0,+oo[,X) [4].

L'approximationGalerkin des équations de Navier-Stokes d4ysst donnée par :
d
(JF,V) +b (Ul (t),u(t),v) = —Aa(ul(t),v) + R(v) W e VW
X

(W(0),v)y = (U.V)y WEW

Nousdésignons pak une borne supérieure dfe ||, , sur un intervalle de temps = (0,T). Nous

notons(py) ., , et® = (dk) | respectivementles deux suites des valeurs propres et vecteurs

propres POD associées a une solution de référe;(gcmr I'intervalle de temp3. Nous supposons que

la base PODBP™ est hilbertienne dans I'espadget orthonormale au sens du produit scalaire de I'espace

X. Nous nous intéressons a I'étude paramétrique du modéle réduit par POD qui décrit I'évolution d'une
approximatioruy ,,(t) de u;‘(t), dans le sous espace POD de référence dont la dimensibh<estM.

Plus précisément, nous nous basons sur I'étude de la sensibilité paramétrique de I'approche Galerkin
appliquée e‘u;‘ par la base PORPY de référence. Il apparait alors implicitement le probléme du contrdle

du rythme de décroissance de I'erreur obtenue a cause de cette approximation.

1.3 Résultat principal

Sous les hypothéses précédentes, nous démontrons le résultat suivant :



Résultat 1
A —Ao|®

Ao
ou ff“(N) est un terme qui s’exprime en fonction du reste de la série des valeurs propres POD associées

HUQ_OAJ\OHE(T,X) < f1°(N) + f3°(N)

1
a u';o et fZAO(N) est le terme générale d’'une suite décroissante, pour Iaqué‘?l(é))‘< > et f%O(N) =0
guand N= M. Qui s’écrit :

M ) .
on<|\|) = flol fro— (glho §2M0) " .
? n:%jul " lix n ( )

1 )\0 X2 X 1A 2.7\0 X2 X 2\
fa (X1, %) = /0 /O D0y, y2)dyidy, et §770(xg,%2) = /0 /O D70 (y1, y2)dyrdys.

Dans ce qui suit, nous donnons les grandes étapes de la preuve de ce résultat qui seront réparties selon
plusieurs sections : Dans la section 2, nous établissons des estimations a priori d’erreurs POD-Galerkin.
Dans la section 3, nous démontrons notre résultat principal. Dans la section 4, nous présentons des
simulations numériques dans le cadre de I'étude d’'un écoulement autour d’'un cylindre carré.

2 Etude de I'approche POD-Galerkin pour un parametre fixe

2.1 Reésultats préliminaires

Lemme 1 Vv e W, ||Ov||x < +/[|S]]||V]x, ou S est la matrice symétrique de dimension M, définie par :
Sj=a ((Di“, d)?o) et||S|| est sa norme spectrale.

Preuve.Pour la preuve de ce lemme, nous référons a [5].

Lemme2 Les deux formes a et b sont bornées sur I'espaamivhi de la norme de I'espace X ; Nous
notons G et G, leurs bornes respectives.

Preuve.Nous appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et nous utilisons I'injection continue de Sobo-
levH(Q) — L*(Q) et le résultat du lemme. Alors, nous démontrons que :
— YW1,Vo,V3 € Wy :

Ib(Vi,V2,V3)|

IN

IVall ez 1BVl jaiqye [1Vall a2
2
(CH)ISI¥ 2 vallx V2l 1Vl

oUC; est la constante relative a I'injection continue précédente.
— W1,V € V!

IN

|a(v, v2) [ Ovax [1OVv2]lx

<

< |ISivallx [Ivallx

Nous notons dorénavai@, = (C2)?[|S|*/ etCy = ||S|.

Ce qui termine la preuve du lemme.

2.2 Résultat de décroissance du carré de I'erreur POD-Galerkin a une viscosii
Proposition 1

¢ ol < f20(N)
}\O A0 LZ(T,X) = "1 I

M
ol 9(N) = C(Cp,Ca,Cb, K, Ao, T) % Lo
n=N+1

Preuve. Dans tout ce qui suiﬂ,‘lgAO désigne l'opérateur de la projection orthogonale sur le sous-
espace POD de dimensidh

2 2 2
h  a h N h
uy —u <2 Hu - u
H Ao ™ o[ 2 x) = TI[Tho @t ol 2 x

N h o~
) +2 HH‘DAOUAO ~ Bollzx)



M
=T uﬁo estla partie négligée de I'énergie contenue dans la solution

N
— HUAO—I'I
=N+1

dro )\o

L2(T.X)

U)\o

2
- H”m uy, — Ox, T30 vérifie I'égalité différentielle suivante :

h
2dt H Soth, - 0

= b( ( ), u ? (t), (nqNg)\ou?\o 0)‘°> (t))
—I-b< ho(t): Ong (1), ¢>Ao OAO) ®
({800 (0

(. -0) o

Par suite,

~ = b (), 0 0.6, 00, (M8, - ) )
b <0A0(t), (u*;o - aAO) (®), (n@ouxo - aAO) (t))
—Aoa((u';o - ako) ®), (ngkou';o - aAO) (t)) .

En utilisant les propriétés des deux formaest b, et en appliquant une inégalité de Young, nous
obtenons les trois majorations suivantes :

h
2dtHHﬂ>‘°uAO Bho

bW, - th,) (0.6, 1), (M, -~ 33,) () < ch<2\1(% nmuxo)<t>Hi+;H(n2A0u';oaxo)a)Hi)
2

#GoK | (Mgt ~ ) ]

X?

(o0 (0] . (k0] = e (3]t 3t o) o)

N h 2
K H (I_ICDAOU’\O N u;\o) (t)Hx’
et,

08 (1,0 0. (M 6) ) = 253 () 0]+ 3] (Weth, - )

o (Mt - 1) 0]

Parsuite,

< (6CHK+1—2ACp) H( N — aAO) (t)Hi+(2ch+>\5c§) (uAO nmuxo) (t)Hi

Enintégrant sur un intervalléd,t) C T, nous obtenons :

2
N h _a
g Moo~ O

2 t 2 M
H (ng;ou*;o - aAO) (t)HX < /O (6CHK + 1 — 2ACp) H (ng;ou';o - aAO) (s)Hde+ (2GoK +A3C2) T 1%0.
n=N+
Par application du lemme de Gronwall, nous obtenons :
2 M
| (Mgth, =00 (O, < expI(BCoK +1—2MCp)t] (20K +NC) T 5 Wy
n=N-+1

Ce qui termine la preuve de la proposition.



3 Etude paramétrique de I'approche Galerkin par une base POD de ré-
férence

3.1 Sensibilité paramétrique des solutions d’un probléme semi-discret associé aux équa-
tions de Navier-Stokes

Proposition 2 Nous fixon$ un réel strictement positif, trés proche de zéro. Alors, I'application définie
par :
B
2Cy
h
A — uy

+oo| — L%T,X)

est localement lipschitzienne. Et a un voisinagé glenous avons l'inégalité suivante :

2 IN—No|?
< B .
L2(TX) — Ao

h . h
HUA—UAO

TCdK 0
B:= exp(4C, KT 1
cy y[ P(4C,KT) — 1],

y est un réel strictement positif qui veérifig = 3.

Preuve.
Notonsw!(t) = <u§ — u?o) (t), qui vérifie le probléme variationnel suivant :

(jtvvh,v> +b(Uh(t),ul(t),v) — b(u/\ uh )+)\a(vvh() V) + (A —=Ao)a(uf (t),v) =0 W e Vq
X
wh(0) =0
Par suite,
<;M,v>x+b(mﬁ(t),u';(t),) (uAO,vvh() )+>\a(vw<t),v)+(A—Ao)a(u';o(t),v) )

En remplacant parw(t), nous obtenons :

2dtHWhHX - —b(vw(t),u';(t),wh(t))—b(u';o(t),vw(t),mﬁ(t))—Aa(mﬁ(t),m,h(t))—(A—Ao)a(u';o(t),vw(t)).

En utilisant les propriétés des deux formeest b, et en appliguant une inégalité de Young, nous
obtenons les trois majorations suivantes :

—b(WO,W0.W(0) < Gk W)

GoK W)

©lx-

|
(o
/~/
c
>
o
~—
—
SN—
~—
~—+
S~—
,é’
—
SN—
N———
AN

et,

22
ZaK

—NaW(t),w'(t)) — (A= Ao)a(U] (1), w'(t)) < —ACH|w(t)|2+ HW“ )5 + A=Al



Sous les conditions imposées sudansl’énoncé de la proposition, nous pouvons démontrer que
—2)\Cp+y<O0.

Par suite,

2K 2

c2K
HW“HX < 40K W) 5 + g A=l

Enintégrant sur un intervalleo,t) C T, nous obtenons :

IA—Nol%.

t T 2K2
WOl < [ oK ws)foss 2

Enappliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons :

IA—Aol?

A
W) < TQEKZVOexp(mbKt) -

Cequi termine la preuve de la proposition.

3.2 Preuve du résultat principal

Lemme intermediaire 1 Soit (®n),_; y une base hilbertienne dang, ¥t orthonormale au sens du
produit scalaire de I'espace X. On notg, = (d)%,qbﬁ)T. Nous définissons la fonction £ ( f7, fnz)T

X2 X1 1 X2 X1 5
fl(x1,%) = /0 /O Df(y1,Y2)dyrdy, et f2(xq, %) = /0 /0 Dr(y1, y2)dyidys.

M
Alors, z [ fallZ <
n=1

X2 X1 1 1 2
Preuve./0 /0 CD%(ylayZ)dyldyZ:(¢%>1[0,x1]><[0,xz])|_2(9):>”ani:/o/0’(anvl[o,xl]x[o,xz])x‘ dxidxp

M ) 1,1 ,
:>n21||fn||x </0 /0 Hl[O,xl]x[o,xz]dexldxz.

Ce qui termine la preuve du lemme.

Preuve de notre résultat

h oo~ 112 h a2
HUA—UNMHLZ(T,X) < ZHUAO_ Mol L2t x)
2
h h h
42| (=) = (=)
A A 2
2l (8- ) - -0,

est estimée pafAO(N), d’aprés la propositiod.

2
— Lerreur POD-Galerkid‘u;‘O—GAo 2T
2 2
h b
= Uy —Uu, ,® 0)
L2T.X) % H( A Tho X

N h
H (uA - ) Mo ( A u"O) L2(T,R)’
En appliquant la formule de Green suwle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant le fait

queul € L3(T,[H2(Q)]2NV), il est clair que :
(=)0, 0k) = (e —d)1), 7).

M A—ho| M
Alors, % H(u?—u?o,¢$§0> H est contolé paJJ %
n=N-1 XIIL2(T.R) UG Y

6



2
) . N h h ~ ~
_ LerreurGaIerklrﬂl'Iq)Ao (uA — uAO) — (Garg — Uno) ‘

o M b a2
estcontrolee par H <uA — Uy ,CDnO) ;
K1 ° xllz(TR)

L2(T,X)

Ceci est démontré en réduisant le modele semi-discret décrivant I’évolutié)n{;deugo) (t), par

projection sur le sous-espace POD de référence de dimeNsion
Ce qui termine la preuve du résultat principal de cette communication.

3.3 Résultat heuristique : Précision sur le rythme de décroissance de I'erreur ROM-POD
en fonction de la régularité des solutions.

Sous les deux hypothéses de régularité des solutiprsL?(T, [H2(Q)]2NV) et de la périodicité

M 2 M
des modes POD, le reste% H (u'A1 — UQO,QJ?\]O)X . est de l'ordre du reste% Cn de la série de

n=N-+1 ) ) n=N-+1

Fourier de Fourier dcéu? - u?f)) (t), quandN devient proche d&. Nous obtenons alors, la majoration
suivante :

Proposition 3
h gy |12 1 A —Aof?
Hu)\ - u)\J\OHLZ(IX) < f)\O(N) -+ C(N) T’
. 1 _
ouc(N) est de l'ordre dey; , quandN devient proche de M.

4 Validation numérique

4.1 Configuration d’étude

Notre configuration d’étude est I'écoulement laminaire dans un canal autour d’un cylindre carré. La
condition d’entrée au canal, est un écoulement parabolique de Poiseuille. Des conditions homogénes sont
imposées sur les deux murs paralléles du canaé{I' ;). Un flux nul est imposé a la sortie du canal.

Le Reynolds critiqudRe) associé a la vis-

M cosité de référencky est égal a 100 et il est
basé sur la vitesse maximale de I'écoulement
de PoiseuilldJmax.

Pour des Reynolds variant dans l'intervalle

[70,180] discrétisé avec un pdsRe= 5, nous

tracons respectivement I'évolution de I'erreur
r b — OA,AoHLz(T x) €n fonction de la variation

121 20L du Reynolds et la variation du logarithm de

I'erreur paramétriquén (Hu;1 — G, HLZ(T’X))

en fonction ddn(N). Nous obtenons les deux

figures (2a) et (2b

A partir de la figure 2a), nous retrouvons le comportement annoncé dans notre résultat condarnant

dépendance linéaire de I'erreur ROM-POD vis-a-vis I'évolution paramétrique.

©

—

—

N

a

=]

Il
S o I —

Fig. 1 — Configuration d’étude

5 Conclusion

Dans cette communication, nous avons présenté des résultats mathématiques et numériques sur la
sensibilité des modéles réduits par POD des équations de Navier-Stokes pour un écoulement bidimen-
sionnel et incompressible. Nous avons démontré que I'erreur paramétrique du ROM-POD est contrblée
par la distance entre le paraméiret celui de référencky. Nous avons obtenu aussi, une estimation a
priori du rythme de décroissance de cette erreur en fonction du nombre de modes : Ce rythme dépend
de celui du restéZAO(N). En plus, par un raisonnement heuristique nous avons montré que la vitesse de
décroissance de cette erreur est fortement liée a la régularité des solutions : Pour une régularité de type



[SLITENY]

= N ~ 120 -
i 15 - - =
iy 3% = - » 55
o
Re

(@) (b)

Fig. 2— (a) : Evolution de I'erreufjufl — OA,MHLZ(T x) €n fonction de la variation du Reynolds. (b) :Evo-

2
lution deln (HU)\ — NN uy
o MlL2(T,x)

> en fonction ddn(N), pourRee [70,180].

1
u? € L%(T,[HM(Q)]?NV), le taux de décroissance de I'erreur du ROM-POD est de I’ordrﬁgg_—l

lorsqueN devientproche deM.

Une application de ce résultat sera de donner des validations pour des techniques d’interpolation de mo-
déles ROM-POD, valables chacun dans une région de confiance autour d’'un paramétre de référence.
Nous nous intéressons aussi a améliorer cette estimation, surtout en fonction de I'’évolution du nombre

de modedN, en imposant des hypothéses de régularité moins fortes sur les solutions : Une des tech-

nigques gque nous envisageons, est d'étudier mathématiquement la sensibilité d’'un ROM-POD de réfé-

rence construit a partir de snapshots associés a la fois a la solution pour une viscesaésa dérivée

M.

paramétrique eiyg, 7\
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