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Résumé— Les phénomènes non-linéaires dans la dynamique des structures sont relativement bien
connus et de nombreuses méthodes ont été développées pour prendre en compte ces derniers lors du
dimensionnement d’une structure. Néanmoins la plupart de ces méthodes sont déterministes et ne per-
mettent pas de considérer les incertitudes présentes dans de tels systèmes. En effet, du fait du procédé de
fabrication, il existe une dispersion sur les valeurs de certains paramètres, ainsi ces derniers peuvent être
considérés comme aléatoires. Aussi dans un objectif de dimensionnement robuste, il semble nécessaire
d’intégrer ces variations pour estimer la réponse dynamique non-linéaire aléatoire associée.

Une des méthodes classiques permettant de prendre en compte les incertitudes est la méthode de
Monte Carlo (MCS : Monte Carlo Simulations). Cette méthode, basée sur la résolution de simula-
tions pour différentes valeurs des paramétres aléatoires, nécessite de nombreuses réalisations et s’avère
donc coûteuse en temps de calcul. Par conséquent, d’autres méthodes ont été développées : on peut par
exemple citer la méthode du Chaos Polynomial [1] (PCE : Polynomial Chaos Expansion) qui a déja
prouvé son efficacité à traiter les problèmes linéaires [2, 3]. Néanmoins, cette dernière ne semble pas
apte à traiter les problèmes non-linéaires présentant des solutions multiples.

C’est pourquoi nous proposons une formulation du problème de dynamique non-linéaire en considé-
rant la pulsation d’excitation aléatoire et en développant cette dernière sur la base du chaos polynomial.
Notre démarche consiste donc à étendre une méthode de balance harmonique multi-fréquentielle [4, 5]
(MHBM : Multidimensionnal Harmonic Balance Method) avec la méthode du chaos polynomial. La
méthode ainsi développée sera nommée MHBM stochastique. La difficulté liée à l’évaluation de la non-
linéarité à la fois dans le domaine fréquentiel et dans le domaine stochastique sera levée en utilisant une
méthode AFT [6] couplée à une méthode de collocation probabiliste [7] (PC : Probabilistic Collocation).
Mots clés— non-linéaire, incertitudes, MHBM, PCE.

1 Introduction

L’ objectif de cette étude est d’estimer la réponse dynamique non-linéaire stochastique, et ceci pour
un coup de calcul raisonnable. C’est pourquoi une méthode basée sur la méthode du chaos polynomial et
de la balance harmonique sera développée. En effet la méthode de la balance harmonique a prouvée son
efficacité à traiter des problèmes non-linéaires tandis que la méthode du chaos polynomial permet quant
à elle de traiter des problèmes aléatoires.

Dans un premier temps, la modélisation du système ainsi que la modélisation des non-linéarités se-
ront détaillées. Les phénomènes aléatoires seront également explicités dans cette partie. Puis la résolution
du problème ainsi posé sera détaillée dans une seconde partie. Tout d’abord on rappellera la méthodologie
permettant de traiter le cas non-linéaire déterministe, ensuite on s’intéressera aux systèmes comportant
des incertitudes et des non-linéarités régulières ou non-régulières. Enfin la méthode proposée sera validée
à l’aide de simulations numériques et ceci sur plusieurs cas d’étude.
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Fig. 1: Système rotor

2 Modélisation d’un rotor non-linéaire

2.1 Système tournant linéaire

Le système étudié ici est un rotor composé d’un arbre et de deux disques rigides. L’arbre est discré-
tisé en 10 éléments poutres de type Euler-Bernoulli. Ce système est supporté par deux paliers que l’on
modélise comme des éléments de raideur. L’ensemble ainsi constitué est illustré en Figure 1.

Aprés assemblage des différents éléments constitutifs du système, on obtient l’équation du mouve-
ment suivante

Mẍ+(C+ ω1G)ẋ+Kx = f (1)

où M est la matrice de masse du système,C la matrice d’amortissement,G est la matrice gyroscopique
etK la matrice de raideur.ω1 est la vitesse de rotation du rotor.f est le vecteur des efforts extérieurs. Ici
on considère une excitation de type balourd. La définition des matricesM , C, G et K est donnée dans
[2]. Pour la suite, on noteD = C+ ω1G.

2.2 Modélisation des non-linéarités

Dans le système présenté précédemment des phénomènes non-linéaires peuvent être observés. Par
exemple des phénomènes de contact entre l’arbre et les parties fixes mais aussi des évolutions cubiques
de la raideur des paliers. Par conséquent l’équation du mouvement s’écrit alors

Mẍ+(C+ ω1G)ẋ+Kx = f + fnl(x) (2)

avecfnl(x) est le vecteur des efforts non-linéaires.
Les non-linéarités considérées ici agissent au niveau d’une extrémité de l’arbre. On considère que

les éléments non-linéaires sont présents au niveau du premier palier (suivant les degrés de liberté en
translationv et w). Deux types de non-linéarités sont considérées pour notre étude.

Tout d’abord le cas où les raideurs du palier dans les directionsx et y ont des évolutions cubiques
définies par

fnlx =−knlv
3
, fnly =−knlw

3 (3)

avecknl la raideur cubique additionnelle au niveau du premier palier.
La seconde non-linéarité étudiée correspond au phénomène de contact caractérisé par une augmenta-

tion de la raideur au niveau du premier palier lors d’une déflexion radiale trop importante. En considérant
r la déflection radiale associée aux déplacementsv etw dans les directionsx et y :

r =
√

v2 +w2 (4)

L’effort non-linéaire ainsi défini peut se mettre sous la forme

fnlx =−k1v, fnly =−k1w si r < r lim (5)

fnlx = (−k2(r− r lim)−k1r lim)cosα, fnly = (−k2(r− r lim)−k1r lim)sinα si r > r lim (6)

avec cosα = v
r et sinα = w

r . r lim représente la valeur du jeu radial.k1 et k2 définissent respectivement la
raideur avant et après contact.
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2.3 Phénomènes aléatoires

Du fait des procédés de fabrication, certains paramètres peuvent s’avérer aléatoires et ainsi être
sources d’incertitudes dans le problème considéré. Ici on se limitera à l’étude de deux paramètres aléa-
toires, à savoir le module d’Young de l’arbreE et la raideur de contactk2. Et on choisit de décrire leur
comportement stochastique à l’aide de variables aléatoires gaussiennes. Ainsi ces paramètres sont décrits
par les relations suivantes

Ẽ = E(1+ δEξ1) (7)

oùE et δE désignent la valeur moyenne et le coefficient de variation du module d’Young,

k̃2 = k2(1+ δk2ξ2) (8)

aveck2 sa valeur moyenne etδk2 son coefficient de variation.ξ1 et ξ2 sont des variables aléatoires
gaussiennes. La notation ˜. désigne le caractère aléatoire d’une quantité.

3 Résolution du problème non-linéaire stochastique

3.1 Cas déterministe

3.1.1 Méthode de la Balance Harmonique

Afin de résoudre le problème non-linéaire défini en Équation (2), on propose d’utiliser une méthode
de Balance Harmonique Multi-fréquentielle (MHBM). Cette approche consiste à exprimer la réponse
dynamique non-linéairex(t) ainsi que l’excitationf(t) sous forme de séries de Fourier multiples [4]
notées

x(t) =
Nh

∑
k1=−Nh

Nh

∑
k2=−Nh

...

Nh

∑
kp=−Nh

(Xc
[k1,k2,...,kp] cos(

p

∑
i=1

kiωit)+Xs
[k1,k2,...,kp] sin(

p

∑
i=1

kiωit)) (9)

f(t) =
Nh

∑
k1=−Nh

Nh

∑
k2=−Nh

...

Nh

∑
kp=−Nh

(Fc
[k1,k2,...,kp] cos(

p

∑
i=1

kiωit)+Fs
[k1,k2,...,kp] sin(

p

∑
i=1

kiωit)) (10)

que l’on réécrit sous la forme condensée suivante

x(t) = ∑
k∈Zp

(Xc
k cos(k.ωt)+Xs

k sin(k.ωt)) (11)

f(t) = ∑
k∈Zp

(Fc
k cos(k.ωt)+Fs

k sin(k.ωt)) (12)

avecp le nombre de fréquences incommensurables considérées,ω le vecteur des fréquences défini par
ω = [ω1,ω2, ..., ωp] et k le vecteur contenant les numéros des harmoniques défini park = [k1,k2, ...,kp]
avecki =−Nh,−Nh+1, ...,−1,0,1, ...,Nh−1,Nh pouri = 1, ..., p et∑p

i=1 |ki | ≤Nh oùNh est l’ordre de la
série de Fourier. De plus on tiendra compte des conditions de parité afin d’obtenir une base de dimension
minimale. On notem la dimension de la base multi-dimensionnelle ainsi formée oùk j avec j = 0, ...,m
désigne lejemeharmonique de la base.

3.1.2 Évaluation des non-linéarités : AFT

Les excitations non-linéairesfnl sont également exprimées sous forme de séries de Fourier multiples

fnl(t) = ∑
k∈Zp

(Fc
nlk cos(k.ωt)+Fs

nlk sin(k.ωt)) (13)

pour lesquelles les composantesFc
nlk et Fs

nlk sont évaluées à l’aide d’une procédure "Alternating Fre-
quency Time" (méthode AFT [6]). Cette méthode est illustrée sur le diagramme suivant :

X IDFT−−−→ x(t)
↓

Fnl
DFT←−− fnl(t)
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3.1.3 Formulation non-linéaire déterministe

En substituant les expressions (11), (12) et (13) dans l’équation de mouvement du système com-
plet (2), et après projection, l’équation de la dynamique s’écrit sous la forme d’un système non-linéaire
de dimension(2m+1)nddl (avecnddl le nombre de degrés de liberté) :

LX = F+Fnl(X) (14)

oùL est une matrice diagonale par bloc définie parL = diag(K ,L1, ...Lm)

L j =

[

K − (k j .ω)2M k j .ωD
−k j .ωD K − (k j .ω)2M

]

(15)

etX, F et Fnl définis par

X = [Xc
k0 Xc

k1 Xs
k1 ... Xc

km Xs
km]T (16)

F = [Fc
k0 Fc

k1 Fs
k1 ... Fc

km Fs
km ]T (17)

Fnl = [Fc
nlk0

Fc
nlk1

Fs
nlk1

... Fc
nlkm

Fs
nlkm

]T (18)

Dans la suite, on pose

ω = [ω1,ω2, ...,ωp] = ω1[1,
ω2

ω1
, ...,

ωp

ω1
] = ω1α (19)

et on notera ainsiL sous la forme suivante

L = I0 + ω1I1 + ω2
1I2 (20)

où les composantesI0, I1 et I2 peuvent être obtenues grâce à l’expression

L j =

[

K − (k j .ω)2M k j .ωD
−k j .ωD K − (k j .ω)2M

]

(21)

=

[

K 0
0 K

]

+ ω1

[

0 kj .αC
−k j .αC 0

]

+ ω2
1

[

−(k j .α)2M k j .αG
−k j .αG −(k j .α)2M

]

(22)

3.2 Extension au cas stochastique

3.2.1 MHBM stochastique

Afin de décrire le comportement aléatoire de la réponse dynamique non-linéaire, on propose d’utiliser
la méthode du chaos polynomial [1]. Cette dernière consiste à exprimer une quantité aléatoire sur une
base de polynôme. Ainsi dans cette étude la réponse non-linéaire aléatoire s’exprime sous la forme

X̃(τ) =
N p

∑
j=0

X jΨ j(ξ(τ)) (23)

où Ψ j sont les polynômes d’Hermite etτ désigne l’aléa.
Du fait de la présence d’incertitudes sur les paramétres et les excitations du système, les quantités

˜I0(τ), ˜I1(τ), ˜I2(τ), F̃(τ) et F̃nl(τ) dépendent des variables aléatoiresξ(τ) et peuvent par conséquent être
exprimées sur la base du chaos :

˜I0(τ) =
N p

∑
j=0

I0 jΨ j(ξ(τ)), ˜I1(τ) =
N p

∑
j=0

I1 jΨ j(ξ(τ)), ˜I2(τ) =
N p

∑
j=0

I2 jΨ j(ξ(τ)), (24)

F̃(τ) =
N p

∑
j=0

F jΨ j(ξ(τ)), F̃nl(τ) =
N p

∑
j=0

Fnl jΨ j(ξ(τ)) (25)

La procédure permettant d’obtenir l’expression deF̃nl(τ) sera détaillée par la suite.
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Cette description a elle seule ne permet pas de décrire les phénomènes de solutions multiples et la
présence de point de retournement dans les problèmes non-linéaires. C’est pourquoi on propose égale-
ment d’exprimer la pulsationω sur la base du chaos polynomial.

ω̃(τ) =
N p

∑
j=0

ω jΨ j(ξ(τ)) (26)

Après calculs, on obtient un nouveau système non-linéaire noté

L̂ X̂ = F̂+ F̂nl(X̂) (27)

de dimension(2m+ 1).N p.nddl ayant(2m+ 2).N p.nddl inconnues. On utilisera alors une condition de
phase par rapport au résultat détermiste afin de se ramener à un système de dimension(2m+2).N p.nddl

à (2m+2).N p.nddl inconnues.

3.2.2 Évaluation des non-linéarités dans le domaine stochastique : AFT/PC

Dans la cas de non-linéarités non régulières, il n’est pas possible d’obtenir des expressions analy-
tiques des efforts non-linéaires que ce soit dans le domaine stochastique ou dans le domaine temporel.
Par conséquent afin de déterminer l’expression de ces efforts non-linéaires sur la base du chaos, on
propose de coupler une méthode AFT et une méthode de collocation probabiliste [7]. Cette méthode
probabiliste est basée sur la collocation du problème stochastique à l’aide d’une quadrature de Gauss.
On souhaite donc obtenir les composantes de l’expression de l’effort non linéaire exprimé sur la base du
chaos sous la forme :

F̃nl(τ) =
N p

∑
j=0

Fnl jΨ j(ξ(τ)) (28)

où

Fnl j =
〈F̃nl(τ)Ψ j(ξ)〉
〈Ψ2

j (ξ)〉 (29)

avec〈.〉 désignant le produit scalaire définit par

〈a(ξ)Ψ j(ξ)〉=
Z

Ω
a(ξ)Ψ j(ξ)p(ξ)dξ (30)

Cette intégrale peut être évaluée numériquement à l’aide d’une quadrature de Gauss-Hermite définie par

〈a(ξ)Ψ j(ξ)〉=
n

∑
i=1

w(ξ
i
)a(ξ

i
)Ψ j(ξi

) (31)

où ξ
i
sont les points de collocation,n est le nombre de points etw la fonction poids définie dans le cas

de variables aléatoires gaussiennes par

w(ξ) =
1√
2πr e−

ξt ξ
2 (32)

où r est la dimension du vecteurξ et correspond donc au nombre de variables aléatoires du problème.
Ces points de Gauss sont les racines des polynômes orthogonaux et respectent la loi de probabilité

du paramètre aléatoire. On a alors :

Fnl j =
〈F̃nl(τ)Ψ j(ξ)〉
〈Ψ2

j (ξ)〉 =
∑n

i=1w(ξ
i
)F̃nl(ξi

)Ψ j(ξi
)

∑n
i=1 w(ξ

i
)Ψ2

j (ξi
)

(33)

L’évaluation des expressions des efforts non-linéaires par couplage d’une procédure AFT et d’une
projection sur la base du chaos à l’aide d’une intégration numérique peut se résumer à l’aide du dia-
gramme suivant :

X̃(τ) = ∑N p
j=0X jΨ j(ξ(τ)) évaluation−−−−−−−−−→

n points de Gauss
{X}n IDFT−−−→ {x(t)}n

↓
F̃nl(τ) = ∑N p

j=0Fnl jΨ j(ξ(τ))
projectionΨ j←−−−−−−− {Fnl}n DFT←−− { fnl(t)}n
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4 Résultats

On s’intéresse ici aux résultats obtenus pour une excitation monofréquentielle de type balourd. Les
deux cas d’étude suivants sont traités

Cas δE Type de non-linéarité δk2 ordre PCE ordre HBM

1 2.5% cubique - 3 3
2 - contact 10% 3 1

Tableau 1: Cas testés

4.1 Incertitudes sur la raideur linéaire

Dans ce cas, le coefficient de variationδE est fixé à 2,5% pour le module d’Young de l’arbre du rotor.
La non-linéarité retenue est de type raideur cubique au niveau du premier palier. La Figure 2 présente
les Fonctions de Réponse en Fréquence obtenues par la méthode de Balance Harmonique Stochastique
et les simulations de Monte Carlo pour la réponse non-linéaire globale ainsi que les termes harmoniques
d’ordre 1 et 3. On note que les deux approches donnent des résultats similaires sur les contributions
linéaires et non-linéaires.

On remarque également que la présence d’incertitudes sur la raideur linéaire tend à décaler les points
de retournement. Ceci est nettement visible pour le point situé aux environs de 240Hz. Selon la variation
de raideur, la position fréquentielle du point de retournement évolue, l’amplitude quant à elle varie très
peu. Pour ce point de retournement, les amplitudes ont pour valeur 6.10−4m et les fréquences varient de
245Hz à 251Hz.

Aussi, comme l’on pouvait s’y attendre, même si l’incertitude est uniquement présente sur un terme
linéaire, l’ensemble de la réponse vibratoire (contributions linéaires et non-linéaires) est impactée par
cette dernière. Ceci s’explique aisément par le fait que l’estimation de l’effort non-linéaire se calcule par
l’intermédiaire de l’amplitude vibratoire de la réponse du système (Technique de collocation probabiliste
avec passage alterné temps/fréquence, AFT-PC). Ainsi, les contributions linéaires et non-linéaires sont
liées via l’effort provenant de la raideur cubique, ce qui engendre la modification de la réponse non-
linéaire globale (et des ordresn× associés) du fait d’une incertitude uniquement sur le module d’Young.

Enfin, on peut noter que le caractère non-linéaire du système (fléchissement des pics de résonance
sur la réponse non-linéaire globale) est visible et non « masqué »par la présence d’incertitude sur le terme
linéaire. Ceci illustre l’intérêt de bien considérer et identifier le comportement non-linéaire d’un système
lors de son dimensionnement.

4.2 Incertitudes sur la raideur de contact

On s’intéresse dans ce second cas aux effets de la présence d’incertitudes sur un terme non-linéaire,
à savoir la raideur de contact (δk2 = 10%). La Figure 3 présente la réponse non-linéaire globale obtenue
par l’approche HBM stochastique et les tirages de Monte Carlo. Les deux approches donnent également
des résultats similaires.

On note une évolution différente par rapport au cas précédent : en effet ici l’incertitude ne porte que
sur la raideur après contact dans ce dernier. Par conséquent, les dispersions liées à cette incertitude n’ap-
paraissent qu’après contact (rupture de pente sur la réponse non-linéaire de la Figure 3). On observe par
exemple ce phénomène pour le second pic de résonance entre 95Hz et 105Hz : les réponses vibratoires
non-linéaires situées entre ces deux ruptures de pente laissent apparaître une forte dispersion. En effet,
la variation de raideur de contact tend à augmenter la valeur de la fréquence de résonance.

Pour le troisième pic de résonance, la rupture de pente est très faible. Par conséquent, il est plus
difficile de distinguer ce phénomène de dispersion après contact (même si les remarques énoncées pré-
cédemment restent valides).
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(a) (b)

(c)

Fig. 2: FRFs (Cas 1) ; PCE (rouge) ; MCS (gris) ; Déterministe (noir) ; Réponses par ordre [k1] (a) [1] ;
(b) [3] ; (c) réponse non-linéaire globale.

5 Conclusion

Dans ce papier une approche permettant de traiter un problème de dynamique non-linéaire stochas-
tique a été développée en se basant sur une approche HBM Multi-dimensionnelle et la méthode du chaos
polynomial. La première difficulté liée à la présence de solutions multiples a été levée en proposant une
description de la pulsation d’excitation sur une base du chaos. La difficulté à évaluer les efforts non-
linéaires dans les domaines fréquentiel et stochastique a elle été levée en utilisant la méthode AFT et une
collocation probabiliste.

Les cas présentés valident la méthode et montrent l’intérêt de prendre en compte les incertitudes
lors du dimensionnement d’un système non-linéaire possédant des non-linéarités régulières ou non-
régulières. Au-delà de la démonstration de l’efficacité et de la robustesse de la méthode de Balance Har-
monique Stochastique pour estimer des réponses non-linéaires en présence d’incertitudes, cela montre
que le choix effectué lors de l’introduction d’une incertitude dans un système (dans les deux cas tes-
tés ici le choix porte sur l’introduction sur un terme linéaire ou non-linéaire), peut avoir un impact non
négligeable sur la réponse non-linéaire aléatoire obtenue.
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(a)

Fig. 3: FRFs (Cas 2) ; PCE (rouge) ; MCS (gris) ; Déterministe (noir) ; Réponse non-linéaire globale.
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