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Résumé —
Une approche simplifiée de résolution sur les bords libres de problèmes élastoplastiques transitoires

est présentée. Cette approche se place dans le cadre de la plasticité localisée que l’on rencontre lorsque la
structure présente des zones de concentration de contraintes. La zone plastique petite par rapport au reste
de la structure est vue comme une inclusion. Les lois de changement d’échelle ou lois de localisation
de la théorie d’homogénéisation sont alors utilisées, notamment celles d’une inclusion hémisphérique
en surface. La notion de triaxialité des contraintes et d’heuristique de multiaxialité est introduite pour
enrichir la loi localisation. La méthode est illustrée sur deux structures 3D soumises à des chargements
multiaxiaux alternés (proportionnels et non proportionnels).
Mots clés — Triaxialité des contraintes, bord libre, plasticité localisée, homogénéisation, post-traitement.

1 Introduction

Le prédimensionnement des structures présentant des géométries complexes et composées de maté-
riaux dont le comportement est fortement non linéaire conduit à des temps de calcul très longs en fatigue
notamment. On comprend alors l’intérêt d’utiliser des méthodes simplifiées pour post-traiter la plasticité
à partir de calculs élastiques linéaires beaucoup moins coûteux en temps de calcul.

Dans ce contexte, les nombreuses méthodes proposées peuvent être hierarchisées en trois niveaux de
difficulté (du plus simple niveau 1 au plus sophistiqué niveau 3). Les méthodes du niveau 3 considèrent
la structure avec un comportement élastoplastique. Le calcul en plasticité est mené jusqu’au cycle stabi-
lisé en fond d’entaille si stabilisation il y a. En cyclique, les procédures d’accélération peuvent être de
type sauts de cycles ou d’obtention directe de la solution stabilisée. Le niveau 3 est considéré comme le
calcul de référence. Dans notre cas la solution de référence sera donnée par un calcul éléments finis en
plasticité. Pour les méthodes du niveau 2, les calculs en plasticité sont monotones ou réalisés sur un seul
cycle. Cela permet d’identifier les paramètres d’une loi de localisation [10]. Les méthodes du niveau 1 les
plus utilisées sont les approches de type "énergétique". Proposée à l’origine par Neuber [16] et Molski
& Glinka [15], elles considèrent que les densités d’énergies déformation au point le plus sollicité d’une
structure avec un comportement élastique ou avec un comportement élasto-plastique sont équivalentes.
Cependant, elles présentent des difficultés lorsque le chargement est alterné [11]. Néanmoins, l’approxi-
mation est très bonne pour des chargements monotones (proportionnels ou non proportionnels) lorsque
ces méthodes sont corrigées à l’aide de la triaxialité des contraintes [4].

L’objectif de cette étude est de proposer une méthode de niveau 1 permettant de traiter les charge-
ments complexes, cycliques ou non, proportionnels ou non proportionnels.

2 Problème de l’inclusion

En homogénéisation, l’objectif est de déterminer le comportement équivalent d’un Volume Elémen-
taire Représentatif (VER) composé d’une matrice et d’une inclusion. La résolution de ce problème
est souvent réalisée par une approche de type "changement d’échelle". Les travaux d’Eshelby [8] en-
suite étendus dans le cadre des modèles autocohérents [12] ont permis d’établir des lois de changement
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d’échelle :

σσσµ = ΣΣ−2G(1−β)εεpµ avec β =
2(4−5ν)
15(1−ν)

(1)

Le coefficient β est donné par la résolution du problème de l’inclusion d’eshelby [8]. Les lettres en
minuscule σµ, εεµ et εεpµ représentent les grandeurs (contrainte, déformation totale et déformation plas-
tique) calculées à l’échelle "microscopique" et les lettres en majuscule Σ et E représentent les grandeurs
calculées à l’échelle "macroscopique" du VER.

La loi de localisation de Kröner (eq. (1)) est définie pour le problème d’une inclusion sphérique
plongée dans une matrice. On utilisera le terme générique "matrice" bien que le terme "milieu homogène
équivalent" soit plus approprié dans le cadre des schémas autocohérents. La loi de localisation permet de
rendre compte des phénomènes à l’intérieur des structures. Elle ne vérifie pas la condition de bord libre
(σi j.n j = 0 si nn est le vecteur normal au bord libre).

La prise en compte des effets de surface dans l’analyse par changement d’échelle a été introduite
par les travaux de Cox [3], Deperrois & Dang Van [5] et Sauzay & Gilormini [17]. Ces auteurs se sont
intéressés au problème d’une inclusion hémisphérique avec une surface libre. La loi de changement
d’échelle associée à ce problème dépend de la position dans l’inclusion. Sauzay [17] a donné la forme
la loi de changement d’échelle en différentes positions et notamment au centre de la surface libre de
l’hémisphère :

σσσµ = ΣΣ−2G(1−β)M : εεεpµ (2)

avec tous les coefficients de M nuls sauf :

M2222 = M3333 = 1.79 (3)

M2233 = M3322 = 0.79 (4)

M2323 = M3223 = M3232 = M2332 = 0.5 (5)

Les lois de localisation ont été "détournées" de leur utilisation originale pour faire de l’analyse par
post-traitement. Ce type d’analyse a été développée pour le calcul de la durée de vie des structures sol-
licitées en fatigue à grand nombre de cycles. Pour ce type d’application, l’endommagement se produit
en règle générale à une échelle inférieure à celle de la plasticité. Les fissures amorcent sur des micro-
défauts (en surface ou à l’intérieur) qui sont difficilement modélisés à l’échelle de la structure. Pour
remédier à cette difficulté, de nombreux travaux [7, 9, 13, 14] ont proposé d’analyser l’endommagement
et la plasticité à deux échelles différentes : l’endommagement et la plasticité à l’échelle "microscopique"
et l’élasticité et/ou la plasticité à l’échelle "mesoscopique" du VER. Le passage d’une échelle à l’autre
s’effectue avec une loi de localisation.

3 Analyse par changement d’échelle de la plasticité localisée

Lorsque la plasticité est localisée, la structure se comporte globalement de manière élastique. A
l’instar des analyses par changement d’échelle, on fait l’hypothèse que la zone plastique se comporte
comme une inclusion en surface. Le passage entre la solution élastique et la solution élasto-plastique
s’effectue par une loi de localisation. Ce type d’analyse est empirique et est aussi vu comme la correction
plastique d’un champ élastique. Sermage [18] a proposé d’utiliser la loi de localisation de Kröner (eq.
1) pour estimer l’endommagement en fond d’entaille. Herbland [10] a proposé d’utiliser le formalisme
suivant :

σσ = ΣΣ−Cεεp (6)

où σ et εp sont les contraintes et les déformations plastiques en fond d’entaille calculées en élasto-
plasticité alors que ΣΣΣ et EEE sont les contraintes et les déformations calculées au même point en élasticité.
Les coefficients du tenseur C sont identifiés sur la base d’un calcul éléments finis monotone en plasticité
(méthode de niveau 2).

Dans certains cas de chargement, l’accommodation plastique de la structure est mieux représentée
en utilisant le formalisme de la loi de localisation de Pilvin-Cailletaud [2] :

σ = Σ−C : (β−δK : εεp) avec β̇ = ε̇p−D : ββṗ (7)
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Les tenseurs C et D et la constante δ sont identifiés sur la base d’un calcul en plasticité (une montée en
charge plus un cycle). Le tenseur K est un tenseur constant diagonal.

La méthodologie proposée par Herbland [10] permet d’obtenir une bonne estimation des contraintes,
déformations et déformations plastiques en fond d’entaille. Cependant, elle nécessite une identification
de la loi de localisation par comparaison avec des calculs en plasticité. Cette identification devient par-
ticulièrement complexe pour la version non linéaire (eq. (7)). Elle doit être réitérée pour chaque loi de
comportement utilisée et pour chaque type de chargement (traction, torsion, flexion...) et pour chaque
géométrie.

4 Triaxialité des contraintes et approches par changement d’échelle

4.1 Triaxialité des contraintes sur un bord libre en DP

La triaxialité des contraintes TX , est définie comme le rapport entre la contrainte hydrostatique et la
contrainte équivalente de von Mises.

TX =
σH

σeq
avec σH =

1
3

tr(σσ) σeq =

√
3
2

σ′ : σσ′ σσ′ = σ−σH11 (8)

La triaxialité des contraintes en un point de la structure dépend en général du chargement (de son
intensité et de sa direction), de la loi de comportement utilisée et de la géométrie de la structure. Cepen-
dant, la triaxialité des contraintes prend des valeurs particulières pour certains états de contrainte : en
traction/compression uniaxiale TX =±1/3, en equi-biaxial TX =±2/3, en cisaillement pur TX = 0.

Il est également possible de déterminer analytiquement l’évolution de la triaxialité des contraintes
sur un bord libre dans le cas des déformations planes [6] et plus généralement pour tous les état de
contrainte sur un bord libre en utilisant l’heuristique de multiaxialité proposée dans un travail antérieur
[4]. Ces travaux permettent de connnaitre avec précision l’évolution de la triaxialité des contraintes sur
les bords libres de structures ayant un comportement élastoplastique à l’aide de deux calculs éléments
finis élastiques (un calcul avec le comportement élastique du matériau utilisé et un calcul élastique quasi-
incompressible avec coefficient de Poisson ν = 0.499).

4.2 Heuristique de multiaxialité

Dans le repère principal du tenseur des contraintes, la direction associée à σ1 est considérée normale
au bord libre. La condition de bord libre donne donc σ1 = 0. En outre, la convention σ2 ≥ σ3 est adoptée.
Dans ce cadre, il a été proposé de relier les composantes principales du tenseur de déformation à l’aide
de l’heuristique de multiaxialité suivante [4]

ε3 =−aεe
2−bεp

2 (9)

où a et b sont des paramètres à déterminer. Une détermination à partir de deux calculs élastiques permet
d’obtenir les valeurs limites de ces paramètres. Un premier calcul éléments finis de la structure mené
en élasticité avec les vrais paramètres "matériau" E et ν permet de déterminer la valeur initiale de a. La
partie plastique des déformations est nulle (εεp = 0). On a alors en fond d’entaille :

a =−Σ3−νΣ2

Σ2−νΣ3
(10)

Un deuxième calcul éléments finis mené en élasticité mais avec un comportement quasi-incompressible
(ν = 0.499) permet de déterminer la valeur à saturation de b atteinte comme lorsque la plasticité est
généralisée. Si l’on néglige la partie élastique des déformations εεe� εp, on a en effet :

b≈− ε̇p
3

ε̇p
2
=−σ3− 1

2 σ2

σ2− 1
2 σ3

(11)

qui est la même expression que pour a mais en remplaçant ν par 1/2.
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Ce formalisme est exact lorsque l’état de contrainte est uniaxial, equi-biaxial, en cisaillement pur et
en déformations planes et approché dans tous les autres cas. Finalement, une intégration d’une équation
différentielle donnant la triaxialité des contraintes sur un bord libre peut être réalisée. Cette intégration
est analytique ou numérique en fonction de la complexité du problème. Des expressions de la triaxialité
des contraintes TX (p,a,b) fonction de la déformation plastique cumulée notamment sont obtenues. Ces
expressions ont été validées sur des structures 3D soumises à des chargements complexes monotones et
alternés, proportionnels ou non proportionnels.

4.3 Démonstration de l’heuristique de multiaxialité à partir de l’analyse par changement
d’échelle

En partant des équations de la loi de localisation proposée par Sauzay (eq. (2)) écrites dans le repère
principal des contraintes et en supposant que le tenseur des contraintes et celui des déformations sont
co-axiaux dans la même base, on obtient :

Σ2 = σ2 +2G(1−β)Z
(
εp

2 + zεp
3

)
(12)

Σ3 = σ3 +2G(1−β)Z
(
εp

3 + zεp
2

)
(13)

avec
Z = M2222 et z =

M2233

M2222
(14)

La définition du paramètre a (eq. (10)) et les expressions (12) and (13) conduisent à l’expression sui-
vante :

ε3 =−aεe
2−b0εp

2 − c0εp
3 (15)

avec

b0 =
2G(1−β)Z

E
[(z−ν)+a(1−νz)]

c0 =
2G(1−β)Z

E
[(1−νz)+a(z−ν)]

Finalement, en écrivant l’équation (15) en vitesse et sachant que ε̇p
3/ε̇p

2 = n3/n2,~n étant la normale à la
surface de charge, on obtient :

ε̇3 =−aε̇e
2−bε̇p

2 (16)

avec b = b0 + c0
n3

n2
qui dépend donc du chargement.

On peut donc justifier l’heuristique de multiaxialité à partir de la loi de changement d’échelle pour
une inclusion en surface.

D’autre part, il est possible de relier le coefficient z aux paramètres de l’heuristique de multiaxialité.
En dérivant l’équation (15) par rapport au temps et en se plaçant dans le cadre de la plasticité généralisée
(les déformations élastiques sont négligées), on obtient :

z =
a−b−ν+abν

ab+ν(a−b)−1
(17)

5 Méthodologie pour l’estimation rapide de la plasticité sur un bord libre

En combinant les travaux de Sauzay [17] et ceux sur la triaxialité [4], la relation pour analyser la
plasticité par post-traitement suivante est proposée (plasticité en surface) :

σσ = ΣΣ−2G(1−β)Z : εεp (18)

où Z est un tenseur d’ordre 4 dont les coefficients sont tous nuls sauf :

Z2222 = Z3333 = Z (19)

Z2233 = Z3322 = zZ (20)

Z2323 = Z3223 = M3232 = M2332 = Z
1− z

2
(21)
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La dernière relation est liée à l’indépendance à toute rotation autour de l’axe 1 (hémisphère). Les para-
mètres Z et z sont donnés par :

Z = 1.79 et z =


0.79
1.79

si a 6= ν et b =
1−aν
a−ν

a−b−ν+abν
ab+ν(a−b)−1

sinon
(22)

Les paramètres a et b sont déterminés à partir de deux calculs élastiques comme expliqué dans la section
4.2. Contrairement à la loi de changement d’échelle de Sauzay [17], la plupart des coefficients du tenseur
de localisation Z ne sont pas forcément constant. Ils dépendent de la géométrie et de la direction du
chargement au travers des paramètres a et b.

A la différence de l’analyse proposée par Herbland [10], le tenseur de localisation Z est complètement
déterminé avec des calculs éléments finis élastiques et ne nécessite donc pas d’identifications sur des
calculs menés en plasticité. L’autre avantage est que cette approche est valide pour des chargements
thermo-mécaniques étant donné que les paramètres G, ν, a et b peuvent dépendre de la température.

La démarche utilisée pour évaluer l’approche est la suivante. La loi de comportement élastoplastique
est supposée connue. La localisation des points critiques est déterminée à partir du calcul de la structure
complète en élasticité. La comparaison entre la référence et l’estimation donnée par notre approche est
effectuée au niveau des points critiques en fond d’entaille. Ici, la référence est donnée par la solution
d’un calcul éléments finis en plasticité sur la structure complète.

6 Applications sur structures

Deux applications numériques ont permis d’évaluer la méthode présentée dans la section 5. Les
structures étudiées ont des zones critiques multiaxiales soumises à des chargements proportionnels (pour
l’éprouvette axisymétrique, cas test issu de [10]) et non proportionnel (pour l’éprouvette en croix de
malte). Deux matériaux ont été utilisés : l’acier 30NCD8 et le titane TA6V. Pour ces deux matériaux
le comportement élastoplastique est modélisé avec un écrouissage cinématique non linéaire de type
Armstrong-Frederick (Ẋ = 2/3Cε̇p− γX ṗ). L’écrouissage isotrope est considéré saturé. La fonction cri-
tère est donnée par : f = (σσσ−XXX)eq− k. Les caractéristiques de ces matériaux sont présentées dans le
tableau 1.

Matériau Température Module d’Young Coefficient k C γ
◦C◦C◦C MPa de Poisson MPa MPa

Acier 30NCD8 20 189000 0.3 555 102200 294
Titane TA6V 20 119000 0.32 260 560000 1000

Tableau 1 – Caractéristiques des matériaux utilisés.

6.1 Éprouvette axisymétrique soumise à un chargement de traction-torsion

Le premier exemple s’intéresse à une éprouvette axisymétrique entaillée soumise à un chargement
de traction-torsion (Fig. 1). Un effort traction correspondant à un état de contrainte uniaxial maximal de
200 MPa est imposé sur la tête de l’éprouvette dans la direction Y . Un moment de torsion dont la valeur
maximale est de 114 N.m est aussi appliqué sur la tête de l’éprouvette. Ces valeurs ont été déterminées de
manière à ce que la triaxialité des contraintes vaille TX = 0.32 en fond d’entaille pour un comportement
purement élastique. Le chargement est cyclique, oscillant entre zéro et une valeur maximale.

Pour ce type de chargement et avec un écrouissage cinématique non linéaire, on observe une ac-
commodation plastique en fond d’entaille (voir Fig. 2). Les contraintes moyennes se relaxent jusqu’à
atteindre la valeur zéro. Le comportement se stabilise à partir du 30e cycle.

L’évolution des composantes des contraintes et des déformations est très bien décrite par l’analyse
proposée. Les niveaux d’erreur sur les amplitudes de contraintes du cycle stabilisé sont faibles (voir le
tableau 2). Notre analyse a été comparée avec deux autres méthodes d’estimation rapide : la méthode
énergétique de Buczynski-Glinka [1], et la méthode de correction linéaire d’Herbland [10] présentée
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Symé rie en Y0 4 mm

3 5 mm

7 85 mm

4 6 mm

7 mm

 2

 1

Axe de symé rie
de l éprouve eF

T

Point critique

Fig. 1 – Géométrie et maillage de l’éprouvette axisymétrique [10].

dans la section 3. L’analyse proposée et la méthode de Buczynski-Glinka sont de niveau 1. Elles ne
nécessitent que des calculs élastiques (2 pour la notre). La méthode de Herbland est de niveau 2. Elle
nécessite un calcul élastoplastique monotone pour identifier les coefficients du tenseur C. Le tableau 2
montre que la méthode proposée donne de meilleurs résultats que la méthode de Buczynski-Glinka sur
toutes les composantes. Les résultats sont meilleurs que la méthode d’Herbland sur les composantes les
plus significatives. Sur les composantes les plus petites l’erreur est plus importante.

Le gain en temps de calcul de la méthode proposée par rapport au calcul en plasticité sur la structure
complète et sur 30 cycles est d’environ 300.
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Fig. 2 – Évolution des courbes de comportement local dans le fond d’entaille de l’éprouvette axisymé-
trique ( calcul éléments finis en plasticité, analyse de la plasticité par post-traitement).

Erreur en % par rapport au calcul éléments finis en plasticité
Buczynski-Glinka Darlet-Desmorat Herbland (eq. (6))

2003 [1] 2013 2009 [10]
∆σ22 (MPa) 956.2 1.2 0.86 1.4
∆σ23 (MPa) 523.8 3.9 2.9 4.7
∆σ33 (MPa) 284.5 11.1 8.8 4.7
∆ε22 (10−3) 5.3 5.3 3.0 3.4
∆ε23 (10−3) 4.3 10.2 5.7 10.4
∆ε33 (10−3) 0.18 139.2 94.7 1.0

Tableau 2 – Comparaison des méthodes de calcul accélérées sur l’exemple de l’éprouvette axisymétrique
(1 est la normale au bord libre et 2 l’axe du cylindre).
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6.2 Éprouvette en croix de malte soumise à un chargement non proportionnel

ZY

X

Y

Z

Point de critique

Taille des élémen s  0 5 mm

σyy

σzz
σyy

1 2

30

10 9

11 8

12 13

1415

5 4

76

σzz

Fig. 3 – Géométrie, maillage de l’éprouvette en croix de malte.

Le deuxième exemple s’intéresse à une éprouvette en croix de malte en général utilisée pour des
essais de fatigue biaxiale sur la machine ASTREE du LMT-Cachan. La zone critique est située au centre
de l’éprouvette. La géométrie, le maillage et le chargement sont présentés dans la figure 3. Le chargement
est non proportionnel de type "carré-croisé". Il permet d’évaluer la capacité de la méthode à suivre la
rotation des directions principales des tenseurs des contraintes et des déformations. Les résultats sont
donnés par la figure 4. On observe que l’évolution des contraintes et des déformations est très bien
décrite.
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Fig. 4 – Évolution des composantes des contraintes et des déformations plastiques au point critique de
l’éprouvette en croix de malte ( calcul éléments finis en plasticité, analyse de la plasticité par
post-traitement).

7 Conclusion

L’analyse de la plasticité en fond d’entaille proposée nécessite deux calculs élastiques sur la structure
complète : un calcul avec le comportement élastique du matériau utilisé et un calcul élastique quasi
incompressible. La loi de localisation proposé par Sauzay [17] est enrichie afin de mieux prendre en
compte la triaxialité des contraintes sur un bord libre. Cela permet de prendre en compte les effets de la
géométrie et des directions du chargement au travers des paramètres a et b.

L’intérêt de cette méthode par rapport aux autres méthodes de niveau 1 (méthode énergétique de type
Neuber/Glinka) est que l’aspect multiaxial est mieux pris en compte grâce à l’heuristique de multiaxialité
(rendant le tenseur de localisation Z non constant). L’évolution de l’état de contrainte et de la triaxialité
des contraintes en fonction du chargement est mieux décrite avec la loi de localisation proposée. Point
important, l’heuristique de multiaxialité est la seule, à la connaissance des auteurs, à pouvoir traiter les
contraintes planes et les déformations planes dans un même cadre.
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La méthode proposée présente des niveaux d’erreur du même ordre de grandeur que la méthode
d’Herbland (méthode de niveau 2). Contrairement à cette dernière, la méthode proposée ne nécessite ni
calcul élastoplastique ni procédure d’identification de paramètres de correction numériques.

La méthode a été évaluée sur de nombreuses autres géométries, sur d’autres lois de comportement
et pour différent type de chargements mécaniques et thermomécaniques (différents rapports de charge,
aléatoire, non proportionnel). À chaque fois, l’estimation de la réponse transitoire de la structure est
correctement décrite. L’évolution des contraintes et des déformations plastiques au cours du temps peut
être alors utilisée pour calculer l’endommagement, par exemple par la loi incrémentale de Lemaitre.
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