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Résumé — On propose un nouvel algorithme basé sur la combinaison de la Méthode Asymptotique
Numérique (MAN) et d’une méthode sans maillage pour détecter des points de bifurcation sur une
branche de solution régie par les équations de Poisson non linéaires. La méthode sans maillage est
basée sur les méthodes des solutions fondamentales combinées aux méthodes des solutions
particuliéres (MFS-MPS).
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1. Introduction

Trois méthodes, basées principalement sur la méthode asymptotique numérique (MAN) sont mises au
point pour détecter les points de bifurcations sur une branche de solution d’un probléme de Poisson
non linéaire. La MAN consiste en ’association des séries de Taylor et d’une méthode de discrétisation
spatiale. Associée a la méthode de discrétisation par éléments finis, I’efficacité de la MAN n’est plus
a démontrer pour la résolution des problémes non linéaires et le suivi des branches de solution aussi
bien en mécanique des fluides qu’en mécanique des solides [1-8]. L’un des avantages de cette
méthode est d’obtenir une branche de solution analytique dont le domaine de validité est limité par le
rayon de convergence des séries entiéres. La méthode de continuation permet de calculer entiérement
la branche de solution pas a pas [2]. La longueur de chaque pas, déterminée a posteriori, varie selon la
non linéarité locale de la branche. En effet, on constate une diminution de la longueur des pas au
voisinage d’une forte nonlinéarité et une accumulation des pas au voisinage d’une bifurcation. 1l a été
établi que le rayon de convergence des séries est fortement lié a la distance entre le point de départ de
la série et le point de bifurcation [4,6]. La premiére méthode proposée consiste alors a détecter le point
de bifurcation géométriqguement en localisant ces zones d’accumulation des pas.

La transformation des séries entiéres en fractions rationnelles, dites Approximants de Padé, améliore
considérablement le rayon de convergence. Il a été montré que la premiére racine réelle du
dénominateur de ces approximants donne exactement le point de bifurcation [4]. C’est notre deuxiéme
technique développée pour la détection des points de bifurcation.

La troisieme méthode consiste a introduire un indicateur de bifurcation, le long de la branche de
solution non linéaire, qui s’annule aux points singuliers. Cette technique est introduite initialement par
Boutyour [3] en mécanique des solides et par Tri en mécanique des fluides [5].



L’originalité de ce travail est d’associer ces indicateurs de bifurcation a une méthode de discrétisation
sans maillage. Ces derniéres méthodes ont été développées dans le but de pallier certaines difficultés
liées a la distorsion du maillage par éléments finis. Parmi ces méthodes, on peut citer la méthode des
solutions fondamentales (MFS) [9] qui a prouvé son efficacité pour la résolution des équations
différentielles homogenes et qui a été étendue aux équations aux dérivées partielles non homogeénes
grace a l'utilisation des fonctions de base radiale (RBF) pour la détermination de la solution
particuliére (MPS). Sachant que la solution fondamentale n’est pas toujours disponible et en
particulier pour les opérateurs a coefficients variables, une approximation associant ces deux méthodes
(MFS-MPS) est mise au point pour suivre des branches de solutions non linéaires complexes [12].
Dans ce travail, la méthode MFS-MPS est adoptée pour la discrétisation spatiale des problémes
linéaires, résultants de la linéarisation du probléme non linéaire par les méthodes asymptotiques, pour
sa simplicité et sa robustesse pour la résolution des équations aux dérivées partielles a coefficients
variables [8, 11,13]. Dans cet article, ’analyse est consacrée principalement a la méthode basée sur
I’indicateur de bifurcation, calculé analytiquement en fonction d’un paramétre de chemin, le long
d’une branche solution régie par une équation de Poisson non linéaire.

2. Position du probleme

Pour montrer l'efficacité et faciliter la compréhension de la méthode proposée, on considere le
probléme non linéaire (1) dans le domaine Q = [0,1] x [0,1] ou les points de bifurcation et les modes
propres sont connus analytiquement :

{Au + u? — hu = AEf dans Q

1
u=20 sur dQ )

La variable u et le paramétre A sont les inconnues du probleme. La fonction f et le paramétre & sont
des données du probléme. Pour introduire 1’indicateur de bifurcation y, la solution fondamentale u est
perturbée par une fluctuation du qui satisfait le systéme d’équations suivant :

L¢(8u) = A(Su) + 2udu — A du = pf, dans Q
du=20 sur 0Q 2
(du — dug,duy) =0 dans Q

ou f, est une fonction aléatoire donnee, (.,.) représente le produit scalaire euclidien et dug est la
réponse a la perturbation f, pourp = 1. L’indicateur p peut étre calculé directement a partir de
I’équation (2) par la formule suivante :

_ (6110, 6110)
T (Lgtfy, Sug) @)

Cette méthode, dite méthode directe, permet de donner les courbes de référence.
3. Méthode de perturbation

La méthode de perturbation consiste & chercher les inconnues (u,2,du,pn) sous forme d’un
développement de Taylor a partir des solutions connues (ug, A, dug, 1). En effet,

(u(@), M(a), 3u(@), n(@)) = (g, Ao,8uo, 1) + XL a' (uy, A Suy, ;) (4)

ou N représente I’ordre de troncature des séries entiéres et le paramétre de chemin 'a’ est défini par le
produit scalaire suivant:



a={(u— ugu)+ A—2 (5)

Les équations (1-5) ménent a une succession de problémes linéaires pour chaque ordre p = 1 de la
série aussi bien pour la solution fondamentale u que pour la fluctuation éu :

LY(up) = A, (Ef + ug -yt uju,_i + Ny Aiup_ dans Q
(up,uqg) + A0 =1 dans Q
u =0 sur 0Q
$o o T i ©
L; (Sup) = pru + Xis1 Mdup_j - Y-, 2u;duy,_; dans Q
(dup, dug) = 0 dans Q
du, =0 sur 0Q

oun =1al’ordre 1 et nul aux ordres supérieurs. L’opérateur tangent LY(.) = A(.) + 2uy(.) — Ao(.)
est commun & tous les problémes linéaires. La méthode de continuation permet de calculer toute la
branche solution pas a pas [2]. L’indicateur de bifurcation est alors évalué a chaque pas de calcul. Pour
améliorer la solution, les séries entieres sont remplacées par des fractions rationnelles appelées
approximants de Padé [4].

4. Méthode MFS-MPS

Dans cette section, nous proposons de résoudre par MFS-MPS les probléemes linéaires (6) pris sous la
forme simple suivante a chague pas,

{A(U) +y&xyu = f(xy) dans Q

u=gxy) sur 0Q (7)

Ce sont des EDP avec des opérateurs différentiels a coefficients variables et dont la solution
fondamentale n’est pas disponible. Pour pallier cette difficulté, la méthode des équations analogues
(AEM) [12] est utilisée pour transformer le probléme (7) en un probléme de Poisson standard. Ceci
consiste a maintenir le Laplacien, dont la solution fondamentale est connue, a gauche et les autres
termes sont déplacés a droite et sont considérés comme un second membre. L’équation (7) devient
alors,

{A(u) = —yxy)u+f(x,y) = h(x,y,u) dans Q ®)
u=g(xy) sur 9Q

qui est facilement résolue par la méthode MFS si le terme h est connu. Or h dépend de I’inconnue u,
d’ou la nécessité de la méthode MFS-MPS.

Ici, nous présentons brievement la technique MFS-MPS nouvellement développée. L'idée suppose
que la solution d'une EDP combine simultanément la solution particuliére et la solution homogéne.
Ceci permet d’écrire cette solution sous la forme suivante:

~ N N
u(x, Y) ~ u(x, Y) = Zi=t1 Q4 V(ri) + Zi:bl ﬁi G(pi) (9)
ou N; = Ng + Ny, Ny et Nyreprésentent respectivement les points d’interpolation a I’intérieur du
, . s N Nb .- . s
domaine Q et le nombre de points sur sa frontiere . {aj}j tl et {[3].} sont des coefficients inconnus a

déterminer. Les fonctions v(r;) représentent les solutions particuliéres de lI'opérateur de Laplace défini
par,
A(ri)) = ¢(ri) (10)

ou les ¢(r;) sont des fonctions de base radiale qui permettent d’approcher le second terme de la
premiere équation de (8), ainsi:



h(xy,u) = T a; ¢(r;) (11)

olry = ||xy) = &yl &jypj=1.n, sont des points de collocation dans le domaine. On note
également que,

1
G(pi) = - Z[log(pi) (12)
est la solution fondamentale du Laplacien pour le probleéme 2D caractérisée par,
AG(p) =0 (13)

Les p, = | y) — (xsjysp||. (xsj,ys)j=1.n, rEPrésentent les points sources pris sur une frontiére
fictive I' contenant le domaine Q. Au lieu de chercher la solution particuliere et la solution homogeéne

. - Np | , ..
séparément, nous calculons les coefficients {a};itl et {Bj} simultanément. En utilisant
j=1

I’approximation (10) et en introduisant (9) dans (8), on a:

Z?I:tl o; P(r;) + Z?I:bl B, @(pi) = f(x,y) dans Q (14)
Telle que

Y () = Av(ry) +v(x y)v(r) = ¢(ry) + v(x, y)v(ry) (15)
0(p;) = AG(p;) +v(x y)IG(ry) = v(x, y)G(r;) (16)
La condition aux limites (12b) devient alors,

i 0 v(r) + 238 B, G(py) = 8(xy) sur 90 (17)

Il est clair que W(r) et ®(p) sont des fonctions completement connues.

L'efficacité et la précision de l'interpolation dépend du choix des fonctions de base radiale ¢. En effet,
les polyndmes de Lagrange, les interpolants de Fourier, les fonctions radiales polynomiales, les thin
plate Splines (TPS) ainsi que les fonctions multi-quadriques (MQ) peuvent étre utilisés [9, 10]. Dans
ce papier, le choix s’est restreint aux fonctions de base multi-quadriques ou la méthode MFS-MPS
peut coincider avec la méthode de Kansas, une des méthodes les plus connues dans la communauté
Meshless. On prend alors,

$(r) = VeZ + 17 (18)
d’ou
V() =24 + OVEF 2 - S (c + VE F12) (19)

en 2D. Le parametre c est une constante choisie.

Pour la mise en ceuvre de cette technique, nous choisissons N, points intérieurs dans le domaine Q ,
Ny, points sur la frontiere dQ et Ny, points source sur la frontiére fictive I'. Par collocation, on obtient
un systéme d’ordre (N + Ny) X (N; + Ny) a résoudre:

¥(ry) © (pij) o f

(3} = {g} (20)
v(rg) 6 (py)

Une fois les coefficients {a,—}}i‘l et {Bj}?\lb sont déterminés par (20), la solution approchée est obtenue

j=1
a partir de (9).



5. Applications numeriques
5.1 Exemple 1

Dans cet exemple, 9 points sont choisis a ’intérieur du domaine, 16 points sur la frontiére Q2 et le
méme nombre de points sources distribués uniformément sur une frontiere fictive I’ = [—4,5] X
[—4,5], (Fig. 1).

Domaine Q

¢ < Frontiére fictive T’

- & * 9
- % * 9
- & * 9

L L

Fig. 1: Discrétisation du domaine et de la frontiére fictive

Les points de bifurcation Ay;r et les modes propres uy; Sont connus analytiquement et sont donnés
par la formule suivante :

{Xbif = (m2 + 1’12)752

Upir = sin(mmnx) sin (nmy) (21)

ou m et n sont des entiers. Ici, on s’intéresse principalement au premier point de bifurcation avec
m=1 etn=1. Le terme AEf de I’équation (1) représente un défaut permettant de suivre
automatiquement les branches bifurquées. Pour s’approcher du point de bifurcation, le paramétre & est
choisi égal a £107°. Tenant compte des travaux [10], le paramétre c est pris égal a 1.5

Pour illustrer I’efficacité de notre algorithme, la variable u au point (x = 0.5,y = 0.5) est reportée sur
la figure 2 en fonction du paramétre A.

0.8 —=— §:ZI.0'6
0.6 Fj: _10_5
0.4r

0.2

Solution u
o

-0.2

041

-0.6

08F

0 5 10 15 20 25 30 35
Parameter A

Fig. 2: Branches de solutions par MAN-MFS-MPS
pour £ = 107 %t & = —107°

Sur la figure 2, une accumulation de pas est observée pour A ~ 19.79 (chaque pas de continuation est
représenté par un symbole circulaire ou un carré sur la courbe). Aprés cette accumulation de pas, la
solution suit la branche bifurquée au lieu de rester sur la branche fondamentale en localisant
géométriquement le premier point de bifurcation. Sur la figure 3, on reporte 1’évolution de
I’indicateur ¢ en fonction du paramétre X en utilisant des séries entieres tronquées aux ordres 10 et 30,
des approximants de Padé a ’ordre 20 et la méthode directe considérée comme courbe de référence.
Cet indicateur s’annule pour A = 19.79. Des trois méthodes résulte la méme valeur critique qui
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coincide exactement avec la valeur critique analytique. Ces résultats confirment la robustesse de
I’algorithme proposé pour la détection des points de bifurcation. Des résultats similaires ont été
obtenus en appliquant cet algorithme a d’autres exemples et pour différents domaines.

0.5~
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Series
Order 15

Indicator p

I
«
T

Aar Padé
Order 30

Reference +———>
r :

15 r r r r
0 5 10 15 20 25 30 35

Parameter A

Fig. 3: Indicateur p en fonction de A par MAN-MFS-MPS
5.2 Exemple 2

Pour étendre la méthode a d’autres formes géométriques, on considére le probléme suivant dans un
domaine circulaire :

Au+ u? = \f dans Q
{u =g sur dQ (22)

uQ={x?+y2—-1<0}, f=4+ (x2+y?)?etg=x?+y? Dans cet exemple, 69 points sont
choisis a I’intérieur du domaine, 10 points sur la frontiére dQ et le méme nombre de points sources
distribués uniformément sur un cercle centré a I’origine et de rayon R = 8 (Fig. 4).

Fig.4 : Discrétisation du domaine et de la frontiére

On reporte, sur la figure 5, la solution u de (22) au point (x = —0.4286, y = 0.6429) en fonction du
paramétre A calculée par la méthode de continuation MAN-MFS-MPS. On observe une accumulation
de pas au voisinage de A ~ 2.88 permettant de localiser géométriquement le point de bifurcation.
Nous avons également calculé I’indicateur de bifurcation a I’aide des séries entiéres et des
approximants de Padé. Les résultats sont reportés sur la figure 6 et montrent que I’indicateur s’annule
effectivement pour la méme valeur A = 2.88. Ce résultat est confirmé en déterminant la premiére
racine réelle du dénominateur du Padé. Ces résultats numériques témoignent de I’efficacité des
algorithmes proposés dans ce travail.
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Fig. 5: Branches de solutions par MAN-MFS-MPS
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Fig. 6: Indicateur p en fonction de A par MAN-MFS-MPS

6. CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce travail une nouvelle technique associant une méthode sans maillage et la
méthode asymptotique numérique pour la localisation des points de bifurcation sur une branche
solution d’un probléme de Poisson non linéaire en introduisant des indicateurs de bifurcation bien
adaptés aux méthodes asymptotiques. Ces points de bifurcation ont été cherchés par trois méthodes:
l'indicateur géométrique, les racines du dénominateur des approximants de Padé et l'indicateur de
bifurcation analytique. Les exemples numériques montrent I'efficacité de la méthode proposée. Cette
technique peut étre étendue a la recherche de bifurcations multiples ou des bifurcations de Hopf.
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