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1 rue de la Noë, BP 92101, 44321 Nantes Cedex 3, France
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Résumé – L’IRM de flux 4D permet l’imagerie spatio-temporelle de la vitesse du flux sanguin dans une région d’intérêt telle que le système
aortique au cours du cycle cardiaque. Cependant, la résolution et le rapport signal sur bruit (RSB) sont limités par des contraintes d’acquisition.
Afin d’améliorer le RSB, nous proposons de régulariser le champ de vitesse du flux sanguin en introduisant une contrainte physique, l’incom-
pressibilité, ainsi qu’une pénalisation temporelle quadratique. La solution développée a pour avantage sa simplicité de mise en œuvre tout en
améliorant significativement la précision du champ de vitesse et le rapport vitesse sur bruit (RVB).

Abstract – 4D PC-MRI provides the spatio-temporal imaging of the blood-flow velocity in an area of interest such as the aortic system during a
cardiac cycle. However, the resolution and the signal-to-noise ratio (SNR) are limited by acquisition constraints. In order to improve the SNR, we
propose to regularize the blood-flow velocity field by introducing a physical constraint, incompressibility, and a temporal quadratic penalization.
The advantage of the developed solution is its simple implementation while enhancing significantly the speed precision and speed-to-noise ratio
(SpNR).

1 Introduction

Les améliorations récentes apportées à l’IRM de flux (Phase-
Contrast Magnetic Resonance Imaging) ont permis de rendre
cliniquement viable la cartographie d’un champ de vitesse dans
un volume d’intérêt au cours d’un cycle cardiaque [1]. Le mé-
decin peut analyser directement cette carte spatio-temporelle,
mais aussi en extraire des bio-marqueurs spécifiques : vitesse
maximale dans une zone particulière, contrainte de cisaillement
aux parois des vaisseaux, etc. Ces bio-marqueurs constituent
aussi bien des indices du degré d’évolution de maladies, que
des aides à la prédiction du risque de complications graves ou
mortelles.

Une limite actuelle de l’IRM de flux 4D concerne le niveau
de discrétisation spatio-temporel relativement grossier atteint
par les séquences d’acquisition. Cette limite résulte de la ges-
tion d’un compromis impliquant à la fois la durée d’acquisition
(de l’ordre de 20 minutes) et le rapport signal à bruit (RSB).
En effet, le RSB apparaı̂t proportionnel au temps d’acquisition,
et inversement proportionnel au nombre de voxels utilisés pour
discrétiser le volume d’acquisition.

Ce constat justifie plusieurs travaux récents ayant pour ob-
jectif d’améliorer par post-traitement la qualité des cartes spatio-

temporelles de flux [2, 3, 4, 5]. L’idée générale consiste à amélio-
rer le RSB grâce à la prise en compte d’informations supplémen-
taires, soit issues de données anatomiques [3], soit d’informa-
tions a priori [2, 4].

L’incompressibilité du fluide sanguin est une information a
priori de nature physique. Une conséquence est que le champ
de vitesse est à divergence nulle en tout point du domaine et à
tout instant, ce qui correspond à une contrainte linéaire [2, 3],
parfois prise en compte sous la forme d’un terme de pénalisation
dans un critère des moindres carrés [5]. Par ailleurs, [5] et [3]
se concentrent sur l’adaptation du modèle au niveau de la paroi.

Cet article propose de combiner la contrainte spatiale de di-
vergence nulle avec une régularisation temporelle obtenue par
pénalisation quadratique. De façon globale, la solution que nous
proposons est calculable de façon simple, par une combinaison
parallélisable de résolutions de systèmes linéaires (un par ins-
tant), suivie d’un filtrage temporel simple. Nous exploitons le
caractère circulant du filtre temporel et une hypothèse de bords
libres aux frontières spatiales du domaine analogue à celle de
Song et al. [2].



2 Débruitage du champ de vitesse

2.1 Hypothèses a priori
Comme les travaux existants, nous faisons l’hypothèse que

les vitesses acquises sont affectées d’un bruit blanc additif gaus-
sien. Cette hypothèse est simplificatrice car ces mesures de vi-
tesse sont obtenues à partir de variations de phase de mesures
complexes effectuées dans l’espace K (c’est-à-dire dans le do-
maine de Fourier du domaine spatial). L’intérêt d’utiliser un
modèle plus précis pourra faire l’objet de travaux ultérieurs.

Nous exploitons par ailleurs l’hypothèse d’incompressibilité
du flux sanguin, qui se traduit par l’annulation de la divergence
de la vitesse en tout point du domaine fluide et en tout temps.
Dans un formalisme continu, le champ de vitesse variable en
temps est une fonction u(x, t) : R3 × R → R3, dont chaque
composante peut être supposée d’énergie finie, i.e., à chaque
instant t, u(·, t) ∈ L2(R3)3. L’incompressibilité se traduit par
l’appartenance de u(·, t) pour tout t au sous-espace hilbertien
M des fonctions u à divergence nulle :

M =
{
u(x) ∈ L2(R3)3 | ∇ · u = 0

}
.

Le théorème de Helmholtz et les travaux de Hodge [6] per-
mettent de caractériserM sous la forme

M =
{
∇× (∇× r), r ∈ L2(R3)3

}
, (1)

et de définir l’opérateur de projection orthogonal P surM :

P{u} = u−∇(∆−1(∇ · u)). (2)

Dans un cadre calculatoire usuel, le volume spatio-temporel
est discrétisé sur la même grille spatio-temporelle que les me-
sures, sous la forme de Ns = Nx × Ny × Nz voxels et de Nt
pas temporels. On peut alors redéfinir l’espace des champs de
vecteurs à divergence nulleM0 comme le noyau de la matrice
Ds utilisée pour définir la version discrétisée de l’opérateur de
divergence. Busch et al. [3] ont exploité une version discrète
de l’expression (1) pour obtenir une solution appartenant àM.
Cette approche nécessite de trouver le champ r par un calcul
itératif plus coûteux qu’une projection. L’approche projective a
été employée par exemple dans [2, 4] pour différents choix de
base. Notons que l’opérateur de divergence Ds se décompose
en plusieurs opérateurs de différentiation spatiale sous la forme
Ds = (Dx,Dy,Dz), et que la formulation discrète du projec-
teur P s’écrit en tant qu’opérateur matriciel :

P0 = I−Dt
s

(
DsD

t
s

)−1
Ds (3)

avec I la matrice identité et t la transposition. On note que la
matrice Ds doit être de rang plein.

Enfin, nous n’avons pas encore explicité de condition de
bord dans la spécification deM etM0. Dans le cas de données
IRM, le champ de vitesse mesuré concerne des zones fluides
et organiques. En toute rigueur, nous devrions appliquer cette
projection uniquement au sein du fluide et mettre en place les
considérations nécessaires [6] aux bords du domaine fluide Ωf
comme cela est réalisé en simulation CFD (Computational Fluid

Dynamics). Sachant que la vitesse d’un fluide visqueux tend
vers zéro au niveau de la paroi [6], supposer que la divergence
de la vitesse est nulle sur l’ensemble du volume est justifié
comme première approximation. Cette hypothèse a pour intérêt
de ne pas nécessiter la connaissance précise de la position des
parois. Cependant, les conditions aux bords de ce volume res-
tent à préciser. Sachant qu’en situation réelle, des vaisseaux
sanguins traversent ce volume d’intérêt, les conditions de bord
peuvent avoir un effet considérable sur la solution. Dans cet
article, nous privilégions la condition de bord libre introduite
par Song et al. [2] et la comparons à une hypothèse de bord
circulant.

2.2 Formulation du problème
On note w = (wt

1, , . . . , w
t
Nt

)t le vecteur des vitesses ob-
servées pour l’ensemble des nœuds spatio-temporels. A cause
du bruit de mesure, ce vecteur correspond à un champ de vi-
tesse qui n’est pas à divergence nulle. On note également v =
(vt

1, , . . . , v
t
Nt

)t le vecteur des vitesses à estimer avec vt rangé
dans un ordre lexicographique (défilement des composantes x,
y puis z). On définit Dt une matrice Toeplitz à blocs Toeplitz
telle que Dtv = vt+1− vt, qui sera utilisée pour favoriser une
certaine régularité temporelle. On se propose alors de résoudre
le problème suivant :

v̂ = arg min
v∈M0

{
‖v −w‖22 + λ‖Dtv‖22

}
(4)

où, par abus de notation, v ∈ M0 signifie que vt ∈ M0 pour
tout t, et λ > 0 est un paramètre de régularisation temporelle.

Soit P la matrice diagonale par blocs permettant d’appliquer
P0 séparément à tous les vt. Pour tout v ∈ M0, v − Pw est
orthogonal à Pw −w, donc

‖v −w‖22 = ‖v −Pw‖22 + ‖Pw −w‖22. (5)

Par conséquent, le problème (4) peut se réécrire sous la forme :
v̂ = arg minv∈M0

J(v) avec

J(v) = ‖v −Pw‖22 + λ‖Dtv‖22
Sans tenir compte de la contrainte, l’annulation du gradient de
J se produit de façon unique au point

v̂ =
(
I + λDt

tDt
)−1

Pw. (6)

Les opérateurs P et (I + λDt
tDt)

−1 correspondent à des fil-
trages spatial et temporel, respectivement. Ils peuvent donc com-
muter, ce qui implique que v̂ s’écrit aussi

v̂ = P
(
I + λDt

tDt
)−1

w, (7)

donc que v̂ ∈M0. On en conclut que v̂ est bien la solution du
problème (4).

2.3 Mise en œuvre numérique
Nous proposons de discrétiser la divergence par la méthode

des différences finies suivant le schéma : Dxv = vx+1 − vx,



Dyv = vy+1 − vy et Dzv = vz+1 − vz . L’hypothèse de bord
conditionne la structure des matrices Dx, Dy, Dz. En IRM de
flux, le sang traverse le volume d’intérêt Γ avec une vitesse
non-nulle. Par conséquent, le choix de la condition de bord peut
avoir un impact important sur la solution.

Dans le cas de la condition de bord spatiale libre, les matrices
Dx, Dy et Dz de dimension Nsr × Ns sont Toeplitz à blocs
Toeplitz et fortement creuse avec seulement 2Nsr éléments non-
nuls (avec Nsr = (Nx− 1)(Ny− 1)(Nz− 1)). Ainsi, la matrice
DsD

t
s est de dimensionNsr×Nsr et de rang plein. On pose L la

racine de DsD
t
s obtenue par factorisation de Cholesky (matrice

triangulaire inférieure de dimension Nsr × Nsr). Le projecteur
Plib

0 prend la forme suivante :

Plib
0 = I−Dt

sL
−tL−1Ds (8)

Le calcul de L est réalisé une fois pour lesNt temps et le pro-
jecteur est calculé à travers la résolution de systèmes linéaires.
Song et al. [2] proposent une alternative consistant à diagona-
liser la matrice DsD

t
s et de l’inverser dans la base des sinus

discret.
Par la suite, nous comparons cette condition de bord avec

l’hypothèse de bord circulant. La structure des matrices Dx,
Dy et Dz deviennent circulantes à blocs circulants de dimen-
sion Ns × Ns et de rang Ns − 1 (la déficience de rang cor-
respondant aux vecteurs constants). Les matrices Dx, Dy et
Dz sont alors diagonalisables dans la base de Fourier 3D (sans
considérer le vecteur constant). Cette hypothèse permet un cal-
cul rapide mais n’est pas naturelle aux bords du domaine spatial
Γ. En revanche, la périodicité du cycle cardiaque rend cette hy-
pothèse adaptée selon le temps. On peut donc employer les pro-
priétés de diagonalisation sur le filtre temporel (I+λDt

tDt)
−1.

3 Résultats

3.1 Exemple simulé
Afin de valider notre approche, nous travaillons sur des don-

nées synthétiques respectant l’hypothèse d’incompressibilité.
La morphologie des artères nous a conduit à la simulation d’un
fluide au sein d’un tube cylindrique de rayon 1 cm. La simula-
tion fluide de Womersley [7] propose une solution analytique
pour un écoulement instationnaire, visqueux et périodique où
la vitesse n’évolue que selon l’axe du tube. Il est alors possible
de simuler le flux sanguin à partir du débit [8] sur un cycle car-
diaque. Par souci de réalisme, l’orientation du tube a été choi-
sie de manière à ne pas respecter la condition de périodicité aux
bords du domaine spatial.

Le champ de vitesse simulé est entaché d’un bruit gaussien
centré. Nous avons estimé un RSB de 24, 3 dB sur des données
d’IRM de flux (SIEMENS Magnetom Aera 1.5T - Résolution :
2, 5× 2, 5× 2, 8 mm3). Sachant qu’en IRM de flux, on mesure
à la fois le signal anatomique et la vitesse (dans un terme de
phase), l’écart-type σν du bruit sur la phase [9] s’écrit :

σν =

√
2

π

Venc

10RSB/20
(9)

avec Venc la vitesse d’encodage de la séquence d’acquisition.
On définit alors le rapport vitesse sur bruit (RVB) tel que :

RVBD(v) = 20 log
‖vth‖
‖v − vth‖

(10)

avec vth le champ de vitesse théorique et D le domaine sur
lequel est calculé le RVB.

3.2 Analyse quantitative et visuelle
Tout d’abord, on s’intéresse aux performances de débruitage

pour une gamme de RSB autour de 24, 3 dB (i.e., RVB de 8
dB). Le tableau 1 présente le RVB obtenu après filtrage, soit
spatial, soit spatio-temporel pour les hypothèses de bord circu-
lant et libre. Le RVB est calculé en considérant, soit seulement
les vitesses appartenant au domaine fluide RVBΩf

, soit l’en-
semble des vitesses du volume d’intérêt RVBΓ. On note λΩf

le
paramètre de pénalisation maximisant le RVB sur Ωf .

FIGURE 1 – Champs de vitesse théorique (en noir), bruité (en
vert) et filtré avec l’hypothèse de bord circulant en (a) et libre
en (b) (Résolution : 2, 5×2, 5 mm2 ; 46 ms et un RVB de 8 dB).

Le tableau 1 montre d’une part que l’hypothèse de bord libre
permet d’atteindre des RVB significativement plus élevés que
l’hypothèse circulante quel que soit le RVB des données. Ces



RVB des Hypothèse Filtrage spatial λ = 0 Filtrage spatio-temporel λ 6= 0
données sur Γ [dB] de bord RVBΓ(v) RVBΩf

(v) RVBΓ(v) avec λΩf
RVBΩf

(v) avec λΩf

5 libre 7,6 12 10,3 13,9
circulant 5,6 9,9 6,9 10,7

8 libre 10,5 14,7 12,4 16,2
circulant 7,2 11,3 7,7 11,6

11 libre 13,5 17,7 14,7 18,3
circulant 8,2 12,3 8,4 12,3

TABLE 1 – Rapport Vitesse sur Bruit [dB] après filtrage spatial et spatio-temporel selon les hypothèses de bord libre et circulant.

résultats se confirment visuellement sur les figures 1(a) et 1(b)
obtenues avec le paramètre λΩf

. L’hypothèse de bord circulant
crée une continuité artificielle entre les bords du domaine Γ, qui
explique les mauvaises performances obtenues. D’autre part,
on note que le filtrage spatio-temporel présente de meilleurs
RVB que le filtrage spatial quel que soit le RVB des données.

Par ailleurs, les filtrages spatial et spatio-temporel présentent
de meilleurs résultats lorsque le RVB est calculé sur la zone
fluide Ωf plutôt que sur le volume d’intérêt Γ. Ceci s’explique
par le fait que l’énergie du champ de vitesse théorique est nulle
dans la zone hors-fluide et non nulle sur Ωf . L’énergie du signal
‖vth‖ est la même pour Γ et Ωf alors que l’énergie du bruit
résiduel ‖v − vth‖ n’est pas estimée sur le même nombre de
pixel. Compte tenu de l’application de ces travaux, l’analyse
doit être concentrée sur la zone fluide Ωf .

Enfin, nous avons observé qu’au delà d’un certain RVB ap-
pliqué aux données, les performances se dégradent jusqu’à at-
teindre des RVB après filtrage inférieurs à ceux des données.
Comme l’illustre le tableau 1, pour des données avec un RVB
de 8 et 11 dB, toutes les approches employant l’hypothèse cir-
culante détériorent le RVBΓ. En ce qui concerne l’hypothèse
de bord libre, les filtrages spatial et spatio-temporel ont un effet
positif jusqu’à RVBΩf

= 28, 8 dB. Ceci s’explique d’une part
par le caractère approché de la prise en compte de l’incompres-
sibilité : l’annulation de la divergence est une propriété exacte
de la vitesse du fluide mais nous l’approchons sur une grille
discrète grossière. D’autre part, la méconnaissance de la paroi
et la non prise en compte de son existence introduit une erreur.
En effet, la différence de milieu entre Ωf et la zone hors-fluide
implique une discontinuité de la divergence sur les bords de
la paroi. Cette hypothèse est d’autant plus importante que cer-
tains bio-marqueurs locaux comme le cisaillement à la paroi
pourraient en être impactés.

4 Conclusion
Dans cette étude, nous avons présenté une solution de fil-

trage permettant d’augmenter le rapport vitesse sur bruit dans
le contexte de l’IRM de flux 4D. Les perspectives de ce travail
consisteront d’une part à estimer le champ de vitesse sur une
grille plus fine que la grille d’acquisition et d’autre part à gérer
l’existence d’une paroi. Cela permettrait une prise en compte
plus précise de la contrainte d’incompressibilité et plus parti-
culièrement aux bords. Ainsi, on augmenterait la précision de

bio-marqueurs locaux tels que le cisaillement à la paroi.
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