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1 Introduction
Le but de cette étude est de déterminer une loi de filtration pour décrire l’écoulement tran-
sitoire d’un fluide viscoélastique linéaire en milieu poreux. Pour cela on utilise une méthode
d’homogénéisation : le comportement macroscopique est déterminé à partir de la description à
l’échelle des pores. On montre que, dans l’espace de Fourier, la loi de filtration macroscopique ainsi
obtenue est une loi de Darcy généralisée avec un tenseur de perméabilité dynamique.

2 Description locale et estimations
On considère un milieu poreux rigide périodique. La période Ω est O(l) et caractérise l’échelle des
pores. Sur cette période, le solide et l’espace poreux occupent respectivement les domaines Ωs et
Ωl et leur frontière commune est désignée par Γ.
Soit L la longueur caractéristique macroscopique. La condition fondamentale qui doit être vérifiée
pour pouvoir appliquer la méthode d’homogénéisation est la séparation des échelles : ε = l

L << 1.
L’espace poreux est saturé par un fluide viscoélastique linéaire incompressible. Pour un écoulement
lent (c.-à-d. à faible nombre de Reynolds), la conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ρ
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Pour un fluide viscoélastique linéaire, le déviateur des contraintes, τ̃ , est tel que :
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où les λk et les θk, (k = 1, ..., n) sont respectivement les temps caractéristiques de relaxation et de
retard. Notons que le modèle viscoélastique linéaire (1-2) est valide si tous les temps de relaxation
et de retard sont petits par rapport au temps caractéristique de l’écoulement :
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V
, (k = 1, ..., n) (3)

La description locale de l’écoulement s’écrit :

ρ
n∑

k=1

(λk)
k ∂k+1v⃗

∂tk+1
+

n∑
k=1

(λk)
k ∂k

∂tk

(
∇⃗p
)
− µ

n∑
k=1

(θk)
k ∂k

∂tk
(∆v⃗) + ρ

∂v⃗

∂t
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∇⃗ · v⃗ = 0, (5)

v⃗/Γ = 0⃗. (6)

Pour obtenir des effets viscoélastiques à l’échelle macroscopique, les temps caractéristiques de relax-
ation et de retard doivent être du même ordre de grandeur que le temps caractéristique dynamique
T , introduit par le terme ρ∂v⃗

∂t . On considère donc le cas où:

T
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T
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= O(1) (k = 1, ..., n). (7)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement (4) introduit les nombres adimensionnels
suivants :
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On montre que si on prend L comme longueur caractéristique de référence, l’ordre de grandeur de
Q correspondant est QL = O(ε−2). D’autre part on montre qu’un régime transitoire à l’échelle
macroscopique implique : RetL = O(ε−2). Enfin, compte tenu de (7), il vient : ΛkL = O(1),
ΘkL = O(1). On déduit de ces ordres de grandeur la description locale normalisée. Dans l’espace
de Fourier, elle s’écrit :

ρ̃v⃗ = −∇⃗p+ ε2µ̃∆v⃗, (9)

∇⃗ · v⃗ = 0, (10)

v⃗/Γ = 0⃗, (11)

où

ρ̃ = iωρ, µ̃ = µS(i, ω), S(i, ω) =
1 + θ1iω + (θ2iω)

2 + ...(θniω)
n

1 + λ1iω + (λ2iω)2 + ...(λniω)n
. (12)

3 Comportement macroscopique
La méthode d’homogénéisation utilisée est basée sur le petit paramètre ε caractérisant la séparation
des échelles. La pression et la vitesse, sont recherchées sous forme de développements asymptotiques
en puissances de ε. L’homogénéisation conduit au comportement macroscopique suivant :

∇⃗ · V⃗ = 0, (13)

où V⃗ est la vitesse macroscopique de filtration du fluide et est définie par :

V⃗ = −K̃(ω)∇⃗p. (14)

Le tenseur de perméabilité dynamique K̃(ω) est défini par

K̃ =< k̃ >Ω, < · >Ω=
1
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∫
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· dΩ, (15)

où les kij sont solutions d’un problème aux limites défini sur la période Ω. L’équation (14) est la

loi de Darcy généralisée (Auriault, 1980). K̃ est un tenseur du second ordre qui est symétrique,

complexe et dépendant de la pulsation. K̃(ω = 0) est la perméabilité intrinsèque. On montre de

plus que K̃ est inversible et on désigne par H̃ son inverse, H̃(ω) = K̃−1(ω) = H̃r + iH̃i. La loi de
filtration peut ainsi se réécrire, n désignant la porosité :

∇⃗x (np) = −nH̃r(ω) V⃗ − n
H̃i(ω)

ω

∂V⃗

∂t
. (16)

Sous cette forme, la loi de filtration exprime la conservation de la quantité de mouvement : la
contrainte np exprime la contrainte partielle du fluide, le terme nH̃r(ω) caractérise la dissipation

visqueuse du fluide et n H̃i(ω)
ω est la masse volumique apparente du fluide dans le milieu poreux.

4 Conclusion
Bien que valable pour une classe de fluides très réduite et sous des conditions restrictives, le modèle
de filtration que nous proposons est cependant robuste dans son domaine de validité. Ce domaine
de validité est défini par l’intermédiaire des ordres de grandeur des nombres adimensionnels. Les
comportements décrits par (16) sont très sensibles aux propriétés visco-élastiques du fluide.
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