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Resumen: En este trabajo se aborda el problema inverso de identificar un sélido rigido que se mueve al interior de
un fluido a partir de la medicién del tensor de Cauchy sobre una parte de la frontera en algin tiempo ¢ positivo.
Este problema inverso es formulado como un problema de control optimal donde la variable de control estd dada
en funcién de parametros que permiten caracterizar el cuerpo rigido. Utilizando técnicas de derivacién respecto al
dominio se obtienen las condiciones de optimalidad necesarias de primer orden que permitiran desarrollar un esquema
numérico para identificar la posicion del sélido en cualquier tiempo .
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1. INTRODUCCION Y PRESENTACION DEL PROBLEMA

Sea 2 en R3 un dominio acotado. Sea S(t) un cuerpo rigido inaccesible moviéndose en un fluido viscoso
incompresible ocupando una regién denotada por F(t) = Q \ S(t). Asumimos que al tiempo ¢, S(t) puede
ser descripto por su centro de masa a(t) € R3 y su matriz de orientacién Q(t) € SO3(R) con S(t) =
S(a(t),Q(t)) = Q(t)Syes + a(t), donde S, r es un solido de referencia y SO3(R) denota el conjunto de
las matrices de rotacion de orden 3.

Las ecuaciones que modelan la dindmica del sistema fluido-estructura son:

—dive(u,p) =0 en F(t), te(0,T) €))
divu=0 en F(t), te(0,T) 2)
u=4£€+wx (x—a(t)) sobre dS(t), te (0,T) 3)
u=mwu, sobre 9Q, te(0,7T) 4)
/ o(u,p)ndy=0 te(0,T) 5)
aS(t)
/ (x —a(t)) xo(u,pndy=0 te(0,7) (6)
aS ()
a =L Q =Swq tec(0,T) (7
a(0) = ain, Q0) = Q. ®)

Aqui, u representa la velocidad del fluido y p su presion, £ y w denotan respectivamente la velocidad lineal
y angular del sélido y o (u, p) es el tensor de Cauchy. S(w) es el tensor velocidad angular, el cual satisface
S(w)z = w X z, para todo z € R3.

La existencia de una tnica solucién

(u,p, L,w,a,Q) € C([0,T); H*(F(t)) x H'(F(t))/R)xC([0,T); R*xR*)xC' ([0, T); R* x SO3(R))
del sistema (1)-(8) es probada en [4], bajo ciertas hipétesis de regularidad y la condicién de compatibilidad
faﬂu*-nd'y =0.

2. PROBLEMA INVERSO
Consideremos el conjunto A = { a,Q) € R x SO3(R) : ) } de posiciones admisibles
para el s6lido S(a, Q). Para cada (a, Q) fijo en A, es decir (a Q) a(t),Q(t)) paraalgint € (0,7), el



sistema estacionario (1)-(6) admite una tnica solucién (u, p, £, w) € H*(F(a,Q)) x H'(F(a,Q))/R x
R3 x R3, que puede ser escrita como

3 3
uw=> Lu® +uUD+ V" p=> lip) +uw; PO + P, )
=1 =1

donde (u(®, p(¥), (U(i), P(i)> (i=1,2,3)y (V* P*¥) satisfacen

—dive (u(i),p(i)) =—dive (U(i),P(i)) =—dive (V*,P*)=0 en F(a,Q)

divu® = divU® = divV* =0 en F(a,Q) (10)
u® = UO =eld) x (x—a), V' =0 sobre 9S(a, Q)
u® =0, U = 0, V* =u, sobre 0f2,

) N3 L. £ _ .
siendo {e(l)}i:1 los vectores canénicos de R3, ¢;, w; dados por <w> = A~'b, con A € R*6 simétrica

y b € R con componentes que dependen de las soluciones de los sistemas (10). La demostracién de este
resultado puede ser consultada en [4, Proposition 3].

2.1. FORMULACION COMO UN PROBLEMA DE CONTROL OPTIMAL

Definimos la funcién de costo J : A — R como
1
J(a,Q) = 3 /F |0 (Uja,Qs Pla,@))T — o°*n|? dy (T abierto,I' C Q)

donde o°**n denota la medida de la componente normal del tensor de Cauchy de la solucién del sistema
(1)-(8) en un tiempo tg con la posicién del sélido, caracterizada por (a!™%¢, Q'"“¢) desconocida. Asf las
incognitas de nuestro problema son a/"“¢ y Q!"“¢, En este contexto, hemos denotado por (u[an], p[a,Q])
a la solucién (9) obtenida a partir de los sistemas (10). El problema inverso de identificacién de un sélido
rigido puede ser formulado como el siguiente problema de control optimal:
Hallar (a*,Q*) € A talque J(a*,Q*)= inf J(a,Q). (P)
(a,Q)eA

Gracias al resultado de identificabilidad obtenido en [4, Theorem 2] se deduce la existencia de un tinico con-
trol optimal solucién de (P). Ademads, debido a que la solucién (u[ayQ], p[a’Q],e[a7Q},w[a7Q}) es analitica
con respecto a (a, @), se tiene que la funcién de costo .J es analitica en el punto (a, Q). Para estos resulta-
dos ver [1] en el caso de un obstdculo fijo y [4] para un cuerpo rigido en movimiento.

Observacién: El dato usado en la funcién J, 0°%°n, corresponde a una medida realizada en un tiempo
fijo to > 0. En consecuencia, el control optimal (a*, Q") que resuelve el problema (P) es una posicion
admisible que mejor aproxima a la posicion del sélido desconocido en el tiempo ty. Como en nuestro caso
el solido rigido se mueve (mediante traslacion y rotacion), no hay ninguna razén aparente por la cual el
sdlido encontrado coincida con el sélido desconocido en un tiempo t # to. Sin embargo, utilizando la
regularidad de la solucion con respecto al centro de masa y a la matriz de orientacion, y aplicando el
Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard, es posible deducir que ambos solidos son los mismos en todo tiempo
t, salvo rotacion (ver [4] para detalles).

2.2. CALCULO DE LA DERIVADA DE LA FUNCION COSTO

Con el objeto de escribir las condiciones de optimalidad de primer orden para el problema (P), cal-
culamos la derivada de la funcién J con respecto a la variable de control (a,Q) € A. En este trabajo
computamos la derivada Gateaux de la funcidén costo, usando la teoria de derivacién respecto al dominio
debida a J. Simon [6]. Para tal fin, dado (a, Q) € A, consideramos el campo vectorial C5°(£2), dado por

P(h,0;y) = (p(h,0;y) —y)Z(y),



donde p(h,0;-) : Q — R3, es la extensién a 2 del campo introducido en [4]:
@(h,0;y) = exp(61 A;) exp(#2Az) exp(f343)(y — a) + (a + h)

con @ = (01,02, 03) denotando los dngulos de Euler que caracterizan la orientacién del cuerpo rigido (ver

[5, Chapter 4]) y Z € C§°(Q2) que satisface Z=1en 01y Z =0en 2\ O, con S(a,Q) C Oy, O; C

Oz, Oy C €. Notar que el campo 1) representa, para cada (h, ), una direccién de movimiento del sélido.
Denotemos por (ag, Q) = (a(to), Q(to)), Fo := F(ao,Qy) y So := S(ap, Q). Siguiendo [2] tene-

mos que

Psy|p — PolF

u — U
vl ol §(p, o) = lim Potle PO
S 5—0 S

u(y, Fo) = ll_f}g)

donde F denota un abierto tal que F' C Fo, (ug, po) = (U[ag,@ o) Plao, QO]) es la solucién del sistema (1)-
(6) con el obsticulo Sy y (wsqyp, Psy) Tepresenta la solucion con el sélido Sp + s = {x € R3 :x =

Yy +s¥(y),y € So}. En lo que sigue usaremos us := gy = Ujq, Q.| Y Ps ‘= Psyp = Pla.,Q.]-
Ahora estamos en condiciones de obtener la expansion de primer orden de .J, esto es:

J(asQ,) = T(an, Q) + / (o (o, po)n — %) - o (s, pYn. dy 5 + o(s), (an

donde %S) tiende a 0 cuando s — 0.
Para hallar las ecuaciones que satisfacen (u, p), tenemos en cuenta que

3 .
)= > (Gt o) + £, (@, 59) + U B + w0, (@, PO)) 4 (VI P, ()
=1

y los sistemas (10), que nos permiten deducir que (u(i),p@')), (U(i), P(i)) y (V*, P*) verifican

_dive (u“’),p(i)) — _dive (V P'*) —0 en Fo
diva® =divv* =0 en Fo
; ould v (13)
u@ =W -n)H-, V== n)3H sobre 08
[ @D =0, V*=0 sobre 012,
( —leO’(U() U)-O en JFo
div U( D _ 0 en Fy A
G 0) ) A (14)
U = —(¢-n) (ag —V (e x (z - ao))> — el x £ sobre 08y
U(i) =0 sobre 0f).
Luego de algunos cdlculos, podemos demostrar, a partir de (12), (13) y (14), que (%, p) satisface
([ —divo(d,p) =0 en F
diva =0 en Fy
d:é+cbx(w—ao)—(w-n)(%%—woXn)—woxﬁo sobre 08, 15
=0 sobre 02 (15
< Jos, 0'(717P)n.d’?’ ) _ 4 <£) M (&J) +c.
{ faSO (x —ag) X o(t,p)n dy w wo

donde A € RY*6 es 1a matriz invertible dada luego de la féormula (10), M € R6%6 (simétrica) y C € R
estdn dados por



Mij = [z D (ﬁ(i)) :D (uW)dz (5,5 =1,2,3),
(Uu 3)) D (u®)dz (i =4,56;j=1,2,3),
My [, D ( s 3)) D(U(j’g)) dx  (i,j=4,5,6),
Ci=Jr, D (V') : D (u)dz (j=1,2,3), C;=[rD(V'):D(UI)da (j=145,6),

con D(w) denotando el tensor de deformaciones definido por D(w); = (8812? sz) (k,l=1,2,3).

Es conocido que el sistema (15) admite una tnica solucidn, ver por ejemplo [3, Theorem 1],

(@, p,2,0) € C ([0,T); H>(F(t)) x H'(F(t))/R) x C([0,T); R? x R?).

Introducimos el estado adjunto del sistema para reescribir la derivada de J de una manera mas manejable,
ya que (11) no permite expresar facilmente la condicion de optimalidad de primer orden. Asi, el par (i, q)
satisface

(—dive(u,q) =0 en Fo
divp =0 en Fo
p=0 sobre 0S5y U 02 — T’
= O'(UO,po)’n —o%n sobre I' (16)
Jos, o1, @)n dy =0
faso —ag) X o(p,q)n dvy = 0.

En resumen, hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 2.1 Con las hipdtesis consideradas previamente, la derivada de J en términos del estado adjunto
estd dada por

8u0

JoF) =~ [ otuanivn) (52— woxn) v an

2.3. DISCUSION: RESOLUCION NUMERICA

Los célculos de la seccion precedente permiten desarrollar un esquema numérico para resolver (P).
Observemos que (P) es un problema de optimizacion no lineal, ya que el sistema (1)-(8) es no lineal debi-
do al acoplamiento fluido-sélido rigido. El método de Quasi-Newton: BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) parece ser apropiado para resolver nuestro problema. La resolucion numérica utilizando este méto-
do, es llevada a cabo por medio del software Freefem++ que resuelve ecuaciones en derivadas parciales con
el método de los elementos finitos. Este analisis numérico esta en curso y serd objeto de un futuro trabajo.
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