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Résumé — Dans cet article, nous proposons, pour l’analyse isogéométrique, un modèle de coque tridi-
mensionnel dégénéré basé sur une cinématique du premier ordre dans l’épaisseur avec prise en compte
du cisaillement transversal (théorie de Reissner-Mindlin). Nous examinons diverses approches pour la
description de la géométrie et nous les comparons sur des cas tests linéaires et non-linéaires. Le résultats
présentés sont comparés à ceux obtenus avec un modèle volumique ainsi qu’aux solutions de référence
données dans la bibliographie.
Mots clés — analyse isogéométrique, coques, non-linéaire, NURBS, Reissner-Mindlin.

1 Contexte

Le caractère prédictif de la simulation numérique en choc automobile est de plus en plus souhaité
mais la grande précision requise s’avère grandement coûteuse en terme de préparation du maillage et de
temps de calcul. La géométrie étant importante dans ce type de calcul explicite, il est souvent nécessaire
de mailler finement certaines parties en éléments finis, ce qui pénalise grandement le pas de temps. Une
alternative prometteuse est la méthode isogéométrique qui présente l’avantage de respecter exactement
la géométrie initiale sans nécessairement utiliser de petits éléments.

On s’intéresse à l’analyse isogéométrique, proposée par T.J.R. Hughes et al. [1] et basée sur la re-
présentation exacte de la géométrie, telle qu’elle est créée dans les logiciels de CAO. Le défi majeur de
cette méthode est de lier étroitement les étapes de création de la géométrie et d’analyse numérique. Les
fonctions de bases utilisées sont directement fournies par l’étape de conception, ce sont des B-splines,
B-splines rationnelles non uniformes (NURBS) ou encore des T-splines, apparues plus récemment [2].

2 B-splines et NURBS

On rappelle de manière succincte le concept de base de l’analyse isogéométrique, une description
plus détaillée pourra être trouvée dans [4]. Les B-splines rationnelles non uniformes (NURBS) sont
actuellement les outils les plus utilisés pour la description de courbes, surfaces et volumes utilisés en
conception assistée par ordinateur (CAO) pour créer des modèles géométriques.

Les B-splines univariées, en tant que fonctions polynomiales par morceaux, ne peuvent représenter
exactement que des courbes polynomiales, les arcs coniques sont seulement approximés. Les NURBS
généralisent la représentation par les B-splines de ces objets mathématiques en bénéficiant d’un dénomi-
nateur qui leur permet, par exemple, de représenter exactement des portions de cercle.

Une base de n fonctions B-splines univariées de degré p est définie par un vecteur noeud Ξ =
{ξ1, . . . ,ξn+p+1}. Ξ est un ensemble de réels non-décroissants qui représentent leurs coordonnées dans
l’espace paramétrique. La construction des B-splines s’effectue de manière récursive par :

∀i ∈ [|1,n+ p|] Ni,0(ξ) = χ[ξi,ξi+1[ (1)

∀i ∈ [|1,n+ p− k|],∀k ∈ [|1, p|] Ni,k(ξ) =
ξ−ξi

ξi+k−ξi
Ni,k−1(ξ)+

ξi+k+1−ξ

ξi+k+1−ξi+1
Ni+1,k−1(ξ) (2)
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où χ[a,b] est la fonction indicatrice sur l’intervalle [a,b]. Des algorithmes efficaces, tels que la formule de
Cox-De Boor, existent pour obtenir une évaluation rapide des fonctions de base (voir [4]).

Ces fonctions présentent l’avantage d’être une partition de l’unité, ce qui est une propriété essentielle
pour les utiliser en analyse. Leur régularité, à l’interface entre deux éléments paramétriques ou physiques,
est déterminée par la multiplicité, dans le vecteur noeud Ξ, du noeud ξi associé. Plus précisément, cette
régularité r est définie par la relation r = p−m où p est le degré des B-splines et m la multiplicité du
noeud. Dans le cas d’une régularité C0 au noeud ξi0, une unique fonction de base est non nulle, et vaut
un, elle sera donc interpolante, comme c’est le cas pour toute fonction de base en éléments finis. On
parle de vecteur noeud ouvert lorsque le premier et le dernier noeud sont de multiplicité m = p+1, cela
permet d’avoir des fonctions interpolantes aux extrémités du vecteur noeud.

La figure 1, à gauche, illustre toutes ces propriétés sur un cas d’exemple simple à une seule variable
avec p = 2 et Ξ = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}. C’est un vecteur noeud ouvert, les fonctions de base sont
de régularité maximale C1 sauf au noeud double ξi = 4 où ces dernières sont seulement C0.

Une courbe B-spline est la donnée d’un vecteur noeud Ξ et n de points de contrôle X1, . . . ,Xn :

C(ξ) =
n

∑
i=1

Ni,p(ξ)Xi (3)

De manière analogue, on peut construire des surfaces et des volumes par produit tensoriel de fonctions
de base. Par exemple, une surface sera définie par deux vecteurs noeud Ξ et H de la manière suivante

S(ξ,η) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

Ni,p(ξ)M j,q(η)Xi j (4)

Par souci de commodité, on indexera de manière conventionnelle les fonctions de base sous la forme
NA(ξ,η) = Ni,p(ξ)M j,q(η). Finalement, les fonctions NURBS, notées RA(ξ,η) et NA dans la partie sui-
vante, sont définies à l’aide de points de contrôle pondérés par la variable wA. On peut alors définir une
fonction poids W (ξ,η) = ∑

nm
A=1 NA(ξ,η)wA, ce qui nous donne

S(ξ,η) = ∑
nn
A=1 NA(ξ,η)wAXA

W (ξ,η)
=

nn

∑
A=1

RA(ξ,η)XA (5)

Notons que les variables wA ne sont pas des inconnues à définir, mais des paramètres d’entrée, définis
par la description géométrique de l’objet modélisé.

La figure 1, à droite, représente une sphère à huit éléments définie par des fonctions NURBS bivariées
de degré 2. On remarquera que certains points de contrôle sont sur la surface paramétrée, cela correspond
à une continuité C0 en ces points, alors que d’autres se situent hors de la sphère.
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Fig. 1 – A gauche, fonctions de base B-splines univariées de degré deux pour un vecteur noeud Ξ =
{0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}. A droite, sphère NURBS et une partie de ses points de contrôle (en rouge).
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3 Modèle de coque

Dans ce travail, nous proposons un modèle de coque de Reissner-Mindlin, obtenu à partir d’un mo-
dèle volumique dégénéré. La cinématique est du premier ordre dans l’épaisseur et le cisaillement trans-
verse est pris en compte. Six degrés de liberté, dans le repère global, sont associés à chaque noeud (trois
translations et trois rotations).

Nous considérons un état de contraintes planes dans le repère local, c’est-à-dire σl
33 = 0. Les coques

modélisées ici sont d’épaisseur constante, cela permet de définir une normale indépendante de l’épaisseur
h de celles-ci. On travaillera alors avec la normale à la surface moyenne.

La théorie de coque épaisse est préférée à celle de coque mince car elle est plus adaptée au cas d’ap-
plication industriel étudié ici. En effet, pour ce type de géométrie et d’épaisseur, le cisaillement trans-
verse ne peut être négligé sans dégrader significativement la précision des résultats. La discrétisation doit
être seulement C0 dans une formulation de Reissner-Mindlin, mais la méthode isogéométrique permet
d’obtenir simplement une discrétisation de régularité plus élevée, nécessaire dans une formulation de
Kirchhoff-Love.

Notre modèle diffère des travaux de D.J. Benson et al. [3] principalement dans la description de la
normale à la coque. La géométrie exacte de la coque est caractérisée mathématiquement par

X(ξ) =
nm

∑
A=1

NA(ξ,η)XA +
h
2

ζn(ξ,η), (6)

où x = (x,y,z)T est le vecteur position d’un point quelconque de celle-ci, ξ= (ξ,η,ζ)T est le vecteur cor-
respondant dans l’espace paramétrique, NA est la fonction NURBS de base associée au point de contrôle
XA, h l’épaisseur de la coque et n la normale à la surface moyenne de la coque au point X. La variable
ξ (resp. η) est directement définie par le vecteur noeud Ξ (resp. H), en revanche, la variable ζ ∈ [−1,1]
permet de décrire l’épaisseur de la coque.

Les déplacements sont interpolés par ces mêmes fonctions de base, c’est-à-dire

u(ξ) =
nm

∑
A=1

NA

(
UA +

h
2

ζθA∧n
)
, (7)

où θA est le vecteur rotation de la coque au point de contrôle XA. On remarquera que cette interpolation
est valable dans le cas des petites rotations où nous avons la relation simple (R(θA)− I3)n ' θA∧n, il
faudra donc la modifier le cas échéant.

Nous examinons ici plusieurs caractérisations, exactes ou approchées, de la normale n et nous les
comparons. La méthode isogéométrique nous permet, soit de considérer cette normale, comme dans les
équations (6)-(7), de manière exacte

n =
X,ξ∧X,η

||X,ξ∧X,η||2
, (8)

ce qui nécessite de prendre en compte ses dérivées dans la formulation de coque, soit de choisir de
l’interpoler à partir de ses valeurs nA aux points de contrôle XA, de la manière suivante

n =
nm

∑
A=1

NAnA. (9)

Le calcul de la normale nA est immédiat lorsque le point de contrôle associé est sur la coque. Tou-
tefois, une des particularités de l’analyse isogéométrique réside dans le fait que les points de contrôle
ne sont pas, en général, sur la surface NURBS. On définira alors un point de collocation, par projection
orthogonale du point de contrôle sur la coque, et la normale nA sera alors calculée en ce point de collo-
cation. Diverses méthodes existent pour définir une discrétisation de la normale à la surface de la coque,
et sont présentées en détails dans [5].

Pour la suite des calculs, nous aurons besoin de définir les vecteurs de la base locale covariante (voir
[6]) acov

1 = X,ξ et acov
2 = X,η, qui permettent de calculer la base locale orthonormée suivante

n =
acov

1 ∧acov
2

||acov
1 ∧acov

2 ||2
; t1 =

acov
1

||acov
1 ||2

; t2 = n∧ t1. (10)
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Le choix de cette base n’est pas unique, on peut également inverser les constructions des vecteurs t1 et t2
ou bien utiliser une formulation corotationnelle comme dans [3]. On définit alors la matrice P= [t1, t2,n],
matrice de passage de la base globale à la base locale, en tout point de calcul.

Dans toute la suite, par souci de commodité, les tenseurs des déformations et des contraintes seront
notés entre crochets alors que leur forme vectorielle équivalente (notation de Voigt) sera notée sans
crochets. On utilisera un exposant g (resp. l) pour désigner le repère global (resp. local).

Le tenseur des petites déformations, dans le repère global, est

[εg] =
1
2
(
u,X +uT

,X
)
. (11)

Pour satisfaire à la condition de contrainte plane σl
33 = 0, on se placera dans le repère local en utilisant

les relations de passage suivantes

[εg] = P[εl]PT ; [σg] = P[σl]PT. (12)

Ces relations seront utilisées sous leur forme vectorielle, à savoir σg = Qσl et εl = QTεg. On peut alors
définir la matrice tangente Cg

t = QCl
tQ

T constitutive du matériau considéré dans le repère global.
Le gradient Fζ de la transformation entre l’espace paramétrique et l’espace physique est

Fζ =
[

X,ξ X,η
h
2 X,ζ

]
= Fζ=0 +

h
2
[

n,ξ n,η 0
]
. (13)

La jacobienne JX de la transformation est

JX = FT
ζ
= X,ξ =

nm

∑
A=1

NA,ξXT
A +

h
2
(ζn),ξ, (14)

ce qui permet de calculer les NA,X = J−1
X NA,ξ et ÑA,X = J−1

X ÑA,ξ, où l’on a défini ÑA = h
2 ζNA, requis pour

le calcul des déformations.
Soit U le vecteur contenant les degrés de liberté de déplacement et de rotation aux points de contrôle

XA. On définit la matrice BL =
[

B1 · · · BA · · · Bnm
]
, reliant les déformations aux déplacements

par εg = BLU avec

BA =



NA,X 0 0 0 (ÑAnZ),X −(ÑAnY ),X
0 NA,Y 0 −(ÑAnZ),Y 0 (ÑAnX),Y
0 0 NA,Z (ÑAnY ),Z −(ÑAnX),Z 0

NA,Y NA,X 0 −(ÑAnZ),X (ÑAnZ),Y (ÑAnX),X − (ÑAnY ),Y
0 NA,Z NA,Y (ÑAnY ),Y − (ÑAnZ),Z −(ÑAnX),Y (ÑAnX),Z

NA,Z 0 NA,X (ÑAnY ),X (ÑAnZ),Z− (ÑAnX),X −(ÑAnY ),Z

 . (15)

Finalement, le vecteur des efforts intérieurs vaut

Fi =
∫

V 0
BT

LCg
t ε

g dV 0 =
∫

Σ0
BT

LCg
t ε

g µdΣ
0, (16)

et la matrice tangente de rigidité Kt est

Kt =
∫

V 0
BT

LCg
t BL dV 0 =

∫
Σ0

BT
LCg

t BL µdΣ
0, (17)

où Σ0 est la surface moyenne de la coque, avec dΣ0 = det(Fζ=0)dξdη, et µ(ζ) = det(Fζ)

det(Fζ=0)
.

En grands déplacements, nous utiliserons une formulation lagrangienne totale (voir [7]) avec le se-
cond tenseur des contraintes [S] de Piola-Kirchhoff et le tenseur [E] de Green-Lagrange. Ce dernier, qui
remplace le tenseur classique [ε] en petites déformations, s’écrit

[Eg] =
1
2
(
u,X +uT

,X +uT
,Xu,X

)
. (18)
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On va réécrire Eg sous la forme suivante

Eg =

(
H+

1
2

A(u)
)

GU (19)

où

H =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0

 ,A(u) =



u,X 0 0 v,X 0 0 w,X 0 0
0 u,Y 0 0 v,Y 0 0 w,Y 0
0 0 u,Z 0 0 v,Z 0 0 w,Z

u,Y u,X 0 v,Y v,X 0 w,Y w,X 0
0 u,Z u,Y 0 v,Z v,Y 0 w,Z w,Y

u,Z 0 u,X v,Z 0 v,X w,Z 0 w,X

 (20)

et G =
[

G1 · · · GA · · · Gnm
]

avec

GA =



NA,X 0 0 0 (ÑAnZ),X −(ÑAnY ),X
NA,Y 0 0 0 (ÑAnZ),Y −(ÑAnY ),Y
NA,Z 0 0 0 (ÑAnZ),Z −(ÑAnY ),Z

0 NA,X 0 −(ÑAnZ),X 0 (ÑAnX),X
0 NA,Y 0 −(ÑAnZ),Y 0 (ÑAnX),Y
0 NA,Z 0 −(ÑAnZ),Z 0 (ÑAnX),Z
0 0 NA,X (ÑAnY ),X −(ÑAnX),X 0
0 0 NA,Y (ÑAnY ),Y −(ÑAnX),Y 0
0 0 NA,Z (ÑAnY ),Z −(ÑAnX),Z 0


(21)

On définit la matrice BNL =(H+A(u))G, reliant les déformations aux déplacements par Eg =BNLU.
Le vecteur des efforts intérieurs vaut

Fi =
∫

V 0
BT

NLCg
t Eg dV 0, (22)

et la matrice tangente de rigidité Kt est

Kt = Kt1 +Ktσ =
∫

V 0
BNL(u)TCg

t BNL(u)+GTŜGdV 0 (23)

où Ŝ est définie par

Ŝ =

 [S] 0 0
0 [S] 0
0 0 [S]

 (24)

Le premier terme Kt1 correspond à la partie "déplacements initiaux" ou "matérielle" de la matrice tan-
gente de rigidité et le second terme Ktσ correspond à la partie "contraintes initiales" ou "géométrique".

4 Résultats numériques

Pour évaluer la performance d’un nouveau modèle numérique, il est d’usage de le soumettre à une
série de cas-test classiques dont on connait une solution exacte dans le meilleur des cas, ou bien une
solution numérique fiable qui sert alors de valeur de référence. Pour des cas-tests d’élasticité linéaire en
petites déformations, on trouvera, dans la bibliographie, des recueils plus ou moins exhaustifs comme
dans [6].

Nous présentons ici quelques exemples bien connus qui permettent d’évaluer la précision du mo-
dèle de coque épaisse présenté en partie 3. Les solutions obtenues sont comparées à celles données par
un modèle volumique, que nous avons également développé, ainsi qu’aux solutions de coque citées en
références dans la bibliographie.

Le premier problème utilisé pour évaluer les performances du code isogéométrique est celui du pan-
neau cylindrique soumis à son propre poids. Les deux bords droits sont libres et les autres reposent sur
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des diaphragmes rigides. Les caractéristiques géométriques ( R
h = 100 et L

h = 200) sont telles que nous
avons un problème de coque mince. Les déformations de cisaillement transverse sont négligeables et les
déformations de membrane prédominent sur celles de flexion. Une solution analytique basée sur la théo-
rie des coques est connue. Un quart de la coque (zone ABCD sur la figure 2) a été modélisé et simulé, le
reste de la solution étant obtenu par symétrie. On s’intéresse au déplacement vertical du point C situé au
centre du panneau cylindrique.

Panneau cylindrique soumis à son propre poids

C

B

A

D

Z,W

X,U

Y,V

Fz

Fz

Fz

Fz

DIAPHRAGME

SYMETRIE LIBRE

SYMETRIE

Fig. 2 – A gauche, géométrie initiale et conditions limites. A droite, déplacement du point C selon eZ et
géométrie finale après déformation (facteur d’échelle f = 20).

Le problème suivant est celui du cylindre soumis à deux charges concentrées et diamétralement
opposées. Les deux extrémités reposent sur des diaphragmes rigides. Les caractéristiques géométriques
( R

h = 100 et L
h = 200) sont identiques à celles du panneau cylindrique et telles que nous avons encore

un problème de coque mince. Ce test constitue un cas sévère pour étudier la capacité d’un élément de
coque à décrire des champs de déformations de membrane complexes avec une part importante de flexion
sans extension de la surface moyenne, notamment au niveau des zones où sont exercées les forces. Un
huitième du cylindre (zone ABCD sur la figure 3) a été modélisé et simulé. On s’intéresse encore au
déplacement vertical du point C situé au centre du cylindre.

Cylindre pincé

C

B

A

D

Z,W

X,U

Y,V

C

P/4

DIAPHRAGM
E

SYM
ETRIE

SYMETRIE

SYMETRIE

Fig. 3 – A gauche, géométrie initiale et conditions limites. A droite, déplacement du point C selon eZ et
géométrie finale après déformation (facteur d’échelle f = 5.106).

Le troisième et dernier problème en petites déformations présenté ici est celui de l’hémisphère à la
base libre et soumis à quatre charges concentrées et diamétralement opposées. Les caractéristiques géo-
métriques ( R

h = 250) sont telles que nous avons toujours un problème de coque mince. Ce test permet
de vérifier l’absence de blocage en membrane et la bonne représentation des mouvements de corps ri-
gides. Un quart de l’hémisphère (zone ABCD sur la figure 4) a été modélisé et simulé. On s’intéresse au
déplacement horizontal du point de compression A situé à la base de l’hémisphère.

Il existe également différents cas-tests en élasticité linéaire avec prise en compte des non-linéarités
géométriques uniquement. Un grand nombre de problèmes de référence avec des solutions numériques,
ou analytiques dans certains cas, sont répertoriés dans [8]. La formulation lagrangienne totale sera utilisée
mais cela nécessite de discrétiser l’effort maximal Pmax exercé sur les structures pour pouvoir espérer à
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Hémisphère pincé

C

B

A

D

Z,W

X,U

Y,V

P/4

SYMETRIESYM
ETR

IE

LIBRE

LIBRE

A
P/4

Fig. 4 – A gauche, géométrie initiale et conditions limites. A droite, déplacement du point A selon eX et
géométrie finale après déformation (facteur d’échelle f = 50).

une convergence. Cette discrétisation nous permet également de mesurer les performances du modèle en
comparant, sur certains de ces problèmes classiques, la courbe effort-déplacement obtenue dans chaque
cas, avec celle de référence.

Les résultats sont donnés pour un modèle volumique avec un seul élément de degré deux selon
l’épaisseur et seize éléments de degré 5 selon les deux autres directions. Il n’est pas nécessaire d’aug-
menter le nombre d’éléments dans l’épaisseur ou leur degré car cela augmente le volume de calcul sans
améliorer significativement la précision des résultats numériques.

La figure 5 représente les courbes effort-déplacement, ainsi que leurs conditions limites, pour les pro-
blèmes de l’hémisphère sous charges diamétralement opposées (à gauche) et du cylindre étiré (à droite).
On remarquera que la résolution du cas-test du cylindre étiré est plus difficile que celle de l’hémisphère
car il y a une plus forte variation de concavité dans les courbes ci-dessous et même un changement de
cette dernière pour P � Pmax/2.
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D
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A
Pmax / 2

LIBRE
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Y,V

C

B

A

D

Z,W

X,U
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IE
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ME
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Pmax/

Fig. 5 – A gauche, hémisphère sous charges diamétralement opposées. A droite, cylindre libre étiré.

5 Conclusions

Les B-splines et NURBS fournies par la description géométrique de l’objet en CAO s’avèrent être
également un bon candidat pour l’analyse numérique qui doit ensuite être faite sur ce même objet. Le
fait de ne pas devoir préparer un maillage éléments finis, avec toutes les difficultés que cela représente,
est un des avantages majeurs pour les domaines d’étude où la géométrie est à la fois importante et
complexe comme dans la simulation du choc automobile. On notera toutefois que les T-splines n’ont
pas été présentées dans ce cadre d’étude, nous limitant à des géométries simples, mais on leur portera
une attention toute particulière pour des géométries plus réalistes où les NURBS seules ne peuvent plus
représenter ces surfaces.

L’analyse isogéométrique est plus flexible que les éléments finis classiques car elle permet, de ma-
nière simple, d’enrichir le maillage donné en augmentant arbitrairement le nombre d’éléments ainsi que
leur degré. Avec la donnée d’un vecteur noeud et des points de contrôle, fournis par l’objet initial, il est
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possible de le raffiner pour l’adapter au problème à simuler. Les cas-tests en petites déformations illus-
trent le fait que, plus le degré des fonctions de base ainsi que leur régularité est élevé, plus la solution
converge rapidement, et est proche de la solution convergée même avec un maillage grossier.

Cela corrobore également le fait que le blocage, intervenant dans les modèles de poutres et de coques
épaisses, est d’autant moins significatif que le degré d’interpolation utilisé est élevé. Si l’on souhaite
utiliser des fonctions de base de degré plus faible, une solution prometteuse, la méthode DSG, présentée
dans [9], pour l’analyse isogéométrique, permet de débloquer les poutres curvilignes de Timoshenko et
nous tenterons de l’adapter aux coques de Reissner-Mindlin. D’autres méthodes existent (voir [10] et
[11]) mais ne semblent pas adaptées à la simulation explicite pour des problèmes de grande taille.

Toutefois, un maillage de grande régularité et d’ordre élevé nécessitera une grande quantité de points
d’intégration si l’on utilise une quadrature gaussienne classique. Pour diminuer alors le temps de simu-
lation, une méthode, valable pour des vecteurs noeuds uniformes, a déjà été proposée dans [12] et [13],
elle permet de diminuer significativement ce nombre de points d’intégration et vient donc directement
réduire le volume des calculs à effectuer.

Sauf pour des maillages grossiers, les cas d’étude en petites déformations ne permettent pas de dif-
férencier, de manière significative, la précision des différents modèles en fonction de la caractérisation
exacte, ou approchée, de la normale n à la coque. Bien que l’interpolation de la normale, à partir de
ses valeurs nA aux points de contrôle XA, soit inexacte et d’autant plus que le degré augmente, comme
cela est montré dans [14], cette imprécision impacte les valeurs des déplacements, aux points considérés
dans la partie 4, uniquement pour des maillages peu raffinés. Nous testons actuellement les différents
modèles sur des cas-tests plus complexes, en grandes déformations et rotations, pour observer les limites
de validité de l’approximation de la normale. En terme de performances, il est en revanche plus rapide,
pour un maillage raffiné, de considérer les dérivées de la normale exacte dans les déformations que de
calculer les normales nA par projection orthogonale de chaque point de contrôle XA.
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