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Résumé — L’objet du travail présenté est le développement d’un simulation d’un milieu fragile fissuré
afin d’obtenir directement et précisément les facteurs d’intensité des contraintes (FIC). Cette méthode
généralise la stratégie bidimensionnelle DEK-FEM, développée précédemment par J.C. Passieux et al.
[15], aux problèmes tridimensionnels. Le principe est de décomposer le domaine étudié en deux, une
partie analytique autour du front et le reste du domaine simulé avec des éléments finis étendus. En pointe
de fissure, le développement asymptotique du champ de déplacement est utilisé comme discrétisation,
aussi les degrés de liberté associés sont directement proportionnels aux coefficients asymptotiques. Les
champs asymptotiques étant bidimensionnels, l’hypothèse d’une évolution continue le long du front est
introduite pour son utilisation en trois dimensions. Les deux domaines ont des discrétisations incom-
patibles sur leur interface, ils sont raccordés en moyenne avec une méthode de Mortar [4]. Enfin, la
singularité en pointe de fissure étant localisée, la stratégie est rendu compatible avec une méthode multi-
grille localisée. Cette approche permet de ne pas recourir à un post-traitement des champs mécaniques,
tel que l’intégrale d’interaction [17], pour obtenir les facteurs d’intensité des contraintes. Le mode anti-
plan est intégré aux champs analytiques, et les autres termes de la séries comme la contrainte T sont
également obtenus directement.
Mots clés — Mécanique de la rupture, XFEM, FIC, multi-grille localisée

1 Introduction

L’étude présentée porte sur la fissuration de milieux fragiles pour lesquels les phénomènes non-
linéaires sont localisés en pointe de fissure, ce qui est le cas pour de nombreux métaux à basses tempéra-
tures. Elle a donné lieu à la mécanique linéaire élastique de la rupture [8] qui est le cadre de ce travail.
Cette théorie est utilisée pour simuler le comportement de milieux continus fissurés, et les caractériser.
Un développement asymptotique en pointe de fissure en est extrait [12], et est utilisé comme discrétisa-
tion autour du front [15] en complément d’une approche X-FEM [10]. La simulation de fissure fragile
nécessite de concentrer l’effort de discrétisation autour du front, ce qui est réalisé par une approche
multi-grille localisée [16].

La mécanique de la rupture, ou l’étude de milieux fissurés a débuté par une approche énergétique
(griffith et Irwin) proposant un critère de propagation basé sur le taux de restitution d’énergie [8]. Il
existe plusieurs méthodes pour évaluer ce taux, il peut notamment être relié au facteur d’intensité des
contraintes. Ces facteurs caractérisent la singularité en pointe de fissure et sont issus de l’étude d’un
milieu continu présentant une discontinuité [12]. Cette étude mène à l’expression des champs mécaniques
en pointe de fissure sous la forme d’une série infinie, c’est à partir de cette série que la discrétisation
autour du front est obtenue.

La simulation des milieux fissurés présente des difficultés dues à la prise en compte de la singularité
et aux phénomènes non-linéaires qui interviennent autour du front. Cette singularité dégrade la précision
et le taux de convergence de la méthode des élément finis. L’introduction d’éléments singuliers [3] permet
d’en améliorer la précision, notamment pour l’évaluation des facteurs d’intensités des contraintes. Enfin,
la méthode des éléments finis étendus [10] améliore le taux de convergence. Cette méthode est basée sur
la propriété de partition de l’unité de la méthode éléments finis [2], et permet de prendre une fissure en
compte sans qu’elle soit compatible avec le maillage.
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À partir des champs simulés le calcul, de l’intégrale d’interaction permet d’obtenir les facteurs d’in-
tensité des contraintes [11]. Cependant l’utilisation des champs asymptotiques dans la discrétisation
permet d’obtenir directement ces facteurs, dans un premier temps sur un maillage conforme [6], puis en
utilisant la partition de l’unité [9]. La méthode utilisée ici permet d’obtenir ces coefficients et les autres
termes de la série plus précisément en introduisant un domaine analytique en pointe de fissure, raccordé
sur son interface [15]. Néanmoins la précision de l’identification est dépendante de la finesse de la dis-
crétisation en pointe de fissure. Afin de limiter le coût du calcul en conciliant l’échelle structurelle et
l’échelle de la singularité, la méthode a été couplée avec une approche multi-grille localisée [16].

2 Principe de la méthode

L’étude asymptotique des champs mécanique en pointe de fissure, section 2.1, montre que ceux-ci
sont singuliers localement. Cette partie du domaine est donc traitée séparément, avec des champs spé-
cifiques permettant d’en capter la singularité. Le domaine est donc décomposé en deux parties traitées
séparément. Une approche X-FEM est utilisé pour la partie avec les lèvres de la fissure qui sont simple-
ment considérées comme une discontinuité du champ de déplacement. Les deux parties sont raccordées
en moyenne par une méthode de Mortar, sur une interface sans recouvrement.

2.1 Champ asymptotique au voisinage du front

Pour des chargements et des géométries de milieux fissurés simples, il est possible de déterminer
les champs mécanique autour du front de la fissure à partir des équations de la mécanique. Ce problème
est présenté brièvement ci-dessous pour une fissure rectiligne semi-infinie pour un chargement lointain
dans un état d’élasticité plane et dans le cas d’un chargement antiplan. Ce raisonnement a été mené par
[12, 18], et est présenté dans [5]. Dans une zone suffisamment proche du front, la géométrie s’approche
de ces conditions. Cependant si la fissure est courbe, on peut être amené à devoir considérer un domaine
analytique petit pour que la fissure puisse être considérée comme rectiligne.

2.1.1 Développement asymptotique 2D

Au voisinage d’une fissure rectiligne, portée par x de normale y, l’équilibre mécanique div(σ) =
0 et les équations de compatibilité des déformations dans un état de déformations planes impliquent
qu’il existe un potentiel φ appelé fonction d’Airy vérifiant 44φ = 0. En cherchant une solution de la
forme φ(r,θ) = rα+2ψ(θ) à cette équation, r et θ sont les coordonnées polaires en pointe de fissure, le
problème devient d’une équation différentielle d’ordre quatre linéaire homogène en ψ. La résolution de
cette équation sous la condition que les lèvres soient libres d’efforts, permet d’exprimer les contraintes
sous la forme d’une double série infinie. La relation de comportement élastique linéaire permet d’obtenir
le champs de déplacement, noté dans le plan complexe U = ux + iuy, sous la forme d’une double série :

U =
∞

∑
n=−∞

∑
i=I,II

an
iϕ

n
i (r,θ), avec

{
ϕn

I (r,θ) = rn/2
[
κeinθ/2− n

2 ei(4−n)θ/2 +
(n

2 +(−1)n
)

einθ/2
]
,

ϕn
II(r,θ) = irn/2

[
κeinθ/2 + n

2 ei(4−n)θ/2−
(n

2 − (−1)n
)

einθ/2
]
,

(1)

avec κ = 3−4ν en déformations planes. Le mode I est un mode symétrique, par rapport à x tandis que
le mode II est un mode antisymétrique.

Les termes de ces séries pour n < 0 induisent une énergie de déformation élastique infinie et sont
donc exclus de la solution. Les termes d’ordre 0 (i.e. n = 0) correspondent aux deux translations de
solide rigide, et le terme II d’ordre 2 à la rotation autour du front. Les termes d’ordre 1 présentent des
contraintes proportionnels à 1√

r , qui tend vers l’infini à la pointe de la fissure (singulier), ils caractérisent

la singularité et les coefficient a1
i associés sont proportionnels aux facteurs d’intensité des contraintes.

Cette approche donne de bon résultats tant que la plasticité reste confinée devant la zone d’influence de
ces termes. Enfin le terme symétrique d’ordre 2 donne accès à la contrainte T (T-stress).

2.1.2 Mode III antiplan

Une approche complémentaire consiste à s’intéresser au problème antiplan, pour lequelu= u3(x1,x2)z.
Cette approche idéalisée, associée aux équations d’équilibre induit que u3 doit être une fonction har-
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monique (i.e., il existe une fonction holomorphe f (z) tel que µu3 = Re [ f (z)]). Un retour vers les con-
traintes impose σ13−iσ23 = f ′(z). Si l’on considère des solutions de la forme f (z)= (An+iBn)rn/2einθ/2,
l’hypothèse que les lèvres de la fissures sont libres d’efforts permet de mettre le champ de déplacement
sous la forme d’une série infinie :

u3z =
∞

∑
n=0

an
IIIϕ

n
III(r,θ), avec

{
ϕn

III(r,θ) = rn/2cos(nθ)z si n paire,
ϕn

III(r,θ) = rn/2sin(nθ)z si n impaire.
(2)

Le terme d’ordre 0 correspond à la translation de solide rigide hors plan (x,y). Le terme d’or-
dre 2 correspond à un rotation antiplane autour de la normale à la fissure passant par le front. Comme
précédemment, le terme d’ordre 1 correspond à une singularité et est proportionnel au troisième facteur
d’intensité des contraintes.

2.1.3 Discrétisation le long du front

Les développements, présentés ci-dessus ne sont valables que pour des géométries bidimension-
nelles. Dans le cas général, il convient de les aménager. Des travaux [1] sont en cours pour mettre en
place des développements asymptotiques en trois dimensions, mais ils n’ont pour le moment pas abouti.
Les développements asymptotiques en situation plane et antiplane sont considérés afin de pouvoir carac-
tériser les trois modes de ruptures. De plus, la troisième dimension impose une évolution des coefficients
asymptotiques le long du front, cette évolution est supposée continue.

Afin de pouvoir traiter cette évolution numériquement, l’évolution suivant l’abscisse curviligne du
front est discrétisée au sens des éléments finis, avec ϕs(s) pour fonctions de forme. Le champs de dé-
placement, réunissant les modes I, II et III présentés équation (1) et (2) prend donc la forme :

uW (X) = uW (r,θ,s) = ∑
s

nmax=∞

∑
n=0

∑
i=I,II,III

(an
i )

sϕn
i (r,θ)ϕ

s(s). (3)

L’abscisse curviligne est explicitée au moyen d’une troisième fonction de niveau, confère partie 2.2.
Les trois développements en série comprennent trois translations de corps rigide et deux rotations pour
s’adapter aux déplacements de structure, néanmoins il manque une dernière rotation qui est ajoutée. Le
domaine analytique se comporte de manière analogue à une poutre, l’information étant concentrée sur
les nœuds FEM de la discrétisation en s. Le passage à l’information volumique est découplé et se fait
grâce aux fonctions du champ asymptotique. En pratique, la série utilisée est une troncature de celle
présentée équation (3), pour une bonne identification des termes singuliers les termes conservés vont
jusqu’à nmax = 7, confère [15].

2.2 Décomposition du domaine

La singularité due à la fissure est traitée spécialement avec les champs analytiques présentés précédem-
ment. Les coefficients an

i associés à ces champs s’approchent des facteurs d’intensité des contraintes et
des autres paramètres de mécanique de la rupture. Ils sont utilisés comme degrés de liberté, et sont donc
directement obtenus lors de la résolution. Cependant, au voisinage du front, lorsque le développement
asymptotique est utilisé en parallèle de la discrétisation éléments finis [19], les degrés de libertés as-
sociés aux fonctions asymptotiques ne sont pas précisément les coefficients asymptotiques. Aussi, le
développement asymptotique est considéré seul en pointe de fissure pour une identification précise [15].

Le domaine considéré Ω, est donc divisé en une partie ΩW au voisinage du front et son complé-
mentaire ΩX , comme illustré figure 1. La décomposition étant arbitraire, il convient de raccorder les
déplacements uX (de ΩX ) à ceux uW (de ΩW ). Le raccordement se fait sur leur interface commune ΓW ,
les champs de déplacements n’étant pas compatibles le raccord est fait en moyenne au sens de Mortar.
Le raccord est pris en compte dans la rigidité par des multiplicateurs de Lagrange.

Le domaine ΩW est discrétisée avec le champ asymptotique tronqué, tandis que le domaine ΩX est
traité dans un cadre X-FEM. Le front n’étant pas présent dans la partie ΩX , seul des enrichissements
discontinus sont utilisés. Le support de la discontinuité est stocké sous la forme d’une fonction de niveau
[14] sur un maillage structuré annexe. Cette fonction est proportionnelle à la distance avec la fissure.
Afin de calculer r et θ dans la zone analytique, une seconde fonction permet de déterminer la position
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du front, elle est orthogonale à la première et proportionnelle à la distance au front. Enfin l’utilisation de
l’abscisse curviligne dans ΩW nous amène à introduire une troisième fonction de niveau orthogonale aux
deux autres.

Fd

ud

Ω
Fd

ud

ΩX

ΩWΓW

Fig. 1 – Représentation de la décomposition de domaine entre domaine analytique et zone X-FEM.

Cette décomposition introduit un paramètre géométrique : le rayon du domaine analytique rW . Dans
la situation bidimensionnelle, il a été montré que rW = 2 éléments X-FEM permet d’obtenir précisément
les facteurs d’intensité des contraintes [15]. Pour traiter le cas général d’une fissure courbe avec le champ
asymptotique considéré, il faut que la zone de rayon deux éléments autour du front soit suffisamment
petite pour que la fissure puisse y être considérée comme rectiligne. Pour cette raison et pour augmenter
la précision de l’identification, le maillage de la zone X-FEM peut avoir besoin d’être raffiné autour de la
pointe de fissure. Ce raffinement localisé peut être obtenu par une approche multi-grille localisée, cette
approche est présentée à la section 4.

3 Illustration de la méthode

3.1 Barreau sous chargement symétrique

Dans un premier temps la méthode est appliquée à l’étude d’un problème symétrique (par rapport à
la fissure). Ce problème n’active que le mode I. L’étude porte sur un barreau de 7∗18∗7 mm3 soumis à
une contrainte de traction σ.n= 10 MPa, le matériau considéré est un acier de module d’Young E = 200
GPa et de coefficient de Poisson ν = 0.3. Ce barreau, représenté figure 2(a), est fissuré dans son plan de
symétrie, et le front de la fissure est inclinée (i.e. ai = 0,7 mm et a f = 3,4 mm) afin que les paramètres
de rupture évoluent le long du front.
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(c)

Fig. 2 – (a) Représentation du problème traité : géométrie et CL, (b) maillage déformé avec champs de
déplacement et (c) évolutions de KI et T normalisés pour deux discrétisations de ΩW .

Le domaine ΩX est discrétisé sur un maillage d’éléments cubiques à huit nœuds d’arête dh = 1/3
mm, cette discrétisation apparaît figure 2(b). Pour le domaine ΩW , l’évolution le long du front est dis-
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crétisée avec une longueur élémentaire ds. La simulation est menée en parallèle pour plusieurs de ces
longueurs.

Comme illustré figure 2(c), pour deux discrétisations du front ds = 0.38 mm et ds = 0.8 mm, l’éval-
uation des coefficients asymptotiques est peu dépendante de la discrétisation du front. Cette propriété est
vérifiée pour les longueurs ds > dhX−FEM. Cette simulation permet de capturer l’évolution de KI et T le
long du front. Comme illustré à la figure 2(c), KI augmente avec l’allongement de la fissure, le mode I
est bien prépondérant : KII

KI
< 1% et KIII

KI
< 1%. Malgré les difficultés conceptuelles liées au développe-

ment asymptotique en pointe de fissure au niveau d’un bord libre, on constate que la chute de KI et/ou
l’augmentation de la triaxialité des contraintes (représentée par la contrainte T) sont cohérentes avec une
propagation plus lente au niveau des bords libres.

3.2 Barreau en flexion trois points

Afin de solliciter tous les modes singuliers, un barreau d’acier (E = 200 GPA, ν = 0.3) soumis à de la
flexion trois points est considéré. La géométrie d’ensemble est la même que précédemment (i.e. 7∗18∗7
mm3) mais la fissure est de longueur a = 2.33 mm constante et le front est incliné d’un angle γ = 30˚,
comme représenté figure 3(a). L’effort appliqué est Fx = 500 N, il est repris sur deux appuis distants de
Hu = 16.7 mm. La discrétisation est également des élément à huit nœuds d’arête dh = 1/3 mm.
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Fig. 3 – (a) Représentation du problème traité : géométrie et CL, (b) maillage déformé avec champs de
déplacement et (c) évolutions de KI, II et III et T normalisés pour deux discrétisations de ΩW , ds en mm.

Dans cette configuration, 3(c) l’estimation des coefficients asymptotiques est également peu dépen-
dante de la discrétisation le long du front. KI présente une évolution faible puisque la longueur de fissure
est constante, il diminue près des bords où le chargement est moins critique. KII est bien antisymétrique et
présente une évolution en accord avec [7]. De même KIII évolue d’une manière similaire à celle constatée
dans [7], évolution faible puisque l’inclinaison de la fissure est constante.

4 Couplage avec une approche multi-grille localisée

La méthode est couplée à une approche multi-grille localisée afin de pouvoir localement augmenter
la précision de la discrétisation autour du front, et pour le cas des fissures quelconques évoqué précédem-
ment. Ce couplage consiste à mettre en place une méthode multi-grille localisée [16], et à introduire le
domaine ΩW sur la grille la plus fine. Cette approche donne une précision du niveau de celle de la grille
la plus fine, mais le solveur itératif, capturant la solution d’ensemble à moindre coût (résolution sur la
grille grossière), converge plus rapidement.

La méthode multi-grille consiste à approcher le problème sur la grille grossière puis à affiner la
solution sur les grilles plus fines avant de remonter ces informations vers la grille la plus grossière. Il
est donc nécessaire de mettre en place des opérateurs de passage entre les grilles. Ces opérateurs sont
obtenus par une interpolation directe termes à termes, qui a été montrée efficace dans [16]. Au niveau de
la grille la plus fine décomposée en ΩX et ΩW , ces opérateurs sont obtenus par une approche en moyenne
de type Mortar, en effet les champs de déplacement ne sont pas compatibles.
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4.1 Illustration de l’approche multi-grille

Pour illustrer cette approche, un barreau en acier (E = 200 GPA, ν = 0.3) de dimension 7 ∗ 18 ∗ 7
mm3 sous un chargement de traction (σ.n= 10 MPa) est étudié. La fissure est dans le plan de symétrie
de longueur a = 1.75 mm, le problème a donc deux plans de symétrie. La configuration ne sollicite que
le mode I et son évolution doit être symétrique par rapport au milieu de l’éprouvette. La discrétisation
retenue est une grille grossière d’éléments cubiques à 8 nœuds d’arête dhg = 0.5 mm. A cette grille
s’ajoutent trois grilles. La grille la plus fine est de dimension : dh f = dhg/23 = 62.5 µm, ces grilles
apparaissent figure 4(b).

σ. n

W
 =
 7

a
σ. n

t = 7

(a) (b)

Fig. 4 – (a) Représentation du problème multi-grille traité : géométrie et CL, (b) maillage déformé avec
champs de déplacement autour de la fissure.

En utilisant l’erreur de stagnation des multi-grilles : η = |∆uK∆u
uKu |, où ∆u représente l’incrément de

déplacement de la grille fine. Figure 5(a), il apparait que la méthode converge, et que toutes les grilles
convergent à la même vitesse. Cette erreur de stagnation représente le ratio de l’énergie de déformation
de la correction d’une grille fine ∆uK∆u par rapport à l’énergie de déformation de sa grille grossière
uKu.
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Fig. 5 – (a) Erreur de stagnation des multi-grille η , (b) évolutions de KI et T normalisés comparées aux
valeurs obtenues en déformation planes.

Les évaluations des coefficients mode I obtenues pour cette simulation sont représentées figure 5(b),
les résultats sont bien symétriques. Le facteur d’intensité des contraintes mode I comme le T-stress
ont tendance à freiner la propagation au niveau des bords libres. En effet, KI diminue, traduisant une
singularité moins marquée, et la contrainte T s’accentue, traduisant l’augmentation de la triaxialité des
contraintes [13]. A cœur, ces valeurs ont une amplitude comparable à celles obtenues en déformation
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plane. Ici la fissure est relativement courte (i.e.a/W = 1/4). Comme dans [13] la contrainte T obtenue en
trois dimension est légèrement plus faible que celle obtenue en déformation plane. On retrouve également
que mode I est prépondérant : KII

KI
< 1% et KIII

KI
< 1%.

5 Conclusion

La méthode DEK-FEM présentée permet d’obtenir directement les coefficients asymptotiques de la
mécanique de la rupture lors de la simulation d’un milieu fissuré. Les facteurs d’intensité des contraintes
et la contrainte T sont obtenus. L’approche élastique permet de traiter des cas de fissuration fragile.
Comme l’approche X-FEM, cette stratégie ne nécessite pas de remaillage, aussi elle parait à même de
traiter des problèmes de propagation en trois dimensions, avec des lois de propagations multi-paramètres.
De plus, la distribution des coefficients asymptotiques est estimée naturellement à partir de données
surfaciques sur l’interface ΓW et de la vérification de l’équilibre dans le domaine ΩW . Enfin le couplage
avec le cadre multi-grille est prometteur quand à l’aptitude de la méthode à traiter efficacement des
problèmes complexes, notamment présentant des fissures au rayon de courbure variable. Pour ce type
de fissure, la discrétisation du front et la finesse du maillage pourront évoluer conjointement avec la
courbure pour évaluer au mieux la singularité introduite par la fissure.

Ce travail a été effectué dans le cadre du projet ANR RUPXCUBE (ANR-09-BLAN-0009-01) «
Identification tridimensionnelle des lois locales de propagation des fissures par micro-tomographie X,
mesures de champ étendus et simulations par éléments finis étendus ». Dans le cadre de ce projet, des
essais de fissuration de fatigue sont suivis par tomographie X et également traités par une approche
asymptotique. La confrontation de ces essais à la modélisation présentée ici nous permettra de valider
cette approche asymptotique.
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