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Résumé— Il est proposé de simuler le comportement de matériaux élastiques fragiles par une approche
numérique discrete. Les méthodes numériques généralement employées, basées sur la mécanique des
milieux continus, ont des difficultés pour traiter des milieux multifissurés mais aussi des phénomeénes de
refermetures de fissures. Ces limitations, dans le cadre des approches discrétes (DEM), sont naturelle-
ment traitées, car celles-ci prennent en compte les discontinuités générées par les interfaces. Un enjeu
est alors de proposer une modélisation discréte permettant de retrouver le comportement mécanique, au
sens de la mécanique des milieux continus, du matériau a simuler. Cet article propose un modéle DEM
quantitatif de matériau élastique fragile. Dans ce modéle, les propriétés élastiques du matériau sont si-
mulées au travers de liaisons cohésives poutres et les propriétés d’endommagement sont obtenues via le
calcul d’'une contrainte moyenne hydrostatique calculée pour chacun des éléments discrets. Ce modeéle
est ensuite mis en oeuvre pour la simulation d’essais d’indentations fracturant sur verre de silice.

Mots clés— DEM, élément discret, élastique, fragile, calibration, indentation, cbne de Hertz.

1 Introduction

Le modele élément discret permet de décrire assez naturellement un milieu granulaire. C’est ainsi
qu'il ft pour la premiére fois employé en 1979 [1]. Plus récemment, des auteurs ont mis a profit cette
méthode pour I'étude de I'endommagement de solides hétérogénes comme les bétons [2], les roches [3],
ou de matériaux homogeénes comme les céramiques [4].

Ces modeéles font intervenir deux échelles : I'échelle microscopique, représentative de I'élément
discret et de ses interactions directes avec ses voisins et I'échelle macroscopique, représentative de I'en-
semble de la structure discréte. Les lois de passage entre ces deux échelles sont a priori inconnues et,
plus particulierement, pour des domaines discrets géométriquement aléatoires [5].

Ces travaux s’inscrivent dans la continuité d’'une précédente étude [6]. Il a été montré que I'emploi
de liaisons cohésives poutres associées a une méthodologie de calibration adaptée permet de retrouver a
I'échelle macroscopique le comportement d’un matériau purement élastique caractérisé par un module
de Young et un coefficient de Poisson. L'objectif final est de proposer un modele discret élastique fragile
des verres de silice permettant de simuler I'abrasion de ceux-ci. Ces procédés d’obtention mettent en
ceuvre des particules abrasives qui, par sollicitations cycliques, érodent la surface de I'échantillon. Des
micro-fissures résiduelles subsistent alors dans la matiére et se révelent néfastes quant a l'utilisation
ultérieure du composant optique [7].

Les opérations de surfacage peuvent étre comparées a de multiples indentations des particules abra-
sives sur la surface de 'optique [7]. Dans ce cadre, I'essai de validation retenu du modéle discret élastique
fragile de verre de silice est I'essai d’'indentation avec indenteur sphérique.

Les sollicitations provoquées par I'indenteur sur la surface de I'’échantillon engendrent une géométrie
de fissuration caractéristiqgue de formes coniques (voir figure 1). Ce phénoméne a été observé en premier
par Hertz [8, 9] a la fin du 19e siécle. C’est, aujourd’hui, un phénomeéne extrémement bien décrit dans
la littérature, mais dont la modélisation reste en discussion [10, 11, 12, 13]. La méthode des éléments
discrets peut alors s’avérer étre une alternative intéressante pour étudier des phénomeénes de fissurations



Fig. 1 — Le cbne de Hertz.

complexes tels que la génération du céne de Hertz.
Le modéle discret élastique fragile de verre de silice développé est décrit en trois étapes :

1. Dans un premier temps, la méthode des éléments discrets ainsi que les différents schémas numé-
riques de résolution seront brievement présentés.

2. Dans une deuxiéme partie, le critére de rupture ainsi que la méthode de calibration associée seront
décrits. Pour valider cette approche, une gamme d’essais standards a rupture seront simulés et
discutés en regard d’approches théoriques et analytiques.

3. Laderniere partie sera consacrée a I'essai d'indentation. Les résultats numériques seront comparés
aux observations expérimentales.

2 Modéle DEM élastique et schémas numériques associés

Le modéle DEM utilisé dans le cadre dans cette étude met en ceuvre des éléments discrets de formes
sphérigues. Le schéma de résolution est de type dynamique explicite. Pour assurer la cohésion et I'élas-
ticité des domaines discrets, les éléments discrets sont liés entre eux par des liaisons cohésives poutres.
Cette section propose une vue synthétique, pour plus de détail, le lecteur peut se référer a [6].

2.1 Schéma d’'intégration explicite

Ce type de schéma numérique a été choisi pour sa rapidité de résolution dans le cas de problemes
dynamiques dont les temps caractéristiques sont extrémement courts : impacts, fracturations, etc. Dans
ce cadre, un panel d'algorithme de résolution peut étre employé. Le schéma numérique « Verlet vitesse »
a été choisi pour sa stabilité et son implémentation aisée [15].

Les rotations des éléments discrets sont décrites par I'intermédiaire de quaternions. Les quaternions
sont aujourd’hui largement utilisés dans le domaine du calcul numérique et sont privilégiés pour leur ef-
ficacités [16, §2.5]. Toutefois, pour prévenir des dérives des résultats numériques ceux-ci sont normalisés
a chaque itération de calcul.

2.2 Propriété élastiqgue du domaine discret

Les éléments discrets sont liés entre eux par des liaisons cohésives de type poutre d’Euler-Bernouilli.
Celles-ci sont connectées au centre des éléments discrets par un encastrement. Les actions mécaniques,
en terme de force et de moment, des poutres sur les éléments discrets sont déterminées a partir des
positions et des orientations des éléments discrets suivant les lois de la résistance des matériaux pour
des poutres de forme cylindrique. Ces poutres sont alors caractérisées par des propriétés mécaniques
et géométriques : module de Young, coefficient de Poisson, rayon ainsi que longueur. La longueur des
poutres n’est pas un parameétre libre, car contrainte par la position des deux éléments discrets connectés.

Les valeurs de ces paramétres sont déterminées grace a des essais numériqgues de calibration (essais
de traction). Suivant les propriétés mécaniques élastiques du matériau a simuler, caractérisées par un
module de Young et un coefficient de Poisson, il est alors possible de déterminer un jeu unique de
valeurs des parametres des poutres cohésives a I'échelle microscopique du domaine discret.
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Fig. 2 — Evolution des propriétés mécaniques macroscopiqodul® de Youngey et coefficient de
Poissorvy, en fonction du nombre d’éléments discrets du domaine.

(a) 200 ED () 2000 ED  (c) 20 000 ED

Fig. 3 — Apercu des différents domaines discrets avec un taux croissant discrétisation.

Le principal intérét de ce modéle est I'indépendance du jeu de paramétres microscopiques Vis-a-vis
des paramétres macroscopiques a condition que le domaine discret respecte certains criteres géomé-
triques : isotropie géométrique, compacité, cardinalité et taux de discrétisation [6]. Cette propriété est
illustrée par la figure 2 qui montre I'évolution des propriétés mécaniques macroscopiques en fonction du
nombre d’éléments discrets du domaine. Pour un nombre d’éléments discrets supérieur a 10 000, les ré-
sultats montrent une dispersion des propriétés macroscopiques inférieure a 2%. Un apercu des différents
domaines discrets utilisés est visible sur la figure 3.

3 Modeéle de rupture

La fissuration est généralement simulée par la rupture des liaisons cohésives. |l est alors nécessaire
d’introduire un critére de rupture microscopique permettant de rompre ces liaisons cohésives et de si-
muler les propagations de fissures par ruptures consécutives de ces liaisons. Les différentes méthodes
proposées dans la littérature sont généralement basées sur des criteres de déformation ou de contrainte
maximale des liaisons cohésives [17, 18, 5, 19, 20].

L'approche retenue ici est différente. Il est proposé de calculer un tenseur des contraintes pour chaque
élément discret en fonction des forces de réaction générées par les liaisons cohésives. La méthode de
calcul du tenseur de contrainte équivalent est basée sur les travaux de [21] :

1 N - —
% =55 ézrij®fij+fij®ﬁj (1)

® est le produit tensoriel entre deux vecteurs,
0; est le tenseur équivalent des contraintes de I'élément discret
Q; est le volume de 'élément discriet
ﬁj est la force de réaction de la liaison cohésive reliant deux éléments disetgfs
— Tjj est le vecteur position relatif entre deux élements discret$.
Il est alors supposé qu’une fracture s'initie lorsque la pression hydrostatique en traction exercée sur
un élément discret dépasse un certain seuil de contralifitesoit

1 = lim
3t (@) >0 2)
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du domaine.

Afin de déterminer le seu#''™, dans le cas des verres de silice, il est proposé de mener une campagne
d’essais numériques de calibration.

3.1 Calibration du seuil de rupture microscopique

La calibration du critére de rupture est basée sur la méme procédure que pour la calibration des pa-
rametres élastiques décrite dans [6]. Quatre domaines discrets différents sont alors soumis a des essais
de traction a rupture. Chacun de ces domaines est formé d’environ 10 000 éléments discrets. La figure
4 montre I'évolution de la contrainte a rupture macroscopique en fonction du seuil de rupture micro-
scopique. Dans le cas du verre de silice, la contrainte a rupture est connue et ¥iBa30a courbe
obtenue permet alors de déterminer un seuil de rupture microscopique équivalévita.64

3.2 FEtude de convergence

De la méme fagon que pour les propriétés élastiques, cette étude consiste a vérifier la convergence
des valeurs de contrainte a rupture macroscopigue en regard du nombre d'éléments discrets composant
le domaine discret. La figure 5 montre cette évolution. Les résultats montrent que pour des domaines dis-
crets composés d’'un nombre d’éléments discrets supérieur a 10 000 éléments, les valeurs de contraintes
a rupture sont stables et comprises dans une gamme de valeur dont la dispersion est inférieure a 13%.

3.3 Essais de validation

Il est proposé dans cette section de soumettre plusieurs échantillons numériques de verre de silice
a des essais de traction, de flexion pure et de torsion. Le tableau 1 présente les différentes valeurs de
contrainte a rupture macroscopique obtenues. Les résultats montrent que pour différentes sollicitations,
les valeurs des contraintes a ruptures macroscopiques associées sont quasi-identiques.
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Sample| Traction | Flexion Torsion
n°1 | 53,3 MPa| 47,0 MPa| 51,5 MPa
n° 2 | 48,0 MPa| 47,0 MPa| 47,6 MPa
n° 3 | 48,3 MPa| 46,2 MPa| 50,9 MPa
n° 4 | 48,2 MPa| 55,5 MPa| 47,7 MPa

Moyenne| 49,5 MPa| 48,9 MPa| 49,4 MPa
Ecarttype| 2,2MPa | 3,8 MPa | 1,8 MPa

Tableau 1 — Résumé des valeurs de contrainte a rupture macroscopique obtenues pour des essais de
traction, de flexion pure et de torsion pour quatre échantillons numériques différents contenant environ
10 000 éléments discrets.

Fissure

(a) Vue avec l'intégralité des éléments discretfh) Vue représentant seulement les éléments dis-
crets rompus.

Fig. 6 — Géométrie de fissuration dans le cas de I'essai de totssnéléments discrets rompus sont
colorés en jaune clair.

De plus, la figure 6 montre la géométrie de fissuration obtenue dans le cas des essais de torsion.
Celle-ci est hélicoidale et orientée a°4har rapport a I'axe de I'échantillon cylindrique. Ce type de
fissuration est caractéristique d’une rupture fragile d’'un échantillon sollicité en torsion.

Ces essais montrent que le critére de rupture développé permet de reproduire qualitativement et quan-
titativement des phénomeénes de fissuration fragile pour des sollicitations standards. La prochaine section
propose I'étude d’'une sollicitation plus complexe au travers de la mise en oeuvre d’essais d'indentation
avec indenteur sphérique.

4  Application aux essais d’indentation

Il est proposé d’appliquer ce modéle aux essais d’indentation avec indenteur sphérique sur un maté-
riau supposé élastique fragile : le verre de silice. Dans la perspective ultérieure de simuler les opérations
de surfacage des verres de silice, le rayon de l'indenteur est de dimension micrométrique de fagcon a
correspondre aux échelles dimensionnelles des particules abrasivies=sbitpum

4.1 Essaiexpérimental de référence

Des essais de micro-indentation ont été réalisés. La procédure expérimentale est semblable a celle
utilisée dans [22]. Le tableau 2 résume les propriétés mécaniques et géométriques de l'indenteur et de
I'échantillon de verre de silice utilisé. L'échantillon endommagé a été ensuite observé par microscopie
confoncale. En utilisant la technique de photoluminescence, telle que décrite dans [23], il est possible
d’observer la fissuration provoquée par I'essai d'indentation. La figure 7 montre un échantillon d'images
obtenues. Il est alors possible grace a ce type d’observation de mesurer les caractéristiques du cone de
Hertz. Celles-ci sont résumées dans le tableau 2.

4.2 Simulation

La figure 8a illustre le modéle numérique d’indentation. L'indenteur est représenté par un élément
discret unique. Les actions de contact entre l'indenteur et les éléments discret formant la surface de
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Matériau | Diamant Matériau | Verre de silice
Module de Young 1054 GPa Modu_le_ de Young 725 GPa
- . Coefficient de Poisson | 0,17
Coefficient de Poisson 0,1 2 )
Ravon de Findenteur | 10 m Rayon de I'échantillon 50 mm
& H Epaisseur de I'échantillon 5 mm

(a) Propriétés de l'indenteur. o 3 ) .
(b) Propriétés de I'échantillon de verre de silice.

Tableau 2 — Propriétés de I'indenteur et de I'échantillon de verre de silice.

(a) Vues 2D : vue de dessus et de coté (b) Vue 3D

Fig. 7 — Image d’'un cdne de Hertz réalisée par microscopie confocale associée a une technique de photo-
luminescence.

Force critiqgue de l'indenteur Ps 2000 mN
Angle du cbne a| 25-35 °

Longueur du cone l|8,0-9,2 pum
Diamétre du cébne en surfaced | 15,0 pm

Tableau 3 — Caractéristiques du cone de Hertz observé expdaiement.
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(a) Modéele DEM d’indentation sphérique. (b) Image du cone de Hertz simulé.

surface inférieur _ A )”lf'

Fig. 8 — Modéle DEM d'indentation et profil de rupture associé..

| Expérimental  Numériqug

Force critique de l'indenteur Ps 200 300 mN
Angle du cbne a 25-35 27-28 | °

Longueur du cone [ 8,0-9,2 7,8-8,3 | um
Diamétre du cbne en surface d 15,0 13,5 pum

Talbeau 4 — Caractéristiques du cone de Hertz observé expérimentalement et du cone simulé.

I'échantillon sont calculées suivant la méthode des pénalités. L'échantillon est formée de 80 000 éléments
discrets et de 1 040 000 poutres cohésives. Les dimensions de I'échantillon sont 88 200 um Le
pas de temps est d’environ51101 s. L'indenteur se déplace a une vitesse imposée suivgnile
0,3m.s~. Un schéma numérique amortissant est utilisé afin de limiter les effets dynamiques [24]. Enfin,
les déplacements suivagities éléments discrets appartenant a la surface inférieure de I'échantillon sont
blogqués.

Suivant ces parameétres, la rupture débute pour une force de I'indenteurndl 801'échantillon
numeérique est ruiné par une force supérieure arBROLa figure 8b montre la fissuration obtenue pour
une force de l'indenteur de 3Q@N. Le tableau 4 résume les propriétés du cbne de Hertz obtenu en
regard des valeurs expérimentales. Les différentes valeurs montrent une bonne adéquation des résultats
numeériques comparativement aux observations expérimentales.

5 Conclusion

Un critéere de rupture appliqué a la méthode des éléments discrets a été développé au cours de cet
article. L'étude de convergence montre que ce critére peut étre considéré comme indépendant de I'échan-
tillon numérique si celui-ci respecte certains critéres d'organisation : isotropie géométrique, cardinalité,
compacité et raffinement. Des essais de validation ont également été menés. Les résultats montrent une
bonne adéquation de ceux-ci vis-a-vis de la théorie de la résistance des matériaux. Enfin, I'application
aux essais d’'indentation et les résultats associés montrent que ce modele peut permettre d’étudier quan-
titativement des phénoménes de fissurations complexes tels que la génération de cones de Hertz. Ces
résultats encouragent a investiguer et a améliorer le modele proposeé.
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