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Résumé — La résolution numérique d’équations aux dérivées partielles stochastiques, nécessitant l’ap-
proximation de fonctions de nombreux paramètres, se heurte au problème de dimensionnalité et reste
difficile voire impossible avec les méthodes de calcul traditionnelles. Les méthodes de réduction de
modèle basées sur l’approximation de tenseurs de faible rang permettent de contourner le problème de
dimensionnalité. Cependant, les algorithmes disponibles conduisent généralement à des approximations
sous-optimales au sens de normes d’intérêt. Nous proposons ici une approche en minimum de résidu
avec utilisation de normes dites idéales dans le but d’obtenir la meilleure approximation de la solution
dans un ensemble de tenseurs donné au sens de normes choisies.
Mots clés — Réduction de modèle, Approximation de tenseurs, Minimum de résidu, Goal-oriented

1 Introduction

Ces dernières années, des efforts ont été réalisés pour développer de nouvelles méthodes numériques
basées sur une approche fonctionnelle des incertitudes, ces dernières étant intégrées comme dimensions
supplémentaires aux modèles. La résolution numérique de ces problèmes à grand nombre de variables
reste difficile voire impossible par les méthodes classiques. Dans ce contexte, des méthodes de réduction
de modèle, telles que la méthode des bases réduites [8] ou les méthodes PGD [1], ont récemment été
introduites pour diminuer la taille des problèmes considérés, et rendre leur résolution accessible.

On s’intéresse ici à un problème linéaire de la forme Au = b. Nous proposons de chercher une ap-
proximation de la solution dans un ensemble de tenseurs S tel que les ensembles canoniques ou les
ensembles de Tucker de faible rang [5]. Le problème de meilleure approximation associé consiste à
chercher un élément uS ∈ S vérifiant :

‖u−uS‖= min
v∈S
‖u− v‖. (1)

où ‖ · ‖ désigne une norme d’intérêt. La solution u étant inconnue, on se ramène classiquement à un
problème de minimisation de résidu ‖Av− b‖∗ mesuré avec une certaine norme ‖ · ‖∗. Si cette norme
est mal adaptée, on observe que l’approximation obtenue est très sous-optimale vis-à-vis de la norme
‖ · ‖. Dans le but d’obtenir a priori une approximation optimale uS de la solution par une formulation en
minimum de résidu, la norme ‖ · ‖∗ devrait vérifier :

‖Av−b‖∗ = ‖v−u‖. (2)

Cependant, le calcul explicite de cette norme de résidu est d’une complexité équivalente au problème de
départ, ce qui n’est pas viable numériquement. En s’inspirant de l’approche introduite dans [2, 3], nous
proposons de définir l’approximation de la manière suivante :

min
v∈S
‖Λδ(Av−b)‖∗ (3)

où Λδ est un opérateur fournissant une approximation Λδ(Av− b) du résidu Av− b avec une précision
relative contrôlée δ. Pour la résolution de ce problème d’approximation, nous proposons un algorithme
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itératif dont nous prouvons la convergence vers un voisinage de la meilleure approximation uS . De plus,
cette méthode fournit naturellement un estimateur d’erreur a posteriori garanti.

Dans la première partie nous introduisons l’approche fonctionnelle utilisée pour résoudre les équa-
tions aux dérivées partielles stochastiques. La projection de Galerkin sur un sous-espace d’approximation
nous amène à considérer un système algébrique formulé sur un espace produit tensoriel. La deuxième par-
tie introduit certains outils d’approximation de faible rang de tenseurs. Puis nous définissons le problème
en minimum de résidu idéal et nous proposons qu’un algorithme permettant de résoudre ce problème.
Enfin, la robustesse de la méthode est illustrée à l’aide de résultats numériques sur une équation de type
réaction-advection-diffusion.

Dans ce papier, nous restreignons la présentation de la méthode à un cadre algébrique de dimension
finie. Les résultats et algorithmes peuvent cependant s’étendre à un cadre plus général [7].

2 Équation aux dérivées partielles stochastique

Nous considérons ici une équation aux dérivées partielles (EDP) stochastique définie sur un domaine
Ω. Certains coefficients de l’EDP sont fonction d’un vecteur aléatoire ξ supposé de dimension finie d≥ 1.
L’espace de probabilité associé à ξ est noté (Ξ,B,Pξ), où Ξ⊂ Rd est l’ensemble des réalisations, B une
σ-algèbre et Pξ la mesure de probabilité.

Pour une réalisation ξ ∈ Ξ donnée, la formulation variationnelle associée à l’EDP consiste à trouver
u(ξ) ∈V vérifiant a(u(ξ),v ;ξ) = b(v ;ξ) pour tout v ∈V . Ici, V désigne un espace de Hilbert approprié
de fonctions définies sur Ω : on supposera que cet espace ne dépend pas de ξ.

Nous considérons la formulation faible associée au problème stochastique. L’espace de variables
aléatoires du second ordre à valeurs dans V est noté L2(Ξ,Pξ;V ). Cet espace possède une structure produit
tensoriel, c’est à dire L2(Ξ,Pξ;V ) = V ⊗ S avec S = L2(Ξ,Pξ) l’ensemble des variables aléatoires du
second ordre à valeurs réelles. La solution faible u ∈V ⊗S satisfait :

A(u,v) = B(v) ∀v ∈V ⊗S, (4)

avec A(·, ·) =
∫

Ξ

a( ·, · ;ξ) dPξ,

B(·) =
∫

Ξ

b( · ;ξ) dPξ.

Pour que ce problème soit bien posé, la forme bilinéaire A sera supposée continue sur (V ⊗S)× (V ⊗S)
et (V ⊗S)-coercive (voire faiblement coercive), et la forme linéaire B continue sur (V ⊗S).

La dicrétisation du problème (4) consiste dans un premier temps à introduire un sous-espace vectoriel
de V ⊗ S. La partie spatiale est classiquement discrétisée avec la méthodes des éléments finis. Le sous
espace associé, noté V n, est de dimension n. Quant à la discrétisation stochastique plusieurs possibilités
existent pour le choix d’approximation : bases de type polynômial ou bien polynômial par morceaux
(éléments finis, ondelettes...) [6, 10]. Ce choix dépend de la régularité de la solution. Le sous espace
d’approximation de dimension p est noté Sp.

Dans un deuxième temps, une approximation de la solution est cherchée dans le sous espace (V n⊗
Sp)⊂ (V⊗S). Cette approximation u∈V n⊗Sp vérifie A(u,v) = B(v) pour tout v∈V n⊗Sp. De manière
équivalente ce problème se met sous forme algébrique

Au = b. (5)

L’opérateur A et le second membre b correspondent aux représentants de la restriction de A et B au sous
espace (V n⊗ Sp) associé à une certaine base. La solution u ∈ Rn⊗Rp représente les coordoonnées de
l’approximation sur la base considérée.

Notons que le nombre de degrés de liberté de ce système est de np, et peut donc facilement attein-
dre les limites des méthodes de résolution classiques. La structure produit tensoriel de Rn⊗Rp permet
d’appliquer des méthodes d’approximation de faible rang de tenseurs.

3 Approximation de faible rang

Nous introduisons dans cette partie certains outils d’approximation de faible rang de tenseurs.
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3.1 Approximation de rang r

Dans Rn⊗Rp l’ensemble des tenseurs de rang r, noté Cr(Rn⊗Rp), est une variété classiquement
utilisée pour l’approximation de tenseur :

Cr(Rn⊗Rp) =

{
v =

r

∑
i=1

v1
i ⊗ v2

i ; v1
i ∈ Rn,v2

i ∈ Rp

}
(6)

Cet ensemble étant fermé, le problème de meilleure approximation (au sens d’une norme donnée ‖ · ‖)
d’un tenseur u ∈ Rn⊗Rp a bien un sens. Nous définissons l’opérateur de “projection” sur Cr par :

ΠCr(u) = arg min
v ∈ Cr

‖u− v‖. (7)

L’algorithme de minimisation alternée permet d’approcher numériquement un minimiseur. Le principe
est de minimiser alternativement sur les paramètres v1

i et v2
i (les détails sont donnés dans [5]). Cet al-

gorithme, inspiré de la méthode des sous-espaces pour les problèmes aux valeurs propres, fournit une
approximation optimale.

Cependant, la meilleure approximation d’un certain rang r ne garantit pas d’obtenir une approxima-
tion de u à une précision δ désirée.

3.2 Algorithme Greedy, contrôle en précision

Les algorithmes greedy consistent en une succession d’approximations dans un ensemble de faible
rang (par exemple de rang 1). Une séquence {um}m est construite itérativement : à chaque étape, une
correction wm+1 ∈ ΠC1(u− um) est calculée puis ajoutée à um : um+1 = um +wm+1. La terminologie
“greedy” fait référence au fait que la (m+1)ème itération ne rectifie pas les m corrections précédemment
calculées. Une version améliorée de cet algorithme consiste à ajouter à chaque itération une étape de
projection sur le sous-espace span(wi). On parlera d’algorithme “orthogonal-greedy”. La convergence
de la suite um vers u est démontrée dans [9]. Des stratégies d’update plus sophistiquées sont analysées
dans [4].

Algorithm 1 Orthogonal greedy
1: Initialisation u0 = 0 ;
2: while e(um,u)≤ δ do
3: Correction wm+1 ∈ΠC1(u−um)
4: Mise à jour Wm+1 =Wm + span{wm+1} ;
5: Projection um+1 = argminv∈Wm+1 ‖u− v‖ ;
6: m = m+1 ;
7: end while

Dans le but d’obtenir une approximation à une précision δ donnée, l’algorithme est arrêté par la
condition

e(um,u) =
‖um−u‖
‖u‖

≤ δ. (8)

Dans le cas où u n’est pas connu a priori, un estimateur d’erreur de type stagnation peut être utilisé. Pour
p > 1 fixé, la condition d’arrêt devient :

e(um,um+p) =
‖um−um+p‖
‖um+p‖

≤ δ. (9)

4 Approches en minimum de résidu

Nous appelons X l’espace (Rn⊗Rp,‖ · ‖X) où ‖ · ‖X désigne une norme d’intérêt. La métrique asso-
ciée à cette norme est noté RX : elle vérifie ‖ · ‖X =

√
〈RX ·, ·〉, où 〈·, ·〉 est le produit scalaire canonique

3



sur Rn⊗Rp. Nous proposons ici une approche permettant de trouver une meilleure approximation de u,
solution de (5), au sens de la norme ‖ · ‖X :

min
v ∈ Cr

‖u− v‖X (10)

4.1 Minimum de résidu idéal et formulation approchée

Comme u n’est pas connu a priori, nous proposons d’utiliser une formulation en minimum de résidu.
Les relations suivantes :

‖u− v‖2
X = 〈RX(u− v),(u− v)〉
= 〈RX A−1A(u− v),A−1A(u− v)〉
= 〈A−∗RX A−1A(u− v),A(u− v)〉
= ‖R−1

Y (Av−b)‖2
Y ,

suggèrent d’introduire l’espace Y = (Rn⊗Rp,‖ ·‖Y ) avec RY = AR−1
X A∗ la métrique associée à la norme

‖ · ‖Y . Ainsi, le problème (10) est équivalent à :

min
v ∈ Cr

‖R−1
Y (Av−b)‖Y . (11)

Cette formulation fait intervenir l’inverse de l’opérateur RY qu’il n’est pas envisageable de calculer dans
la pratique. En s’inspirant de l’approche introduite dans [2, 3], nous proposons de définir l’approximation
de la manière suivante :

min
v ∈ Cr

‖ΛδR−1
Y (Av−b)‖Y . (12)

Ici, Λδ est un opérateur d’approximation à δ près, c’est à dire que pour tout y ∈ Y

‖Λδ(y)− y‖Y ≤ δ‖y‖Y (13)

4.2 Algorithme itératif

Pour la résolution de (12) nous proposons un algorithme itératif. Après initialisation de u0 = 0, les
suites {yk}k>0 et {uk}k>0 sont construites comme :

yk = Λ
δ

(
R−1

Y (Auk−b)
)

(14)

uk+1 ∈ΠCr

(
uk−R−1

X A∗yk
)
. (15)

Les résultats qui suivent sont démontré dans [7] :
– Sous réserve que 2δ < 1, que la suite {uk}k>0 vérifie

‖uk−u‖X ≤ (2δ)k‖u‖X +
1

1−2δ
‖u−ΠCr

(u)‖X , (16)

ce qui nous assure que limsupk‖uk−u‖X ≤ 1
1−2δ
‖u−ΠCr

(u)‖X . En d’autre termes, cet algorithme
permet de trouver une approximation quasi-optimale de u dans Cr au sens de la norme ‖ · ‖X .

– La norme de yk fournit un estimateur d’erreur garanti de uk via l’encadrement suivant :

‖yk‖Y ≤ ‖uk−u‖X ≤
1√

1−δ2
‖yk‖Y (17)
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4.3 Remarques computationnelles

La métrique RX est supposée être de rang 1 (norme ‖·‖X induite), et son inverse calculable facilement
(dans la partie suivante 5, nous nous limitons aux opérateurs diagonaux), de sorte que RY = AR−1

X A∗ soit
calculé explicitement. Nous donnons quelques détails sur les étapes (14) et (15) :

– Etape (14) : l’approximation à δ près de R−1
Y (Auk− b) est calculée avec l’algorithme 1 en choi-

sissant la norme ‖ · ‖Y . Comme cette quantité n’est pas connue a priori, l’estimateur d’erreur en
stagnation (9) est utilisé pour la condition d’arrêt (avec p suffisament grand pour assurer une esti-
mation précise).

– Etape (15) : comme ‖ · ‖X est une norme induite, l’approximation de rang r correspond à une
décomposition en valeurs singulières (SVD). Un algorithme greedy fournit dans ce cas une ap-
proximation optimale.

5 Illustration numérique

Afin d’illustrer la robustesse de notre méthode, nous considérons une équation de réaction-advection-
diffusion sur un domaine carré Ω = [0,1]2 :

−∆u(x,ξ)+ c(x,ξ) ·∇u(x,ξ)+a(ξ)u(x,ξ) = f (x) dans Ω, (18)

u = 0 sur ∂Ω.

Le champ advectif c ainsi que le terme de réaction a sont aléatoires et tels que c(x,ξ) = (x2−1/2,1/2−
x1)ξ1 et a = ξ2. Les variables aléatoires ξ1 et ξ2 sont indépendantes et ont pour loi de probabilité respec-
tivement la loi uniforme sur [−350,350] et log-uniforme sur [0.1,10]. Comme décrit sur la figure 1, nous
imposons dans deux sous domaines Ω1 = [0.45,0.55]× [0.15,0.25] et Ω2 = [0.45,0.55]× [0.75,0.85] un
terme source f = 1 sur Ω1 et f =−1 sur Ω2.

Ω1

Ω2

Fig. 1 – Géométrie du cas test.

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation spatiale : éléments de type quad-
rangle à 4 noeuds. La dimensions de V n s’élève à 1500. La partie stochastique est discrétisé avec une
approximation polynômials par moceaux de dimension 72. La dimension totale étant de 105, la solution
de réference peut être calculée à partir du système algébrique (5).

5.1 Norme adaptée à une quantité d’intérêt

Une particularité de la méthode proposée est de pouvoir choisir la norme ‖ · ‖X de façon arbitraire.
Pour illustrer cet avantage, nous introduisons deux normes. D’abord la norme canonique, notée ‖ · ‖2,
dont la métrique associée est RX = In

d ⊗ Ip
d , où In

d (resp. Ip
d ) est l’opérateur identité de dimension n (resp.

p).
Supposons que le but de la simulation soit d’estimer avec précision une certaine quantité d’intérêt

Q(u) qui ne dépend que des valeurs de la solution u sur un sous domaine D= [0.15,0.25]× [0.45,0.55]⊂
Ω. Par exemple, la moyenne spatiale de u sur le domaine D est donnée par :

Q(u) =
1
|D|

∫
D

u(ξ,x) dx. (19)
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Dans ce cas, il semble pertinent d’utiliser une norme qui associe plus d’importance (de poids) au
sous domaine D. Soit une fonction poids w : Ω→ R qui vaut 103 sur D et 1 ailleurs. La norme pondérée
‖ · ‖w est définie par

‖v‖w =

√√√√ n

∑
i=1

p

∑
j=1

(w(xi)vi j)
2. (20)

La métrique associée est de la forme RX = diag(w(xi)
2)⊗ Ip

d .
Afin de comprendre l’impact du choix de la norme ‖·‖X , nous notons ũw (resp. ũ2) la ‖·‖w-meilleure

(resp. ‖ · ‖2-meilleure) approximation de u dans Cr. D’après la figure 2, il est clair que ũw fournit une
estimation bien plus précise de la moyenne et de la variance de Q(u) que ũ2 ce qui justifie l’utilisation
de la norme pondérée. La figure 3 représente les premiers modes déterministes de ũw et ũ2 : elle montre
comment le choix de la norme influence la décomposition.

5 10 15 20
10−14

10−10

10−6

10−2

r

er
ro

r

Mean of Q(ũ)

ũw

ũ2

5 10 15 20
10−14

10−10

10−6

10−2

r

er
ro

r

Variance of Q(ũ)

ũw

ũ2

Fig. 2 – Convergence en fonction du rang r de l’estimation de la moyenne et de la variance de Q(u) par
celles de Q(ũw) et Q(ũ2).

Fig. 3 – Comparaison des premiers modes déterministes de ũ2 et ũw.

5.2 Analyse des algorithmes

Cette partie a pour but d’illustrer les résultats théoriques annoncés au paragraphe 4.2. Nous nous limi-
tons à l’étude du problème de meilleure approximation de rang r = 10 de u, au sens de la norme pondérée
‖ · ‖w. La figure 4 présente les courbes de convergence de l’algorithme itératif pour différentes valeurs
du paramètre δ. On retrouve quantitativement les résultats théoriques, à savoir une première phase de
convergence linéaire suivie d’une phase de stagnation dans un voisinage de la meilleure approximation.

Sur la figure 5 la courbe d’erreur ‖u−uk‖w est clairement encadrée par ‖yk‖Y et 1√
1−δ2 ‖yk‖Y , ce qui

est en accord avec le résultat annoncé.
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Fig. 4 – Convergence de la suite uk pour dif-
férentes valeurs de δ.

10 20 30 40

10−1

100

101

k

‖u− uk‖w
‖yk‖Y

1√
1−δ2 ‖y

k‖Y

Fig. 5 – Encadrement de l’erreur ‖u− uk‖w par
‖yk‖Y et 1√

1−δ2 ‖yk‖Y , avec δ = 0.9.

6 Conclusion

Une méthode d’approximation de solution d’EDP stochastique a été proposée. Elle permet d’obtenir
une approximation quasi-optimale de faible rang au sens d’une norme choisie. Cette approche ouvre de
nombreuses possibilités, comme celle de construire des approximations adaptées à des quantités d’in-
térêt. La robustesse de la méthode à été montrée pour une équation de type réaction-advection-diffusion
à coefficients stochastiques.
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