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Résumé — Ce travail concerne le calcul des propriétés amortissantes de structures sandwich 
viscoélastiques. La résolution de ce problème aux valeurs propres non linéaires nécessite des 
techniques numériques performantes, telles que les méthodes de Newton d’ordre élevé. Cette dernière 
consiste en l’association d’une technique d’homotopie et d’une méthode de perturbation. La méthode 
de Newton d’ordre élevé est très efficace [8] mais demande des temps de calculs relativement 
importants. Une technique de réduction de modèles est alors proposée pour diminuer ces temps de 
calculs tout en conservant les propriétés de convergence de la méthode de Newton d’ordre élevé. Les 
applications numériques concernent des plaques sandwich viscoélastiques.  
Mots clés — Structure sandwich, viscoélasticité, réduction de modèles, méthodes numériques 

1. Introduction  

Pour réduire les vibrations et le bruit, les industriels proposent des structures sandwich 
amortissantes, dans lesquelles une couche de matériau viscoélastique est comprise entre deux couches 
de matériau métallique, tel que l’aluminium. L’analyse des vibrations libres de ces structures amène à 
résoudre un problème aux valeurs propres complexes et non-linéaires. La non-linéarité est due au 
matériau viscoélastique de la couche centrale qui dépend de la fréquence. De nombreux modèles et 
méthodes ont été développés pour résoudre ce problème non-linéaire. Par exemple, Daya et Potier-
Ferry [6] proposèrent une méthode de continuation. A partir des modes non-amortis et en utilisant la 
technique de perturbation, ils déterminent les fréquences et amortissements.  Duigou et al. [8] 
développèrent deux méthodes itératives basées sur la technique d'homotopie, la méthode asymptotique 
numérique et les approximants de Padé. L'une de ces techniques est une sorte de méthode de Newton 
d'ordre élevé. D'autres auteurs, comme Damanpack et al. [5] ou Banerjee et al. [1] utilisèrent la 
méthode de rigidité dynamique. Cependant, quelque soit la méthode utilisée, la taille des matrices à 
manipuler dans un problème de vibrations non-linéaires peut devenir rapidement très grande et donc 
amener à des temps de calculs importants. Pour réduire ce coût, différentes techniques existent comme 
la méthode de condensation  proposée par Park et al. [10] ou Lima et al. [9], l'algorithme de Lanczos 
utilisée par Chen [4].  

Dans ce travail, nous considérons la méthode itérative d'ordre élevé proposée dans  Duigou et al 
[8]. Cette méthode est très efficace mais elle demande un temps de calcul important principalement du  
à la taille des matrices à inverser. C'est pourquoi nous proposons d’utiliser une technique de réduction 
de modèles pour diminuer ces temps de calculs.  



2. Problème de vibration 

On considère une plaque sandwich viscoélastique dont la couche centrale est composée d’un 
matériau viscoélastique. Ce dernier induit un module d'Young complexe. L'équation à résoudre pour 
déterminer les valeurs propres de ce type de structure sandwich est alors écrite sous forme discrète: 

 (1)

Où M est la matrice de masse, K(0) est la matrice de rigidité élastique, E(ω) est le module d’Young 
dépendant de la pulsation ω et U représente le vecteur des déplacements nodaux généralisés. La 
matrice ne dépend pas de ω. Duigou [7] a proposé une méthode numérique pour résoudre le 
problème aux valeurs propres non linéaires (1). Cette méthode est basée sur une technique 
d’homotopie et une méthode de perturbation. Le principe est le suivant :  
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1- Un point de départ (U0, p0) avec ( p = iω) est choisi et une solution incrémentale est 
introduite de la façon suivante : 
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2- Après insertion de (2) dans (1) et quelques manipulations, la technique d'homotopie est 
appliquée. Celle-ci consiste à introduire un paramètre ε  tel que pour ε = 0, la correction (ΔU, Δp) 
est égale à zéro et pour ε = 1, le problème non-linéaire  exact (1)  est résolu. 

Ce problème modifié peut par exemple être défini par :  
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Avec opérateur linéaire et , 
résidu initial. 
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3- La technique de perturbation est enfin appliquée.  C'est à dire que  l’incrément (ΔU ,Δp ) est 
cherché sous la forme de séries tronquées en fonction du paramètre de perturbation ε : 
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4- Après insertion de ces séries dans le problème modifié (3), une série de problèmes linéaires à 
chaque ordre est obtenue et résolue. 

Comme le nombre d'inconnues est plus grand que le nombre d'équations, une équation pour 
normaliser le mode est introduite: 

ΔUt G U0 = 0  (5)

Alors, les  problèmes linéaires peuvent être écrits au ième ordre de troncature, sous la forme 
matricielle suivante: 
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Où Lt désigne l'opérateur tangent complexe,  est un vecteur second membre qui diffère à chaque 
ordre 'i' mais qui ne dépend que des variables calculées aux ordres précédents et ( )

nl
iF

T indique 
l'opérateur transposé. 

Les paramètres caractéristiques de cette méthode sont donc l'ordre de troncature des séries (N) et 
un petit paramètre de tolérance qui permet de vérifier si la méthode a convergé vers la solution. Cette 
technique de résolution, appelée méthode de Newton d’ordre élevé donne de bons résultats comparés 
aux résultats trouvés par exemple expérimentalement. L‘inconvénient de cette méthode est le temps de 
calcul, puisque les problèmes à résoudre demandent une triangulation de matrice de grande taille. A 
noter cependant que la méthode de Newton d’ordre élevé ne demande qu’une seule triangulation de 
matrice et la résolution de ‘N’ systèmes linéaires (6) par itération pour une solution initiale (U0, p0). 
Afin de réduire les temps de calcul, les auteurs proposent dans la référence [8] d'utiliser des matrices 
réelles au lieu des matrices consistantes complexes, correspondant à la discrétisation de l’opérateur Lt. 
Cette méthode est plus rapide mais diverge dans quelques cas. L'objectif de ce travail est d'appliquer 
un modèle de réduction à l'algorithme de Newton d'ordre élevé  afin de réduire les temps de calcul tout 
en conservant les propriétés de convergence de l’algorithme. 

 

3. Réduction de modèle 

Le modèle de réduction est appliqué à l'équation (1) : le vecteur de déplacement est projeté sur une 
base de petite dimension:  

uU ℜ=  (7)

Où u est le vecteur réduit et ℜ , la matrice de projection. Cette matrice est construite en utilisant les 
vecteurs propres du problème de vibrations linéaires Φ. Elle est, également, enrichie par des vecteurs 
obtenus en considérant la partie viscoélastique du problème (1), soit d’après la référence [9]:  

[ ]ΨΦ ,=ℜ   (8)

avec les vecteurs solutions des problèmes linéaires suivants :  Ψ

ΦKKΨ v
1(0)−=   (9)

En introduisant la relation (7) dans l'équation (1) et en multipliant à gauche par , on peut écrire 
l’équation (1) sous sa forme réduite:  
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Cette équation réduite est alors résolue en utilisant comme pour le problème de taille réelle, une 
méthode de Newton d’ordre élevé. Un paramètre de perturbation est alors introduit dans l’équation 
(10) et les inconnues  du problème réduit sont cherchées sous la forme de séries entières tronquées à 
l’ordre N par exemple.  
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4. Exemples numériques 

Pour comparer les algorithmes d’ordre élevé avec et sans méthode de réduction, la méthode des 
éléments finis est appliquée. L’élément fini utilisé est l’élément coque sandwich à huit nœuds et huit 
degrés de liberté par nœud développé par Duigou [7] et basé sur l’élément de Büchter et al. [1]. Dans 
un premier temps, le module d’Young de la poutre est considéré complexe constant et dans un 
deuxième temps, il est considéré dépendant de la température. Pour s’assurer de la convergence des 
calculs, un critère basé sur le calcul du résidu est réalisé à chaque pas de la façon suivante : 

δRES ≤  

tel que δ est la tolérance qui doit être fixée pour chaque méthode et  est la norme du vecteur 
résidu calculé pour la méthode de Newton d’ordre élevé à l’aide de l’expression suivante: 
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4.1. Poutre 1 ou exemple avec un module d'Young complexe constant 

L’exemple considéré est une poutre sandwich encastrée libre, composée d’une fine couche centrale 
d’un matériau viscoélastique dont le module d’Young est constant et défini par : 

E= E0(1+iηc) 

Dans cette étude, le paramètre ηc est choisi égal à 1,5 ce qui représente un amortissement 
relativement élevé. La poutre a les propriétés mécaniques et les caractéristiques géométriques 
données dans le Tableau 1. Celle-ci est discrétisée avec 424 d.d.l. comme dans la référence [1]. Les 
paramètres utilisés pour la méthode de Newton d’ordre élevé sont : un ordre de troncature de N=20, 
une tolérance égale à 1.10-7. Pour appliquer la réduction, 20 vecteurs sont utilisés. La base (8) est alors 
composée de 10 vecteurs Φ (issus d’un calcul de vibrations linéaires) et de 10 vecteurs Ψ solutions du 
problème linéaire (9).  Les résultats obtenus par la méthode de Newton d’ordre élevé avec (désignée 
par R-HONA) et sans réduction (HONA) sont donnés dans le tableau 2 pour les 2 premiers modes de 
flexion de la poutre définie dans le Tableau 1. 

Le tableau 2 montre que la technique de réduction proposée permet de retrouver les valeurs 
obtenues à l’aide de la méthode de Newton d’ordre élevé. 

 

Propriétés mécaniques Couches élastiques – 
Aluminium 

Couche viscoélastique 

Module d’Young Ea = 6,9  1010 N/m2 E0 = 1794  103 N/m2 

Coefficient de Poisson υa = 0,3 υp = 0,3 

Masse volumique ρa = 2766 kg/m3 ρp = 968,1 kg/m3 

Epaisseur ha = 1,524 mm hp = 0,172 mm 

Tableau 1. Propriétés mécaniques et géométriques de la poutre 1. 
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Pulsation 
non amortie 

 HONA [8] R-HONA 

Itération 2 3 

Pulsation amortie 70.19647 70.19646 

Coeff. 
d'amortissement 

0.228979 0.228978 

64.32 

ηm / ηc 0.152653 0.152652 

Itération 2 3 

Pulsation amortie 310.4359 310.436 

Coeff. 
d'amortissement 

0.295438 0.295435 

297.85 

ηm / ηc 0.196959 0.196957 

Tableau 2. Les 2 premiers modes de flexion de la poutre 1. E=E0(1+i ηc)= cst, ηc=1.5 et 20 vecteurs dans la base 
de réduction. 

4.2. Poutre 2 ou poutre avec un module d'Young dépendant de la fréquence 

Une deuxième poutre sandwich encastrée-libre de dimension (178*10 mm2) est considérée. Mais cette 
fois, le module d’Young de la couche centrale viscoélastique est variable. Il est représenté par un 
modèle de Maxwell généralisé : 

∑
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1 1i
ii)(

N

=j

jj

00

)
η

+
k
ω(

ω+ωη+k=ωE  
(4)

Le nombre de Maxwell Nmax est égal à 129. Les autres caractéristiques de la poutre sont notées dans le 
tableau 3. 

Pour la simulation élément fini, la température utilisée ici est de 20°C et le nombre de nœuds pour 
la discrétisation est de 53 soit 424 d.d.l.. Les paramètres utilisés par la méthode de Newton d’ordre 
élevé avec et sans réduction sont les suivants : un ordre de troncature de N=20, une  tolérance de 1.10-7 
et 20 vecteurs dans la base de projection.  Les trois premiers modes de flexion sont étudiés.      

Dans le tableau 4, on peut noter que le calcul réalisé par la méthode de Newton d’ordre élevé avec 
ou sans la réduction  diverge lorsque l’on prend un ordre de troncature égal à N=20 pour les séries. 
C’est pourquoi dans le tableau 5, le calcul de fréquences et des amortissements est réalisé en utilisant 
un ordre de troncature de 5. Dans ce cas, les deux algorithmes donnent de bons résultats. 
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Propriétés mécaniques  Couche élastique ‐ Acier  Couche visco‐élastique 

Module d’Young  Ea = 2,1  1011 N/m2 Ep = 27,216  106 N/m2

Coefficient de Poisson υa = 0,3 υp = 0,44 

Masse volumique ρa = 7800 kg/m3 ρp = 1200 kg/m3

Epaisseur  ha = 0,6 mm  hp = 0,045 mm 

Tableau 3. Propriétés de la poutre 2. 

Pulsation 
non amortie 

  HONA  R‐HONA 

Iteration  2  5 

Pulsation amortie  32.7725859  32.7725747 

Coefficient 
d’amortissement 

0.033747927  0.033751093 

ηm / ηc 43.2200279  43.2240829 

29.96 

RES  3.72228416E‐11  1.14015107E‐08 

Iteration  3  4 

Pulsation amortie  197.870522  197.864831 

Damping coefficient  0.0981405456  0.0995990691 

ηm / ηc 125.68586  127.553749 

143.49 

RES  2.53576098E‐12  3.25600381E‐09 

349.78  Iteration  Diverge  Diverge 

Tableau 4. Premiers modes de flexion de la poutre 2. N=20. 
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Mode    HONA  R‐HONA 

Iteration  2  4 

Pulsation amortie  32.7842474  32.785868 

Coefficient 
d’amortissement 

0.0335581189  0.0335753581 

29.99 

ηm / ηc 42.9769478  42.9990273 

Iteration  2  3 

Pulsation amortie  198.384908  198.635266 

Coefficient 
d’amortissement 

0.0928710797  0.0931472569 

143.75 

ηm / ηc 118.937401  119.291092 

Iteration  3  4 

Pulsation amortie  548.090895  548.325729 

Coefficient 
d’amortissement 

0.0922039246  0.117323568 

349.78 

ηm / ηc 118.082993  150.253021 

Tableau 5. Premiers modes de flexion pour la poutre 2. N=5. 

3. Conclusion 

Ce travail porte sur l’étude des vibrations de structures sandwich viscoélastiques. La couche 
centrale entraîne la résolution d’un problème aux valeurs propres non-linéaires. Pour cela, deux 
techniques sont comparées ici : la méthode de Newton d’ordre élevé avec et sans réduction. Deux 
exemples de poutres sandwich viscoélastiques encastrée-libre sont étudiés. La première a un module 
d’Young complexe constant (E= E0(1+iηc))  et la seconde un module d’Young qui dépend de la 
fréquence (modèle de Maxwell pour une température de 20°C). Dans les deux cas, les méthodes 
proposées donnent de bons résultats. Les tests numériques de ce travail montrent que l’utilisation d’un 
ordre de troncature proche de 5 conduit à une meilleure convergence que si l’on choisit un ordre élevé. 
Des tests numériques sur des exemples géométriques plus complexes nécessitant des discrétisations 
spatiales plus fines, sont actuellement en cours afin de quantifier le gain obtenu avec la méthode de 
réduction en terme de temps de calculs. 
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