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Résumé — Cette contribution propose une nouvelle approche des équations du contact-frottement,
basée sur un nouveau schéma d’intégration des équations de la méthode continue. Apres avoir rappelé
les équations de la méthode continue et le schéma d’intégration actuel, le nouveau schéma d’intégration
est présenté. Les propriétés du nouveau schéma d’intégration sont ensuite discutées et illustrées dans le
cas du décollement.

Mots clés — contact-frottant, méthode continue, intégration numérique

1 Introduction

L’approche mortar apparait aujourd’hui comme la méthode disponible dans la littérature la plus
robuste pour traiter les problemes de contact-frottant (cf. Laursen et al. [4]). Elle propose une méthode
d’intégration capable de gérer la non-conformité géométrique des maillages des surfaces des objets en
contact. Néanmoins, cette approche est encore trop cofiteuse pour &tre intégrée dans les codes de calcul
éléments finis industriels et tridimensionnels.

Cette contribution propose une nouvelle approche, basée sur un nouveau schéma d’intégration des
équations de la méthode continue proposée initialement par H. Ben Dia et al. [2, 3, 1]. La méthode
continue propose de transformer les inéquations apparaissant dans la formulation des lois de contact-
frottant par des équations, en introduisant des champs de signe.

La premiére section rappelle les équations de la méthode continue et les méthodes de discrétisation
des champs et des statuts de contact utilisées actuellement. La seconde section présente la nouvelle
méthode de discrétisation basée sur une évaluation des statuts de contact aux nceuds. Le systeme linéaire
a résoudre pour une itération de 1’algorithme de Newton-Raphson est présenté et sa structure est illustrée
sur un exemple.

2 La méthode continue

2.1 Formulation des équations du contact-frottement

On considere la loi de contact de Signorini :
A<0,d,<0,A-d, =0, 1)

ol A est le multiplicateur de contact, ou pression de contact et d,, est le jeu. On introduit le multiplicateur
de Lagrange augmenté g, défini par :

gn = A —Pndy, (2)

ou p, est un réel strictement positif. On définit alors le statut de contact S, par :

| 1, sig, <0 (contact)
Su= { 0, sinon 3)
La loi de Signorini peut alors étre reformulée de fagon équivalente :
1
Sudy +—(1—8,)A =0, “4)

hn



ou h, est un réel strictement positif.
On considere la loi de frottement de Coulomb :
| Rell < 2] & v =0
|R:|| = p|A| & Ja > 0,v; = —0R;, Q)
d, R:=0
ou R; est la réaction de frottement, v est la vitesse de glissement et u est le coefficient de frottement.
La loi de Coulomb peut étre réécrite sous la forme :

Ry =phA, A <1, A vp = [|loe, (6)

ou A est le semi-multiplicateur de frottement. On introduit le multiplicateur de frottement augmenté g
défini par :

g = A +pros. (7

ol pr est un réel strictement positif. On définit alors le statut de frottement Sy par :

5, — 1, si ||gz|| <1 (adhérence) )
70, sinon (glissement)
La loi de Coulomb peut alors &tre reformulée de facon équivalente :
A+ hog
1-S)A+S, |[(1=8S)A=Sthivr—(1=8¢)—F—| =0 9
( u) + u |:( f) f Ut ( f) HA+hT’U‘c” ) ( )

ou A est un réel strictement positif.

2.2 Formulation variationnelle du probleme de contact-frottement

Soit CA = (Hl(Q))Zd, H=H'"?T.)etH= (H*I/Z(Fc))dfl. La formulation variationnelle du
probleme de contact-frottement s’écrit, en quasi-statique :

Trouver (u,A,A) € CAxH x H t.q. V(u' ,A,A") ECAxHxH,
Gin_t (u7U*) + Gext (ux) + Geont (k,u,u*) + Grot (A77\'7u7u*) =0
G (1. 10,0%) = 0 ’

GiEble (A A, u,A") =0

frot

10)

ou Gjy représente le travail des efforts intérieurs, Gex le travail des efforts extérieurs, Geop le travail des
forces de contact, Gy le travail des forces de frottement, G 1a formulation faible de la loi de contact

cont
et GIPle 1a formulation faible de la loi de frottement.

Le travail des forces de contact s’écrit :
Geont(M,u,u’) = —/F S,Mw'],dT . (11)

La formulation faible de la loi de contact est, d’apres (4) :

cont

Ghble () 4, \") = _7/ (1—S,) AL dl"c—/ Sud,\"dT. (12)
hn r(f FU
La vitesse de glissement peut étre réécrite de facon incrémentale :

1
Uy = E[[uﬂ‘ca (13)
ou At est le pas de temps. Le travail des forces frottement s’écrit :

A+ hi[u],
[ A+ hefu].||

ol on a posé he = he /At. La formulation faible de la loi de frottement est, d’aprés (9) :

Girot (A A u,u”) = — /F LAS,SpA - [u']-dl . — /F S, (1—S¢) [u'-dle,  (14)

G (A hun) = |

At ~S,)A-A"dT, - /F \S,Ss[u]- A"dT.—

—uAS, (1 — A————— ). Adl.. (1
s S”( TA+Tn[ule] ()

Il est a noter que dans (15) le terme de frottement (i.e. le terme actif si S, = 1) a été mis a 1’échelle (i.e.
multiplié par uA/h) dans le but de rendre le systéme symétrique.
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Fig. 1 — exemple de contact entre surfaces courbes discrétisées.

2.3 Discrétisation des champs nodaux

La discrétisation de la pression de contact est :

nne

A= Z\]fj?\,j, (16)
=1

ol A; et y; sont respectivement la pression de contact et la fonction de forme associée au nceud esclave

J-
La discrétisation du semi-multiplicateur de frottement s’écrit :

nne

A=Y wilriA)), a7

ot {A} est I’expression du semi-multiplicateur de frottement associé au nceud j dans la base du plan
tangent au point de contact et [7'] la matrice de passage du plan tangent a 1’espace global.
La discrétisation du saut de déplacement est :

nne nnm
/
[u] =} 0ju5— Y dhuy’. (18)
j=1 k=1
On en déduit la discrétisation des jeux :
nne nnm
/
[u, = { X 0jui— Y Ok’ | -m, (19)
j=1 k=1
ou n est la normale a la surface maitre de contact, et la discrétisation des sauts de déplacement tangents :
nne nnm
/
[ule=[Pr] | X 0ju5— ) o’ | (20)
j=1 k=1

ol [Pr] est la matrice de projection sur le plan tangent.

2.4 Discrétisation des statuts de contact

La discrétisation des statuts de contact repose sur une méthode de collocation, i.e. les statuts de
contacts sont évalués aux points d’intégration. On a ainsi pour le travail des forces de contact :

npi nne nne nnm

Gcont(kyuaq"'*) = Z Suc Z Wj(pC)kj Z q)j(pC)uj'* - Z q);((p/c)ukm* n(p/c) @, (21)
c=1 Jj=1 j=1 k=1

ou S, est le statut du point d’intégration c, p. les coordonnées du point d’intégration ¢ sur la surface
esclave et p/. les coordonnées du projeté du point d’intégration ¢ sur la surface maitre.

Considérons la configuration de la Fig. 1. Il s’agit d’une situation typique lorsqu’on considere le cas
de deux cylindres concentriques en contact. Les sauts de déplacement normaux aux nceuds el et e2 sont
nuls.

L’usage de I’équation (18) donne des sauts de déplacement normaux aux points d’intégration a priori
non nuls. Ces jeux sont introduits par la discrétisation des deux surfaces en contact et n’existent pas



dans la réalité. Le probléme revient ainsi a estimer une situation a nceuds contactants avec des points
d’intégration non-contactants.

Supposons que de plus les nceuds el et e2 sont adhérents. Les sauts de déplacement tangents aux
nceuds el et e2 sont nuls. De la méme maniere que pour les jeux, 'usage de 1’équation (20) donne des
sauts de déplacement tangents aux points d’intégration a priori non nuls. Le probleme revient cette fois
a estimer une situation a nceuds adhérents avec des points d’intégration glissants.

3 Nouvelle discrétisation des champs

3.1 Discrétisation des champs nodaux

D’apres (18), la discrétisation du saut de déplacement au noeud j est :

nnm

[ulj = ué— Y ¢, (n))uf, (22)
k=1

ol m; est le projeté sur la surface maitre du nceud esclave j. La discrétisation du jeu au nceud j est alors :

[u]nj = <U§ -y ¢§{(nj)’u2"> n(n;), (23)
k=1

et la discrétisation du saut de déplacement tangent au nceud j est :

[u]<; = [Pr] <u§ —:nzl:%(nj)uf) ~ (24)

On propose une nouvelle approximation du saut de déplacement basée sur 1’interpolation des sauts de

déplacements nodaux :
nne

Mzgme (25)

On en déduit la discrétisation des jeux :

nne

wngmmw (26)

et la discrétisation des sauts de déplacements tangents :

nne

W%zgva 27)

Reprenons I’exemple de la Fig. 1. Les sauts de déplacement normaux aux nceuds el et e2 sont nuls,
soit [u],1 = [u],2 = 0. D’aprés (26), on a donc pour tout point d’intégration :

[w]n = ¢1[u]n +¢2[w] s =0. (28)

Le probleme revient donc a estimer une situation a nceuds contactants avec des points d’intégration
contactants.
Si de plus les neeuds el et e2 sont adhérents, on a [u];; = [u]x = 0. D’apres (27), on a donc pour
tout point d’intégration :
[ulz = ¢1[u]er + ¢2[u] = 0. (29)

Le probleéme revient cette fois-ci a estimer une situation a nceuds adhérents avec des points d’intégration
adhérents.

On a ainsi montré que 1’usage de la nouvelle discrétisation des sauts de déplacement permet de lever
les contradictions observées avec la méthode actuelle.



3.2 Discrétisation des statuts de contact

Les statuts de contact et de frottement sont des fonctions a valeurs dans {0, 1}. Ils vérifient donc
Sa€{0,1}, (1-5,)* € {0,1}, 57 € {0, 1} et (1 —5,)* € {0, 1}. (30)

On ainsi pour le travail des forces de contact :

Geont (M1, u”) = — / (Suh) (Sule’ )T 31)

c

On introduit de nouvelles discrétisation des champs prenant en compte les statuts de contact. La
discrétisation de la pression de contact devient :

nne

Sul: ZSujWJ'?\,j, (32)

j=1

et celle du jeu devient :

Su [u]]n = Z Suj¢j ( Z q)k nj ) (nj> (33)
=1

On obtient donc pour le travail des forces de contact :

Zsujq)l < Zq)k nl > (nl)

dr.. 34)

Gcont(xauyu = / [Z SMJWJ

Le probléme de contact-frottant comporte trois non-linéarités principales :

1. lorientation des reperes de contact dépend de la géométrie de la surface de contact,
2. les équations du contact-frottement dépendent des valeurs de statuts de contact,

3. le seuil de frottement dépend de la pression de contact,

Ces non-linéarités peuvent étre résolues en considérant trois boucles de point fixe imbriquées [2]. On
considere donc dans la suite que 1’on connait la géométrie, les valeurs des statuts de contact et le seuil de
frottement uA,. Les non-linéarités restantes sont résolues en utilisant la méthode de Newton-Raphson.

3.3 Systeme linéaire a résoudre

On introduit pour chaque degré de liberté x la décomposition x = Ax+ dx, out Ax est la valeur cumulée
depuis le début du processus et dx est I’incrément inconnu. En utilisant la nouvelle discrétisation des
champs et les statuts nodaux aux autres termes des équations du contact-frottement, on obtient le systeme
symétrique suivant :

K¢+ [A¢ ] (A, ¢] 4] %)+ 1458 ] gouey
[4,6]" K+ [Am ] ar] |am, |+ A, {féﬁ}
[as]" Az [43] 0]

R R L R N RS A

s+ sy (e + )
oy L+ e+ {und | )
{0y + {3
i)+ st )



Les matrices apparaissant dans le systeme (35) s’écrivent :

[Aeg)y = = [ ihheSiaSi (1= S5) (1= S75) 000, (Pr)" K] [PrldTe, (36)
[Anel; = + /F C:fluxshrsmsuk (1=S7) (1= Sx) 0i0xd’; (i) [Pr]” [Kg][Pr]dT, 37)

A3l = - /r pSuiSuj(l)in{n(ni)}drm (38)
[ARal; = - /FEF‘"sSuiSujS.fiSfj(Pi\lfj[PT}T[T}dl“c, (39)
[Arel;, = - /FcﬂkssmSuj(l —S5i) (1= S¢7) 0w, [Pr]" [Kp][T]dL, (40)
[Anely, = - /F ﬁj_fjuksﬁfsuksuz(l—sfk) (1= S51) 0x0; (1) 010 (r0) [Pr] " [K] [Pr]dT, (41)
A7)y = + [ ¥ SuSuoitnow, (nimy}ar. @
[AR., = + /F UIi‘uszukSuijkajq)kq);(nk)wj[PT]T[T]drca (43)
4y =+ B S (1-85) (151 0t s P AT @4
[Aﬂij = —hln r((l_Sui>(1_Suj)windrca (45)
Whaly = [ 7SS (=50 (1= 5wl (1)~ e (71T, o
[ARsey = /F (1=8u) (1= 8uj) Wiy [T]' [T)dT, 7

ol [/] est le tenseur identité et [Kp] est la matrice tangente symétrique issue de la linéarisation de la

projection sur la boule unité :
1 Ah ® Ah
Kpgl=— | l| - ——5 48
1551~ gz (1) “

ot on a posé Ah = AA + h;[Au].. Les seconds membres apparaissant dans le systéme (35) s’écrivent :

{Li}, = - /F Sui [Z Suij‘lfj] 0i {n(n;)}dr,, (49)
c j:]

Uil = - /r MsSmSﬂMPT]T[ SuiSriwilTI{AA;}| dT, (50)
c j:]

nne Ah

Le = _/ AsSui (1 =S 0iPr)T |Y Sy (1—85) ot | AT, (51

{ f,g}l. Fclu ( f)q)[ T] /;1 J( fJ) HAh’]H

{Lit, = + /F Y Suk [ZSuijWj 0d;(rec) {m () }dTc, (52)
¢ k=1 j=1

() = 4 /F l;luxssukawwﬁ(nk)[Pr]T [21 SuiSyiWi[T] {AA;} | dT, (53)
C k= ]:
U v / T = Ahj
{Lf’g}i = +/1_ Z;uxssuk(l_sfk) ¢k¢i(nk)[PT] Zsuj(l_sfj)m dFC, (54)
ck=1 j=1 J
{Li}, = - /F Sui [ Sujdnj¥; | WidT, (55)
c j:1
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Fig. 2 — exemple de contact-frottement avec décollement.

1 nne
{L%} = Ty (1—=S8u) [Z(l—suj)ij\Ifj ydl, (56)
! n JI. j=1
{Lha};, = / HsSuiS Wil T [ZSu]SfmJ[[Au]]U] dre, (57)
" 1 nne Ah,
PQJ Z‘Aﬁfhad —Sp)wilT [Z&” &,Cwﬁumy}|MhH>dn¢%)
{IRsc}i = /r (1= Su) wilT]" [Z( Sup) WiT1{AA;} | d (59)
c j=1

ol on a posé d,; = [#'~! + Au],, ot z'~! sont les coordonnées au début du pas de temps, et Ah; =
\|IjAAj + hrq)j[[Au]]Tj.

3.4 Illustration dans le cas du décollement

Considérons la situation illustrée par la Figure 2, ou le nceud esclave 1 est adhérent, le nceud esclave
2 est glissant et le nceud esclave 3 est non contactant. Le systeme (35) s’écrit dans ce cas :
— pour la matrice :

u{" x+0 x+0 x+0 0 0 0 x x 0 u+0 0+0 0+0
ug* x+0 x+v x40 % % v X x 0 040 O0+4v 0+0
ug’* x+0 x+0 x+0 O 0 0 0 0 0 0+0 0+0 0+O0
u’l”x 0 % 0 x+v x+v x+v x X 0 u+0 04v 0+0
u? 0 % 0 x+v x+v x+v x X 0 u+0 0+4+v 0+0
ug’" 0 v 0 x+v x+v x+v vy y 0 u+0 O0+4+v 0+0, (60)
A X x 0 X X y 0 0 0

A x x 0 x x y 0 0 0

A, 0 0 0 0 0 0o 0 0 :

Al u+0 0+0 040 u+0 u+0 u+0 0+0 040 040
A; 0+0 O04+v 040 O+v O0+4+v O0+v 04+0 v+0 040
A; 0+0 0+0 04+0 040 O0+0 040 04+0 0+0 0+z

— pour le second membre :
uf x+y+u+0
uf x+y+0+v
u§ x+0+0+40
uf x+y+u+v
ud xtytutv
uf x+y+tut+v

A y+0 D)
A v+0

A 04z

A] u+0+0

A5 0+v+0

A, 0+0+z



x désigne un terme quelconque,

0 un terme identiquement nul,

u un terme pour lequel seule la contribution provenant du contact adhérent 1 est non-nulle,
— v un terme pour lequel seule la contribution provenant du contact glissant 2 est non-nulle,
v un terme pour lequel la contribution provenant du contact non-contactant 3 est nulle,

z un terme pour lequel seule la contribution provenant du contact 3 est non-nulle.

On remarque que les termes dans 1’équation d’équilibre correspondant au contact 3 sont identique-
ment nuls, car ce point de contact est non contactant. Dans 1I’équation d’équilibre, les termes associés au
nceud maftre 3 sont non nuls, car le nceud maftre 3 contribue au contact 2 qui est contactant, bien que le
point de contact 3 soit non contactant.

On remarque que les équations représentant la formulation faible de la loi de contact pour les contacts
1 et 2 (i.e. les équations associées a A| et A, ) ne font intervenir que les déplacements des nceuds, alors
que I’équation représentant la formulation faible de la loi de contact pour le contact 3 ne fait intervenir
que la pression de contact du nceud esclave 3. On constate ainsi que les équations correspondant a des
contraintes de type “jeu de contact nul” pour les contacts contactants sont décorellées des équations
permettant de calculer une pression de contact nulle pour les nceuds non contactants.

On remarque que le nceud esclave 1 qui a le statut adhérent ne contribue qu’aux matrices et seconds
membres associés au statut adhérent dans les équations associées a u‘i’x et A’lk. On remarque aussi que le
nceud esclave 2 qui a le statut glissant ne contribue qu’aux matrices et seconds membres associés au statut
glissant dans les équations associées a ui* et A;. On constate ainsi que les équations correspondant aux
nceuds adhérents sont correctement décorrellées des équations correspondant aux nceuds glissants. Il est
a noter que le fait que les contacts 1 et 2 contribuent aux équations u’{’*, u’Z"k et ug”* est dii a I’assemblage
des éléments de contact.

On remarque que les termes correspondant au frottement pour le contact 3 dans 1’équation d’équi-
libre (i.e. les équations associées a uf* us* ug’* u’{’w u?* et ug”*) sont identiquement nuls, car ce
point de contact est non contactant. On constate que les équations pour les contacts contactants (i.e.
les équations associées a A|, A5, A et A5 ) sont décorellées des équations permettant de calculer un
semi-multiplicateur de frottement pour les nceuds non contactants (i.e. les équations associées a 7»;, A;).

4 Conclusion

Un nouveau schéma d’intégration des équations de la méthode continue pour le contact-frottement,
basée sur une évaluation des statuts de contact aux nceuds, a été proposée. Il conserve les bonnes pro-
priétés du schéma d’intégration actuel, (e.g. la matrice de rigidité reste symétrique), tout en permettant
de définir des statuts cohérents dans des cas complexes tels que le contact entre surface courbes ou les
situations de décollement.

La mise en ceuvre numérique de ce nouveau schéma d’intégration dans le code d’analyse éléments
finis Code_Aster libre est en cours. Le surco(it induit par I’usage de formules de quadrature plus riches,
nécessaires a 1’intégration du saut de déplacement moyen, ainsi que les ordres de convergences attei-
gnables grice a cette méthode sont encore a évaluer.
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