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Résumé — Une approche X-FEM non-conforme est proposée afin de traiter de problèmes CAO définis
par surfaces paramétriques. A la différence de la méthode X-FEM classique où la géométrie est appro-
chée par des levelsets, une description géométrique exacte est considérée ici. Pour cela, on s’inspire sur
la méthode Nurbs-Enhanced Finite Elements (NEFEM) qui propose une approche permettant la création
de mappings géométriques rationnels. Une approximation de haut ordre est elle aussi considérée car la
taille des éléments du maillage de calcul est ainsi indépendante de la géométrie. Dans cette contribution,
seul le cas 2D est considéré : on montre que les taux de convergence optimaux sont obtenus, tant dans le
cas régulier que singulier grâce à l’enrichissement du champ mécanique.
Mots clés — X-FEM, éléments p, Nurbs, CAO.

1 Introduction

Ces dernières années sous l’impulsion des travaux du Prof. Hughes [1, 2], de nombreuses recherches
ont été conduites pour améliorer l’interaction entre la CAO et le calcul numérique. Un des modes de re-
présentation privilégiés est alors la représentation surfacique dite B-Rep. Les surfaces sont alors généra-
lement représentées par des surfaces paramétriques de type NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines),
car cette approche permet de représenter exactement les sections coniques. Il a ainsi été proposé dans [1]
de discrétiser la géométrie ainsi que les champs mécaniques à partir de bases de NURBS. Cette approche
est appelée IGA (isogeometric analysis) et a montré un grand potentiel (voir [3] pour un aperçu récent).
Cependant, IGA souffre encore de certaines limitations, comme une difficulté à raffiner localement ou
de manière anisotrope le maillage. Pour cela l’utilisation de T-Splines [4] a été proposée, mais on est
alors limité à une continuité C1 dans de nombreux cas. Les approches isogeometriques requièrent aussi
la découpe de la géométrie en blocs parallélépipédiques à cause de la forme de l’espace paramétrique, ce
qui peut être difficile à mettre en œuvre automatiquement. On se propose ici de répondre à ces difficultés
en utilisant une approche non-conforme mais cependant géométriquement exacte. Pour cela, la flexibilité
de la méthode X-FEM de haut-ordre est associée à l’approche Nurbs-Enhanced Finite Element [5] afin
de préserver la géométrie du problème.

2 Prise en compte de géométries exactes par une approche non-conforme

2.1 Principe

Considérons une frontière NURBS qui coupe un élément du maillage. L’objectif consiste à prendre
en compte exactement la géométrie de la NURBS lors d’un calcul non-conforme par l’intermédiaire de
sous-éléments Nurbs-Enhanced. La règle d’intégration ainsi définie permet une évaluation consistante
de la formulation faible. Le processus se compose de quatre étapes (voir Figure 1) :

1. Détection des éléments coupés par l’interface. Cette étape nécessite la détermination des intersec-
tions entre les bords de l’élément et la courbe paramétrée.

2. Construction des intersections entre le triangle et la courbe paramétrée (• sur la Figure 1.2) et
détermination de l’intervalle du paramètre correspondant.
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3. Construction de sous-éléments linéaires à partir de ces intersections (Figure 1.3). Parmi les sous-
éléments créés sur cette figure, deux utiliseront le mapping Nurbs-Enhanced (triangles rouge et
bleu).

4. Finalement, le mapping est appliqué aux sous-éléments concernés afin de définir une règle d’inté-
gration adaptée (Figure 1.4).

C(u)

1. 2. 3. 4.

Fig. 1 – Procédure pour la construction de sous-éléments Nurbs-Enhanced

2.2 Nurbs-Enhanced mapping

Il existe une grande variété de mappings permettant de représenter de manière approchée ou non
des géométries quelconques en éléments finis. Parmi ces approches, citons les mappings polynomiaux
qui sont classiquement utilisés. Ceux-ci ne permettent pas une représentation exacte de géométries non
polynomiales. De plus, si les points de collocation du mapping sont répartis de manière régulière sur les
frontières des éléments, la constante de Lebesgue de l’interpolation est loin d’être optimale. Récemment,
Királyfalvi et Szabó [6] ont proposé un mapping dit “Quasi-Regional” basé sur l’utilisation de points de
collocation optimaux. Les auteurs montrent alors qu’il est possible d’obtenir une très bonne continuité
du mapping entre éléments voisins (quasi C2). Dans le cadre des éléments finis de haut ordre (p-FEM),
Szabó et Babuška ont proposé un mapping géométrique exact (Blending Function mapping [7]). Ce map-
ping permet de représenter exactement la géométrie du problème, mais son utilisation est délicate dans
le cas où on a une perte de régularité de la géométrie sur la frontière d’un élément [8]. Ce cas de figure
n’apparaît pas en éléments-finis grâce au mailleur, mais il devient primordial si on traite la géométrie de
manière non-conforme. Dans cette contribution, un mapping Nurbs-Enhanced sera considéré.

Soit un élément dans l’espace physique présenté sur la figure 2(a). Un des bords de cet élément doit
se conformer exactement à une courbe paramétrée C (u). Le mapping Nurbs-Enhanced qui permet de
représenter exactement cette géométrie est écrit par tensorisation de l’espace paramétrique de C restreint
à l’élément (i.e. [ue

1,u
e
2]) avec [0,1] :

(u,θ) ∈ R = [ue
1,u

e
2]× [0,1]

ψ(u,θ) = (1−θ)C (u)+θx3 (1)

Les principales caractéristiques de ce mapping sont les suivantes :
– Il fait apparaître une séparation franche entre la direction paramétrique u et la direction intérieur.

Cela permet de restreindre l’influence de la Nurbs à la variable u.
– Le mapping géométrique ψ est linéaire par rapport à θ. Ainsi, l’intégration selon cette direction

peut être calculée exactement avec peu de points de Gauss.
– Si une perte de régularité géométrique apparaît entre [ue

1,u
e
2] (voir la figure 2(b)), l’intégration est

simplement découpée en plusieurs intervalles (seulement selon u) : [ue
1,u

b
1], [u

b
1,u

b
2], [u

b
2,u

e
2].

– Dans le cas d’une spline, l’intégration de la forme faible peut être exacte en augmentant le nombre
de points de Gauss selon u. Dans le cas d’une Nurbs, l’intégration sera approchée [9].
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Fig. 2 – (a) NURBS Enhanced mapping ; (b) Intégration numérique avec breakpoints

3 Exemple

Soit une plaque infinie contenant un trou circulaire en son centre. La plaque est soumise à une traction
uniaxiale σ∞ = 1.MPa selon l’axe x. La solution analytique de ce problème est disponible dans [10] et
est utilisée comme solution de référence lors d’une étude de convergence. Seul un quart de la plaque est
considéré ici (un carré de côté L = 2.mm avec un trou de rayon a = 1.0mm en son coin inférieur gauche.
Le vecteur contrainte exact correspondant à la solution analytique est ensuite appliqué sur la frontière de
la plaque, et des conditions de symétrie sont imposées. Un module de Young unitaire est considéré, et
le coefficient de poisson vaut 0.3. L’erreur géométrique est évaluée en calculant la surface du domaine.
En pratique, cette erreur est de l’ordre de la précision machine. Une étude de convergence h est mise
en œuvre en utilisant des maillages réguliers contenant de 2 à 32 éléments par côté de la plaque. Les
courbes de convergences sont présentées sur la figure 3 : on voit qu’une convergence optimale est obtenue
pour des approximations polynomiales de degré 1 à 6. Le champ de contrainte brut correspondant à un
polynôme de degré 6 sur un maillage 9×9×2 est présenté sur la figure 4. Finalement, une convergence
p est mise en œuvre sur un maillage contenant 2× 2× 2 éléments. Comme la solution du problème est
analytique, une convergence exponentielle est obtenue.
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Fig. 3 – Plaque infinie : convergence h.

4 Conclusion

La méthode proposée sera validée sur d’autres cas bidimensionnels plus complexes [11]. On s’inté-
ressera à la convergence de l’approche pour divers degrés d’approximation. Le cas de singularités sera lui
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Fig. 4 – Plaque infinie : champ de contraintes brut.
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Fig. 5 – Plaque infinie : convergence p

aussi étudié. Finalement, le couplage de l’approche avec une interpolation des level-sets par sous-grille
[12, 13] sera aussi considéré.
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