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Résumé —

Les temps de résolution de problemes couplés fluide/structure restent a I’heure actuelle importants,
C’est pourquoi une technique de réduction de modele, du type projection sur une base réduite, est ex-
perimentée. Afin d’étudier la faisabilité d’une telle méthode, un modele couplé unidimensionnel a été
réalisé avec un domaine fluide discrétisé par des volumes finis et un domaine solide par des éléments
finis. On impose la continuité des vitesses entre les deux milieux de telle maniere a préserver une énergie
d’interface nulle. Cette méthode permet de rendre plus stable le couplage entre les deux domaines et
de garder I’ordre de convergence de chacun des intégrateurs temporels. Le calcul de la base réduite est
effectué a posteriori grace a une décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD).

Mots clés — Interaction Fluide/Structure, Réduction de modele, POD.

1 Introduction

Afin d’accélérer les temps de calcul, de nouvelles méthodes basées sur la réduction de modele ont
été récemment mises au point (e.g. [1]). L’idée centrale est de rechercher la solution dans un sous espace
réduit et d’adapter ce sous espace au fur et a mesure des itérations. Afin d’étudier une possible application
de ces méthodes de réduction a priori a un probléme couplé fluide/structure, une étude de réduction de
modele a posteriori a été effectuée sur un probleéme unidimensionnel.

Le probléme considéré est une poutre encastrée en contact avec un fluide compressible. la structure
est discretisée a I’aide de la méthode des éléments finis et d’un schéma temporel de Newmark. Les
équations du milieu fluide, sous leur forme conservative, sont traitées par la méthode des volumes finis.

poutre fluide acoustique |—> Vimp

Fig. 1 — modele 1D

Afin de relier les deux domaines, une approche duale a été adoptée. La continuité des vitesses a
I’interface est imposée sur I’intervalle de temps |[f,,,7,+1] de maniére a ce que 1’énergie d’interface soit
exactement nulle (c.f. [2],[3]).

Pour étudier I’efficacité des techniques de réduction de modele, une base réduite a été calculée a
posteriori grace a une décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) car elle fournit par défi-
nition la meilleure base de dimension réduite. Ce calcul a été réalisé par une décomposition en valeurs
singulieres (SVD) de la matrice solution espace temps.



2 Description du probleme solide

2.1 Mise en équation

La partie structure est modélisée par une poutre en traction-compression de longueur L et de section
S. Elle est encastrée a sa base (x = 0). les caractéristiques du materiau sont le module d’ Young E et sa
masse volumique py. On impose a I’extrémité droite une force A. Soit u le champ de déplacement inconnu
de la poutre, le probleme peut se mettre sous la formulation forte suivante :

wl>
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Fig. 2 — Schéma du modele structure 1D étudié
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On exprime cette équation sous la formulation faible : il suffit de multiplier par une fonction test v
cinématiquement admissible a O et de réaliser une intégration par partie pour faire ressortir les conditions
aux limites.
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2.2 Discretisation

la structure est discretisée par la méthode des éléments finis. le champ de déplacement solution
est approximé par une combinaison linaire finie de fonction que 1’on résume par I’équation suivante
u(x,t) = N(x)u(r). La méme approximation est faite pour la fonction test.

T
vy ({ / Ps NTNdQ]u+[ / ESaN%NdQ} LZA) =
X

On obtient finalement 1’équation semi-discretisée bien connue que I’on exprime plus succintement a
I’aide de la matrice de masse M et de la matrice de raideur K.

Mii +Ku+L'A =0 3)
La discretisation temporelle a été effectuée avec un schéma classique de Newmark :
'l = W+ (1 — ) Arii” 4 yAriE ! 4)

't = WA+ ( - B> A"+ PALET! (5)

3 Description du probleme fluide

3.1 Mise en équation

La partie fluide est un gaz dans une cavité de longueur L et de section S. Le probleme est donc
modelisé par un fluide accoustique de célérité c et de masse volumique moyenne pg. une pression est
appliquée a I’extremité gauche tandis que 1’on impose une vitesse sur 1’extremité droite.



A

Fig. 3 — Schéma du modele fluide 1D étudié
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On peut reformuler ce systtme d’équations au dérivées partielles en posant un vecteur d’état U =

[P,pov]” contenant les variables conservative du probleme.
oU OoF
—~ 4+ =0 7
or " ax @

avec U:<p>, F =AU, A:(Oz 1),
Pov ¢t 0

3.2 Discretisation

le domaine fluide est discretisé par la méthode des volumes finis. Elle consiste a effectuer un bilan
de flux sur chaque volume de contrdle K;. Pour cela, il suffit d’intégrer 1’équation (7) sur la cellule de
contrdle K.

D=

Ll

i—1 i i+1

Fig. 4 — Exemple de volume de contrdle K;

d
—/UdQ—&-?{ FdS=0
dr Jk, IK;

On approxime I’intégrale de volume a 1’aide sa valeur U; au centre de la cellule. Il ne reste plus qu’a
connaitre les flux sur 0K; ./, et dK;_ .

dy;
Axid7;+F} %*F,-,%ZO ()

Nous utiliserons par la suite deux types de schéma courant : différence centrée (Central Differencing) ou
différence décentrée amont (Upwind Differencing). La premiére méthode consiste en une moyenne des
valeurs au centre des cellules adjacentes :

1
Fyi= EA(U,-+U,-+1) )

La deuxieme méthode décompose le flux en deux parties : un flux entrant et un flux sortant. I’interpolation
de la variable U, du centre des cellules au bord, est différente selon le flux sortant ou entrant.

F}-i-% :A+Ui+A7U,'+1 (10)

Lic 1 1l /(—c 1
+_ - _
avec A (02 C) et A <02 c)
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il ne reste plus qu’a introduire un schéma de discretisation temporelle. On integre I’équation (8) sur
Iintervalle [t,,f,+1] :

Int1
1
Ax; (UM —up) +A (Fi-i-% —Fi_%> (1)dt =0 (11)
Int1
En posant U F(t)dt = At(1— 8)F" + AtOF™! (12)

In

Les divers valeurs de 6 définissent les schémas d’intégration : 6 = 0 Euler explicite, 6 = 1/2 Crank-
Nicholson, 8 = 1 Euler implicite.

4 algorithme de couplage conservatif en énergie

4.1 Energie d’interface nulle

Afin de relier le domaine fluide et le domaine structure, la continuité des vitesses a I’interface a été
recherchée. La démarche suivie pour imposer une énergie d’interface nulle est dans la continuité de [2]
et [3]. Elle repose sur deux idées : prendre ’inconnue d’interface moyen A, sur 'intervalle de temps
[tn,t,+1] au lieu de A(t,+1) ; assurer la continuité des vitesse moyenne sur ’intervalle de temps [t,,,2,,+1].

N—|—2
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Fig. 5 — Discretisation du modele complet

A partir du bilan d’énergie discretisé pour le schéma de Newmark, on remarque que travail des efforts
a I'interface fait intervenir le parametre d’intégration y. Ce n’est plus le cas si I’on pose successivement :

Ay = YAy 1+ (1 —=7)A;,  (structure) (13)
A=0M  +(1—0)A, (fluide) (14)

D’apres [3], en considérant que I’effort d’interface est constant sur 1’intervalle de temps [t,,#,+1], il
est possible de conclure une énergie d’interface nulle si 1’on a assuré la continuité des vitesses d’interface
intégrées sur le pas de temps (v, = iy et v = vy ).

AW = /thr1 AV — v}) dr = M/ZHH (vi— v;) dr
ty In

n . fie1 I I
AW'=0 si /t (vi—vi)dr=0 (15)

n

4.2 Algorithme de couplage

Si I’on réécrit le probléme discretisé complet, un systeme de la forme suivante est obtenu :

A, 0 LT\ [x, by
0 Ay Li||xs| =0y (16)
Ly Ly 0 A b;

Afin de garder une mise en oeuvre partitionnée, le probleme est résolu en trois étapes :
— Résolution des probléemes sans liaison :

Asle = b,
AfXSfl = bf



— Résolution du probléme d’interface :
H)\ = L% + fojcl —b; (17)

avec H=LA['L{ +L/A;'L} (18)
— Résolution des problemes avec liaison :
Ax? 4+ LA = 0
A fX?cl +L f)\, =0
La solution finale est :
x; = x x4
Xp = chl + thlcl

La seule difficulté de cette méthode est d’obtenir I’opérateur d’interface H.

5 Réduction de modele

5.1 Projection sur une base réduite

Pour réduire le nombre d’inconnues d’un systeéme, il peut étre interessant de rechercher la solution
d’un systeme linéraire (19) dans un sous espace Q.

Ax=b (19)

Pour obtenir un systeme d’équation nous permettant de trouver une solution dans le sous espace Q, il
faut effectuer une projection de 1’équation (19). La plus courante est celle de Galerkin. Si la matrice A
est symétrique définie positive, elle correspond a la minimisation d’une énergie dans le sous-espace Q :

min (;XTAX - be> — [Q"AQ]-x=Q'b  (G) (20)

Il est aussi possible d’utiliser d’autres types de projection. on peut essayer de minimiser le résidu de
I’équation. On obtient la solution dans Q au sens des moindres carré.

min|Ax—b[l, = [(AQ)'(AQ]-%=(AQ)'D  (MR) 1)

Dans un probleme d’interaction fluide/structure, si nous disposons de bases réduites (Q;,Q) dans chaque
domaine, il est possible d’estimer 1’opérateur d’interface a 1’aide des modeles réduits. Voici un exemple
avec une projection de Garlerkin dans chaque domaine :

H= |L,Q,(Q7A,Q,) 'LTQ! +L,Q/(Q7A,Q/) 'LIQ}| (G) (22)

5.2 Choix de la base réduite

Toute la difficulté réside dans le choix d’une base réduite Q. Il existe plusieurs possibilités notamment
une base formée a partir des modes propres du systeme. Afin d’étudier la réductibilité du probleme ainsi
que la qualité des projections sur le sous-espace réduit, le choix s’est porté vers une décomposition
orthogonale aux valeurs propres (POD). Connaissant la solution & différents instants :

xl(tl) xl(tm)
e @3

XN(II) e XN(lm)



La POD consiste a trouver une suite de vecteur maximisant la colinérité avec 1’ensemble de vecteur
représenté par X. Cet outil statistique permet de trouver les meilleurs sous-espaces réduits pour repré-
senter approximativement X. Les vecteurs POD peuvent &tre calculer en effectuant une décomposition
en valeurs singuliere (SVD) de la matrice X.

min(N,m)
X=USV= Y swv(, (24)
k=1

On peut alors récuperer les premiers vecteurs issus de la POD pour former une base réduite : Q =
[uy,---,u,]. On parle alors de réduction de modele a posteriori car il est nécessaire de connaitre déja la
solution pour apres réduire la dimension du modele.

Les valeurs singuliéres s; ont une importance pour nous décrire la réductibilité de notre probleme.
En effet s’il I’on sélectionne que les r premiers termes de la somme de (24), la matrice ainsi formée X
représente la meilleure solution dans le sous-espace Q pour la norme matricielle de Frobenius (théoréme
d’Eckart-Young).

,
X= Zskukv,{, r<N
k=1

min(N,m)
[X-X[;= ¥ s @3)
k=r+1
Les valeurs singulieres nous permettent d’estimer une erreur minimale qui sera faite avec le modele
réduit dans chaque sous domaine. Grace a la formule (25), plus la suite de valeurs singulieres décroit
rapidement, plus le probléme est réductible.

6 Résultats numériques

Pour le probléme un 1D, les parametres materiaux ont été pris pour avoir une célérité identique dans
chaque domaine (1 m.s~!). chaque domaine est d’une longueur égal a 1 m. la poutre est discretisée avec
1000 éléments et la cavité fluide avec 500 volumes de contrdle (1000 inconnues dans chaque domaine).
A I’instant initial tous les champs sont nuls. On impose une vitesse sur le bord de la cavité. Par la suite,
pour le schéma volume fini, le flux a été estimé par un schéma centré et ’intégration temporelle par un
schéma de crank-nicholson (6 = %).

j poutre | fluide acoustique |~ Vimp

N

Fig. 6 — Modele

temps

02\ 04/ 06 08 1

Fig. 7 — Déplacement imposé



Indépendamment du choix des parametres d’intégration du schéma de Newmark, 1’énergie d’inter-
face a été observée nulle comme le montre la figure 8.

1
cinetique
—— potentielle
0.8 | —— mecanique
interface
o 06
20
)
=
Ho04 |
0.2t
0 : : : >
0 1 2 3 4

temps

Fig. 8 — Bilan d’énergie

La comparaison entre 1’erreur minimale défini avec (25) et 'erreur réellement effectué ( modele
réduit POD / modele non réduit) permet de mettre en relief la qualité des projections sur chaque domaine.
les figures 9 et 10 affichent I’erreur lorsque que 1’on réduit un seul domaine. La figure 11 montre 1’erreur
sur chaque domaine lorsque I’on réduit les deux domaines.

T I I I I I I
0 + —— Erreur minimiale 4 —— Erreur minimale
107 + POD/Galerkin || 107" | + POD/Galerkin
1075 | 1 107 )
= St
3 3
£ 2o
m10~10 | 1m0 N
B S S e e e
10—15 [ 10716 [ ]
10720 L ! ! ! ! [ 10721 L ! ! ! ! [
0 200 400 600 800 1,000 0 200 400 600 800 1,000
taille de la base reduite taille de la base reduite

Fig. 9 — Comparaison entre I’erreur minimale et I’erreur réelle pour différente taille de base réduite POD
(domaine solide a gauche, domaine fluide a droite)

On peut remarquer que la projection est moins efficace du coté fluide a cause de la présence de
matrice non-symétrique. Dans ce cas de figure, une projection au sens des moindres carré (minimisation
du résidu) se révele plus interessante. En observant plus précisément 1’erreur commise par le modele
réduit (fluide et structure) sur la figure 11, il est possible d’avoir un modele précis 2 1072 en ne retenant
que quelques dizaines de vecteurs sur mille. Le probleme d’interface semble ne pas étre excessivement
influencé par la réduction de modele.
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Fig. 10 — Comparaison entre 1’erreur minimale et I’erreur réelle pour différente taille de base réduite
POD (domaine solide & gauche, domaine fluide a droite)

100 . —— Erreur minimale [ 100 | ——  Erreur minimale |
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Fig. 11 — Comparaison entre 1’erreur minimale et 1’erreur réelle pour différente taille de base réduite
POD (domaine solide a gauche, domaine fluide a droite)
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