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Résumé — Ce travail propose d’investiguer I’extension des méthodes XFEM [1][2] a I’approche Isogéo-
métrique [3][4]. Apres présentation du cas test utilisé et discussion des méthodes permettant d’imposer
convenablement les conditions aux limites, nous présentons les conditions permettant une convergence
optimale quel que soit le degré des fonctions NURBS utilisées pour le calcul. Nous conclurons ensuite
sur I’efficacité d’une telle approche en comparaison aux éléments fins classiques enrichis.
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1 Introduction

Les méthodes XFEM ont prouvé leur efficacité pour la modélisation sans remaillage de discontinu-
ités. Elles trouvent un domaine de prédilection dans celui de la mécanique de la rupture. Et permettent
de garantir une convergence optimale méme en présence d’une singularité de type pointe de fissure.
L’objet de ce travail [5] est d’évaluer la compatibilité des méthodes XFEM avec une approche Isogéo-
métrique. Cette derniere, permet de construire une approximation de plus haut degré tout en gardant un
nombre raisonnable de degrés de liberté. Cette capacité provient du support élevé des fonctions de base
lorsqu’elle sont utilisées avec une continuité élevée.
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Fig. 1 — Fonctions de base pour 5 éléments en dimension 1.

La Fig. 1 illustre cette propriété : Fig. 1(a) en degré 1 et Fig. 1(c) en degré 2 sont représentés des
maillages typiques de la méthode des éléments finis (méme si des polyndmes de Lagrange sont plus
classiques). Le tableau 1 permet de constater les différences induites par les stratégies de remaillage,
celons que I’on augmente le degré avant ou apres raffinement, la continuité est affectée ainsi que le
nombre de points de contrdle. De maniere générale, on essaie de raffiner le maillage avant d’élever le
degré pour garantir une continuité maximale (sur I’ensemble du domaine) et un nombre minimal de
points de contrdle, c’est le raffinement de type k [4].



Degré | Multiplicité | Eléments H Continuité | Points de controle

1 1 1 0 2
2 2 1 C! 3
1 1 5 Y 6
2 1 5 C! 7
2 2 5 0 11

Tableau 1 — Raffinement de type &, p et k [3].

L’ approche Isogéométrique permet surtout de mailler exactement des géométries telles que des cer-
cles, des tubes (Cf. Fig. 2) ou des courbes avec tres peu d’éléments alors qu’un niveau élevé de raffine-
ment est nécessaire avec des éléments finis classiques (linéaires par exemple).

Fig. 2 — Maillage d’un tube par 12 éléments linéaires suivant le rayon et quadratiques suivant les deux
autres directions (orthoradiale et longitudinale) ; champ de température grossier.

2 Cas test

Nous considérons une géométrie simple fendue sur sa moitié€ telle que représentée Fig. 3(a).
Le champ de déplacement théorique en mode I pur donné équation (1) est imposé sur le bord du
domaine.
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La précision du calcul est évaluée en comparant le facteur d’intensité des contraintes imposé et celui
identifié a I'intérieur du domaine. Selon le type d’enrichissement, K représente directement le degré de
liberté associé a I’enrichissement en pointe de fissure ou alors, celui-ci est identifié en minimisant J(K;)
définie équation (2) sur Q4, un domaine entourant la pointe de fissure.
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L’introduction de la méthode de Gauss pour calculer de maniere discrete cette intégrale conduit a I’équa-
tion (3) dans laquelle w, et x, sont respectivement les poids et positions des points de gauss.
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Pour pouvoir intégrer correctement les champs asymptotiques en pointe de fissure, une méthode
reposant sur un paramétrage quasi-polaire des sous-éléments [6] a été utilisée telle qu’illustrée Fig. 3(b).
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Fig. 3 — Cas test : géométrie fissurée en mode I pur et stratégie d’intégration.

3 Imposition des conditions aux limites

Les fonctions NURBS ne satisfaisant pas la propriété du delta de Kronecker, un soin particulier doit
étre porté a I’imposition des conditions aux limites. Une minimisation des moindres carrés est utilisée
ici. Pour cela un ensemble de points P est considéré affin d’évaluer le champ de déplacement. La fonc-
tionnelle J est alors créée équation (4).
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C’est la somme des carrés des écarts sur le déplacement théorique (en mode I pur), 4?7 représente
alors I’ensemble des indices des fonctions de base non nulles autours du point p.

En écrivant la stationnarité de J vis a vis des parametres q, recherchés, on obtient le systeme donné
équation (5).
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Finalement, la valeur du déplacement des points de contrdle est ensuite obtenue par inversion du systéme.
Une étude de convergence a permis de vérifier la précision de notre méthode d’imposition des dé-
placements aux bords. La Fig. 4 illustre bien la convergence optimale observée sur la norme L, apres
raffinement et ce pour un degré variant de 1 a 4.

4 Enrichissements et compatibilité

Nous cherchons ici a utiliser les capacités de XFEM pour prendre en compte la fissure sans re-
maillage. Nous avons donc commencé par introduire un enrichissement de type Heaviside. Ensuite, pour
vérifier I’ optimalité de la méthode, nous avons également introduit un enrichissement permettant de pren-
dre en compte les champs asymptotiques en pointe de fissure. Dans notre cas, nous avons simplement
ajouté le déplacement théorique en mode I pur défini équation (1) & notre approximation.

La compatibilité entre les différentes zones est un point capital qui nécessite quelques précautions
dans le cas d’une approche Isogéométrique.
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Fig. 4 — Convergence de I’erreur sur la norme L, de I’imposition des déplacements aux bords.

Beaucoup de méthodes développées dans XFEM pour assurer la compatibilité sont basées sur 1’hy-
potheése de nceuds interpolant aux coins des élément, hypothese qui est fondée pour des éléments fins
possédant des fonctions de base satisfaisant la propriété du delta de Kronecker. Dans le cas des NURBS
les points de contrdle jouent le role des nceuds élément fins mais de maniere plus générale. Le shifting
par exemple qui consiste a soustraire la valeur de 1’enrichissement au nceud n’est pas applicable dans
ce cas. Nous nous focalisons donc sur une technique de blending, multipliant notre enrichissement par
une fonction évanescente sur le bord du domaine enrichi. Cette approche est schématisée Fig. 5 ou B,
et B sont des pondérations respectivement des enrichissements Heaviside et pointe de fissure. Elle per-
met d’assurer une bonne compatibilité entre la pointe de fissure et le reste du domaine (fissuré ou non
enrichi).
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Fig. 5 — Compatibilité assurée par blending, représentation des fonctions B, et B.

Cette approche par blending est introduite dans I’approximation équation (6). En effet, pour garantir
une convergence optimale, la zone enrichie en pointe de fissure doit rester comparable apres raffinement
du maillage. Il est donc déconseillé de n’enrichir que 1’élément contenant la point de fissure qui voit
sa taille réduire avec le degré de raffinement. L’allure de B+ doit donc rester la méme au cours du
raffinement.

u= Y Nag,+ByH Y Nuq,+Brugq (6)
AeN AleH
Méme si la zone enrichie garde une taille constant avec cette approche, nous avons pu constater
numériquement une convergence dégradée avec les fonctions B, et By telles que représentées Fig. 5 qui
ne sont que C” sur le domaine. L’ explication vient de la différence de continuité entre la partie classique
et les enrichissements.



Pour palier ce probléme, il convient de garder un méme support pour les enrichissements et pour la
partie continue de la solution. Cette contrainte provient du caractere hautement continu de la solution
NURBS qui, contrairement 2 une solution élément fini classique, peut étre C”~! (ou p est le degré) sur
I’ensemble du domaine. Ici, la continuité élevée de 1’approximation NURBS impose une forme partic-
uliere a la fonction support de nos enrichissement. De plus, pour vérifier une convergence, le support de
I’enrichissement doit rester invariant quel que soit le degré de raffinement du maillage.
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Nous proposons donc la formulation de I’équation (7) pour laquelle N4 sont les fonctions d’inter-
polation NURBS, g,, les positions des points de controle, H est la fonction Heaviside, ug, est I’en-
richissement en pointe de fissure, Bi,[ et BY, permettent de construire le support des enrichissements en
s’appuyant sur les fonctions utilisées pour le calcul. Enfin, ¢ v €t gar sont les degrés de libert¢ introduits
pour I’enrichissement. Ici, A est I’ensemble des indices des fonctions de base, H est I’ensemble des
indices des fonctions de base utilisées comme support pour 1’enrichissement de type Heaviside et T est

I’ensemble des indices des fonctions de base utilisées comme support pour I’enrichissement en pointe de
fissure.

5 Convergence optimale

Cette formulation permet d’atteindre une convergence optimale, testée jusqu’au degré 4 en terme de
taille d’élément.
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Fig. 6 — Convergence sur la norme H; pour la formulation de 1’équation (7).

La Fig. 6(a) atteste de la vitesse de convergence de la méthode. Asymptotiquement, les tendances
NURBS tangentent par le haut leurs homologues éléments finis de méme degré. Une conclusion hative
qualifierait les éléments finis de plus efficaces.

En pratique, c’est le cofit effectif du calcul qu’il convient de comparer. Celui-ci est tres fortement
lié au nombre de degrés de liberté dans le maillage, et c’est la que les NURBS présentent un tres grand
avantage. En terme de degrés de liberté, I’ efficacité des NURBS sur les éléments fins classiques (C° entre
les éléments) est clairement illustrée Fig. 6(b). Pour atteindre une erreur relative de 10~8 sur le facteur
d’intensité des contraintes, avec des fonctions de degré 4, il faut presque 10 fois plus de degrés de liberté
aux éléments finis (C entre les éléments) qu’aux éléments NURBS (ayant une multiplicité de 1 et donc
une continuité C* sur I’ensemble du domaine).

Une telle approche permet donc de tirer pleinement partie des deux méthodes ; I’approche Isogéométrique
qui, grace a la continuité accrue de I’approximation construite, s’avere étre tres efficace pour représenter



les phénomenes classiques de la mécanique des milieux continus et I’approche XFEM qui étend cette
efficacité aux phénomenes discontinus ou singuliers.
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