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Résumé — Nous présentons dans cet article une méthode de paramétrage innovante, basée sur la for-
mulation de coques minces de Koiter, et couplée a I’utilisation de patchs de Bézier. On montre qu’il
est possible d’obtenir un paramétrage efficace pour I’optimisation, en particulier qui permet une large
exploration de I’espace de conception ainsi que le calcul des gradients de forme pour différents criteres
de dimensionnement.
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1 Introduction

Afin d’améliorer la qualité des solutions proposées par 1’optimisation dans les processus de concep-
tion, il est important de se donner des outils permettant a I’optimiseur de parcourir 1’espace de concep-
tion le plus largement possible. Nous présentons ici une méthode efficace pour I’ optimisation, qui permet
d’importantes modifications de forme.

Nous proposons une méthode qui consiste a exploiter la formulation de Koiter des équations de
coques [1], celle-ci intégrant parametres de forme et mécanique, afin de 1’utiliser pour faire de I’ opti-
misation de forme sur critéres mécaniques. Cette méthode a par ailleurs pour avantage de permettre le
calcul des gradients. D’autre part, nous proposons de la coupler a I’utilisation des points de contrdles de
carreaux de Bézier comme parametres d’optimisation, et ainsi, de limiter au strict nécessaire le nombre
de variables du probleme d’optimisation, tout en permettant une large exploration de I’espace de concep-
tion.

Nous présentons dans cet article les éléments théoriques qui permettent de mettre en ceuvre cette
méthode, puis nous I’appliquons a deux fonctions de forme différentes afin de montrer son efficacité.

2 Paramétrage de forme surfacique

L’utilisation de la formulation de coques minces de Koiter [1] nous permet, en utilisant une écriture
curviligne des équations d’élasticité [2, 3], d’introduire des parametres de formes dans les équations mé-
caniques. Cette écriture fait intervenir des éléments de géométrie différentielle que nous allons détailler
dans un premier temps, puis nous allons énoncer la formulation de Koiter, et ainsi, voir qu’il existe un
dépendance aux parametres de forme. Nous proposons d’exploiter cette dépendance pour calculer les
gradients de formes de différents criteres mécaniques.

2.1 Eléments de géométrie différentielle

Soit € une forme surfacique 3D, on définit alors la fonction de forme ¢ qui associe un domaine de
référence bidimensionnel €2y au domaine Q (voir figure 1) par :

(€1,&) € Qo — 9(E1,&2) ER’ )]

On définit alors les bases locales covariantes (2) et contra-variantes (3) ainsi que la premiere (4) et la
seconde forme fondamentale (6) de la fonction @. Dans la suite de cet article, les indices grecs prennent



&

Qo

Fig. 1 — Représentation d’une géométrie Q a 1’aide d’une fonction de forme associée et d’un plan de
référence Qg

leurs valeurs dans {1,2} et les indices latins les prennent dans {1,2,3}. A partir de (5), on peut calculer
I’élément d’aire de la surface dS = \/ad&,d&;.

_ eL0)

@ = Pe= 5,

o Zi]Xﬁz (2)
a3 = 75 5
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Qop = apg = do, " dg 4)
a=det(aqp) (%)
bag = bpo, = —dq - d3 5 = d3 - dp g (6)

Le tenseur métrique (aaﬁ) permet alors de passer de la base covariante a la base contravariante a I’aide
de la relation (7) ot (a®®) est I'inverse de la matrice (o).

Gy = aaBa’B, a* = a“BEiB, a®® = g*. g = 4B @)

De méme, on peut définir les composantes mixtes (8) et contravariantes (9) de la seconde forme fonda-
mentale, ou inversement, calculer les composantes covariantes a partir des composantes contravariantes
correspondantes (10).

b = by 8)
b8 = a®qPVp,, 9
bag = depb = agrapyb™ (10)

On définit alors le symbole de Christoffel (11) qui permet de calculer les dérivées des vecteurs de base

dans le repere global.

Apres avoir défini les bases de la géométrie différentielle, on peut calculer la surface moyenne d’une
coque mince. Cette surface moyenne nous permet alors de poser les équations de coques comme nous
allons le voir dans la section suivante.



2.2 Le modéele linéaire de Koiter

On propose de calculer les matrices de masse et de rigidité dans le cadre de la théorie des coques de
Koiter, basé sur les hypotheéses de Kirchhoff-Love. On repart de la formulation variationnelle classique
d’un probleme d’élasticité :

Trouver i € Uy, tel que a (id,V) = f(V), W e Uy (12)

Uyq est un sous-espace de H'(Qp) qui permet de prendre en compte les conditions aux limites (en-
castrement en périphérie, bord libre, etc.), on définit les expressions suivantes, qui correspondent aux
formulations classiques de I’élasticité :

o L B I
a(i,v) = /Q SE“BGTYOLB(M)YM(V)+gEaﬁctpaB(u)pm(v)ﬁd&ldiz (13)
0
F¥) = /Q B /adedEs + /r NT 4+ M®(v3.q + bhvy) dy (14)
0 0

ol Yops défini en (15), est le tenseur des taux de déformations en membrane, Pop> défini en (16), est le
tenseur des taux de déformations en flexion, et E*BT e tenseur d’élasticité, dont nous définissons la loi
pour un matériau isotrope en (17). Les composantes covariantes du déplacement de la coque, #, sont
mesurées par rapport a sa configuration de référence Q = @(Qy), (u; (&1, &2))13:1 qui sont exprimées dans
la base contravariante au point @(&;,&;). Le tenseur de déformation en membrane s’écrit de la maniere
suivante (on utilise la convention de sommation d’Einstein)

N S, .
Yap (i) = > (aﬁu-aa+aqu-ag)

1 (15)

= 5 (aﬁua + auuB) — Fgﬁuc — ba5u3

et le tenseur des déformations en flexion
Pap (i) = (8 pli — Fg[}acﬁ) -3 (16)
=dgput3 — Fgﬁacug — bobspiis (16,)
+ bg (aBM(; - r¢6u1> + b% (a(xuf[ - Fgruc) (l6b)
+ (Babé +TEbS — rgﬂbg) " (16.)
2VvE E

EoBot — T2 jvz a*Bao" + Tov (ao“’aBT + amaﬁc) (17)

On note que la dépendance de cette formulation aux parametres de forme intervient au travers des ten-
seurs métriques et des symboles de Christoffel.

2.3 Equation dynamique d’une coque mince

On cherche le déplacement de la coque U(&;,&,,E3,1) exprimé dans le repere global : U = i +
E3(u3q + b uy )@*, on rappelle que i = u;d’ et U3|q, = U3 g, solution de du probleme (18) :

Trouver le déplacement i € U, tel que :

Qi
b(aﬁ)*"(ﬁi):f(m), VW € Uy (18)
avec i .
9% QU
b ygvﬁ = p%vm,
Q
(19)

dQ = (1-b5&s + (£3)?) d&sdS
dS = \/ad&,dg,



Grace aux expressions de UetV,on peut expliciter b(i, V) sous la forme suivante :
82ﬁ 5 v § .. A\ =00 i A —0
b 37 = Qp [ul-a + &3 (ti3), + bty )@ ] [via + &3 (V30 + D) } dQ (20)

On développe et on intégre dans 1’épaisseur suivant &3, en prenant o(€?) on obtient alors une écriture
approchée de b sous la forme :

CE &€ 12 o . -
b(atza\/> ~ /ng[(l +3(b1b2—b1b2)> (aaBMQVB+M3V3>

(2D
+ € 4B (i) + bliin) + (iiqvs|p + lizjqvp + 2b%iinvg)bn) } Vadt,dt,

On peut alors envisager le calcul des gradients de forme pour différents criteres mécaniques.

3 Calcul de la dérivée par rapport a ¢

On définit le probleme () d’optimisation de forme (22) comme un ensemble formé d’une équation
d’état (souvent représenté par sa formulation faible), une fonction de cott J, dépendant de la forme ¢.

a‘P(ﬁa ‘_;) = f(P(‘_;)
() { arg min Jo(ii) (22)
(S gad
On écrit le lagrangien conformément a [4] sous la forme suivante :
L(,ii,V) = Jo(if) — 03Py (1)V (23)

ou la fonctionnelle Py est 1’énergie potentielle de la coque, dans le cas lin€aire, elle s’€crit sous la forme :

Py(7) = a(7,7) ~ £(9) @)

3.1 Probleme direct :

L’équation d’état s’écrit donc : Pour ¢ € Gy et v e V donnés, on considere le probleme :
Trouver gy € V tel que 9y L ((p, U, 17) w=0, VYweV (25)

soit encore :

3.2 Probleme adjoint :
L’équation d’état adjoint s’écrit : Pour ¢ € G,4 donnée et pour iy € V solution de I’équation d’état (25),
on considere le nouveau probléme :

Trouver ¥y € V tel que 9L (@, iig, Vo) W =0, VW eV (27)

On en déduit donc :
0L (9, i, Vo) ¥ = 9zl (i)W — 0 ;P (iip) (Vo) (28)



3.3 Dérivée de forme de I’objectif :

On cherche a exprimer la dérivée de Jy par rapport a la forme : DJy\, pour cela, on remarque que
Jo=L ((p, U, Vq,), avec iig et Vg les solutions du probleme direct et du probleme adjoint respectivement.
On écrit alors la dérivée au sens dérivée de Fréchet :

Dlgy = DoL (9,iiy,Ve) ¥
= 9oL (0, tg, Vo) ¥

Avec (25) et (27) on en déduit que DJoW = 0L (9, iig, Ve) W, soit encore :
DIy = dgJg(iig) W — 07 o Po (i) (Vo, W) (30)

3.4 Energie de déformation

On cherche a minimiser 1’énergie de déformation, le probléme d’optimisation est le suivant :

Trouver il € U,y tel que a(Q,id,V) = f(@,V), WWeE Uy
(P) Arg ngn Jo(id), avec: Jo(ii) = Sa(9,i,i) GD
€ Gad

On reprend les expressions (23) du lagrangien et (24) de 1’énergie potentielle. Le probleme direct est
alors donné par :
05 L(9,i,V)w =0, VW< f(o,w)—a(,V,w)=0, VW

et admet une solution unique iy. Le probleme adjoint s’écrit grace a I’expression 0; L(9, iy, vV)w = 0 soit
encore :
a(Q, iy, w) —a(@,v,w) =0, Vw

Or a(¢,iip,w) = f(¢,w), on obtient alors :

f(@,w) —a(e,V,w) =0, Vw

Le probléme adjoint admet donc lui aussi une solution unique, qui est identique a celle du probleme
direct, on dit que le probléme est auto-adjoint. On peut alors calculer la dérivée du critére par rapport a
la forme :

DIy = g (iig)y — 95 ,Py (iie) (Vo, W)
1 S L R -
= anﬂ((Pv o, o)W — dga(Q, i, io )Y + g f (@, o)W

1 o o .
= _Ea(Pa((pv uo, MO)W+ a(Pf((p’ MO)W

3.5 Positionnement de la premiére fréquence de résonance

Un probleme classique dans le dimensionnement de pieces automobile consiste a repousser les fré-
quences propres en dehors de la plage d’excitation du moteur et ainsi s’assurer que la piece n’entre pas
en résonance avec celui-ci. En pré-dimensionnement, ne connaissant pas les fréquences exactes du GMP
(qui sont somme toute relativement basses), on cherche a maximiser la premiere fréquence propre de la
picce étudiée et ainsi la repousser hors du domaine de variation des fréquences moteur. Nous allons donc
dans un premier temps étudier les modes de vibrations libres de la coque et maximiser la premiére valeur
propre. Le probléme de vibrations libres est obtenu a partir du probleme (18) ou les efforts extérieurs

sont nuls :
Trouver le déplacement i € U, tel que :

P az* L .



On cherche des solutions sous la forme i(x,t) = w(x)e'™

ramene au probleme équivalent suivant :

, ol ® est la pulsation de la coque, ce qui nous

() Trouver (®,w) € R" x U,y tels que :
a(Q,w,v) —w?b(Q,w,¥) =0, WE Uy

On pose maintenant A = ®?, le probléme devient :

Trouver (A, w) € R x ((Hl(QO))2><H2(Qo)) tels que :

(32)
a(Q,w,v) =Ab(@,w,V), W& Uy

D’apres [5] le probleme (32) admet une suite croissante de valeurs propres, de multiplicité finie dont les
vecteurs propres associés forment une base hilbertienne de ((H'(Q0))?>xH?*(€yp)). On définit la premiére
valeur propre Ay, associée au premier vecteur propre 6 de la coque en libre-libre comme étant la plus
petite des valeurs propres solutions de ce probleme. Afin de se ramener a un probleme de minimisation,
on considere le critére J, = —Ao, le calcul de A est obtenu a I’aide du quotient de Rayleigh (33).

Jo = —ho = —min (33)
D’apres [6], I’application Jo : ¢ € Gua — —Ao(@) € R™ est dérivable lorsque la premiere valeur propre
est de multiplicité 1, tandis qu’elle est seulement sous-dérivable (c.f. [7] ou [8]) lorsque I’ordre de mul-
tiplicité est supérieur a 1, voir [9].

On propose d’utiliser le formalisme décrit précédemment afin de calculer la dérivée de Jo. On sup-
pose par la suite que la valeur premiere valeur propre est de multiplicité 1 ou de multiplicité constante.
On calcule I’énergie potentielle sous la forme (34) :

N L
P(P(u) - Ea((pa M,I/t) - Eb((pa M,I/t) (34)

On définit le lagrangien sous la forme suivante :
L(@,ii,\,V) = Jo(i,\) — 03Py (1)V (35)

On obtient le probleme direct a partir du calcul de dyL (@, i, A, V)W, on cherche donc la solution du
probleme :

Trouver (A, i) € RY x Uy tels que : 9Py (il)V = a(@,ii, V) — Ab(Q,i,V) =0, V¥ € Uy

La solution de ce probleme est donc le couple (Ao,n:6;), i€ {1,...,n}, on (éi);’zl sont n les vecteurs
propres de (32) associés a la valeur propre Ao. Il s’agit maintenant de calculer 9, L (¢, %, V) V Le probleme
adjoint est obtenu a partir de d; L (@, i, A, V) w :

Vi# € Uaa, gL (Q,id, N, V)W =0zJo (i) % — 0F Py if) (¥,
2a(Q,w,i)b(@,i,ud) —2b(Q,w,i)a(,i,i)

~—

On calcule maintenant cette dérivée au point solution (A, nié,-) du probléme direct, on norme ce vecteur,
que I’on nomme dorénavant 6, par b(6¢,0y) = 1. On rappelle que a(69,0¢) = Ao, dans ce cas, Vw € Uy

ona:
2a(9,w,00)b(0,00,00) —2b(¢,w,80)a(¢,0,6)

b(9,80,60)?

—a(@,V,w) + Aob(@,V, W)
= —2a(, w,60) + 2hob(,,00) — a(®, ¥, W) + Aob (@, ¥, W)
=—a(Q,V,w) +Lob(¢,V,w)

diL (‘P,éo,xo,\_f) Ww=—

6



Le probléme adjoint est donc le probléme suivant :

Trouver Vv € U,y tel que :
3L <<p,éo,xo,v) = a(@,,7) — Aob(¢,10,7) =0, Vi € U

La solution du probleme adjoint s’écrit donc, elle aussi, sous la forme Ciéi, i €{l1,...,n}, on note par
la suite cette solution 6. On peut alors calculer la dérivée de forme de Jo, VW € Gyg on a:

DIy = 0¢Jo(80)y — 3 ,Po(80) (61, )
= —0ga(9,80,60)y + Aodpb(9,80,00)y — dga (9, 80,61 )W+ Adpb(9,80,6 )y (36)
= —9pa(@, 80,80 + 61 )W + Aodpb (@, 80,80 + 6, )y

A P’instar du probléme de minimisation de I’énergie de déformation, on remarque que ce probléme est
lui aussi auto-adjoint, on peut alors choisir 8; = 6y et on obtient :

DJoy = —294a(9, 80,60y + 2Xob(9, 69, 80y (37

4 Applications et résultats numériques

4.1 Cylindre

On cherche a décrire un cylindre a I’aide de la fonction de forme (38). Le changement de variable
entre le domaine de référence et le cylindre est représenté figure 2. Cet exemple simple nous permet déja
de faire une remarque importante concernant le domaine de référence : il faut qu’il soit indépendant de la
fonction de forme O, en effet lorsque [’on dérive par rapport a la forme, il faut s’assurer que le domaine
reste fixe.

¢ : [0,2n]x[0,1] — R?
(&1,82) —> {R cos <§;> , R sin <2) ,H.gﬁ} (38)

On propose de maximiser la premiere fréquence propre du cylindre avec pour parametres d’optimisation
R et H. On reprend I’expression (37) afin de calculer le gradient. Afin de résoudre le probleme d’optimi-

(0
% T
H
0 R R

0 m g

Fig. 2 — Description d’une fonction de formes entre un domaine de référence et un cylindre

sation, on impose de rester a surface constante ; on rappelle que le calcul de la surface peut s’effectuer
grice a I’expression suivante :

S— /Q Jadtdt, (39)

On propose d’utiliser deux types de contraintes, la premiere, on souhaite que la surface soit constante,
il s’agit donc d’une contrainte égalité. Pour le second type, on autorise une augmentation de la surface
jusqu’a 10%, la contrainte s’écrit donc sous la forme d’une inégalité. Les résultats d’optimisation sont
donnés dans le tableau 1, pour (R,H) € [.45m,.55m] x [.05m,.15m].

Les contraintes sont respectées dans les deux cas, cependant, le gain sur la fréquence propre n’est pas
aussi important que 1’augmentation de surface, ce qui réduit I’intérét de cette solution.



Initiale Contrainte égalit¢ Contrainte inégalité

R(m) 0,5 0,45 0,45
H(m) 0,1 0,1111111 0,122222
fo(Hz)  1,915678 2,370338 2,373657
S(m?)  0,314159265  0,314159234 0,345574564
%S - 0,00% 10,00%

Tableau 1 — Optimisation de la premiere fréquence propre d’un cylindre a surface constante

4.2 Patchs splines

Nous avons choisi d’utiliser les patchs de Bézier comme fonctions de formes pour I’industrialisation
de la méthode, en effet ils sont la base de la modélisation CAO, ce qui permet d’assurer une cohérence
avec les outils utilisés par les concepteurs. De plus, pour des patchs de classe 4, classiquement utilisés par
les modeleurs géométriques, il est possible d’interpoler un grand nombre de formes. Ce qui nous assure
une exploration importante de I’espace de conception. On remarque qu’ils font couramment 1’objet de
paramétrage pour I’optimisation de forme, voir par exemple [10, 11, 12].

Définition de la fonction de forme

Nous définissons un patch spline de classe 4 comme étant la projection d’un carré de c6té 1 par la fonction
suivante (40) qui est I’écriture matricielle d’un patch spline tel que 1’on peut le trouver dans [13, 14]. Le
patch décrit est définit a partir de 16 points de contrdles qui seront les variables d’optimisation.

T, = [3,%1,1],
B matrice spline,
Px, Py, Pz : coordonnées des points de controles
o: [0,17 — R (40)
Tz, -B-Px-'B-'Tg,
&1,&2 — Tél‘B‘Py'tB-tTéz
Tz, -B-P;-'B-'Ty,

Fonction de Bézier
La fonction de Bézier a été pensée par I'ingénieur Renault Pierre Bézier en 1962 pour concevoir par
ordinateur les pieces automobiles. C’est donc naturellement que nous décrivons cette fonction. Elle est
définie a I’aide de la matrice B (41) et de ses points de contrdles. Ses principales propriétés sont :
— la courbe ne passe pas, en général, par les points de contrdle a I’exception du premier et du dernier,
— la courbe est toujours contenue dans 1’enveloppe convexe des points de controle,
— une courbe fermée peut-Etre générée en prenant le méme point comme premier et dernier point de

controle.
-1 3 -3 1
3 -6 3 0
B= -3 3 0 0 S
1 0 0 0

Nous proposons de maximiser la premiere fréquence propre de ce patch de Bézier en libre-libre. Nous
utilisons les 16 points de controle du patch dans les 3 directions comme parametres d’optimisation, nous
partons d’une plaque carrée de c6té 1m, dont les caractéristiques mécaniques sont :

— £=.35¢"3m : la demie-épaisseur de la picce,

— E =210 x1e9GPa : le module d’Young,

— v =0.3: le coefficient de Poisson,

— p =7300Kg/m? : 1a masse volumique.
Dans un premier temps, nous calculons la premiere fréquence de flexion de plaque & 1’aide de la formule
théorique [15] :

o E(2¢)?



ou o = 4.07 est un coefficient empirique, et a le coté de la plaque, on obtient fo = 2.549412 Hz, le calcul
élément finis, pour un maillage 10 x 10 donne fé’ =2.536843 Hz, soit une erreur de 0.4%.

L’ optimisation a convergé en cinq itérations, les résultats sont résumés dans le tableau 2, on constate
que la solution optimale, représentée figure 3, permet d’augmenter la fréquence propre de 36,45%.

-0.1+
Iter  fo (Hz) Afo (%) 02 14
0 2442508 -
1 2655227 8,71
-0.51 P13
2 2,809681 15,03 s | B pgP7
3 2952545 20,88 s P%
4 3,332729 3645 08
5 3,332729 36,45 09|
L Ny Tl g
Tableau 2 — Optimisation de la premiere fréquence 0 02 04 06 o8 11 05

propre d’un patch spline
Fig. 3 — Configuration optimale d’un patch de Bé-
zier sous critére de fréquence propre

On peut remarquer que, pour augmenter la fréquence propre, I’optimiseur fait intervenir un maximum
de courbures possibles. L’ optimisation converge rapidement vers I’optimum (en cinq itérations) et permet
d’atteindre des formes complexes. En effet, cet exemple permet de souligner la capacité de la méthode a
explorer un espace de conception important, en partant d’une plaque on est capable d’obtenir des formes
faisant intervenir beaucoup de courbures.

5 Conclusion

Nous avons montré 1’efficacité de la formulation de coques minces de Koiter a étre utilisée comme
paramétrage pour 1’optimisation de forme d’éléments surfaciques. Nous avons proposé 1’utilisation de
carreaux de Bézier comme fonction élémentaire, ce qui permet d’envisager des modifications de forme
importantes. La méthode proposée permet le calcul de gradients, ce qui permet de mettre en place un
processus d’optimisation efficace, nous avons détaillé ici ce calcul pour deux criteres de dimensionne-
ment.

De plus, I’'un des points fort de la méthode est de ramener le probleme mécanique sur un domaine de
référence, ceci nous permet d’effectuer les calculs sur un maillage fixe, et ainsi de s’affranchir d’étapes
de remaillage au cours de 1’optimisation.

Enfin, on peut envisager d’utiliser un carreau de Bézier comme super-élément pour modéliser des
formes complexes tout en maitrisant le nombre de variables d’optimisation. Il sera donc possible d’op-
timiser des géométries directement issues d’un modeleur CAO, la solution obtenue pouvant elle-méme
étre relue directement par le modeleur.
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