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Abstract — On aborde dans ce papier le comportement effectif d’un milieu plastique contenant une
collection de zones cohésives intrinsèques (avec raideur initiale). Une méthode d’homogénéisation non
linéaire est appliquée et permet d’obtenir le comportement macroscopique effectif correspondant à une
discrétisation de type éléments finis cohésifs-volumiques. Le modèle proposé relie d’une manière ex-
plicite les paramètres matériaux effectifs (propriétés matériaux macroscopiques) aux paramètres locaux
(paramètres cohésifs) ainsi qu’aux caractéristiques numériques (type et taille de maillage).
Mots clés— Micromécanique, Modèles de Zones Cohésives, Plasticité, Homogénéisation non linéaire

1 Introduction

Dans les approches globales de la mécanique de l’endommagement, ce dernier est décrit à travers des
variables internes (une variable scalaire pour l’endommagement isotrope et une variable tensorielle pour
l’endommagement anisotrope). Bien qu’efficace pour le calcul de structures, ces modèles ne prennent
pas en compte les effets de la microstructure. Dans l’optique de relier l’évolution microstructurale à
la réponse globale du matériau, les approches micromécaniques visent à modéliser une approche locale
de la rupture. Dans cette communication, on présente un modèle micromécanique d’endommagement
basé sur les modèles de zones cohésives (MZCs) et des techniques d’homogénéisation. Le modèle pro-
posé contribue à la compréhension de l’effet des paramètres cohésifs sur la réponse effective lors une
simulation numérique de type éléments finis cohésifs-volumiques (EFCV).

Les modèles de zones cohésives sont largement utilisés dans les simulation numériques des mécan-
ismes de fissuration et d’endommagement vu leur simplicité et efficacité. Le principe des MZCs, dont
on doit les bases conceptuelles aux travaux de [1] et [2], réside dans la description de la relation entre
l’effort résistant à la séparation de la fissure (un vecteur contrainte cohésiveR) et l’ouverture de la fis-
sure (un vecteur saut de déplacement[u]). Au travers cette relation, ces modèles permettent de suivre
les mécanismes d’endommagement surfacique depuis l’amorçage des microfissures jusqu’à la rupture
totale du matériau. Malgré les développements connus par ces modèles, quelques aspects numériques et
mécaniques concernant leur application restent grandement ouverts tels que la dépendance au maillage
et la calibration des paramètres de la loi cohésive. Afin d’apporter quelques éléments de réponses à
ces questions, le modèle micromécanique proposé par [3, 4] pour l’étude du comportement effectif d’un
milieu isotrope élastique cohésif-volumique a été étendu dans [5] pour l’étude du comportement effectif
élasto-endommageable.

Le résultat obtenu pour la partie élastique dans [4] définit un critère d’usage pratique pour la calibra-
tion des raideurs cohésives initiales, lors d’une simulation numérique par approches cohésives. Ce critère
s’exprime en fonction :i) de la taille de maille etii) des propriétés macroscopiques attendues. Il étend,
notamment pour le cas des comportements élastiques, les résultats antérieurs partiels de la littérature
[6, 7] à des trajets de chargements quelconques.

Pour les comportements quasi-fragiles, une méthodologie pour la calibration des paramètres cohésifs
endommageables a été présenté dans [5]. Pour le cas d’une loi cohésive bilinéaire, des relations explicites
entre les paramètres matériaux macroscopiques et les quantités locales définissant l’adoucissement co-
hésif, à savoir l’énergie locale cohésive et la contrainte maximale cohésive, ont été obtenues. En associant
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ces résultats aux critères obtenus pour quantifier les raideursutilisées dans les lois cohésives, il est pos-
sible de faire une identification inverse des paramètres cohésifs. L’apport principal de cette identification
inverse est la possibilité de décrire un comportement global indépendamment de la taille de maillage.

Dans ce papier, on propose d’étendre ces modèles au cas d’un milieu volumique à comportement
plastique. En s’intéressant à des trajets de chargements radiaux et monotones imposés, la plasticité est
décrite à l’aide de la théorie de la déformation en négligeant son aspect incrémental.

2 Le modèle micromécanique

2.1 Le principe

On considère une discrétisation éléments finis de type cohésif-volumiques : des zones cohésives intrin-
sèques (i.e. avec une raideur initiale finie) sont insérées entre toutes les éléments volumiques. La densité
des interfaces cohésives, dénotéeZ, correspond à la densité de maillage, i.e. le ratio entre la longueur
(resp. la surface) totale des interfaces cohésives, notée|I |, et la surface (resp. le volume) des éléments
volumiques, notée|Ω|, pour une configuration 2D (resp. 3D). Ainsi on a :Z = |I |/|Ω|. Le principe
de la modélisation retenue, dû à [8], est illustré sur la Figure 1 : une discrétisation cohésive-volumique
de type éléments finis est considérée comme un milieu continu homogène contenant une distribution
d’inclusions. Le milieu continu possède un comportementdurcissant"volumique" (loi de comportement
volumique sans endommagement), alors que les inclusions possèdent un comportementadoucissant"co-
hésif" (partie intégrant tout le processus d’endommagement) et ont la même distribution spatiale que les
interfaces cohésives. Ainsi, les inclusions considérées sont définies en associant aux zones cohésives une
épaisseur fictivee. Le comportement effectif de la discrétisation est asymptotiquement estimé en faisant
tendree vers 0 (e→ 0).

ε

σ

[u]

R

R̂

Cn

Discrétisation EFCV Composite "matrice-inclusions" Milieu effectif équivalent

Figure 1: Méthode EFCV et principe du modèle. En haut, le principe de l’approche [8] : une
discrétisation cohésive-volumique (à gauche) est remplacée par un milieu homogène de même
comportement que le comportement "volumique", i.e. des éléments finis, et contenant des
inclusions lenticulaires distribuées et orientées aléatoirement de même comportement que le
comportement "cohésif", i.e. des modèles de zone cohésive (au centre). Le comportement du
milieu équivalent (à droite) est recherché par une technique d’homogénéisation. En bas, les
lois de comportements : la loi de comportement du matériau est intégrée aux points de Gauss
et le modèle cohésif au niveau des interfaces.

Pour les éléments volumiques, la relation entre la contrainte,σ, et la déformation,ε, est définie par

2



un potentiel de déformation localω :

σ =
∂ω
∂ε

. (1)

Pour les interfaces cohésives, la relation entre le vecteur contrainte,R, et le saut de déplacement,[u], est
définie par un potentiel en saut de déplacementϕ :

R=
∂ϕ

∂[u]
. (2)

Le problème consiste à définir lecomportement effectifdu milieu équivalent. Ce comportement est décrit
par un potentiel effectifΨ reliant la contrainte macroscopiqueΣ et la déformation macroscopique E :

Σ=
∂Ψ
∂E

. (3)

2.2 Le composite "matrice-inclusions cohésives" (MIC)

On s’intéresse au cas d’une loi cohésive intrinsèque dont l’évolution de la contrainte cohésive est donnée
par :

R= β×K · [u] avec K =Cnn⊗n+Ct (i−n⊗n) et β = A ([u]) , (4)

oùn est le vecteur normal à la zone cohésive,i est le tenseur identité d’ordre deux,Cn (resp.Ct) est la
raideur normale (resp. tangentielle) cohésive etβ est la variable d’endommagement évoluant suivant une
fonction d’adoucissement positive et décroissanteA : R3 → R+. La situationβ = 1 correspond à une
zone vierge, 0< β < 1 une zone endommagée etβ = 0 une zone totalement rompue. Par changement
d’échelles, les inclusions cohésives associées aux MZCs ont la loi de comportement suivante [8, 4] :

σ
coh = C

coh ([u]) : εcoh avec C
coh ([u]) = e×A ([u])× (CnEl +CtKl ) , (5)

oùEl etKl sont deux éléments de la base d’isotropie transverse des tenseurs symétriques du quatrième
ordre (voir [4]).

3 Le comportement plastique effectif

Le cas d’un milieu élastique contenant une collection de zones cohésives élastiques, i.e.β= 1, a été abor-
dée dans [3, 4]. L’estimation de Hashin Shtrikman (HS) [9, 10] du comportement effectif du composite
MIC conduit à:

C
HS-
(
C

m,Ccoh
)
= 3kHS-

J+2µHS-
K avec





kHS- =
ξk

1+ξk
km avec ξk =

Cn

Zkm

µHS- =
ξµ

1+ξµ
µm avec ξµ =

15
4(1+3Cn/Ct)

Cn

Zµm
.

(6)
oùC

m = 3kmJ+2µmK aveckm (resp.µm) est le coefficient de compressibilité (resp. cisaillement) de la
matrice etJ et K sont les deux éléments de la base d’isotropie des tenseurs symétriques du quatrième
ordre (voir [4]). Afin de ne pas perturber l’élasticité globale du MIC, un critère micromécanique pour la
calibration des raideurs cohésives est établi :

Cn

EmZ
≥

R
1−R

1
3(1−2νm)

et
Cn

Ct
=

1
2

1+3νm

1−2νm
(7)

où νm est le coefficient de Poisson de la matrice etR est la perte de raideur tolérée par l’utilisateur.
Le cas d’un comportement effectif quasi-fragile a été abordé dans [5] conduisant à une méthodologie
pratique pour la calibration de la contrainte cohésive maximale et l’énergie de fissuration locale en fonc-
tion des propriétés macroscopiques du matériau et des données du maillage. Dans cette communication
on s’intéresse au cas d’un milieu volumique à comportement plastique. On suppose que les trajets de
chargements sont monotones et radiaux et on décrit le comportement plastique par une loi de type puis-
sance.
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3.1 Potentiel plastique à loi de puissance

Le comportement plastique de la matrice est décrit par un potentiel en déformation dual du potentiel en
contraintes proposée par [11] et basé sur l’analyse de [12] :

ω(ε) = ωela(ε)+ωpla(ε) (8)

avec

ωela(ε) =
9
2

kmε2
m +

3
2

µmε2
eq, (9)

et

ωpla(ε) = σ0ε0

[
1

m+1

(
εeq

ε0

)m+1

−
1
2

(
εeq

ε0

)2

+
σ0ε0

2
m−1
m+1

]
H (εeq − ε0) (10)

oùεm (resp.εeq) est la partie hydrostatique (resp. déviatorique) de la déformation,ε0 est une déformation
de référence,m est un paramètre d’écrouissage (m= 0 : plasticité parfaite,m→ ∞ : élasticité) etH est
la fonction de Heaviside. La contrainte dérivant de (10) est alors :

σ =
∂ω(ε)

∂ε
=
[
C

m
e +C

m
p

]
: ε avec C

m
p (εeq) = 2µm

[((
εeq

ε0

)m−1

−1

)
K

]
H (εeq − ε0) , (11)

oùCm
e = C

m. Plus particulièrement, le cas de la plasticité parfaite,m= 0, donne :

σ =

(
3km

J+
2σ0

3εeq
K

)
: ε. (12)

3.2 Matrice plastique avec des MZCs élastiques

Le schéma d’homogénéisation non linéaire se base sur l’introduction d’un composite linéaire de com-
paraison (CLC) [13, 14] ayant la même géométrie que le problème de base et dont le comportement des
deux phases non linéaires est caractérisé par des tenseurs d’élasticité sécants. Pour la matrice, le tenseur
sécant est évalué pour le second moment de la déformation déviatorique

〈
ε2

eq

〉
m , i.e. :

µm
0 =

2σ0

3
√〈

ε2
eq

〉
m

. (13)

Le module d’élasticité homogène du CLC,C
hom
0 , est ensuite estimé par le schéma linéaire HS (6) :

C
hom
0 = C

HS-
(
C

m
sct;C

coh
)

avec C
m
sct = 3km

J+2µm
0 K. (14)

Le second moment de déformation
√〈

ε2
eq

〉
m se calcule en dérivant le potentiel effectif par rapport àµm

0

[15] :
〈
ε2

eq

〉
m =

1
3(1− f )

∂
∂µm

0
E :Chom

0 : E. (15)

La combinaison de cette relation avec (13) définit une équation scalaire non linéaire dont l’inconnue est
µm

0 et que l’on peut résoudre analytiquement. Tous développements faits, la résolution de ce problème
conduit à la loi de comportement effective suivante :

Σ=
(
khom

0 J+2µhom
0 K

)
: E avec khom

0 = Rkm et µhom
0 =

σ0

3Eeq
. (16)

Le comportement effectif (16) suit une loi de puissance de même exposant,m= 0, que la loi locale (12).
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Figure 2: Illustration de la loi cohésive de type "plateau". Loi mixte Reff −ueff (à gauche), loi
purement normaleRn −un (au centre) et loi purement tangentielleRt −ut (à droite). L’aire en
gris sous les courbes correspond à l’énergie cohésive pour chaque mode.

3.3 Matrice plastique avec des MZCs "plastiques"

On suppose maintenant que la matrice suit la loi (12) et que le modèle de zones cohésives suit une
loi de type "plateau". La fonction d’endommagementA dépend du saut de déplacement effectifueff =√

u2
n +Ct/Cn‖ut‖2 (Figure 2).
Pour la matrice, le comportement est décrit avec le module sécant (13). Pour les zones cohésives, le

tenseur sécant est évalué pour le second moment du saut de déplacement effectif,
〈
u2

eff

〉
I :

C
coh
sct = eA

(√〈
u2

eff

〉
I

)
× (CnEl +CtKl ) (17)

avec [16] :
〈
u2

eff

〉
I
=

1
f

(
∂E :Chom

0 : E
∂βCn

+
Ct

Cn

∂E :Chom
0 : E

∂βCt

)
(18)

Le module d’élasticité homogène du composite linéaire de comparaison,C
hom
0 , est ensuite estimé par le

schéma linéaire HS :

C
hom
0 = C

HS-
(
C

m
sct;C

coh
sct

)
avec C

m
sct = 3km

J+2µm
0 K et C

coh
sct = C

coh

(√〈
u2

eff

〉
I

)
. (19)

La combinaison des équations précédentes définit alors un système couplé de deux équations scalaires
non linéaires dont les inconnues sontβ et µm

0 et que l’on peut résoudre analytiquement. Une fois résolu,
le système conduit aux modules élastiques effectifs suivants :

Σ=
(
khom

0 J+2µhom
0 K

)
: E avec µhom =

σ0

3Eeq
et khom =

σ0

9Em

√
9η2+2

νm +1
2νm −1

(20)

où l’on a notéη= R̂eff/σ0

(
η ≥ 1/3

√
(2+2νm)/(1−νm)

)
le contraste des contraintes maximales entre

les deux phases .

3.4 Résultats et discussions

Les chemins de chargement sont supposés être monotones et radiaux. On noteTE = Em/Eeq le taux de
triaxialité en déformation macroscopique, imposé constant. La contrainte déviatorique macroscopique
seuil de plasticité est :

Σ0
eq = σ0. (21)

D’autre part, le modèle obtenu permet de relier la contrainte effective macroscopique maximaleΣ̂eff

aux différentes propriétés locales ainsi que d’exhiber l’effet du taux de triaxialité :

Σ̂eff =
1
3

√(
2νm +2
2νm −1

+9η2

)
+

1
TE

√
2νm +2
2νm −1

+9η2×σ0 (22)

5



où la contrainte effectiveΣeff est donnée en fonction de la contrainte macroscopique hydrostatique et
déviatorqiueΣm et Σeq respectivement :

Σeff =

√
Σ2

m +
2
9

1+νm

1−2νm
Σ2

eq.

L’équation (22) définit alors un critère micromécanique de plasticité "volumique-cohésive" de type el-
liptique (Figure 4 à droite) :

(
Σm

σ0

)2

+A

(
Σeq

σ0

)2

−
(
T2

E A2+A
)
= 0 (23)

où :

A=
1

9TE

√
2νm +2
2νm −1

+9η2. (24)

Effet du coefficient de Poisson :L’effet du coefficient de Poisson sur la contrainte effective maximale
est illustré sur la Figure 3 (à droite). En fixant le ratioη, on constate que :i) pour un taux de triaxialité
fixé, plus le matériau est incompressible, plusΣ̂eff est petite etii) pourTE = 1/3 etνm = 0.3 on est proche
de la valeur habituelle de la littératurêΣeff/σ0 = 3.
Effet du ratio η : La Figure 3 (à gauche) illustre l’effet du contrasteη sur la réponse globalêΣeff pour un
coefficient de Poisson fixé (νm = 0.3). Il est clair que lorsque le ratioη augmente, la contrainte effective
maximale que peut supporter le composite croît aussi. De plus, on constate que la relation entreΣ̂eff et η
devient asymptotiquement, i.e. pourTE → ∞, quasi-linéaire. Pour ce cas, la relation entre la contrainte
effective maximale et la contrainte cohésive maximale se réduit à :Σ̂eff ≃ R̂eff (Figure 4 à gauche).
La réponse macroscopique : La réponse effective élasto-plastique équivalente au composite MIC et
issue de notre modèle est tracée sur la Figure 5. Sur la courbe de la réponse globale (courbe en bas), on
distingue les trois parties de la loi effective :i) la partie élastique (courbe en traits) qui correspond au
composite MIC avec la matrice et des zones cohésives élastiques,ii) la partie correspondant au composite
MIC avec la matrice qui a plastifié et des zones cohésives toujours élastiques (courbe en traits-pointillés)
et iii ) la partie correspondant au composite avec les deux phases plastiques (courbe en pointillés).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

3.0

3.2

3.4

3.6

3.8

TE

S`

ef
f�Σ

0

Ν
m
=-0.5

Ν
m
=0.

Ν
m
=0.1

Ν
m
=0.3

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0

2

4

6

8

TE

S`

ef
f�Σ

0

Η=4

Η=3

Η=2

Η=1

Figure 3: Contrainte effective maximale en fonction du taux detriaxialité en déformation. A
gauche, l’effet du coefficient de Poisson est illustré pourη = 3. A droite, l’effet du contraste
contrainte cohésive-volumiqueη est illustré pourνm = 0.3.

4 Conclusion

Un modèle micromécanique élasto-plastique est obtenu sur la base d’un schéma d’homogénéisation non
linéaire et une approche volumique-cohésive. L’avantage de ce modèle est sa capacité à :i) relier d’une
façon explicite les paramètres locaux à la réponse effective,ii) exhiber l’effet du coefficient de Poisson
et du taux de triaxialité sur la loi globale,iii ) dériver un comportement global qui ne fait pas intervenir la
densité de maillageZ. Ces travaux doivent être complétés par la prise en compte de l’endommagement
cohésif.
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Figure 4: Lien entre la contrainte effective maximale et la contrainte cohésive pour différentes
valeurs du coefficients de Poisson etTE → ∞ (à gauche) et surface de plasticité volumique
cohésive (à droite) :νm = 0.3, courbe continue,νm = 0.2, courbe en traits,νm =−0.5, courbe
en pointillés (TE = 1 etη = 3).
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Figure 5: Comportement effectif vs comportements locaux. En haut, la loi de comportement
parfaitement plastique de la matrice (à gauche) et la loi cohésive mixte de type plasticité par-
faite (à droite). La partie élastique des deux lois est tracée avec des traits alors que la partie
plastique est tracée avec des pointillées. En bas à gauche la réponse effective équivalente
obtenu par le schéma d’homogénéisation non linéaire HS. Les différentes propriétés matériau
et cohésives sont rappelées dans le tableau en bas à droite.
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