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Résumé— Cet article porte sur la modélisation de plagues composites et sandwichs en exploitant une
méthode par séparation de variables (Proper Generalized Decomposition). Les déplacements sont donc
décomposés en une somme de produits de fonctions duxpfgpar des fonctions de la coordonnée
transversez. Ce travail se base sur la méthode proposée dans [8] et [3], et I'étend a des expansions
d’ordre supérieur qui se montrent plus adaptées pour la modélisation de telles structures. On aboutit &
une approche LayerWise d'ordre élevée avec une représentation par variables d'espaces séparées. Les
résultats obtenus sont comparés a des solutions de référence exactes pour des sollicitations mécaniques.
Mots clés— composite, plaque, séparation de variables

1 Introduction

Les composites stratifiés et sandwichs sont de plus en plus utilisés, en particulier dans les structures
aéronautique, maritime, ... grace a leurs excellentes propriétés mécaniques. Dans cet environnement, ils
sont souvent soumis a des sollicitations sévéres de nature mécanique et/ou thermique. Or, les mécanismes
de rupture dépendent fortement des effets locaux aux interfaces des couches ou a proximité des bords. Il
s’avére donc nécessaire de les évaluer de facon précise.

Pour la modélisation des structures composites et sandwichs soumis a des chargements multi-physiques,
on peut distinguer deux grandes approches :
— l'approche couche équivalente (ESL) : le nombre d’inconnues est indépendant du nombre de
couches,
— l'approche couche discréete (LW) : le nombre d’'inconnues est proportionnel au nombre de couches.
Ces approches permettent d’'éviter le recours a des modélisations 3D qui peuvent étre lourdes en terme
de mise en oeuvre et en temps de calculs.

Notons également que depuis une dizaine d’années, la méthode PGD (Proper Generalized Decompo-
sition) a montré d'intéressantes propriétés dans le cadre de réduction de modeles [1]. Elle a été proposée
dans le cadre de la méthode Latin par Ladevéze en introduisant une décomposition radiale. Elle a pu étre
avantageusement exploitée en utilisant la séparation de variables (coordrnnées pour résoudre
des EDP multidimensionnelles [2] et pour traiter des problémes de plaques composites [8] (Solution de
type Navier) et [3] (solution EF).

En nous basant sur le travail développé dans [3, 8] pour la séparation des variables et sur les travaux
de Carrera [4, 5] et Vidal [9, 10] pour I'évaluation des modeles raffinés, nous en déduisons une approche
de type LW avec séparation de variables en utilisant une expansioii@ndre 4. Le but est de construire
une approche efficace et précise pour la modélisation de structures composites stratifiés et sandwichs.



2 Modélisation LW d’ordre 4 par variables séparées

Considérons une plague = Q x Q, avecQ, = dans un systéme de coordonnées carté-
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siennegx,y, z). La coordonnée est relative a la direction de I'épaisseur de la plagu@ est une région
arbitraire du plar{x,y) et définit le plan moyen de la plaque.

En s’appuyant sur la représentation du déplacement par variables séparées(of(€axiz), uz (X, Y, ), Uz(X, Y, 2))
comme la somme dd produits de fonctions dans le plan par des fonctions de la coordonnée transverse :

U1 (X> Y, Z) N f::_(Z) Vll (Xa y)

u= UZ(X7 Y, Z) = Zl fé(Z) VI_Z(Xv y (1)
U3 (X> Y, Z) - filg(z) VI3 (Xa Yy

ou (f], f1, f1) sont définies suR;, et (Vi, Vv, Vi) surQ.

—_ —

Dans ce travail, une approximation élément fini classique a 8 noeuds est utilis@eeturne des-
cription LW d’ordre 4 est adoptée dagk, cette derniére s'avérant particulierement adaptée pour la
modélisation de structures composites.

3 Résolution du probleme

Pour un déplacement admissildié € dU, le principe variationnelle est donné par :
Cherchelti € U (espace des déplacements admissibles) tel que

/[ (&0)]" ()] de +/ BT [b] de +/M 3T [t dae — 0, Vil € 8U @)

ou [b] ett] sont les efforts volumiques et les efforts surfaciques appliquédrsur

Les couples(fj, J) se calculent itérativement. On suppose quenlpsemiers couples sont connus,
et on calcule I+ 18M€couple. On peut &crire

3)
3(9)va(xy)

ou [u"] est connu, etvi(X,Y),V2(X,Y),V3(XY)), (f1(2), f2(2), f3(z)) sont les fonctions a calculer.
En injectant ces expressions dans la formulation variationnelle Eq. (2), le probléme a résoudre devient
non-linéaire. Une technique classique de type point fixe est adoptée. Elle conduit a la résolution succes-
sive d’un probléme 2D (associé au calculldé = [vy,V»,Vv3]) et d’un probléme 1D (associé au calcul de
[f]T = [fy1, T, f3]) jusqu’a obtenir la convergence.
L'algorithme du point fixe se déroule comme suit :

— initialisation de[f], [f] < [f]

— f étant connu et noté

résolution du systeme linéaire

f1(z)vi(xy)
U] =W+ | f2(2)va(xy)
f

[Ka(F)] '] = [#o(F,u")] @)
[g'] étant les ddIs associés\a
— Vv étant connu et noté ~
résolution du systeme linéaire
[Ky(D)] [a"] = [R5 (7, ") (5)

[g"] étant les ddlis associéq §.
Ce processus est arrété dés que la distance entre deux solutions successives est inférieure a une valeur
choisie par I'utilisateur. Le dernier couplé, %) de ce processus est donaike 1¥M€couple de la somme

Eqg. (3).



On remargue d’'une part que le probleme assodi§B&g. (5)) est d'une taille trés inférieure a celui
associé & (Eq. (4)). D'autre part, le colt de ce dernier probleme 2D (Eq. (4)) est lui trés inférieur a une
approche LW classique, le nombre de ddls inconnus se limitant a ceux du maillage 2D du plan moyen.

4 Résultats numériques

Dans cette section, un EF quadrilatére a 8 noeuds basé sur les fonctions d’interpolation de Serendipity
est utilisé pour les inconnues dépendant des coordonngeldn schéma d’intégration numérique avec
3 x 3 points permet d’évaluer les matrices élémentaires. Pour I'intégration des fonctions dépendant de la
coordonnée transverse, une intégration analytique est réalisée.

Dans un premier temps, une comparaison de deux approches basées sur une expansion linéaire [3] et
du quatrieme ordre dans I'épaisseur est effectuée sur un exemple homogene simple. Elle vise a montrer
la nécessité de choisir un ordre élevé pour la coordonnée transverse dans I'écriture des déplacements.
Puis, cette approche est évaluée sur des exemples de plaques stratifiées symétriques, ainsi que sur un
cas sandwich. Différents élancements sont considérés. L'influence des conditions limites est également
abordée. Pour tous les exemples, la convergence du point fixe est rapide, seulement 3 itérations suffisent.

4.1 Influence du degré d’expansion en z

Les approches basées sur un développement de degré 1 développé ddhs-[3) €t de degré 4
(d° = 4) pour le présent article sont comparées pour un test homogene. Pour cela, une plaque carrée
de dimension Am x 0.1m avec un élancement d&= 10 simplement posée, et soumise a une pression
bi-sinusoidale est considérée. Elle est constituée d’'un matériau isotrope Ekgid8GPaetv = 0.34.
L'évaluation s’effectue a la fois sur des quantités locales et globales. La solution exacte 3D est donnée
par [6].
Tout d’abord, une étude de convergence est effectuée. Le nombre de couches numériques pour le cas
linéaire est fixé &, = 4, de sorte que le nombre de ddis de chaque approche est le méme. La figure Fig.
1 montre les résultats obtenus pour I'énergie de déformation et les déplacements et contraintes. La vitesse
de convergence est identique pour les 2 approches mais la précision différe. La présente approche permet
de converger vers I'énergie de déformation de référence. D’un point de vue local, I'erreur maximale
constatée est de 1.2% pour un mailldage= Ny = 16. Pour I'approche linéaire, les erreurs sont plus
importantes. Elles sont de 10% pamir;, 6% pourayz et 500% pouioss.
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Cette tendance est confirmée par la figure Fig. 2 qui donne la distributiofnz @ o33 dans I'épais-
seur. L'approche adoptée ici donne la solution de référence. En revanche, I'expansion linéaire conduit a



des discontinuités de contraintes. Des oscillations appardip®uross, et les conditions sur les bords

ne sont pas respectées. Le nombre de couches numériques n’est donc pas suffisant. Une étude est donc
effectuée pour mesurer la vitesse de convergence par rapport a ce pafdmesréigure Fig. 3 montre

gu'un raffinement de 32 couches numériques est nécessaire pour obtenir une erreur faible pour I'énergie
de déformationgy; eto1s. En revanche, la convergence sgg est plus lente et nécessite un raffinement

encore plus important.
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Dans la suite de I'étude, seule I'approdiiiet développée ici, qui s'’est montrée plus efficace et plus
précise, sera conservée.

4.2 plaque stratifiée symétrique en flexion sous pression localisée

L'exemple considéré est une plaque camée b stratifiée[0° /90° /0°] soumise & une pression loca-
liséeqo en son centre sur une surfag&l0x b/10 (Cf. Fig. 4 droite). L'élancemer8= a/h varie de 4 &
100. Le matériau est tel qug = 25GPa, Er = 1GPa, Gt =0.2GPa, Gyt =05GPav 1 =vr1 =
0.25 oulL désigne la direction des fibres,leta direction transverse. Les résultats sont adimensionnés tel

Er 100Er -  0Oqa(a/2,b/2,2) Gy 012(0,0,2)

que :u=u1(0,b/2, Z)W’ w=uz(a/2,b/2, Z)S4—hop’ Oua o , o



— 013(0,b/2,2) _  023(a/2,0,20 -  033(a/2,b/2,2)

o3=——— O3=——(—, Op3=——
QoS . GoS . Yo, o

est donné sur la figure Fig. 4 gauche. Il provient d’'une étude de convergence non exposée ici pour des

raisons de concision. Les résultats de référence sont obtenus avec 450 termes dans la série de Fourier en

suivant la démarche proposée dans [7]. Cet exemple vise a montrer la capacité de la méthode a capturer

des phénomeénes locaux.

. Le maillage utilisant un space ratio

Fig. 4 — maillageN, = Ny = 22 g(14) (gauche) - pression localisée (droite)

On constate que le nombre de couples varient de 5$eur00 a 12 pouS= 4. Ce nombre augmente
avec I'épaisseur de la plaque. Le tableau Tab. 1 montre que la précision des résultats est trés bonne.
L'erreur maximale est seulement de 2.8 % que ce soit pour des plaques épaisses ou minces. La répatrtition
des déplacements et contraintes dans I'épaisseur (Cf. Fig. 5 et Fig. 6) confirme la précision des résultats
obtenus par rapport a la solution de référence. La contrainte de flexicst fortement influencée par
la pression localisée, et spécifiquement dans la couche supérieure. La répartition dans I'épaisseur est
fortement non-linéaire et non-symétrique. L'approche permet de bien capturer cette spécificité. On note
également que les conditions aux bords haut et bas sont respectées.

S uh/2)x10%  w(0) o011(h/2) 02(—h/6) 012(h/2) x10% 013(0) 023(0) 033(0)

4 | PGDd°4 -3.76 0.1196  0.2563 -0.0512 -155 0.0089 0.0029  0.2067
erreur 0.2% 0.2% 2.8% 2.6 % 0.1% 00% 05% 092%
exact -3.77 0.1198  0.2639 -0.0526 -15.6 0.0089 0.0029  0.2086

10 | PGDd°4 -2.97 0.0420  0.0757 -0.0427 -8.54 0.0115 -0.0016  0.4564
erreur 0.2% 0.2% 11% 0.3% 01% 03% 10% 1.03%
exact -2.98 0.0421  0.0748 -0.0428 -8.55 0.0116 -0.0016  0.4611

40 | PGDd°4 -2.91 0.0223  0.0425 -0.0327 -5.85 0.0112 -0.0022  0.5091
erreur 0.1% 0.1% 1.0% 0.5% 0.0% 11% 09%  1.04%
exact -2.90 0.0223  0.0429 -0.0325 -5.85 0.0111 -0.0023  0.5039

100 | PGDd°4 -2.90 0.0210  0.0406 -0.0303 -5.65 0.0110 -0.0023  0.5028
erreur 0.0% 0.0% 0.1% 0.0% 0.1% 03% 14%  056%
exact -2.90 0.0210  0.0406 -0.0303 -5.65 0.0109 -0.0023  0.5000

Tableau 1 — 3 couchg$°/90° /0°) - pression localiséeb = a - Ny = Ny = 22 sr(14) N, = NC

4.3 plaque sandwich en flexion

L'approche est maintenant évaluée sur une plaque sandwich constitué de 2 faces ayant les mémes pro-
prietés matériau que la structure précédente et d'un coeur avec les propriétés sulsgntes,, = 0.04
GPa,E;;= 0.5 GPaGy, = Gy, = 0.06 GPaGyy = 0.016 GPayy, = vy, = 0.02, vy = 0.25. L'épaisseur
de chaque face vaby'10. La structure est simplement appuyée et soumise a une pression bi-sinusoidale.
Un seul couple suffit pour représenter la solution. Les figures Fig. 7 et Fig. 8 donnent la répartition des
déplacements et contraintes dans I'épaisseur pour une plaque trés épaisse. A nouveau, les résultats sont
en accord avec la référence. On remarque que I'effet zigzag du déplacement dans le plan est bien repré-
senté. L'évolution de la fleche dans I'épaisseur est non-linéaire. Les fortes variations des contraintes de
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cisaillement transverse dans les faces sont également bien capturées. Les considérations physiques sur
les contraintes normales et transverses sont respectées.
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5 Conclusion

Dans cet article, la décomposition de la solution sous forme radiale est appliquée a la modélisation
de plaques composites en utilisant une approche layerwise d’'ordre 4 pour le déplacement. Elle est tout
d’abord comparée a une approche linéaire sur un exemple homogene afin de montrer la pertinence du
degré d’expansion en z retenu. L'approche s’avére non seulement plus précise, mais également plus
efficace en terme de co(t de calculs. L'approche linéaire nécessite en effet un raffinement important
des couches numériques dans I'épaisseur pour atteindre un degré de précision comparable a I'approche
présentée. Les résultats sur des structures plaques composite stratifiée et sandwich ont confirmé la qualité
de la méthode en terme de précision sur des quantités locales pour des chargements globaux ou localisés.
La capacité de I'approche a capturer des effets locaux et représenter des distributions complexes de
déplacements ou contraintes a été prouvée, ces phénomeénes pouvant étre produits par le chargement, le

type d’empilement ou le type de plaques composites.
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Pour des empilements complexes, I'approche devient moins colteuse qu'une méthode LW, et elle permet
de raffiner le comportement suivant I'épaisseur a moindre codit.
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