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Réumé:

Cet article s’intéresse à la réduction de modèles en Interaction Fluide Structure (IFS) par la méthode décompo-
sition orthogonale aux valeurs propres (POD). Une difficulté importante dans l’application de cette technique à
l’IFS est liée à la déformation du domaine fluide induite par le mouvement de la structure. Nous proposons d’ap-
pliquer la POD à un domaine fixe, réunion du domaine du fluide et du domaine du solide et de construire ainsi une
base POD relative à ce domaine globale. Nous nous intéressons ici aux cas où la structure est un solide rigide,
le problème couplé est alors écrit en formulation eulérienne et utilise une approche de type domaine fictif. On
construit ensuite un système dynamique réduit en projetant ces équations sur la base POD globale.

Abstract :

This paper describes Reduced Order Modeling (ROM) in Fluid Structure Interaction (FSI) using Proper Orthog-
onal Decomposition method. To use POD in a moving domain, a reference fixed domain is introduced. Next a
method to reduce dynamical system in rigid body fluid interaction is developped. This method uses the fictitious
domain method approach, which consists in treating the entire fluid-solid domain as a fluid by adding a distributed
Lagrange multiplier in the weak formulation on solid domain. The method is tested on a two-dimensional case of
rigid body immersed in a fluid

Mots-clefs :

Interaction fluide structure, Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD), Ré-
duction de modèle

1 Introduction

Bien que les techniques numériques et la puissance des ordinateurs permettent des modéli-
sations en interaction fluide structure de plus en plus précises, le stockage des données simulées
et le temps de calcul reste un handicap. Il est donc nécessaire de pouvoir construire des modèles
d’ordre réduit de faible dimension. Différentes méthodes ont été listée par Dowell et al. (2001).
Nous avons choisis d’étudier les performances de la POD suite à son développement croissant
en turbulence depuis une décennie. Elle y a été introduite en 1967 par Lumley (1967) afin d’ex-
traire les structures cohérentes d’un champ de vitesse et a connue un véritable essor depuis la
fin des années 90. En mécanique des structures, la POD est un domaine d’investigation récent
s’apparentant à l’analyse modale (Epureanu et al. (2004)). Son étude dans le cas des domaines
mobiles est récente (Liberge et al. (to apear)). La difficulté principale est liée au caractère mobile
du domaine fluide, incompatible avec la formulation classique POD.
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2 La décomposition orthogonale aux valeurs propres

Nous présentons brièvement dans ce paragraphe le principe de la POD. Pour une bibliogra-
phie plus complète on pourra se référer à Allery (2002) et Berkooz et al. (1993).
La POD consiste pour un champ de signalv (t) ∈ H (H un espace de Hilbert,t le temps,
t ∈ [0, T ]) à chercherΦ ∈ H qui représente au mieuxv sur[0, T ] au sens de la norme deH. On
montre que dans le cas où l’on se situe dans un espaceH = L2 (Ω), cela revient à résoudre le
problème aux valeurs propres suivant :

∫

Ω

R (x, y)Φ (y) = λΦ (x) (1)

oùR est le tenseur de corrélation spatial du champ de vitesseR (x, y) = 〈v (x) ⊗ v (y)〉, 〈•, •〉
est la moyenne temporelle, ou la moyenne statistique dans le cas d’un signal aléatoire (ces 2
moyennes coïncident pour un processus ergodique).
Sous l’hypothèse de la compacité de l’opérateur associé à (1), on prouve l’existence d’une suite
de valeurs propres(λi)i≥1

positives, réelles, décroissante et convergente vers0, associée à une
suite de vecteurs propres orthogonaux(Φi)i≥1

qui forment une base hilbertienne deH. Les
valeurs propres représentent l’énergie respective de chaque mode. En pratique une dizaine de
modes suffisent pour capturer plus de99% de l’énergie, ce qui permet la construction d’une
base spatiale réduite et donc d’un système dynamique réduit obtenu par la projection de l’équa-
tion de Navier-Stockes sur ces modes. Dans la pratique quand le champ de vitesse provient
d’une simulation numérique, la base POD est calculée par la technique des snapshots (Sirovitch
(1987)).

Dans le cas de l’interaction fluide structure, le domaineΩ serait le domaine fluide, mo-
bile au cour du temps. On obtiendrait donc une base POD qui dépendrait du temps, ce qui est
inconsistant.

3 Application de la POD dans le cas des domaines mobiles

Pour rémédier à cette difficulté on introduit un domaine de référenceΩ fixe qui contient
toutes les évolutions des domaines mobiles (Ω = ΩF (t) ∪ ΩS (t), ΩF désignant le domaine
fluide, ΩS désignant le domaine solide). On peut ainsi résoudre les problèmes d’interaction
fluide-solide rigide par la méthode des domaines "fictif" (Glowinski et al. (1999); Laure et al.
(2005)).

Ces méthodes qui consistent à étendre le problème fluide, défini sur le domaine fluide, au
domaine ”fictif” fluide solide utilisent une extension des équations de Navier-Stokes au domaine
solide. Ce qui permet de passer à une formulation faible ou principe des puissance virtuelles
pour le domaineΩ.

On chercheu à divergence nul tel que :
quelque soitΦ un champ de vitesse virtuel à divergence nul, on ait
∫

Ω

ρ

(

∂u

∂t
+ u · ∇u − g

)

Φdx+

∫

Ω

2νtr (D [u] D [Φ]) dx+

∫

Ω

IΩS
tr (D (λ) D (Φ)) dx = 0 (2)

Avec D le tenseur des déformations défini parD (u) =
1

2

(

∇u + t∇u
)

, ρ et ν sont définis sur

tout le domaine :

ρ = IΩF
ρf + (I − IΩF

) ρs ; ν = IΩF
νf + (I − IΩF

) νs
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Avec IΩS
, fonction caractéristique du solide définie comme suit :

IΩS
(x, t) =

{

1 if x ∈ ΩS (t)
0 if x /∈ ΩS (t)

(3)

νS est le facteur de pénalisation de la contrainte de rigiditéD [u] = 0 associé à l’hypothèse de
solide rigide surΩS et le tenseur symétriqueD [λ] est le multiplicateur de Lagrange associé à
cette contrainte.

En considérant qu’à chaque instantt le champ de vitesse obtenue sur le maillage mobile est
interpolé vers le maillage du domaine de référence, en tronquant àN le nombre de fonctions
solutions de (1) tel que l’on capture plus de99%, on écritu sur cette base POD àN éléments :

u =
N

∑

i=1

ai (t) Φi (x) (4)

On introduit cette décomposition deu dans (2) ce qui nous permet d’obtenir le système dyna-
mique réduit suivant :
Pourn = 1..N :



















N
∑

i=1

dai

dt
Ain +

N
∑

i=1

aiBin +

N
∑

i=1

N
∑

j=1

aiajCijn =

N
∑

i=1

biEin

∂IΩf

∂t
+ u · ∇IΩf

= 0

(5)

Avec

Ain =

∫

Ω

ρΦiΦndx Bin =

∫

Ω

2µ Tr (D [Φi] D [Φn]) dx

Cijn =

∫

Ω

ρΦi · ∇ΦjΦndx Ein = −
∫

ΩS

Tr (D [Φi] D [Φn]) dx
(6)

On est donc amené à résoudre un système d’équations différentielles ordinaires enai(t) de di-
mension égale au nombre de modes POD retenus. En pratique, comme la méthode POD permet
d’obtenir une base qui soit maximale au sens énergétique avec un nombre relativement faible
de modes, on obtient un système dynamique faible par rapport au problème initial.

4 Application à un cas bidimensionnel d’interaction fluide structure

ΩF

ΩS

R1

R2

x1

x2

O G

FIG. 1 – Schématisation du domaine d’étude

4.1 Présentation du problème

On considère dans cette section les oscillations d’un cylindre rigide, de rayonR1, de centre
G et de masseM dans un espace fluide annulaire délimité par un cylindre de centreO et de
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FIG. 2 – Isovaleurs de la première composante du champ de vitesse obtenu a) par Castem b) par recons-
truction sur la base POD pourt = 3 s

c)

−0.004

−0.003

−0.002

−0.001

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

−0.2 −0.15 −0.1 −0.05  0  0.05  0.1  0.15  0.2
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

d)−0.2 −0.15 −0.1 −0.05  0  0.05  0.1  0.15  0.2
−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

FIG. 3 – Isovaleurs de la deuxième composante du champ de vitesse obtenu c) par Castem d) par recons-
truction sur la base POD pourt = 3 s

rayonR2 (Figure 1). Le fluide est visqueux, de viscosité dynamiqueµf et de masse volumique
ρf . Le solide est rattaché aux cylindre extérieur par un ressort de raideurk et de longueur initiale
l0. On note(O, x1, x2) un repère fixe lié au cylindre extérieur. On considère une configuration
initiale où le fluide est au repos et le solide est écarté de sa position de repos. Sous l’effet de
l’effort de rappel du ressort, le solide oscille, créant ainsi un écoulement dans le domaine fluide,
qui a son tour agit sur le solide.

Pour construire la base POD on détermine numériquement au préalable des Snapshots des
configurations de l’écoulement pour une période d’oscillation. L’écoulement du fluide est décrit
par les équations de Navier-Stokes en formulationALE (Donea (2004) et Sarrate et al. (2001)).

Le couplage Fluide-Solide rigide est réalisé à l’aide de l’algorithme décrit dans Abouri et al.
(2003) avec les données suivantes :R1 = 0.1 m, R2 = 0.2 m, ρf = 1000 kg.m−3, M = 1 kg,
µf = 0.001 kg.m.s k = 1 · 10−04 N.m−2. A l’instant initial le solide se trouve à la position
(0, 005, 0), et la longueur à vide du ressort est de0.1 m.

La méthode des éléments finis est utilisée pour la discrétisation spatiale du domaine. Les
calculs sont réalisés avec le code éléments finis Castem durant un temps de calcul physique
de 6.28 s, ce qui correspond à une période d’oscillation du solide et100 snapshots ont été
effectuées.
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4.2 Application de la POD

Le système dynamique (5) a été résolu pour cette configuration avec un pas de temps
∆t = 2.09.10−2 s. Au niveau énergétique peu de modes suffisent pour obtenir la quasi to-
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FIG. 4 – Comparaison du premier coefficient temporela1 obtenu par projection et par le système dyna-
mique réduit

talité de l’énergie cinétique, puisque le premier mode POD capture déjà à lui seul99.2% de
l’énergie cinétique totale. Sur la figure 4 on compare le premier coefficienta1 correspondant à

ce mode obtenu par projection de la vitesse sur la base POD

(

a1(t) =

∫

Ω

u (x, t) · Φ1 (x) dx

)

et celui obtenu par le système dynamique réduit à 2 modes.
A partir de la solution obtenu sur cet interval de temps qui correspond à une pseudo période
d’oscillation du solide on peut calculer le déplacement du centre de gravité du solide, qui est

de la formeXg(t) = Xg(0)cos
(

ω
√

1 − ε2

)

eεωt, ε se calculant à partir du décrément loga-

rithmique de la solution obtenue sur cette première période. Ceci nous permet de comparer le
comportement du système dynamique pour une durée de simulation plus grande que la durée de
snapshot. Sur la figure 5, le système dynamique réduit à été résolu pour une durée de simulation
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FIG. 5 – Evaluation du centre de gravité par la solution analytique, le système dynamique réduit et la
solution obtenu par Castem sur une période d’oscillation

10 fois plus grande que l’intervalle de snapshot. On observe alors que la position du centre de
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gravité du solide est trés bien prédite.

5 Conclusions

Dans ce papier une méthode d’application de la POD à l’IFS a été présentée. La solution
proposée utilise la technique des domaines fictifs pour rémédier à la difficulté liée au carac-
tère mobile du domaine fluide. La capacité de cette méthode pour reconstruire un champ de
vitesse à été testé sur un cas bidimensionnel avec succès, ouvrant ainsi la voix à l’application
de la technique de réduction de modèle en Interaction Fluide Structure par la POD par système
dynamique d’ordre bas.
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