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Resumen. En este trabajo de investigación se estudia un talud constituido por capas o estratos y 
con curva de rotura circular a partir del método del cálculo variacional. Para ello, se resuelve un 
sistema de ecuaciones no lineales con la ayuda del programa Maple y se estudian dos ejemplos 
de aplicación. El primero es un talud con tres capas en el que se determinan las propiedades 
geomecánicas  promedios ponderadas a través de la metodología de Duncan, el segundo es un 
talud con capas cuyas propiedades se conservan para cada capa. Posteriormente se realizan 
comparaciones del método del cálculo variacional con rotación de ejes, método de Bishop y 
simulación en Slide, observándose resultados muy semejantes del factor de seguridad al aplicar 
los diferentes métodos. Finalmente se realiza la comparación de las curvas críticas circulares y se 
obtienen resultados satisfactorios.  
 
Abstract. In this research a slope consisting of layers and circular failure curve from the 
variational calculus method is studied. For this, a system of nonlinear equations is solved with 
the help of the program Maple and two application examples are studied. The first is a slope 
with three layers in which the weighted averages geomechanical properties through the 

preserved for each layer. Subsequently, comparisons of the variational calculus method is 
performed with rotation axes, Bishop and  Slide simulation, showing very similar results of the 



safety factor when applying different methods. Finally comparing the circular critical curves it is 
made and satisfactory results are obtained. 
 
Keywords: Layers, Slope, Variational calculus, Safety factor.  
 
1. INTRODUCCIÓN 
  
 Este trabajo de investigación se basa en determinar el factor de seguridad de un talud el cual 
está constituido por capas o estratos de diferentes materiales. Para ello, se resuelve un sistema de 
ecuaciones no lineales que se genera a partir de la aplicación del cálculo de variaciones que 
luego se compara con el método gráfico propuesto por Duncan, et al. [1], el método de rotación 
de ejes para curva de rotura circular de, Ucar & Belandria [2] y el programa de Slide. 
 El Factor de seguridad se determina en primer lugar utilizando las propiedades 
geomecánicas promedios ponderadas, posteriormente se realiza un segundo ejemplo donde se 
considera  las propiedades geomecánicas para cada capa o estrato por separado. 
Se considera que la curva de rotura es de tipo circular que pasa por el pie del talud y la masa 
potencialmente deslizante se divide en rebanadas o dovelas. 
 Mediante la técnica del cálculo de variaciones se tiene tres ecuaciones de equilibrio de tipo 
integral, las cuales se resuelven aplicando la integración compuesta del punto medio. Una 
Ecuación de Euler que genera tantas ecuaciones como rebanadas se utilicen. Al resolver el 
sistema de ecuaciones se determina la curva crítica circular y la capa por donde pasa dicha curva 
aplicando varias iteraciones. 
 Esta técnica es innovadora debido a que permite determinar la curva crítica por el método 
del cálculo variacional utilizando el programa Maple, el cual determina el factor de seguridad 
con gran rapidez. 
 
2. ANTECEDENTES 
 

Los métodos aplicados a la estabilidad de taludes son variados, uno de los métodos más 
estudiados es el equilibrio límite que ha sido estudiado por numerosos autores como, Fellenius 
[3], Janbu [4], Bishop [5], Morgenstern & Price [6], Spencer [7], el cual permite determinar el 
factor de seguridad. 

Otro método, está basado en el cálculo de esfuerzos, deformaciones y desplazamientos, el 
método de elemento finitos que ha sido aplicado a problemas de movimientos en masa como los 
encontrados en  Sosa & Elberg [8] , Elberg, et al. [9] y Torres, et al. [10]. 
 El método del cálculo variacional, cuyas bases teóricas han sido estudiadas por Baker & 
Garber [11], Chen [12], Castillo & Revilla [13], Leshchinsky & Huang [14], Rojas & Úcar [15], 
Mac-Lennan [16], Baker, 2005 [17]. También en el artículo, Ucar & Belandria [2], se muestra la 
aplicación del cálculo de variaciones a rotura circular. 
 
3. METODOLOGÍA EMPLEADA 

Para el cálculo de la estabilidad de taludes considerando diferentes capas o estratos 
aplicando la metodología del cálculo de variaciones y su posterior comparación con otros 
métodos, se realiza  en primer lugar un ejemplo de aplicación de la metodología propuesta por 
Duncan, et al. [18], el cual permite determinar la cohesión promedio C(prom) y el ángulo de 

fricción interna promedio tan (prom), es decir, se utilizan las propiedades geomecánicas 



promedios. En segundo lugar, se realiza otro ejemplo aplicando el cálculo de variaciones y el 
programa Slide con el propósito de trabajar cada capa con sus respectivas propiedades por 
separado. 

Para la metodología de Duncan primero se  realiza el cálculo la cohesión y el ángulo de 
fricción interna  promedio ponderado a lo largo del arco de rotura, usando el número de grados 
que intercepta a cada capa de suelo como un factor de ponderación tal como se muestra en la 
siguiente ecuación: 
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Donde, C(prom) y tan (prom), es la cohesión promedio y el coeficiente de rozamiento interno 

promedio respectivamente, i, es el ángulo que forma el tope y la base de cada capa con respecto 

al centro, Ci, es la cohesión de cada capa, i, es el ángulo de fricción de cada capa. 
 

3.1 Análisis de la estabilidad de taludes utilizando el cálculo de variaciones 
 

Para el análisis de estabilidad de taludes utilizando el cálculo de variaciones se utilizan el 
procedimiento explicado en Ucar & Belandria [2]. A continuación se muestran las ecuaciones 
más importantes a utilizar. 

 
La ecuación de la sumatorias de las fuerzas horizontales, verticales y de momento. 
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Donde, C, es la cohesión del material, u, presión de poros, , esfuerzo normal,  FS, factor de 
seguridad, qx y qy sobrecarga referida a la abscisa y ordenada, Kh y Kv, coeficiente sísmico 

horizontal y vertical, , peso unitario del material, tan , es el coeficiente de fricción interna y 

curva de rotura con respecto al eje de las abscisas, t, ángulo que 
forma la sobrecarga con la horizontal, g(x), ordenada de los puntos pertenecientes a la superficie 
del talud. Para la solución de estas integrales (ecuación 2) se utiliza la integración numérica 
compuesta (regla compuesta del punto medio).  



La ecuación del funcional G que agrupa las ecuaciones de equilibrio incorporando para esto 

los multiplicadores de Lagrange ( 1 y 2), es decir, 
h 1 v 2G F F M , donde el primer 

término representa la sumatoria de fuerzas horizontales, el segundo  la sumatoria de fuerzas 
verticales y el tercero la sumatoria de momentos expresadas en la ecuación 2. Además 

considerando que 
2

c
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2
c

1 ;  y   x  y simplificando se obtiene: 
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Donde, xc y yc, es un centro geométrico que dependen de los multiplicadores de Lagrange ( 1 

y 2). 

Las ecuaciones de Euler, las cuales están representadas por, 
G d G

dx '
 y 

G d G

y dx y'
 y 

hallando cada una de las derivadas del funcional G, resulta: 
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Las ecuaciones combinadas de Euler Según Mac-Lennan [16]: 
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Donde,  
 
Para la determinación de las pendientes en el punto (xn,yn), (xn, n) y (xn,un), se utilizar las 

fórmulas por diferencias divididas de alta exactitud tomando términos adicionales en la 
expansión de la serie de Taylor. Las fórmulas de diferencias divididas finitas hacia delante y 
hacia atrás son las siguientes: 
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Estas expresiones generan un sistema de ecuaciones no lineales los cuales se introducen en el 

programa computacional de Maple para buscar la solución. 
 

3.2  Análisis de la estabilidad de taludes utilizando tablas o gráficos de Taylor y Janbú 
 

Para los taludes simples homogéneos o en capas, se han desarrollado tablas que permiten un 
cálculo rápido del factor de seguridad. Existe una gran cantidad de tablas desarrolladas por 
diferentes autores. En esta investigación se utiliza para la comparación con el cálculo de 
variaciones,  los gráficos o tablas de Taylor, 1966 y Janbú, 1968 mostradas en  Duncan, et al. 
[18] y en Suárez [19]. 

Así mismo, existen gráficos para suelos homogéneos considerando ángulo de fricción interna 
igual a cero y diferente de cero. En esta investigación se realiza un ejemplo aplicado a suelos con 
ángulo de fricción interna diferente de cero, cuya metodología se muestra a continuación: 

Primero se requieren parámetros geométricos y propiedades geomecánicas como: altura del 

talud (H), cohesión del suelo (C), ángulo de fricción interna ( ), pendiente del talud ( ), peso 

unitario del suelo ( ) y profundidad hasta el manto del suelo duro (D).  
En segundo lugar se determina el valor promedio del esfuerzo cohesivo (C) y del coeficiente 

de rozamiento interno, a través de la ecuación 1. Luego se calcula el parámetro Pd usando la 
siguiente expresión:  

 

    w w
d

q w t

H q H
P                                                           (8) 

 

Donde: q, sobrecarga, w, peso unitario del agua, Hw, altura del nivel de agua externo, q, 

factor de reducción por sobrecarga, w, factor de reducción por sumergencia, t, factor de 
reducción por grieta de tracción. En esta investigación no se considera para el ejemplo de 

aplicación la sobrecarga, el agua y la grieta de tracción, por tanto,  si no hay sobrecarga q=1, si 

no hay agua externa w=1, si no hay grieta de tracción t=1. 
Posteriormente se calcula el parámetro Pe a través de la siguiente expresión: 
 

'

'
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P                                                              (9) 

 

Donde H'w, es la altura del agua dentro del talud, 'w, factor de reducción por infiltración. Si 
la sobrecarga se aplica rápidamente, de modo que no hay suficiente tiempo para que los suelos se 
consoliden bajo la sobrecarga, se toma q=0 y  q = 1 en la ecuación de Pe. Si no existe 
sobrecarga, q = 1, y si no existe infiltración, w =1. 

Para calcular el parámetro adimensional C , se realiza a través de la siguiente expresión: 
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También se requiere obtener las coordenadas del círculo crítico, para ello, se emplea el 

gráfico mostrado en la Figura 1.a  
Finalmente para calcular el número de estabilidad Ncf  se usa el gráfico presentado en la 

Figura 1.b, el cual permite determinar el factor de seguridad a través de: 
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Figura  1. a) Coordenadas del centro para el círculo crítico (  > 0). b) Gráficos de estabilidad 

de taludes para  > 0, Janbu, 1968.  (Suárez, 2009). 

3.3 Aplicación del método simplificado de Bishop y Slide. 
 

El método de Bishop  permite obtener el factor de seguridad por corte en suelos con curvas 
de deslizamiento circular. El factor de seguridad esta contenido de forma implícita, donde es 
necesario dar valores al factor de seguridad, hasta lograr el valor correcto tal como se muestra en 
la ecuación 12. Generalmente es suficiente dos tanteos. 
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Donde, Ci, es la cohesión en cada rebanada, xi, ancho de cada rebanada, Wi, peso de cada 

rebanada, i, ángulo de que forma la curva de rotura con la horizontal en cada rebanada, i, 
ángulo de fricción interna de cada rebanada. 



4. ANÁLISIS DE RESULTADOS 

4.1 Ejemplo de aplicación 1 
 

Se utiliza un ejemplo práctico  mostrado en la Figura 2, tomado de Duncan, et al. [18], el 
cual permite determinar el circulo crítico y el factor de seguridad de un talud conformado por 
tres capa, cuyos datos geométricos y propiedades geomecánicas son: altura del talud, 12,19 m, 
buzamiento del talud 33,7°. Propiedades geomecánicas: capa 1, peso unitario, 18,42 kN/m3, 
cohesión, 38,31 kPa, ángulo de fricción interna, 8°, capa 2, peso unitario, 17,62 kN/m3, cohesión, 
28,73 kPa, ángulo de fricción interna, 6°, capa 3, peso unitario, 19,22 kN/m3, cohesión, 38,31 
kPa, ángulo de fricción interna, 0°. 
 

 
 

Figura  2. Geometría del talud, Duncan, et al. [18]. 
 
Método gráfico 

 

Se calcula los parámetros Pd y Pe a través de las ecuaciones (8) y (9), obteniéndose  Pd = 

215,5   y Pe = 215,5  . 

Se calculan las propiedades geomecánicas promedios para 1=20°, 2=31°, 3=44°, 

aplicando la ecuación (1), obteniéndose C(prom) = 35,2  y tan (prom) = 0,064. 

Se calcula el parámetro c  a través de la ecuación (10), obteniéndose c  = 0,4. 

Teniendo en cuenta la  Figura 2  se obtiene el centro del círculo crítico, el cual  arroja el 
valor de x0 = 0,65 ; y0 = 1,45 para b = 1,5, por tanto, x0 = (0,65).(40 ft) = 26 ft ; y0 = 
(1,45).(40 ft) = 58 ft , los cuales representan los valores del circulo crítico. 

Posteriormente, teniendo en cuenta la Figura 3 se determina el parámetro Ncf = 6, para b 

= 1,5 y  c  = 0,4, por tanto el factor de seguridad (FS), obtenido a través de la ecuación 
(11) es igual a FS = 1,0. 

Método del cálculo de variaciones 
 

Para la aplicación del cálculo de variaciones se le asignan los valores promedios de la 
cohesión y el ángulo de fricción interna y se estudia el talud como si el mismo estuviese 
homogéneo. Primero, se realiza la programación en el software de Maple en el que se 
introdujeron diferentes subrutinas y programaciones de las  ecuaciones 2 y 6. 



Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones no lineales considerando para este estudio 
que el numero de rebanadas a dividir la masa deslizante es igual a ocho, se tienen 11 ecuaciones 

y 11 incógnitas las cuales son: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,  son los esfuerzos normales en el 
punto medio de cada rebanada, FS, representa el factor de seguridad, xc y yc, es un centro 

geométrico que está en función de 1 y 2. En la Tabla 1 se presentan los resultados obtenidos al 
resolver el sistema de ecuaciones no lineales. 

 
Método de rotación de ejes 
 
El método analítico de rotación de ejes para curvas de roturas circular se encuentra 

explicado en detalle en Ucar & Belandria [2]. Los resultados de los esfuerzos normales y 
tangenciales se muestran en la Tabla 1. 
 

Tabla 1. Valores de los esfuerzos  adimensionales obtenidos aplicando el cálculo de 
variaciones y el método de rotación de ejes. 

 

Cálculo Variacional Rotación de ejes 

Esfuerzos 
adimensionales 

Valores 
obtenidos 

nn/ H nt/ H 

1 / H 0,64 0,56 0,35 

2 / H 0,61 0,50 0,31 

3 / H 0,57 0,44 0,18 

4 / H 0,53 0,44 0,05 

5 / H 0,50 0,50 0,04 

6 / H 0,46 0,57 0,07 

7 / H 0,42 0,62 0,01 

8 / H 0,39 0,57 0,14 

xc / H -22,88 0,30 0,34 
yc / H 177,07 -0,03 0,40 

FS 1,22 1,25 1,25 

 
Método de las dovelas por Bishop y simulación por Slide 
 
Con ayuda de la hoja de cálculo de Excel se realiza la Tabla 2, donde se muestra el número 

de rebanadas en que se divide la masa potencialmente deslizante, las coordenadas xi e yi, en el 

punto medio de cada rebanada de la curva de rotura, i, ángulo de rotura que forma la curva de 
rotura con la horizontal, B, representa el denominador de la ecuación 12 , C y D el numerador de 
la misma ecuación y FS, es el valor del factor de seguridad. 

El Factor de seguridad obtenido mediante este método de Bishop simplificado aplicando la 
ecuación (12) da un valor de 1,19. Posteriormente se realiza la simulación en Slide para la 
comparación,  obteniéndose para este caso un valor para el factor de seguridad igual a 1,17. 

La Tabla 3, muestra el valor del Factor de Seguridad determinada por los diferentes 
métodos. 

 
 



Tabla 2. Representación del  método de Bishop. 
 

Rebanadas xi (ft) yi (ft) i(grados)  ( n) kPa B C D C/D 

1 5,44 -2,14 -18,88 27,82 -2282,94 8441,70 0,93 9116,94 

2 16,31 -4,82 -8,77 82,60 -2926,31 9218,51 0,98 9418,58 

3 27,19 -5,55 1,07 127,50 541,14 9843,19 1,00 9833,38 

4 38,06 -4,41 10,94 154,66 6914,59 10321,08 0,99 10386,21 

5 48,94 -1,28 21,15 1852,43 14968,36 10643,69 0,96 11142,34 

6 59,81 4,18 32,14 1770,87 23232,16 10784,04 0,88 12252,82 

7 70,69 12,80 44,67 1133,22 23396,12 10119,07 0,76 13398,84 

8 81,56 27,13 60,95 366,11 13761,65 8997,35 0,54 16647,50 

     77604,77   92196,61 

      BISHOP FS 1,19 

Tabla 3. Factor de seguridad obtenido por los diferentes métodos. 
 

Método Factor de Seguridad 

Rotación de ejes 1,25 
Cálculo Variacional 1,22 

Simplificado de Bishop 1,19 
Slide 1,17 

Gráfico (Dúncan) 1,00 

4.2 Ejemplo de aplicación 2 
 

Se utilizó un talud con una altura de 40 m y con tres capas cuyas propiedades geomecánicas 
son las siguientes: capa 1: cohesión 200 kN/m2, ángulo de fricción 35°, peso unitario de 24 
kN/m3; capa 2: cohesión 100 kN/m2, ángulo de fricción 15°, peso unitario de 24 kN/m3; capa 3: 
cohesión 190 kN/m2, ángulo de fricción 25°, peso unitario de 24 kN/m3. La Figura 3, muestra la 
geometría del talud a estudiar. 
 

 
 

Figura 3. Representación de las iteraciones del talud con tres capas o estratos.  
 



Método del cálculo de variaciones 
 

La metodología utilizada para el cálculo de variaciones es de dividir la masa deslizante en 6 
rebanadas, en donde, se realiza la programación en Maple, en la que se le asigna las dos primeras 
rebanadas a la primera capa, las dos segundas rebanadas a la capa intermedia y las otras dos 
rebanadas a la tercera capa y de esta manera conservar las propiedades geomecánicas de cada 
una de las capas.  

Posteriormente se realiza una iteración escogiendo una curva de rotura que atraviese las tres 
capas y se iteran distintos valores en la cresta del talud. Luego se elige una curva de rotura que 
atraviese la capa 2 y 3 y se itera la cresta del talud. Finalmente se escoge una curva en la capa 
superior (capa 3) y se itera la cresta del talud. La iteración de la cresta del talud se realiza con el 
propósito de determinar la curva desfavorable que genere el mínimo factor de seguridad. Los 
resultados se muestran en la Tabla 4 y Figura 4. 

 
Tabla 4. Muestra las iteraciones realizadas considerando diferentes capas. 

 

Iteraciones Centro del 
círculo (x , y) 

en m 

Radio del 
círculo en m 

Coordenada en 
la cresta del 
talud en m 

Factor de 
Seguridad 

Curva de rotura que pasa por las tres capas 
Primera iteración (0 , 44,25) 44,25 (43,5 , 40) 1,69 
Segunda iteración (-5 , 44,25) 44,53 (39 , 40) 1,52 
Tercera iteración (-5 , 49,25) 49,5 (43 , 40) 1,58 

Curva de rotura que pasa por la capa 3 y 2 
Primera iteración (0 , 44,25) 41,76 (41,5 , 40) 1,24 
Segunda iteración (-5 , 44,25) 42,17 (36,5 , 40) 1,13 
Tercera iteración (-10 , 44,25) 43,17 (32,5 , 40) 1,06 
Cuarta iteración (-10 , 39,25) 38,36 (28 , 40) 1,0 

Curva de rotura que pasa por la capa 3 
Primera iteración (0 , 44,25) 32,99 (32,5 , 40) 1,95 
Segunda iteración (-5 , 44,25) 33,96 (28,5 , 40) 1,80 
Tercera iteración (-10 , 44,25) 35,61 (25 , 40) 1,75 
Cuarta iteración (5 , 44,25) 32,76 (37,5 , 40) 2,19 
Quinta iteración (-10 , 39,25) 31,08 (21 , 40) 1,67 

 
Comparación con otros métodos 

 
Para la comparación se utilizan las curvas más desfavorables obtenidas considerando tres 

capas, dos capas y una capa. Primero se compara con el método de rotación de ejes Ucar & 
Belandria [2], que trabaja con suelos homogéneos, debido a esto se procede a determinar los 
valores de cohesión y ángulo de fricción promedio. Posteriormente se realizan los cálculos con la 
ayuda de la hoja de Excel , el cual arroja los  resultados mostrados en la Tabla 5. 

Luego se compara con el programa Slide, para ello, se dibuja la geometría se coloca la 
división entre capas y se le asignan las propiedades a cada capa. Se aplica el método de Bishop 
simplificado, Morgenstern  Price y Janbu, considerando rotura circular. La Figura 4, muestra la 
comparación de la curva de rotura obtenida por el cálculo de variaciones y el programa Slide. 



Tabla 5. Comparación con otros métodos. 
 

Centro del 
círculo (x , y) 

en m 

Radio del 
círculo en m 

Cohesión 
promedio 
(kN/m2) 

Ángulo de 
fricción 
(Grados) 

Factor de 
Seguridad 

Curva de rotura que pasa por la capa 1, 2 y 3 
(-5 , 44,25) 44,53 166,7 25,78 1,43 

Curva de rotura que pasa por la capa 3 y 2 
(-10 , 39,25) 38,36 156,84 22,34 1,12 

Curva de rotura que pasa por la capa 3 
(-10 , 39,25) 31,08 190 25 1,54 

 

 
 

Figura 4. Comparación de las curvas circulares más desfavorables. 

5. CONCLUSIONES 
 

Las propiedades geomecanicas promedios se determinaron para el primer ejemplo de 
aplicación con el propósito de utilizar la metodología de Duncan y trabajar con un talud 
homogéneo. Las comparaciones realizadas en cuanto al factor de seguridad indican que los 
métodos del cálculo variacional, rotación de ejes, Simplificado de Bishop y Slide dan resultados 
muy semejantes, sin embargo, el método gráfico de  Taylor y Janbú el factor se seguridad 
obtenido es más bajo. 

En el segundo ejemplo se estudia un talud en capas y se conservan las propiedades de cada 
una. Al comparar la técnica del cálculo de variaciones con el método de rotación de ejes y el 
programa de Slide, arroja que la curva de rotura más desfavorable es aquella que pasa por la capa 
que contiene las propiedades más desfavorables, es decir, la capa 2 o capa intermedia. Para el 
método de rotación de ejes las propiedades geomecánicas utilizadas son las promedios y los 
resultados de factor de seguridad son muy parecidos a los obtenidos por el método de cálculo de 
variaciones y el programa Slide. Al comparar las curvas críticas más desfavorables en el pie del 
talud la curva se observan muy cercanas, sin embargo hacia la cresta se tienden a separar. 
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