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Abstract

Controlled invariance is a fundamental concept for the design of control laws for linear systems
subject to specifications that are given in terms of a vector space. Following a lot of recent publica-
tions, we treat the extension of this method to max-plus linear systems. We establish the statement
that in this case too, controlled invariance is equivalent to feedback invariance. This in some sense
reinforces the connexion between invariance and control design for a class of timed discrete event
systems. Unlike the case of linear systems over the real field, the feedback that makes invariant a
controlled invariant semimodule for the closed-loop system is nonlinear, in general. This leads to ef-
fective design methods, using the known methods for the computation of solutions to linear equations
in the max-plus algebra. These methods are recalled. Another difference with the case of systems
over a field is that the causality of a feedback should be checked, to permit its implementation. We
define the concept of causal controlled invariance, and give checkable necessary and sufficient con-
ditions for a given module to have this property. This opens the way to the computation of optimal
solutions to a number of control problems for such systems, which is illustrated on an example from
the litterature.

Résumé

Le concept d’invariance contrdlée est fondamental pour la conception de lois de commande pour
les systemes linéaires soumis a des contraintes définies en termes d’espaces vectoriels. Nous traitons
ici de I’extension de cette méthode au cas de systemes max-plus linéaires, suivant en cela de nom-
breuses publications récentes. Nous montrons que, dans ce cas également, I’invariance controlée
équivaut a I’invariance par retour d’état statique. Cela renforce la connexion, qui avait déja été notée,
entre le concept d’invariance et la conception de lois de commande, pour une classe de réseaux de
Petri temporisés. Contrairement au cas de systémes sur un corps, le retour d’état qui rend invariant
un demi-module invariant contrdlé n’est pas linéaire, en général. Par contre un tel retour d’état est
calculable, en utilisant les solutions connues de systemes d’équetions linéaires dans I’algebre max-
plus. Une autre différence d’avec le cas de systémes sur un corps est que la causalité du feedback doit
étre vérifiée, pour permettre sa mise en oeuvre. Nous définissons le concept d’invariance contrdlée
causale, et donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un module donné ait cette pro-
priété. Cela ouvre la voie au calcul de solutions optimales a nombre de problemes de commande pour
cette classe de systemes. Nous I'illustrons sur un exemple tiré de la littérature.

1 Introduction

Le concept d’ (A, B)-invariance, ou invariance contr6lée, a été introduit indépendamment dans [1] et [2].
11 constitue la brique de base de 1’approche géométrique de la conception de lois de commande pour les
systemes linéaires, qui a fourni dans les années 70 la solution a de nombreux problemes classiques de
commande, parmi lesquel le rejet de perturbation, le découplage, le probleme du régulateur [3,4]. De
nombreux auteurs ont considéré I’extension de cette approche au cas des systémes sur anneau [5, 6] ou
sur demi-anneau [7], en vue de généraliser les résultats concernant la commande des systemes linéaires
invariants de dimension finie a des classes plus larges d’opérateurs.
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Dans le cas de systeémes dynamiques sur un corps, il est bien connu que 1’invariance contrdlée d’un
sous-espace vectoriel équivaut a son invariance sous 1’action d’au moins un retour d’état statique [3,4].
C’est cette propriété qui rend le concept si utile dans la théorie classique. Malheureusement, cette
caractéristique est perdue dans le cadre général des systémes a coefficients sur un anneau ou un demi-
anneau. Quoique I’invariance par retour d’état implique 1’(A, B)-invariance, la réciproque n’est pas
vérifiée, en général (voir [5, 7]).

Conte et Perdon ont introduit [6] une notion d’invariance par retour d’état dynamique pour les mod-
ules sur un demi-anneau principal, qui généralise la classe des lois de commande statique. Ces résultats
ont été généralisés par Cardenas ef al. [12] au cas du demi-anneau Rp,x, en vue d’applications a la
commande de systemes a événements discrets soumis a des contraintes temporelles. De tels lois de
commande dynamique mixent feedback et feedforward, comme on dit en anglais, et ne garantissent
donc pas toutes les propriétés d’un retour d’état statique. Elle peut par exemple représenter un suivi de
trajectoire en boucle ouverte, qui nécessite la mise en place de boucles supplémentaires pour la stabili-
sation.

La commande de systemes max-plus linéaire fait I’objet de travaux nombreux depuis plus de 30
ans, et parmi eux de nombreux auteurs ont discuté la question de I’invariance contrdlée et de ses ap-
plications a la commande de systemes a événements discrets. La plupart des travaux ont pour but la
détermination d’un retour d’état statique résolvant un probléme posé en termes de contraintes ou de
comportement asymptotique, par exemple [7, 17,19,24-27] et [28]. Des travaux traitent aussi des ques-
tions d’observabilité dans des termes similaires [10, 1 1]. Notre objectif dans cet article est d’examiner
des lois de commande par retour d’état statique mais non nécessairement linéaires. L’existence de
tels retours d’état fournissant la solution de problemes de commande a déja été mentionnée [10] mais
n’a pas été systématiquement étudiée. Des exemples [28] montrent (implicitement) des problemes de
commande qui n’ont pas de solution linéaire, mais admettent une solution non-linéaire, ce qui motive
I’intérét d’une telle solution.

Une attention particuliere est donnée a la question de causalité, du fait que dans 1’algeébre max-plus,
les fonctions statiques ne sont pas nécessairement causales [21,22]. La mise en oeuvre en ligne des lois
de commande impose donc de vérifier cet aspect. Nos méthodes sont de nature algébrique et rentrent
dans le cadre de I’utilisation de la double description method sur max-plus [16].

Larticle est organisé comme suit. La section 2 est consacrée a des rappels et résultats de base
concernant les demi-anneaux, demi-modules, et les concepts d’ (A, B)-invariance et de causalité. La sec-
tion 3.2 est consacrée a ’invariance par retour d’état et a I’invariance causale, ainsi qu’aux algorithmes
de vérification des propriétés . Un exemple est présenté dans la section 4, et une courte conclusion
récapitule les contributions de I’article.

2 Concepts et résultats de base

2.1 Demi-modules de type fini sur I’algebre max-plus

Rmax désigne ’ensemble des nombres réels complété par —eo et muni des lois max et plus, respec-
tivement notées & et ®, et qui dans ce contexte sont appellées addition et multiplication, quand cela
n’introduit pas d’ambiguité. Dans ce qui suit, on note € I’élément —oo. On voit que celui-ci est élément
neutre pour 1’opération @, et que 0 est élément neutre pour la multiplication ®. Les deux lois ¢ et
® sont associatives, et la multiplication est distributive par rapport aux sommes finies, au sens ou
Va,b,c € Rpax, (@a®b)@c=(a®c)®b®c), etc®(adb)=(c®a)®(c®@b). Ainsi, Rpax est
muni d’une structure de demi-anneau. On remarque enfin que ® est commutative, et que 1’addition &
est idempotente, au sens ol pour tout a € Ryx, on a a @ a = a. Du fait de ces propriétés, on dit que
Rpax est un dioide [13].
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Les notations & et ® sont étendues comme habituellement aux vecteurs et matrices. Pour p,g € N,
on note R2%Z I’ensemble des matrices de taille p X q ayant des coefficients dans Rp,x. Deux matrices
de méme taille A,B € Rz étant données, on définit la somme A @ B par (A @ B);; = A;j ® Bjj, et si
A € Rhay, B € R, on définit A® B par (A® B);;j = @}_; Aix ® B;. Le produit A ® B est souvent
écrit AB. La matrice nulle est notée €, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion avec le nombre €.
La matrice unité I, est la matrice de taille n x n dont les entrées sont égalent a O sur la diagonale et €
hors diagonale. On note aussi 0 un vecteur dont toutes les composantes sont égales a 0. La notation ®
est aussi employée pour désigner le produit externe dun scalaire A € R,y et d’une matrice A € RE,Y,
défini par (A ®A);j = A +A;j, pouri=1apet j=142an. On utilisera aussi les symboles A et VV pour
désigner les opérations min et max.

L analogue des concepts d’espace vectoriel ou de module, obtenu en remplacant le corps ou I’anneau
de scalaires par un demi-anneau est appelé un demi-module, un moduloide [13] ou un module [14]. On
s’intéresse particulierement au cas des sous-demi-modules du produit cartésien R}, ., et aux modules
de type fini, qui sont générés par une famille finie de vecteurs de R} ..

Si M est matrice de taille n x m a coefficients dans Ry,,x, on note ImM le sous-demi-module de
RZ .« qui est généré par les colonnes de M, soit ImM = {x e R% . | v € RZ . x = Mv}. Par définition,
un sous-semi-module de R”, est de type fini s’il existe un entier ¢ et une matrice M € Ry telle
que .# =ImM. Les demi-modules de type fini peuvent étre représentés de différentes maniere. Le
résultat qui base une double description pour les sous-semi-modules de R est dii a Butkovi¢ and
Hegediis [15]. 11 établit que la famille des sous-demi-modules de R}, de type fini coincide avec la
famille des cones de type fini, qui sont les ensembles de la forme Cone (C,D) = {x € R%,, | Cx = Dx},

ou C et D sont des matrices de taille p X n, pour un entier p.

Théoreme 2.1. Un demi-module A4 C R} ..
équivalentes.

(i) 1l existe un entier q et une matrice M € Rind telle que A =ImM.

11) Il existe un entier p et des matrices C,D € M € [kmax felles que = Cone (C,D).
(ii) 11 exi j d jces C,D € M € REY telles que .4 = Cone (C,D

étant donné, les deux affirmations suivantes sont

Ce résultat a été largement commenté dans la littérature. Les algorithmes pour passer d’une
représentation a 1’autre ont été introduits en [15], puis raffinés et étendus par Allamigeon et al. [16].

2.2 Invariance controlée

Un systeme max-plus linéaire est un systeme dynamique dont I’évolution est guidée par une loi de
récurrence de la forme

x(k+1)=Axx(k) ®Bou(k) , (1)

ou A € Rix et Be RIX™. La variable x(k) € RZ,. est appelé vecteur d’état, et u(k) € R, est’entrée
de commande, qui sont définis pour k entier et strictement positif, k > 0. Rappelons simplement que
la solution du systeme (1) est uniquement déterminée par la commande u et par la condition initiale
xo € R}, telle que

x(1)=xp .

Nous rappellons dans cette section quelques définitions et résultats concernant 1’invariance controlée
dans R« La plupart de ces résultats ont été établis par Katz [7].

Définition 2.1. (Invariance contrdlée) Etant données les matrices A € R et B € RV™, un demi-
module .# € R, est appelé (A,B)-invariant, ou invariant contrdlé, si pour toute condition initiale
xo € A, il existe une commande u telle que la solution unique du systeme (1) initialisé a xo vérifie
x(k) € A, pourk > 0.
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Nous rappellons quelques observations de base concernant la propriété d’ (A, B)-invariance.

Théoreme 2.2. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) Un demi-module .# C RL, . est (A, B)-invariant si et seulement si I’inclusion suivante est vérifiée :

AM C #SImB

o M ©ImB est défini comme I’ensemble {x € R]\, . |Fb € ImB, xDb € A }.
(ii) Un demi-module .# C R, généré par une matrice M € Ry est (A, B)-invariant si et seulement

s’il existe des matrices U € Rinxd et Ve RL: telles que identité suivante est satisfaite :

ARMOBRU=MQV .

(iii) Un demi-module .# C R: . tel que .# =1ImM = Cone (C,D), pour des matrices M € Ry et
C,DeM e R est (A, B)-invariant si et seulement s’il existe une matrice U € R telle que l’égalité
suivante est vérifiée :

C(AM®BU)=D(AM®BU) .

La propriété (i) est la traduction directe de la définition de 1’ (A, B)-invariance. Elle fonde 1’approche
géométrique de la commande. Les formules (ii) et (iii) fondent I’approche algébrique de la commande.
Ces propriétés sont établies comme dans le cas des systemes sur un corps. On construit les colonnes des
matrices U et V en considérant successivement des conditions initiales égales aux colonnes de la matrice
M. Les propriétés (i) et (ii) sont énoncées par Katz [7], et si notre mémoire est bonne, la propriété (iii)
n’a pas été formulée explicitement, mais elle est connue. C’est elle que nous utiliserons principalement
dans cet article. On note que 1’équivalence entre (ii) et (iii) s’établit immédiatement en conséquence du
Théoreme 2.1, et que c’est la méme matrice U qui intervient dans ces deux énoncés.

Tous les sous-demi-modules de R”,,. ne sont pas (A, B)-invariants, mais on montre que tout demi-
module ./ C R}, contient un sous-demi-module (A, B)-invariant maximal, qui est noté ¥7,(A,B), et
qui coincide avec le lieu des conditions initiales des trajectoires du systemes qui évoluent enticrement
dans .#. On montre [10] que le plus grand (A, B)-invariant inclus dans un module de type fini est la
“limite” de la suite { ¥}, qui est définie par

Vo= M Viyy = MNA"(¥SImB) , pouri>0,

ot la notation A~!#" désigne 1’image inverse d’un module 7, définie par A~' ¥ = {x ¢ R? |Ax € ¥}.
Les termes successifs de la suite sont des modules de type finis. On peut calculer itérativement des
matrices M; et (C;, D;) telles que ¥; = ImM; = Cone(C;, D;) en calculant une solution de 1’équation

Ci1A Ci1B M;\ _( Di1A D; 1B M;
o) € u ) D € u )

A chaque étape, on calcule successivement M; et U; en résolvant cette équation, puis on calcule C; et D;
par le Théoréme 2.1. La limite s’entend comme 1’intersection des modules ¥;, sous la condition que .#
est fermé, comme I’exprime le résultat suivant.

Théoréme 2.3. L’inclusion ¥ ;,(A,B) C (e ¥ est toujours vérifiée [7]. L'égalité

Vy(AB)= (7,

ieN

est vérifiée si M est fermé, donc en particulier lorsque . est de type fini [10].

4
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Il n’y a pas de garantie que ¥, (A, B) soit un demi-module de type fini, et par conséquent il n’y a pas
de garantie pour que la suite {#;} devienne stationnaire en un nombre fini d’étapes. Par contre, lorsque
la suite se stabilise en un nombre fini d’étape, autrement dit il existe un entier i tel que #;; = ¥}, alors
ona ¥, (A,B) = ¥, donc le demi-module (A, B)-invariant maximal est de type fini, et calculable avec
cet algorithme.

La solution de plusieurs problemes de commande (voir par exemple [10], [17], [19] et [26])
s’exprime en termes de demi-module (A,B)-invariant. Le demi-module ./ s’interpréte comme une
contrainte, ou une spécification que doit satisfaire le systeme en boucle fermée. Le demi-module
(A, B)-invariant maximal s’interprete alors en termes de solution optimale du probleme de commande.
Nous abordons dans la section 3.2 la question de la détermination de la loi de commande qui est
I’aboutissement d’une telle solution. Nous examinerons en particulier I’existence d’une loi de com-
mande causale, susceptible d’€tre mise en oeuvre en ligne, et nous rappelons d’abord quelques idées de
base a ce sujet.

2.3 Opérateurs causaux sur R.x

Les opérateurs max-plus linéaires font partie de la famille plus générale des opérateurs topicaux [20].
Ces opérateurs s’ expriment en termes des opérations min, max et plus. Une fonction topicale u = ¢ (x) de
R7 .« dans Ryax s’écrit soit comme I’infimum de fonctions max-plus linéaires, ou comme le supremum
de fonctions min-plus linéaires. Autrement dit, dans le cas d’une fonction finiment générée, il existe des

entiers g et , et des matrices & € Rifuy et B € RIX" telles que

<=
>=

¢(x) = Bji +xk) - 2)

I <=

(
1 k=1 k=1

,
(o +x0) = N\
J J=1

La premiére de ces deux écritures est appelée une forme disjonctive, et la seconde une forme conjonctive.
Les fonctions de ce type possedent deux propriétés caractéristiques. Elles sont monotones, i.e., pour tous
vecteurs x, ¥’ € R tels que x < x’, ona ¢(x) < ¢(x'), et additivement homogene, i.e., pour tout vecteur
x € RZ,, et tout scalaire A € Ryax, ona ¢(A @x) = A @ ¢(x).

De telles fonctions, comme les opérations max-plus linéaires, permettent de modéliser des systemes
a événements discrets. Dans ce contexte, les composantes des vecteurs x(k) et u(k) sont les dates
d’événements tels que 1’activation ou la désactivation d’une ressource. Intuitivement, 1’opérateur est
causal si pour tout x, y € R” .. on observe pour toute date A € Ryax que ¢x = ¢y < A ou ¢x, y > A, si
xi=yi <Aoux;y > A,pouri=12an Comme le montre Bousch dans un article lumineux [21], cela
se traduit par la définition suivante.

Définition 2.2. Une fonction ¢ de RL,. dans Ry est causale si pour tout A € Ry, [’égalité

min(x;,A) = min(y;, A), pour i =1 a n, implique que min(¢(x),A) = min(¢(y),A). Une fonction mul-
tivariable est dite causale si toutes ses composantes sont causales.

Cette définition mene a la caractérisation suivante.

Théoreme 2.4. Une fonction topicale ¢ de R}, dans Ruyax est causale si et seulement si pour tout

x € R, Uégalité ¢(x AN0O) > ¢(x) AO est vérifice.
Bousch obtient une caractérisation explicite des fonctions topicales causales, en termes de 1’ensemble
R, des réels positifs complété par —oo.

Théoréme 2.5. Une forme max-plus linéaire de RL. ., de la forme f(x) = vVi®x, ouve Ry est
n

causale si et seulement si le vecteur v est défini sur R . Une fonction topicale ¢ de R, dans Ruyax

est causale si et seulement si elle est égale a ’infimum de fonctions max-plus causales.
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Les résultats sont initialement présentés pour les fonctions topicales réelles, mais s’étendent
aisément a Rp,«. Il convient de noter qu’on ne peut pas directement déduire de ce résultat qu’une
expression telle que ¢ (x) = Aj_; Vi—;(Bjx +xx) ne définit une fonction causale que si la matrice 3
est définie sur R .. Par exemple, avec n = 2, on a pour tout couple (x1,x;) I'égalité [(1+x;) A(e+
)| V[(14x1) A(—=14x2)] = 1 4+x;]. Cela montre que cette fonction est causale, quoique 1’expression
formelle qui est & gauche du signe égal soit constituée de termes qui ne sont pas tous causaux.

Nous allons dans la suite utiliser la caractérisation alternative suivante de la causalité.

Définition 2.3. Le sous-demi-anneau des éléments causaux de Ry, se définit comme suit :

Ry = {x € Ryax |x >00rx=¢} .

max

Proposition 2.1. Une fonction topicale ¢ définie sur R, et a valeurs dans R« est causale si pour
tout vecteur x € Rl vérifiant P}, x; =0, ona ¢(x) € R},

max max-*

Démonstration D’apres le Théoreme 2.4, il convient de vérifier I’égalité ¢ (x A0) > ¢(x) A 0. Notons
d’abord que tout vecteur x € R s’écrit sous la forme x = A @/, ot A € Rppax, et obt X’ est un vecteur
satisfaisant les conditions de 1’énoncé : P} x; = 0. Si A est inférieur ou égal a zéro, il est clair que
xA0=0. La condition s’écrit alors ¢ (x) > ¢(x) A0, qui est trivialement satisfaite. Si maintenant 4 est
supérieur 2 zéro, on observe successivement que ¢ (x A0) = ¢ (AxX' A0) = ¢(A (X' A ((=1) ®0)). Du fait
que (—4)®0 <0, et que ¢ est monotone, on en déduit que ¢ (x A0) > ¢(A(x' A0). Ce dernier terme
est égal A A ® ¢(x' A0), par homogénéité, et majore donc A ® (¢(x') A0), par I’hypothése faite sur x'.
Ce dernier terme est égal & ¢(Ax') A (A ®0) = ¢(x) A (A ®0), qui majore ¢(x) A0, du fait que A est
supposé étre positif. Ceci acheve la démonstration. O

On peut finalement noter que si x(k) et y(k) sont deux suites croissantes dans Ry, alors
min{x(k),y(k)} est un opérateur causal. Cela signifie que cet opérateur peut &tre causalement réalisé
a partir de la mesure des dates de franchissement x(k) et y(k). La kieme activation de la sortie de cet
opérateur s’effectue dés que 1’un des processus datés par x(k) ou y(k) est activé k fois. Nous utiliserons
ce résultat dans la section suivante pour définir un feedback causal.

Remarque 2.1. 1] est important de bien noter que la Proposition 2.1 est limitative. L’exemple qui
suit montre un retour d’état qui est causal, mais ne remplit pas les conditions de I’énoncé. Il s’agit
simplement d’un retour d’état statique et linéaire. On considere le probleme défini par les matrices

=(81) () (3)

L’ équation AM @ BU = MV est vértifiée en choisissant U = ( —1 ) etV = ( +1 ) Cela par exemple
peut étre réalisé par la loi de commande u(k) = Fx(k), on a dans ce casU = FM, avec F = ( 1 € ).
Comme nous I’annoncions, cette loi de commande est simplement un retour détat statique linéaire.
Cela montre qu’une réflexion plus approfondie du probleme doit étre menée pour trouver des con-
ditions nécessaires et suffisantes de causalité d’une fonction sur R, et a valeurs dans Rp,y, en par-
ticulier dans le cas d’une fonction topicale. Les conditions devraient au moins généraliser le cas d’un

retour d’état linéaire, qui est causal s’il est défini sur R},

3 Invariance par retour d’état

3.1 Calcul d’une loi de commande

On a vu que le module .#Z = ImM est invariant contr6lé, lorsqu’il existe des matrices U, V de dimen-
sions adéquates telles que AM © BU = MV.

6
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Sous ces conditions, toute loi de commande vérifiant :

{u(k) = Uv(k)
x(k) = Mv(k),

pour une séquence v(k) € Ri.x, conduit aux égalités
x(k+1)=AMv(k) @BUv(k) = (AM ®BU )v(k) = MVv(k) , 3)

qui montrent que x(k) € .4, pour k > 1, si x(1) € .#. Autrement dit, une telle loi de commande rend
le demi-module .# invariant pour le systeme en boucle fermée obtenu en complétant le systeme initial
par la loi de commande. Cette loi de commande n’est pas définie de facon unique. Nous allons montrer
qu’il existe une solution maximale, et que cette solution constitue un retour d’état statique.

Définition 3.1. On dit que le module .4 est invariant par retour d’état statique s’il existe une loi de
commande de la forme u(k) = f(x(k)) telle que la trajectoire du systéme bouclé reste dans .# au cours
de son évolution si la condition initiale x(1) est elle-méme un élément de M. Dans ce cas, une telle
fonction f est dite admissible pour 4 .

nxq

Théoreme 3.1. Etant donné un sous-demi module de type fini de R, soit # =ImM, avec M € Ryy,
les deux affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) M est invariant controlé.

(ii) M est invariant par retour d’état statique.

De plus, sous ces conditions, un retour d’état admissible maximal existe, qui s’écrit sous la forme

u(k) = U @M (x(k)) ,

oit U est la matrice qui intervient dans les caractérisations (ii) et (iii) du Théoréme 2.2, et M*(x(k)) est
définie par

(MF(x(k)))i = — DM, —x;(k)}
j=1

pouri=1agq.

Démonstration On appelle résiduation la fonction M* [13]. Pour établir le résultat concernant
I’existence de cette solution maximale, on montre d’abord que M*(x(k)) est la plus grande solution
de I'inégalité Mv(k) < x(k). On observe que d’une part M @ M*(x(k)) < x(k), et d’autre part que
toute solution de Mv(k) = x(k) satisfait v(k) < M*(x(k)), et par conséquent la chaine d’inégalités
Mv(k) < M @ M*(x(k)) < x(k). Du fait que les deux extrémités de cette chaine sont égales, on en
déduit que M ® M*(x(k)) = x(k) s’il existe v(k) telle que Mv(k) = x(k). L’inverse est bien entendu vrai,
ce qui acheve la démonstration.

Le retour d’état maximal introduit dans le théoréme est une loi de commande admissible qui réalise
I’invariance de .# pour le systeéme en boucle fermée. On remarque que cette loi de commande est non-
linéaire, en général. De plus, une telle loi de commande admissible n’est pas définie de facon unique.
La famille des retours d’état admissibles pour un module (A, B)-invariant donné peut dans certains cas
inclure des fonctions max-plus linéaires, mais il est important de signaler qu’un tel retour d’état linéaire
n’existe pas toujours. Des contre-exemples sont mentionnés dans [12], [28]. Dans le cas de systemes
sur anneau en général [6], [9], et donc a fortiori dans le cas de systemes sur demi-anneau, il a déja été
observé que I’invariance contrdlée et I’invariance par retour d’état statiques ne sont pas équivalentes. Le
Théoreme 3.1 est donc une propriété tout a fait particuliere du dioide Ryax.

On peut aussi définir, a partir des égalités (3), une commande linéaire mais dynamique, dans I’esprit
de celle introduite dans [12], en posant u(k) = Vv(k), pour k > 1, avec v(k+ 1) = Vv(k), pour k > 1, et
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v(1) vérifiant Mv(1) = x(1). Cette commande n’est pas un retour d’état, mais une commande prédictive,
en boucle ouverte, comme on dit.

Dans la plupart des applications de modeles dynamiques max-plus linéaires, la causalité joue un role
important. Un retour d’état doit étre causal afin de pouvoir étre mis en oeuvre en ligne. Nous examinons
maintenant cette question.

3.2 Invariance causale

Ainsi que nous I’avons signalé, un retour d’état statique dans Ry,,x, qu’il soit linéaire ou non, n’est pas
nécessairement causal. Cette remarque induit la définition qui suit.

Définition 3.2. On dit que le module 4 C R, est un (A, B)-invariant causal s’il existe pour .# une
loi de commande admissible causale.

La premiere question qui se pose est de déterminer si le retour d’état maximal identifié dans le
Théoréme 3.1 est causal ou non.

Proposition 3.1. Le retour d’état u(k) = UM*(x(k)) du Théoréme 3.1 est causal si les coefficients
Uij — My sont tous causaux, pouri=1am, j=1aqetk=1an, du moins si My; # €.

Démonstration Remarquons tout d’abord que ce retour d’état est une fonction vectorielle topicale, qui
s’exprime explicitement sous la forme

n

q
u,(k) = \/ Uij + /\(—Mlj—i—x/)
=1 =1

La iéme composante du vecteur de commande u(k) s’exprime donc sous la forme conjonctive (2), en
prenant o;; = U;j — M;;, pour j=1aqgetl=1an (nous oublions volontairement les indices i et k dans
cette expression pour en faciliter la lecture). Du fait de la distributivité des opérations min et max, on
observe que u;(k) peut également s’exprimer sous forme conjonctive. On a

n q

q n
V Alei+x) = A V (e, +x,
j=1k=1

10y dg=1 \j=1

Du fait que les indices /; sont indépendants les uns des autres, et sont choisis parmi les entiers de 1 a n,
toutes les combinaisons sont présentes, les termes max-plus linéaires doivent étre regroupés pour chaque
sous-ensemble J = {I;,5,---,I,} de I’ensemble des nombres de 1 a n. Les coefficients qui apparaissent
dans les fonctions max-plus linéaires de la forme conjonctives s’écrivent donc V,cjQ,, pour chaque
nombre a et chaque sous-ensemble J, ou sont égaux a —eo.

Ainsi que I'exprime le Théoreme 2.5, cette fonction est causale si ces coefficients sont tous des
éléments de Ry}, . Du fait que tous singletons sont présents parmi les sous-ensembles d’entiers de 1 a n,
on déduit que les coefficients o;; sont sur R;,,. Du fait que R}, est stable pour I’opération max, tous
les autres coefficients ont également causaux si cette condition est réalisée. 0

La solution U qui intervient dans les conditions (ii) et (iii) du Théoréme 2.2 n’est pas déterminée de
facon unique. On peut commencer par normaliser la matrice M génératrice du demi-module .# qui est
considéré.

Définition 3.3. On dit que la matrice M est normalisée si I’élément maximal de chacune de ses colonnes
est égal a 0.
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Notons que tout demi-module finiment généré admet une représentation normalisée. On aboutit
alors au constat que les coefficients —M;; sont causaux, ou ne comptent pas dans la définition des
composantes de M*(x(k)), et donc le retour d’état maximal est causal si U est définie sur R, du fait
que cet ensemble est fermé pour 1’addition usuelle. On aboutit ainsi a la conclusion suivante.

Proposition 3.2. Un module .4 finiment généré est (A,B)-invariant causal s’il existe une matrice U

sur R, satisfaisant les conditions du Théoréme 2.2, la matrice M étant normalisée.

Démonstration Nous avons déja noté que si M est normalisée et U est causale, alors la Proposition 3.1
montre que le retour d’état maximal est causal, et donc le demi-module considéré est un (A, B)-invariant
causal. La Proposition 2.1 montre aussi le méme résultat. 0

3.3 Algorithme

Notons pour finir cette partie qu'un algorithme permettant de résoudre 1’équation AM & BU = MV ou
I’équation C(AM @ BU) = D(AM @ BU) avec une solution U sur R} . peut étre présenté. Le principe
en est le suivant. Pour chaque colonne u de la matrice M, on calcule la colonne correspondante dans la
matrice U, qui est un vecteur u. Il s’agit donc de résoudre 1’équation C(Au & Bu) = D(Au & Bu).

Lemme 3.1. Avec les notations précédentes, un vecteur u € R, vérifie I’égalité C(Au @ Bu) =

D(Au @ Bu) si et seulement si CAu < DBu@® DA, DAp < CBu® CAu et u < (CB)*(DBu® DAp) A
(DB)*(CBu® CAL).

Démonstration Ce résultat s’obtient en écrivant que 1’égalité équivaut aux inégalités dans les deux sens,

puis en décomposant ces deux dernieres en deux inégalités, et enfin en résiduant les deux des inégalités

résultantes qui font intervenir les termes CBu et DBu. 0O
Pour tout vecteur o € R, on peut remarquer que la famille .% définie par la formule

F = {u lu < o, u < (CB):(DBuc DAW) A (DB)ﬁ(CBu@CAu)}

est non-vide, puisqu’elle contient le vecteur €. On remarque que cette famille est fermée pour I’ opération
max. En conséquence, elle admet un élément maximal, noté u* :

u*:supu:@u.

ue.F uc.F
Avec cette notation, le Lemme 3.3 se reformule de la fagon suivante.

Corollaire 3.1. 1/ existe un vecteur u € R, tel que u < o et C(AlL @ Bu) = D(AL © Bu) si et seulement
si CAu < DBu* & DA et DAu < CBu* & CAL.

Démonstration Les inégalités du Lemme 3.3 sont vérifiées en prenant u = u*, si les inégalités du
Corollaire 3.1 sont satisfaites. Inversement, les inégalités du Corollaire 3.1 impliquent celles du Lemme
3.3, du fait de la définition de u* et que u < u*. O

Le cas du calcul d’une solution causale se traite de la méme maniere, en introduisant le concept de
projection causale introduit par Cottenceau et al. [22] pour le calcul d’un retour d’état linéaire causal.
La projection causale P™ est d’abord définie comme un opérateur de Ry, dans R, par

oy, siu>0,
P(V)_{E, siv<O,

pour tout v € Ry, Cette définition est étendue aux vecteurs u € R, par
(P (u))i =P (ui) -

On aboutit alors a la formulation suivante.
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Corollaire 3.2. Il existe un vecteur causal u € RE™ tel que u < o et C(AlL ® Bu) = D(AQL @ Bu) si et
seulement si CAL < DBu™ @ DA et DAl < CBu™ @® CALL, avec

w™ = sup {u lu< o, ue RE™ u < P*((CB) (DBu DALL) A (DB)ﬁ(CBu@CAy))} :
Démonstration La remarque essentielle est que pour tout vecteur w € R, ., on a
Pr(w)=sup{veRin|v<w,} .

Les inégalités du Corollaire 3.2 impliquent donc I’existence d’une solution causale satisfaisant les con-
ditions du Lemme 3.3, et inversement. 0

La clé de la vérification de I’existence d’une solution causale réside dans le calcul effectif de u™*. Ce
calcul étant fait, il suffit de vérifier les deux inégalités du Corollaire 3.2. Nous proposons un algorithme
de point fixe pour ce calcul. On définit la suite {c (i)}, ou i > 0, par

6(0)=a, o(i+1)=P"(aA(CB)*(DBc (i) ® DAu) A (DB)*(CBG (i) ® CAW)) .
Théoréme 3.2. La suite {6 (i)} converge vers u™ au sens o
u™ =inf{o(i)|i e N} .

De plus, si a et les coefficients des matrices A, B, C, D et M sont rationnels, alors la convergence est
acquise en un nombre fini d’étapes. 1l existe un entier k fini tel que u™ = o (k).

Démonstration Cette démonstration suit le shéma classique. On montre d’abord que la suite (i) est
décroissante. Cela se fait par récurrence 2 partir du constat que (1) < ¢(0), du fait que par définition,
onaoc(0)=aoa,et (1) <oa. Enappelant f(o(i)) le terme de droite de la définition de 6(i+ 1), on
observe que la fonction f est monotone, ce qui permet d’établir la récurrence : on a f(o(i)) > f(o(i—
1)), donc (6(i+1)) > o(i), si 6(i) > o(i—1). On montre ensuite que la suite o(i) est convergente,
ce qui vient du fait qu’elle est bornée par ¢. Finalement, si les coefficients sont rationnels, on peut se
ramener a un probléme ou les coefficients sont entiers. La suite converge alors en temps fini puisque
NU{—oo} est noethérien.

Il est important, en guise de conclusion, de remarquer que la démonstration classique de Butkovic et
Hegedus [15] ne peut pas étre facilement adaptée a ce calcul d’une solution causale. La démonstration
s’appuit sur le calcul des générateurs du module généré par deux matrices P et Q. Dans le cas présent, on
choisirait les matrices composites P = (CBCA) et Q = (DB DAL), etle module 2" = {y € R/ | Py =
Qy}. La vérification de 1’existence d’une solution causale ne peut pas s’appuyer sur cette technique, du
fait que la partie causale d’un module de type fini n’est pas, en général, un module de type fini sur R ..
Par exemple, avec n = 2, le module

X = {xeernax|x1 <x le} )
est de type fini, généré per les vecteurs (0 0)” et (0 1)7. La partie causale de ce module, soit
T ={xeR:,|0<x; <x» <x}U{e},

est un module sur R qui n’est pas de type fini. On peut s’en convaincre en observant que (0 0)7 doit
appartenir 4 une famille génératrice, et que les autres générateurs sont tous de la forme (B; )7, avec
Bi>0ety >0,et ;i #0 ouy; #0. Pour toute famille génératrice finie, on peut donc définir deux
nombres * et y*, tels que B* = min{f;|B; > 0} et y* = min{¥; |y > 0}. On constate que les vecteurs de
la région définie par {x|0 < x; < 8, x| <x2 < v} ne sont pas combinaison linéaire causale des vecteurs

10
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de cette famille. Le module 2™ est bien un module sur R}, , mais il n’est pas finiment généré. Cette
remarque justifie la proposition d’un algorithme de vérification de 1’existence d’une solution causale a
I’équation C(Ap & Bu) = D(Au & Bu) que nous avons effectuée.

La méthode proposée repose sur I’introduction d’un majorant &. Le choix de ce majorant ressort
de considérations pratique plutdt que d’un calcul de bornes. Par ailleurs la complexité de 1’algorithme
reste & examiner.

4 Exemple

ll/?? 153

25 100 /<250

O
- O

u
1

Figure 1: Un graphe d’événements temporisé, les durées de séjour des jetons dans les places en rouge
sont soumises a une contrainte de temps.

Le comportement dynamique du graphe d’événements temporisés représenté dans la figure (1)
s’obtient avec le systeme linéaire en max-plus suivant. Cet exemple provient de [28], il a été également
étudié dans [26] et [27].

x(k+1)= A®x(k) ®BRu(k), 4

W
A=|.5 200 |B=|-].
.20.(.)255 :

Les contraintes de temps de séjour, illustrées par des places rouges dans la figure (1), sont respectées
quand le vecteur d’état vérifie les inégalités suivantes :

avec les matrices définies ainsi :

x1(k) <110Q@x(k—1) (®))

x3(k) <250 ®@x4(k —2). (6)

Afin de mettre les contraintes sous la forme :

Cy®x <x, @)

11
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le systeme (4) est étendu :

100 . . . 280
s . . . 295 . .
5 . . . 240 . . 0
20 . . . 255 :
0 .
0 .
0

La matrice Cx contenant € partout sauf Cx(6,1) = —110 et Cx(8,3) = —250. Le module .#" = ImCy*
n’est pas invariant controlé. Il convient alors de rechercher un module Z C ¢, qui vérifie 1’égalité
A.R® B, U = RW. Le module décrivant les contraintes exprimées dans (7) est également décrit par :

(ke Cy)@x=D®x, D=1 . ®)

Le plus grand module invariant controlé, noté Z*, inclu dans ¢ est engendré par la matrice :

R . . . . 0 .
0 -5 0 0 0 .
R=— ... =55 =185 =55 —-70 —-130 .
- e . —185 —195 —195
0o... . . . . . —110
. 0. .-245 -300 —195 —205 —205 .
.0 . . . . —-250

En effet, les matrices U et W suivantes vérifient I’égalité A.R & B.U = RW.

U=(....1400190 125 115 . .),
... 0 =550 0 0 ..
CL..=55 .. =70 .
0. L
S5 20 L 115 115. .

W=1....170 115 245 180 -
S . 140 125
S 140 . 140

.. 100 45 100 100 100 . .
5 —50 55 45 45 ..

Cet exemple complete les résultats de [28], ol est proposée une méthode pour prendre en compte
une seule contrainte. Les auteurs y précisent explicitement (dans le Théoreme 2), que deux contraintes
simultanées telles que (5) et (6) ne peuvent pas étre prises en compte par un retour d’état linéaire.
Comme nous 1’avons montré, un retour d’état non-linéaire permet que le systeme en boucle fermée
respecte ces deux contraintes.

5 Conclusions

Nous avons discuté dans cet article du concept d’invariance contrdlée pour les systemes max-plus
linéaires. Nous avons rappelé simplement les propriétés essentielles de cette famille de demi-modules,
et particulierement ses caractértisations algébriques. Le résultat de base est que I’invariance contrdlée
est équivalente a I’invariance par retour d’état statique. Comme illustré dans 1’exemple final, ce feed-
back est en général une fonction topicale, plutdét qu’un retour d’état linéaire. Un tel retour d’état peut
étre mis en oeuvre en pratique, ce qui procure les avantages d’une commande bouclée en ligne, alors que

12
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les retours d’état dynamiques décrits dans la littérature sont en fait composés sous la forme feedback-
feedforward, susceptibles d’étre en tout ou partie en boucle ouverte.

La seconde contribution est une premicre étude de 1’invariance contrdlée causale et de 1’existence

d’un retour d’état admissible et causal rendant un module invariant pour le systeme en boucle fermée.
L’exemple traité illustre aussi 1’utilité de ce deuxieme concept.
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