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1 Introduction

Les matériaux réels présentent une hétérogénéité intrinsèque qui se manifeste par des �uctuations à l'échelle
microscopique et au niveau du comportement macroscopique. Pour en tenir compte, il convient de suivre une
approche probabiliste capable de générer des modèles et des simulations de microstructures hétérogènes. Des
modèles réalistes peuvent être construits à partir de l'observation des microstructures, après identi�cation des
paramètres à partir de mesures morphologiques pertinentes. Ces modèles peuvent ensuite être introduits dans
des modèles de changement d'échelle pour prédire leurs propriétés physiques effectives et leurs �uctuations à
petite échelle.

2 Caractérisation probabiliste des milieux aléatoires ; capacité de Choquet

La première étape avant le développement de modèles est d'obtenir une caractérisation pertinente. Celle-ci
s'appuie sur la capacité de Choquet, qui généralise la fonction de répartition des variables aléatoires.
Un milieu biphasé (comme un ensemble de particules A dans une matrice Ac) peut être représenté par un
modèle d'ensemble fermé aléatoire (EFA) A [28, 30, 36, 15], entièrement caractérisé d'un point de vue proba-
biliste par sa capacité de Choquet T (K), dé�nie sur les ensembles compact K à parir de l'équation (1), où P
est une probabilité :

T (K) = P (K \A 6= ;) = 1�Q(K) = 1� P (K � Ac): (1)

La fonctionnelle T (K) est la probabilité pour l'ensembleK de rencontrer l'ensemble aléatoireA. Dans l'espace
euclidien Rn, la capacité de Choquet est reliée à l'opération de dilatation de la Morphologie Mathématique
A� �K, où A� �K = fx� y : x 2 A; y 2 Kg :

T (Kx) = PfKx \A 6= ;g = Pfx 2 A� �Kg

oùKx est le translaté deK au point x. En pratique, T (K) peut être estimée par mesure de fraction surfacique
sur des images 2D, ou de fraction volumique sur des images 3D (à partir de microstructures réelles, ou de
simulations), après dilatation de l'ensemble A par K [28, 30, 36, 15], ou calculée pour un modèle théorique.
L'équation (1) est utilisée pour l'identi�cation d'un modèle (i.e. pour estimer ses paramètres, et contrôler sa
validité). Parmi les caractéristiques morphologiques déduites de (1), on obtient la fraction volumique VV , la
covariance (utile pour mettre en évidence les échelles ou les anisotropies), la distribution des distances d'un
point dans Ac à la frontière de A.
La capacité de Choquet a été étendue au cas de fonctions aléatoires (FA) semi-continues (supérieurement,
inférieurement), pour lesquelles les changements de support par le supremum _ ou par l'in�mum ^ fournissent
les variables aléatoires [29] :

Z_(K) = _x2KfZ(x)g

Z^(K) = ^x2KfZ(x)g

Ces opérations sur des fonctions aléatoires sont utilisées pour connaître les lois de probabilité des valeurs
extrèmes sur un compactK, comme pour les modèles de statistique de rupture (voir la section 4.3).
La capacité de Choquet se généralise au cas de fonctions aléatoires multivariables Zi(x) [14], comme les
composantes d'un champ de vecteurs ou de tenseurs.
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3 Ensembles aléatoires

3.1 Le Schéma Booléen

Certains matériaux (comme des milieux poreux ou des composites) peuvent être simulés par implantation
aléatoire d'objets, avec possibilité de recouvrement. Le schéma Booléen, dévelopé par G. Matheron [28, 30],
reproduit cette situation. Des présentations complètes de ce modèle archétype sont disponibles, comme entre
autres en [28, 30, 36, 6] . On part d'un processus ponctuel de Poisson de densité � (nombre moyen par unité de
volume) : tout volume V contient un nombre aléatoire de points N(V ) suivant une loi de Poisson de moyenne
�V , et les variables N(Vi) sont indépendantes pour des volumes Vi disjoints. En chaque point du processus est
implantée une réalisation indépendante d'un grain primaire aléatoire compact A0 (par exemple une sphère de
rayon aléatoire). L'union ensembliste des grains primaires engendre un EFA A. Un schéma booléen de sphères
de rayon �xe simule la croissance isotrope et sans interaction à partir de germes ponctuels. Pour ce modèle, la
capacité de Choquet est donnée par (2), où V (A0 � �K) est le volume moyen du grain primaire A0, dilaté par
K :

T (K) = 1� exp��V (A0 � �K) (2)

Comme cas particulier on obtient la fraction volumique des grains VV , donnée par (3) :

1� VV = q = 1� exp��V (A0): (3)

En prenant pourK un couple de points, 3 points, ou une boule de rayon r, on accède à la covariance, le moment
d'ordre 3, et à la distribution du rayon des sphères de contact (distribution de la distance d'un point aléatoire
dans Ac à la frontière de A). Pour une population donnée de grains aléatoires, ces fonctions morphologiques
sont accessibles par (2). Pour le cas particulier de grains sphériques, l'histogramme des rayons des sphères
peut être estimé à partir de la covariance [5], et le modèle est identi�able à partir du moment d'ordre 2, qui est
une information à 1D. Plus généralement, l'identi�cation du modèle peut nécessiter le recours à des moments
d'ordre supérieur pour estimer la population des grains primaires.
Une caractéristique primordiale contrôlant le comportement macrosopique (par exemple la conductivité, ou
encore la perméabilité) d'un milieu biphasé dont les constituants ont un fort contraste est l'existence de che-
mins continus inclus dans une phase et traversant un échantillon, ou percolation. Ceci se traduit par un seuil
de percolation pc, ou fraction volumique au-delà de laquelle un constituant percole. Dans le cas du schéma
Booléen, ce seuil peut être estimé à partir de simulations de la microstructure. Les seuils de percolation de A et
de Ac différent, ces deux ensembles n'étant pas symétriques. Par exemple le seuil de percolation d'un schéma
Booléen de sphères ayant un seul rayon est de 0:2895 [26, 34], tandis que le seuil de percolation du complé-
mentaire est donné par 0:05698 [19] et 0:0540 � 0:005 [25]. Un grain primaire anisotrope (par exemple des
sphéro-cylindres) conduit à une baisse du seuil de percolation (0:01145 pour un rapport d'aspect l=r = 100
[4, 25] et une distribution uniforme d'orientations).
Les propriétés effectives (propriétés électro-statiques et élastiques) de schémas Booléens de sphères [41] ont été
estimées par moyennes spatiales des champs électriques et élastiques obtenus numériquement par FFT ("Fast
Fourier Transform") [8, 33] sur des réalisations, pour une gamme complète de fractions volumiques. De même,
la perméabilité de Darcy de milieux poreux aléatoires a été étudiée par résolution numérique des équations de
Stokes par FFT pour des schémas Booléens de sphères [1] et de cylindres [43].

3.2 Ensembles aléatoires multi-échelles : schéma Booléen de Cox

De nombreux matériaux ont une microstructure qui présente une superposition de plusieurs échelles [20]. Par
exemple dans certains nanocomposites on rencontre des agrégats (comme du noir de carbone) arrangés à
plusieurs échelles [11]. Ces arrangements ont un impact sur le seuil de percolation, et par suite sur les propriétés
effectives de ces composites (comme la conductivité, la permittivité diélectrique, ou les modules élastiques),
dépendant des propriétés des constituants (charge et matrice), et de leur distribution spatiale.
Une manière ef�cace pour prendre en compte une distribution non homogène de grains aléatoires est obtenue
en remplaçant dans le schéma Booléen le processus ponctuel homogène de Poisson par un processus de Cox.
On considère une FA positive donnant une densité non homogène �(x). Pour toute réalisation de cette FA est
engendré un processus ponctuel de Poisson de densité �(x). Un cas particulier intéressant s'obtient avec une
densité � constante dans un premier EFA A (par exemple, A est un schéma Booléen de sphères de grand
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rayon R). Dans une seconde étape on conserve les points d'un processus de Poisson contenus dans A, comme
germes des centres de sphères de rayon plus petit r, si bien qu'il n'y a aucun germe dans Ac [26] ou dans A. La
mesure aléatoire (densité) du processus s'écrit alors �(dx) = �1A(x)dx, où 1A(x) est la fonction indicatrice
de l'ensemble A (1A(x) = 1 is x 2 A et 1A(x) = 0 si x 2 Ac). La capacité de Choquet de ce modèle et des
approximations sont données en [18, 20].
Pour les nanocomposites contenant du noir de carbone, on utilise généralement un modèle à trois échelles
[9, 35, 26, 11] : des particules sphériques de noir de carbone (avec une distribution de rayons f1(r)) sont
situées aux points de Poisson dans des zones d'inclusion (schéma Booléen de sphères de distribution de rayons
f2(r)) et à l'extérieur de zones d'exclusion (schéma Booléen de sphères de distribution de rayons f3(r)). Les
paramètres du modèles sont identi�és par optimisation itérative, en minimisant l'écart quadratique entre des
propriétés probabilistes de simulations et d'images des matériaux. En [9, 11], le modèle multi-échelles est
identi�é à l'aide de la covariance, du moment d'ordre trois, et de la fraction surfacique après fermetures 2D sur
des images de microscope électronique à transmission. Une approche similaire a été dévelopée pour simuler
la microstructure multi-échelle de matériaux mésoporeux contenant des plaquettes d'alumine, utilisés pour la
catalyse [39].
Les propriétés électrostatiques et élastiques de schémas Booléens de Cox à grains sphériques à 2 et à 3 échelles
ont été estimées sur des simulations par FFT [42]. Le coef�cient de diffusion de Fick d'alumines mesopo-
reuses a été estimé par FFT [40]. Cette approche a été également suivie pour homogenéiser les modules visco-
élastiques de schémas Booléens multi-échelles de Cox simulant la répartition de noir de carbone dans des
matériaux caoutchoutés [9].

3.2.1 Percolation du schéma Booléen de Cox

La présence d'agrégats se traduit par une baisse du seuil de percolation : pour une large séparation d'échelles
dans un modèle à deux échelles, la borne inférieure du seuil de percolation pc est donnée par le produit des
seuils de percolation de chaque échelle, p1cp2c . Des modèles impliquant l'itération d'échelles conduisent à des
seuils de percolation très faibles, et par suite à une amélioration des propriétés macroscopiques dans le cas d'un
fort contraste de propriétés. Des exemples sont traités par simulations en [25, 26, 27] . En [25], pc = 0:0849
pour un facteur d'échelles de 30 dans un modèle Booléen de Cox de sphères, proche de 0:28972 = 0:0839.
En [27] le seuil de percolation de sphèro-cylindres (l=r = 100), dont les centres sont situés dans un schéma
Booléen de sphères (avec Vv = 0:32) percole pour pc = 0:0056. Ceci peut expliquer les performances de
nanocomposites contenant des agrégats de sphères [11, 42] ou des nanotubes de carbone, comparativement à
une distribution homogène sur des germes de Poisson.

3.3 Ensembles aléatoires corrélés à grande échelle

Les réseaux de �bres longues et les milieux strati�és présentent des corrélations à grande échelle. Ces milieux
peuvent être modélisés par des variétés aléatoires Booléennes [13, 14, 23, 24], généralisations du schéma Boo-
léen où les points de Poisson sont remplacés par des variétés de Poisson (comme les droites de Poisson à 2D
ou à 3D, et des plans de Poisson à 3D). La capacité de Choquet de ces modèles et de leur généralisation à toute
dimension est donnée dans ces références.
Ce type de microstructure percole pour toute fraction volumique pour un échantillon de grande taille. A partir
des bornes d'ordre 3 des propriétés effectives [31], on peut montrer que pour une in�nité d'itérations d'unions
de plans de Poisson dilatés présentant des échelles très séparées [13, 14, 16], on obtient une structure multi-
échelle dont la permittivité effective est donnée par la borne supérieure d'Hashin-Shtrikman (HS) (resp. infé-
rieure), en attribuant la plus grande permittivité à l'union des plans dilatés (resp.à leur complémentaire) [16, 17].
Ce résultat est valable pour un milieu poreux, où la borne supérieure (H-S) est la permittivité. On obtient le
même résultat pour le module élastique de compressibilité � pour un milieu biphasé bien ordonné, satisfaisant
(�1 � �2)(�1 � �2) > 0, � étant le module de cisaillement. Les strati�és de rang in�ni [32] donnent une
microstructure deterministe conduisant aux mêmes propriétés optimales valables pour des milieux isotropes.
L'utilisation de ces modèles à grande échelle dans des simulations numériques se heurte à des dif�cultés de deux
sortes : pour résoudre un problème physique à partir de réalisations de la microstructure, il n'est pas possible
d'utiliser ici des versions périodiques, qui couvriraient l'espace, et par suite l'effet des conditions aux limites
pour l'estimation des propriétés effectives ne peut pas être minimisé. En�n, en raison des portées intégrales
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in�nies de tels milieux, la variance des moyennes locales décroît nettement plus lentement avec le volume
simulé (suivant des lois de puissance [23]) que dans le cas d'une portée intégrale �nie. Ce fait se traduit par
une convergence très lente des propriétés apparentes, obtenues par simulations numériques, vers les propriétés
effectives, [2, 7].

4 Fonctions aléatoires

Une généralisation du schéma Booléen au cas des FA est donnée par les FA Booléennes (FAB).

4.1 Construction de FA Booléennes

Ce modèle a été proposé au départ pour simuler des surfaces rugueuses, où la topographie est imprimée par
indentations aléatoires d'une surface initialement plane [12]. En remplaçant dans la construction du schéma
Booléen les grains primaires A0 par une fonction primaire aléatoire (PRF) Z 0(x), deux types de FBA peuvent
être construites [13, 22] : la sup FAB s'obtient en partant d'une valeur plancher constante (par exemple �1)
et en prenant le supremum des PRF translatées aux points de Poisson. Alternativement, en partant d'un pla-
fond constant (comme +1), et en prenant l'in�mum de PRF, on dé�nit une inf FAB. Les deux constructions
sont reliées, le négatif d'un type donnant l'autre type. La construction d'une inf FBA est analogue au proces-
sus d'indentation. La capacité de Choquet de ces modèles, avec comme cas particuliers la loi spatiale et le
changement de support par le _ (pour la FAB) ou par ^ (pour l'inf FAB) sur le compact K, est donnée en
[12, 13, 22, 36, 37, 38].

4.2 Partitions aléatoires et polycrystaux

Les partition aléatoires permettent de simuler des polycrystaux, chaque classe de la partition représentant un
grain. Le modèle le plus largement utilisé est la partition de Voronoi obtenue par construction des zones d'in-
�uence de points de Poisson [6]. Comme le schéma Booléen de sphères, ce modèle imite la croissance isotrope
à partir de germes aléatoires, mais l'interpénétration de sphères est interdite en arrêtant leur croissance. La
partition aléatoire est constituée de polyédres convexes à 3D.
La construction d'une partition de Voronoi peut être reliée à la construction de l'inf FAB comme suit [21] : on
implante en chaque point de Poisson une PRF constituée d'un paraboloïde de révolution dans R3� R+. Les
lignes de crêtes de cette FAB, obtenues par ligne de partage des eaux des points de Poisson non couverts par les
PRF) engendrent les frontières de la partition de Voronoi. D'autres modèles classiques comme les partitions de
Laguerre ou de Johnson-Mehl (avec des grains non convexes) s'obtiennent par la même construction avec des
PRF ad-hoc [21]. Des partitions aléatoires plus générales sont construites de manière semblable pour simuler
par exemple une croissance localement anisotrope de germes à partir de paraboloïdes croissants de sections
ellipsoïdales dansR3, ou des grains de frontières rugueuses. Une illustration est donnée en [3] pour la simulation
d'un acier martensitique, où l'identi�cation du modèle est faite à partir de micrographies EBSD 2D et 3D. En
[10] un matériau granulaire est simulé par une partition de Johnson-Mehl localement anisotrope.

4.3 FA Booléennes et statistique de rupture

En statistique de rupture, on utilise communément l'hypothèse du maillon le plus faible, impliquant la rupture
d'un matériau fragile après inititation sur le défaut le plus critique : quand en au moins un point x dans un
échantillon la contrainte principale appliquée �(x) dépasse la contrainte critique locale �c(x), l'échantillon est
rompu. La rupture est donc contrôlée par le minimum des écarts �c(x)��(x). La distribution de ce minimum est
accessible pour des inf FAB, construites pour des défauts aléatoires sur des germes de Poisson dans une matrice
où �c =1 [13]. Le cas le plus courant correspond à des défauts ponctuels de densité �(�) (nombre moyen par
unité de volume de défauts de contrainte critique �c. Le modèle de Weibull, largement utilisé pour représenter
les données expérimentales, correspond à �(�) = �(���0)m et PfNon rupture de V g suit une distribution de
Weibull à 3 paramètres pour un échantillon soumis à un champ de contraintes uniformes. Les défauts ponctuels
peuvent être remplacés par des défauts de section compacte de mesure non nulle [13, 16, 17, 22]. En remplaçant
les points de Poisson par des variétés de Poisson on obtient de nouveaux effets d'échelle pour la décroissance
de la résistance mécanique avec la taille des échantillons [13, 16, 17]. D'autres généralisations ont été étudiées :
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cas d'une FAB multi-échelle obtenue par une FAB de Cox [22] ; itérations de variétés aléatoires Booléennes
donnant différents types d'amas [24], comme des points de Poisson sur des droites de Poisson dans R2 et R3,
ou des points de Poisson sur des plans de Poisson dans R3. Des résultats généraux ont permis de comparer, à
nombre moyen de défauts �xé par unité de volume, la nocivité des différents types de défauts ponctuels selon
leur répartition : rupture intergranulaire, �breuse, ou par clivage.

5 Conclusion

Nous avons introduit brièvement quelques modèles morphologiques de structures aléatoires. Dotés d'une grande
souplesse pour couvrir différentes morphologies, ils permettent de reproduire des microstructures réelles. Mis
en oeuvre dans le contexte de la physique et de la mécanique des milieux aléatoires, ce sont des outils ef�-
caces pour prédire, de manière analytique ou par des simulations de microstructures virtuelles, les propriétés
effectives, leurs �uctuations, ainsi que les probabilités de la rupture des matériaux hétérogènes.
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