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RESUME. Dans ce travail, nous proposons une méthode de gestion de production et de conception
de commande pour un systeme logistique basique, visant a garantir la stabilité du stock face a
une demande client incertaine et bornée. Ce travail se caractérise par la prise en compte des
délais qui régissent la dynamique de ce type de systemes, ainsi que des contraintes intrinseques
qu’impliquent leurs structures. Les délais peuvent étre exactes ou estimés avec une marge d’in-
certitudes. L’approche développée est basée sur des méthodes de la théorie du contréle : une
structure de commande saturée de type feedback prédicteur, est mise en place pour stabili-
ser le systéme, et prendre en compte les contraintes de capacité et de positivité. A travers une
approche d’invariance controlée, des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont for-
mulées, et la robustesse de la loi de commande face aux incertitudes sur I’estimation du retard
est démontrée. L’applicabilité de cette approche est illustrée par des exemples de simulation.

ABSTRACT. This work deals with production and control design management, for basic logistics
systems facing some uncertainties on customer demands and time lags estimations. The contri-
bution is characterized by the inclusion of both the delay that governs the dynamics of these
systems and the inherent constraints involved in their structures, such as positivity and satura-
tions. The delay can be known exactly, or estimated within an uncertainty margin. Based on a
control theory framework, and the use of invariance approaches, a robust saturated feedback
predictor controller is used to handle stability issues of the system and the constraints meeting.
The applicability of this approach is illustrated by simulation.
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1. Introduction

Depuis les travaux pionniers de 1’économiste Simon (Simon, 1952) portant sur
I’étude de la dynamique de systemes logistiques par une approche dite de Servoméca-
nisme, différents travaux tels que (Forrester, 1961), (Towill, 1982), (Edghill et Towill,
1989), (Sterman, 1989) et (Riddalls et al., 2000) ont initié 1’analyse des systeémes
logistiques en mettant en ceuvre des approches d’études issues de la théorie de la com-
mande. Ces travaux ont donné lieu a des modeles tels que I’ Automatic Pipeline In-
ventory Ordered Base Production Control System, APIOBPCS, qui sont aujourd’hui
utilisés en industrie (John et al., 1994). Ces modeles ont permis de mettre en évi-
dence la connexion entre les différents éléments du systéme manufacturier, a savoir
les ordres de production, les demandes des consommateurs et les variations des ni-
veaux des stocks, a travers des fonctions de transfert du systeme et des parametres
de commande. Un des parametres les plus critiques identifié est le retard. L impor-
tance de ce dernier dans la dynamique de ces systeme a été établie depuis les tous
premiers travaux de Simon et de Forrester, en particulier pour son rdle dans le dé-
clenchement de 1’effet Bullwhip. Ce phénomene d’amplification de la variation de la
demande en amont du systéme logistique est un probleme majeur. La prise en compte
du retard, sans approximation, dans 1’étude de la dynamique des systemes logistiques
est pourtant relativement récente. C’est avec 1’avancée des recherches sur la stabilité
et la stabilisation des systemes a retards, que des travaux tels que (Warburton, 2004)
et (Sipahi et al., 2010) ont amené des solutions exactes aux équations différentielles
gouvernant la dynamique de ces systemes, complétant les études et les travaux sus-
mentionnés.

Cela étant établi, certains aspects des systeémes logistiques ne sont pas pris en compte
dans ces travaux, a savoir les limitations physiques et technologiques des ressources
entrant dans les processus logistiques. En effet, les stocks sont des ressources a capa-
cités finies et les machines de production sont conditionnées par leurs caractéristiques
technologiques qui sont aussi limitées. La méme contrainte s’applique pour les res-
sources de transport. D’autres contraintes apparaissent venant du fait qu’un niveau de
stock ne peut avoir de valeurs négatives, pas plus qu’un ordre de production. Peu d’au-
teurs se sont intéressés a cette problématique, tels que (Wang et al., 2012) et (Wang
et al., 2013) qui ont traité la contrainte de positivité des ordres de production unique-
ment, sans considérer les contraintes de saturation. La prise en compte de toutes les
contraintes auxquelles est soumis un systeéme de production reste une question large-
ment ouverte.

Un autre aspect peu présent dans la littérature est la conception de commande robuste
vis-a-vis des retards. En effet, dans un systeme logistique 1’estimation des différents
délais est souvent entachée d’erreurs et d’incertitudes, qu’il est souvent difficile de
quantifier et d’anticiper. On peut alors rapidement se trouver en situation de pénurie
si les marges de sécurité sont insuffisantes, ou au contraire, si les marges prévues sont
trop importantes, 1’entreprise se retrouve en situation de surplus qui peut induire des
pertes considérables.

Dans cet article, nous considérons un systéme logistique élémentaire, constitué d’une
unité de production et d’un stock de produits finis. L'unité de production est caracté-
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risée par un délai qui peut &tre connu avec précision, ou qui peut présenter des incer-
titudes. Le but de notre étude est de controler le systeme logistique, de fagon a ce que
les contraintes sur le niveau de stock et sur les taux de production soient respectées,
tout en répondant aux commandes des consommateurs, malgré la présence d’incerti-
tude sur I’estimation du délai.

Dans la section 2, nous présentons le modele dynamique d’un systeme logistique élé-
mentaire, et nous formalisons les contraintes et spécifications de fonctionnement. On
y présente également la structure de commande feedback prédicteur saturée, et nous
justifierons du choix de cette commande. En section 3 et 4, nous présentons notre mé-
thodologie de travail, ainsi que 1’essentiel de nos résultats, d’abord pour le cas d’un
systeme sans incertitudes sur le délai, puis en considérant les incertitudes sur le retard.
Cette étude est complétée par une discussion sur la base d’un modele de simulation
que nous présentons en section 5. Enfin, une conclusion générale et des perspectives
termineront ce travail.

2. Modélisation et commande de la dynamique d’un systéme logistique

Un systeme logistique élémentaire est constitué d’une unité de production ou de
transformation, et d’une unité de stockage. L'unité de production est caractérisée par
une cadence (taux de production), et le délai nécessaire a 1’accomplissement de ses
taches. La cadence est conditionnée par les capacités physiques des actionneurs et des
machines de production, qui peuvent atteindre des seuils de saturation, correspondant
a leurs capacités maximales de productivité. L’unité de stockage, ou simplement le
stock, est caractérisée par le flux entrant de matieres (produits) issu de la production,
et le flux sortant des matieres correspondant aux demandes des clients. Tout comme
I’unité de production, I’unité de stockage est une ressource dont la capacité est limitée.
Dans cette section, nous proposons un modele dynamique générique pour un tel sys-
teme logistique, qui prend en compte les différents éléments susmentionnés: a savoir
la dynamique du stock, les contraintes physiques du systeme et ses retards.

2.1. Dynamique du stock

La dynamique de ce niveau de stock est régie par 1’équation différentielle retardée
suivante

u(t—60)—d(t) pourt>¥6

9lt) = o(t) —d(t) pour 0 <t <@,

ey

ol y(t) est le niveau du stock instantané, u(t) correspondant au taux de production,
0 est le délai nécessaire a I’accomplissement des tiches de production, et d(t) est
la demande client qui correspond au flux sortant. ¢(t) est la fonction des conditions
initiales qui décrit I’état du systeme de production durant le temps mort initial, entre
lesinstantst = Oett < 6.
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2.2. Contraintes du systeme logistique

Les contraintes auxquelles est soumis le systeme logistique sont liées aux limita-
tions des structures qui le composent. D’une part, le niveau de stock ne peut prendre
que des valeurs positives, car il représente une quantité de matiere, mesurée en nombre
de pieces ou de lots, ou en unités de masse ou de volume. D’autre part, la capacité de
stockage est limitée. Elle conditionne alors les activités et les cadences de production
du systeme. Nous noterons la capacité de stockage maximale par y;,4,. On a ainsi

y(t) € [0, Ymaz] , pour t >0, )

De méme, u(t) est un flux physique de matiere qui est 1ié a la capacité des actionneurs
et des machines mis en ceuvre. De ce fait, le taux de production ne peut prendre de
valeurs négatives, et ne peut excéder la capacité maximale du systeme considéré qu’on
note U4z Cette seconde contrainte est exprimée sous la forme suivante

u(t) € [0, Umaz] , pour t > 0. 3)

Une derniére spécificité a présenter concerne la demande client d(¢). A I'instar du flux
physique de matiere, le flux de demande aussi ne peut prendre de valeurs négatives.
Comme nous I’avons présenté dans I’introduction, nous considérons dans ce travail
que la demande client est inconnue d’avance, et qu’elle est bornée. Elle varie arbitrai-
rement entre un minimum et un maximum tels que

d(t) € [0,dmaz] , pour t > 0. 4

2.3. Structure de commande proposée

La commande de notre systéme est la variable u(t), qui est la consigne instan-
tanée de niveau de production. Gérer la production revient alors a maitriser ces flux
de produits de fagon a atteindre les objectifs globaux fixés par la stratégie générale
du systeme logistique. Cette stratégie vise a garantir un taux de service de cent pour
cent, pour toute demande de la forme (4), avec la maitrise des variations des niveaux
de stock, et le respect des contraintes de positivité et de saturation exprimées par les
relations (2) et (3) respectivement. D’un point de vue systeme, il s’agit de mettre au
point une commande w(t) qui permet de stabiliser le systeéme tout en prenant compte
les différentes contraintes et spécifications de fonctionnement, ainsi que le retard 0
présent dans sa dynamique. Pour ce faire, nous introduisons une loi de commande du
type feedback prédicteur saturé qui se présente sous la forme suivante

u(t) = sat [K(y.— z(t))] ,pourt >0, %)

[0,umaa

ou y. est le niveau de référence du stock, K est le gain du systeme qui définit la ca-
dence de production, et z(t) est la prédiction de 1’état futur du stock qui est définie
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ci-dessous.

Les commandes saturées sont souvent employées dans des systémes ou les action-
neurs présentent des caractéristiques de saturation dues a leurs limitations physiques,
permettant alors la prise en compte de ces limitations de capacité. Des travaux tels que
(Hu, 2001) et (Tarbouriech et al., 2011), ont montré I’efficacité de I’utilisation de ces
commandes saturées. L’utilisation de ce type de commande introduit néanmoins des
non-linéarités dans le systeéme bouclé. En effet, pour une fonction donnée f(¢), avec
a et b sont deux nombres réels, la fonction [salzf] [f(t)] est définie par

a,

b si f(t) >,
sat[f(t)] = f(t) sia< f(t) <D,

[a,b] .
a si f(t) <a.

Pour ce type de systemes non-linéaires, les conditions de stabilité et de stabilisation
peuvent étre obtenues en caractérisant des ensembles dits invariants et dans lesquels
les contraintes du systéme sont satisfaites. La définition de I’invariance est donnée
dans la section 3.2.

le choix d’utiliser une structure de commande du type de feedback prédicteur pour ré-
soudre notre problématique, est justifiée par le fait que cette structure est bien connue
pour ses propriétés stabilisantes, permettant de faire du placement de pdle fini pour des
systemes a retard (Manitius et Olbrot, 1979), (Mirkin et Raskin, 2003). Aussi connue
sous le nom de réduction d’Artstein (Artstein, 1982), elle est basée sur le principe
de compensation du retard, donnant lieu a un systeme réduit sans retard, grace a la
mise en place d’une prédiction de I’état futur du systeme, déduite de son équation
d’évolution (1), sous la forme

y(t) + ftt—ao u(T)dr pour t > 0,

70 + 1 6+ {u@ar pourt <oy,

(6)

ou 6y est une estimation du retard 6. Cette structure de commande permet une com-
pensation exacte et anticipation des effets du retard sur la dynamique du systeme, a
condition que ce retard soit estimé avec précision, c’est a dire § = 6. On parle alors
de modele nominal. Or, I’estimation en ligne du délai dans un systéme logistique peut
étre entachée d’incertitudes diverses et d’aléas (pannes, retards de livraison, greves...),
et de ce fait, la prédiction donnée par la relation (6), et qui est basée sur I’estimation
0y perd son exactitude. Nous proposons alors d’étudier le contrdle du systeme logis-
tique dans les deux situations suivantes: cas nominal lorsque 1’estimation du délai est
conforme au délai réel, c’est a dire # = 0, et le cas avec incertitude ol le délai réel
est défini dans un intervalle d’incertitude tel que: § € [0 , 62], les bornes minimale et
maximale 6, et 65 étant connues, et 6y appartenant a cet intervalle. Pour chacun des
deux cas, nous étudierons I’évolution du systeéme sous I’action de la commande, afin
de pouvoir paramétrer correctement le contrdleur, dans le but de garantir le respect
des contraintes énoncées précédemment.
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3. Commande de la dynamique du systeme: cas nominal

Dans cette section, nous étudions la dynamique du systéme contrdlé (1)-(5) dans
le cas nominal, c’est-a-dire, lorsque le délai est connu avec exactitude. Tout au long
des développements, nous utiliserons la notation unique 6 pour désigner le délai.

3.1. Dynamique du systéme controlé

Comme nous I’avons expliqué dans la section 2.3, pour le cas nominal, I’ utilisation
d’une structure feedback prédicteur permet d’aboutir a un systéme réduit sans retard.
En effet, en utilisant les équations (1) et (6), la prédiction z(t) se réécrit sous la forme

t+0
2(t) = y(t +0) +/ d(t)dr , pourt > 0. (7
t

Par dérivation temporelle de cette derniere expression, on aboutit au systéme suivant
2(t) = u(t) — d(t) ,pour t >0, (8)
ou, compte tenu de la lois de commande (5)

2(t) = o sat | [K(ye — 2(t)] —d(t) , pourt > 0. ©)
sUmazx

On constate que le systeme (8) apparait sans retard. Il représente la réduction du sys-
teme (1)-(5). Aussi, une loi de commande u(t) est admissible pour le systeéme en
boucle fermée (1)-(5), si et seulement si cette méme commande est admissible pour
le systeme (8) (Artstein, 1982). Par ailleurs, il est établi que ces deux systemes ont les
mémes propriétés dynamiques. Nous utilisons alors ce résultat pour étudier les com-
portements dynamiques de notre systeme logistique (1)-(5). En effet, notre démarche
consiste a utiliser le systeme réduit (8)-(5) pour concevoir les parametres de notre
controleur qui répondent aux contraintes (2) et (3). Il s’agit d’étudier la dynamique
du systeme considéré de fagon a déterminer les intervalles d’évolution du signal de
sortie y(¢) et du signal d’entrée u(t), afin de formuler par la suite les conditions sous
lesquelles les contraintes (2) et (3) seront bien respectées. A partir de I’équation (7),
nous pouvons constater que, y (¢ + 0) s’exprimant sous la forme

40
yt+0) ==z2(t) — / d(t)dr pourt >0, (10)
¢

la contrainte (2) est vérifiée si z(t) et le terme | tt+9 d(7)dr sont tous les deux bornés,
de facon a ce que y(t + 6) évolue de dans I'intervalle [0, Ymqz]- Sous I’hypothese
que la spécification (4) soit bien satisfaite, on constate que le terme fttJ“g d(7)dT est
borné dans I'intervalle [0, 6 d,,q.] pour tout ¢ > 0. De ce fait, la prédiction z(t)
doit étre aussi limitée par des bornes z,;, €t 2,4, Vérifiant le relation (10) tel que
0 < zmin — Odipmas pour y(t + 0) = 0 et Zmar < Ymaz pOUr y(t + 9) = Ymax -
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Somme toute, le systeme (1)-(5) vérifie la contrainte (2) si et seulement si la condition
exprimée par
2(t) € [0dmazs Ymaz) (11)

avec 0d 0 < Ymaz, €St Vérifiée pour le systeme réduit (8)-(5). Le probleme de com-
mande consiste a trouver les parametres du controleur de fagon a ce que I’intervalle
[0dmazs Ymaz] SOit D-invariant pour le systeme (9), sous I’action de la demande d(t),
I’ensemble D étant défini par ’ensemble de variation de d(t) et est décrit par ’inter-
valle (4). Le principe d’invariance est introduit dans la section suivante.

3.2. Principes d’invariance: définitions et théorémes

De fagon générale, un ensemble est dit invariant pour un systeme dynamique, si
toutes les trajectoires initialisées dans cet ensemble évoluent de faccon bornée dans ce
méme ensemble. Le principe d’invariance répond aussi bien aux questions d’existence
de contrdleurs réalisables pour des systémes contraints, ainsi qu’aux problemes de
commande robuste et de rejet de perturbation (Milani, 1994). Dans ce travail, nous
nous intéressons en particulier au probléme de rejet de perturbation, pour lequel nous
utilisons la notion de Z-invariance. Afin de définir cette derniére, nous introduisons
d’abord des résultats de base, qui formalisent la condition d’invariance d’un ensemble
fermé, pour des systemes de la forme générale (t) = f(x(t)).

DEFINITION 1. — (Céne contingent). Etant donné un ensemble convexe fermé Q) et
x un élément de (), le cone contingent a () au point x est défini par I’ensemble suivant

dist(z + hz,Q)

h 20}7

Ta(z) ={z € R: hli_n>10

ou dist(x , Q) est la fonction distance.

THEOREME 2. — (Condition d’invariance) (Nagumo, 1942) Soit un systeme dyna-
mique de la forme ©(t) = f(x(t)), et Q un sous-ensemble de son espace d’état, qui
admet une solution unique pour toute condition initiale x(0) appartenant a ). L’en-
semble () est dit invariant pour ce systeme si et seulement si la condition suivante est
vérifiée pour tout x appartenant a )

f(z(t) € Talz). (12)

.....

Nagumo (Nagumo, 1942), et reprise dans la littérature notamment dans I’ouvrage de
Blanchini (Blanchini, 1999), auquel nous nous référons pour la démonstration de ce
résultat. La condition de ce théoreme peut étre interprétée de la fagon suivante. Les
trajectoires générées par le systeme restent dans 1I’ensemble €2, si a tout point x appar-
tenant au contour de €2, la dérivée du systeme est dirigée vers I’intérieur de I’ensemble.
A partir de ce théoréme, nous formulons les conditions explicites d’invariance d’in-
tervalles fermés dans le cas de systémes mono-variable.
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THEOREME 3. — Soit un systéme dynamique de la forme ©:(t) = f(x(t)), qui vérifie
x(0) € Q, avec Q = [a, B, et 5 étant donnés. ) est invariant pour ce systéme si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

fla)=0 et f(B)<o.

PREUVE 4. — Le preuve de ce théoreme est apportée en appliquant le théoreme 2. On
caractérise en premier lieu les cones contingents pour I'intervalle 2. Pour z €]a, 3],
on remarque que 7o (z) = IR, puisque la distance dist(z + h z, §2) est nulle pour tout
z € R lorsque h tend vers 0. Lorsque x(t) = «, z doit &tre positif de fagon a ce que le
coOne soit dirigé vers I’intervalle. On constate en effet, que si z est négatif, alors a+h z
n’appartient pas a ’intervalle donné. Dans ce cas, z étant positif on obtient

I dist(a+hz,9Q) _ hz
) h ~h

)

de ce fait, To(z) = IR™. De la méme facon, lorsque x(t) = 3, z doit étre négatif, et
le cone contingent en ce point est To(x) = R™, d’ou les conditions du théoréme. W

Maintenant, nous considérons le cas de systémes avec une entrée supplémentaire qui
s’interprete comme une entrée de perturbation. Notre but est de formuler les conditions
d’invariance, sous I’effet de la variation de 1’entrée d(t) évoluant dans un ensemble
noté D. On parle alors de D-invariance.

DEFINITION 5. — (D-invariance) (Blanchini, 1999) Soit un systéme dynamique de la
forme &(t) = f(x(t),d(t)) donné avec Q un sous-ensemble de son espace d’état, et
une perturbation d(t) appartenant a un ensemble D. L’ensemble ) est dit D-invariant
pour ce systéme si, pour toute condition initiale dans ), les trajectoires générées par
ce systéme sont toutes incluses dans ), pour tout t, et toute perturbation d(t) évoluant
dans ’ensemble D.

Ainsi, en se basant sur cette définition et sur le théoreme 2, nous formulons la condi-
tion de P-invariance pour un systéme dynamique de la forme & (t) = f(x(t)) — d(¢)
par le théoréeme suivant.

THEOREME 6. — Soit un systéme dynamique de la forme &(t) = f(x(t)) — d(t), qui
vérifie x(0) € Q, avec Q = [a, f], et d(t) € 2 avec 2 = [v,0]. Q est D-invariant
pour ce systeme si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

fla) =6 et f(B) <.

PREUVE 7. — La preuve est obtenue directement en considérant la preuve du théo-
reme précédent. En effet, le calcul du cOne contingent est identique, de sorte que
Ta(r) = R pour z €], B[, To(z) = RT pour z(t) = a et To(z) = R™ pour
x(t) = B. Pour z(t) = «, on vérifie alors que f(«) — d(t) > 0, ou de fagon équi-
valente f(«) > d(t), et que f(3) — d(t) < 0 pour z(t) = S. d(t) étant borné dans
Iintervalle [, 6], les inégalités précédentes se réécrivent f(a) > et f(B) < ~ res-
pectivement, ce qui établit les conditions d’invariance données par ce théoreme. W
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Dans le cadre de ce travail, les résultats présentés dans cette section nous sont utiles
pour définir les conditions de Z-invariance de I’ensemble [0d,, 4z, Ymaz] pour le sys-
teme (8)-(5). Ce dernier se présente en effet sous la forme générale & (t) = f(z(t)) —
d(t), ot z(t) = =z(t) et d(t) est I'entrée de perturbation évoluant dans 1’intervalle
2 = [0, dpmas| et qui représente la demande client. L'existence d’un tel ensemble in-
variant pour le systeéme non-linéaire (8)-(5) permet d’apporter des conclusions concer-
nant sa stabilité, en particulier en terme de BIBO (Bounded Input, Bounded Output)-
stabilité.

La nature du systeme considéré, avec la présence intrinseque d’un délai, nous meéne a
la définition de ce qu’on appelle I’ensemble des conditions initiales admissibles.

3.3. Conditions initiales admissibles

Le systeme (1) étant un systeéme a retard sur entrée, I’ensemble des conditions
initiales est défini pour 0 < ¢t < 6, et a cause de la présence du retard, la loi de
commande ne peut agir sur ce profil initial qu’a partir de I’instant ¢ = 6. En effet,
comme le montre 1’équation (1) pour les instants ¢ entre 0 et 6, la dynamique du
stock dépend uniquement de la fonction ¢(¢) et de la demande d(t). S’assurer que les
contraintes sont bien respectées dans cet intervalle de temps, mene a décrire ce qu’on
appelle I’ensemble des conditions initiales admissibles, qui garantissent le respect de
ces contraintes. Cet ensemble est caractérisé comme suit.

En utilisant 1’équation (1), pour 0 < ¢t < 6, le niveau du stock est donné par

y(t)—yo+/0t¢(r)df/Otdmdm

avec yo est le niveau du stock a I'instant ¢ = 0. La premiere intégrale du terme de
droite représente 1’encours de production. Lorsque ¢ = 6, on parle d’encours initial
qu’on note wipy, tel que

]
wip = / o(r)dr,
0

Etant donné que le terme fot d()dr est bornée dans Iintervalle [0, 8d,;,q.], alors y(t)
est aussi borné dans I'intervalle [0, Ysnq.] pour ¢ € [0, 6] si et seulement si les condi-
tions initiales sont telles que

edmaw < Yo + Wipo < Ymax-

Dans le cas ou les conditions initiales ne sont pas admissibles, le systeéme subit cette
configuration initiale, et son évolution dynamique présente une phase transitoire qui
peut étre plus ou moins longue selon les états des stocks et des encours au début des
opérations. D’un point de vue pratique, il est important de s’assurer que la conception
initiale et la mise en route du systéme logistique ne présentent pas de risques majeurs,
et de prendre en considération cette phase transitoire dans la définition et la vérification
des spécifications de sécurité et de qualité du systeme. Dans la suite de ce travail, nous
considérons que les conditions initiales du systeéme sont toujours admissibles.
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3.4. Paramétrisation du controleur

La conception du contrdleur et sa paramétrisation consistent a choisir le gain K

et le niveau de référence y. de facon a ce que le systeme contrdlé respecte bien les
contraintes et les spécifications de fonctionnement. Cette conception passe par deux
phases essentielles. Premierement, étant donné les parametres du systéme physique, a
SAVOIr Upaz €t Ymaz, €t cONNaissant d,,q., existe-t-il un jeu de parametres réalisable
qui permet au contrdleur d’atteindre les performances visées. Si la réponse a cette pre-
miere phase est positive, alors en second lieu, se pose la question du choix de ce jeu
de parametres.
Dans cette section, nous apportons les réponses a ces deux questionnements sous
forme du théoreme suivant. Ces résultats sont basés sur la formulation de conditions
nécessaires et suffisantes garantissant la D-invariance de I’intervalle (11) ainsi que le
respect des contraintes du systeme.

THEOREME 8. — Etant donné un systéme de la forme (1), il existe une commande de
la forme (5), pour laquelle le systeme est BIBO-stable et les contraintes (2) et (3) sont
satisfaites, pour tout d(t) € [0, dyaq) i et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées.

edmam < ymaa: ) (13)

et
dma:r S umaw N (]4)

De plus, si les conditions (13) et (14) sont vérifiées, alors les contraintes (2) et (3) sont
satisfaites par le controleur (5) si et seulement si les paramétres de ce dernier sont
choisis tels que

max

0dmaz +

< Ye < Ymaz - (15)

PREUVE 9. — La preuve de ce théoréme découle directement des conditions de Z-
invariance de I'intervalle [0 dinaz, Ymaz) donné en (11). La condition (13) est néces-
saire pour garantir ’existence de cet intervalle, de sorte qu’il soit non vide, sa suf-
fisance étant immédiate. Les conditions (14) et (15) sont obtenues en appliquant le
théoréme 6. L’intervalle (11) est D-invariant pour le systeme (9) si et seulement si

o sat | (K (ye — 0dmaz)] > dmaz (16)
et
o sat : [K(yc - ymam)] <0. (17)

En utilisant la définition de la fonction sat donnée en section 2.3, on constate que
I’inégalité (16) accepte une solution si et seulement Si Uy, 4, > dinaz, c€ qui établit la
condition (14), et y.. est tel que 0d,,qz + dmaz /K < y. ce qui montre la partie gauche
de la condition (15) du théoréeme. L’inégalité de droite quand a elle équivaut a (17), ce
qui acheve la démonstration. |
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Les résultats présentés s’interpretent en termes de viabilité de la stratégie de gestion
proposée, et de sa réalisation par le systeme de pilotage mis en place, qui correspond
dans ce cas a la commande feedback prédicteur saturée. Dans ce contexte, la straté-
gie de gestion vise a satisfaire la demande en évitant toute rupture du stock ou risque
de sur-stockage, en prenant en compte les limitations des ressources de production.
Les conditions (13) et (14) sont intrinsequement liées aux dimensions des ressources
de production et de stockage, et montrent que pour éviter toute rupture, il suffit de
disposer d’un stock qui puisse répondre a la demande cumulée durant le délai 6, et
d’une capacité de production qui soit au moins égale a la demande maximale prévue.
Le choix final de la consigne y. et du gain K qui vérifient la condition (15), sera
déterminé selon la stratégie appliquée par le gestionnaire du systéme logistique. Par
exemple, I’augmentation du gain K permet d’améliorer la réactivité du systeme en
augmentant la cadence de production, ce qui aura pour effet de diminuer les niveaux
de consignes nécessaires pour éviter les ruptures. Aussi, 1’utilisation d’un niveau de
consigne proche de la capacité de stockage maximale y,,,, aura pour effet d’augmen-
ter le taux d’occupation du stock. Cela montre une grande flexibilité de la loi de com-
mande proposée, qui par un simple choix des parametres, permet de régler finement
les performances du systeme logistique. L’analyse approfondie des résultats donnés
par ce théoréme nous amene a formuler le corollaire suivant qui donne les bornes at-
teintes par les différentes variables du systéme, sous 1’effet d’une loi de commande
répondant aux conditions données par le théoreme 8.

COROLLAIRE 10. — Etant donné un systéme de la forme (1) avec des conditions
initiales admissibles, et une loi de commande de la forme (5), vérifiant les conditions
(13), (14) et (15). L’intervalle de variation final de y(t) et de u(t) est donné respecti-
vement par

dmam
y(t) € |Yc — K —0dmaz > Ye| > (18)
et
u(t) € [0, dmaa] » (19)

pour toutt > 0 et d(t) € [0, dmaz)-

PREUVE 11. — A partir de 1’équation (9), on voit que sous les hypothéses du théo-
reme 8 les implications suivantes sont vraies pour tout ¢ > 0,

dmax

A2y A0S0 et (1) <y —

= %(t) > 0.

Ceci montre que I’intervalle effectif de variation de z(t) est

dmaw
t) € |Ye— Yl s 20
A0 € v - 22 0. 20)
qui n’est autre que le plus petit intervalle invariant pour le systeme (9). En effet, sous
ces mémes hypotheses, on constate que I’intervalle (20) est inclus dans 1’intervalle
(11). De ce fait, en réutilisant les expressions (10) et (5), on peut reformuler les inter-
valles de variations de y(t) et de u(t) qui apparaissent dans le corollaire. [ |
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L’analyse de ces résultats montre que I’application de la commande saturée permet
de maitriser la variation du taux de production u(t), qui est comprise entre 0 et un
maximum d,, 4., tant que la condition d,,q; < Umag €St vraie. Cela montre que pour
répondre a une demande d(t) variant arbitrairement entre 0 et d,;, ., sans causer d’en-
gorgement dans les unités de production, il suffit de choisir w4, = dimaee- Ainsi, il
n’est pas nécessaire de surdimensionner les ressources de production en choisissant
une capacité de production maximale .4, arbitrairement plus grande que d,, 4.

La commande employée permet aussi de maitriser la variation du niveau du stock. Les
bornes obtenues pour y(t) étant dépendantes des parametres de pilotage K et y., il est
alors possible de moduler ces parametres de fagon a ce que I’intervalle de variation du
stock corresponde aux attentes et aux spécifications de la stratégie de gestion appli-
quée. Ceci montre la flexibilité de la loi de commande proposée, et permet de définir
les parametres de commande pour lesquels le systéme logistique répond positivement
aux contraintes et aux spécifications exigées.

4. Commande robuste de la dynamique du systeme: incertitudes sur le retard

Dans cette section, nous étudions la dynamique du systeme contr6lé (1)-(5) dans
le cas ou le délai @ est mal connu. Dans ce cas incertain, le retard est estimé dans
un intervalle d’incertitude défini par [0 , 02], 61 et 65 étant respectivement les bornes
minimale et maximale du retard. Notre but est d’appliquer le contréleur proposé, de
facon a ce qu’il garantisse les mémes performances obtenues dans le cas nominal
concernant le respect des contraintes de positivité et de saturation des stocks et des
taux de production, et ce malgré la présence de 1’incertitude sur le retard. On parle
alors de commande robuste.

4.1. Dynamique du systeme controlé avec incertitudes

L’introduction de I’incertitude sur le retard ne modifie en rien I’expression de la
dynamique de y(t) définie par la relation (1). Elle intervient dans la définition de la
commande (5), ot la prédiction z(t) utilisée est basée sur I’estimation 0y du retard réel
6. Cette estimation est choisie dans I'intervalle d’incertitude [6; , 62], et la prédiction
z(t) est exprimée par la relation ci-dessous

2(t) = y(t) + /t—0 u(r)dr . 21

En intégrant I’équation (21), entre les instants ¢ et ¢ + 0, et en utilisant I’expression de
z(t), on constate que y(t + 6) s’exprime sous la forme suivante.

t—0o

t+6
y(t—i—@):z(t)—/t d(r) dr +/t u(r)dr . (22)

—0

La comparaison de cette derniere expression avec la relation (10), montre que le terme
. -0 - I - .
additionnel fti 9 ° u(7) dr correspond a I’erreur induite par 'incertitude sur le retard.
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En effet, en notant Z(¢) la prédiction exacte connaissant le retard réel 6, et dont la
forme est donnée par: Z(t) = y(t) + f; o u(T)d7 , ou de fagon équivalente

46
zZ(t) =y(t+0) + / d(t)dr . (23)
t
Cette derniére peut se réécrire en fonction de la prédiction z(¢) de la fagon suivante:
t—0g
zZ(t) = z(¢t) + / u(r)dr . (24)
t—0

La difficulté de I’analyse de la dynamique du systeéme dans ce cas, vient du fait que
la présence de ce terme d’erreur ftt__;” u(7)dr, ne permet pas de borner z(t) de fagon
sans équivoque contrairement a ce que 1I’on obtient dans le cas nominal. En effet, du
fait de la définition de u(¢), le terme d’erreur dépend implicitement de z(¢) et des deux
retards 6 et 6. Le retard 6 n’étant pas connu en temps réel et son estimation 6 étant
définie dans I’intervalle [0 , 62], les bornes de z(t) deviennent difficiles & déterminer
avec exactitude. Pour pallier a cette difficulté, nous allons utiliser 1’expression (23),
avec la définition de zZ(¢), pour définir la réduction du systeme retardé (1). Cela nous
permettra d’appliquer la méme méthodologie de résolution que nous avons appliquée
pour le cas nominal, a savoir utiliser la dynamique du systéme réduit, afin de définir
un ensemble D-invariant, dans lequel les contraintes du systéme sont respectées, et les
incertitudes sur les retards assimilés. C’est I’objet de la section suivante.

4.2. Parameétres de la commande robuste

Pour étudier la robustesse de la commande, il faut s’assurer que la sortie du sys-
teme reste effectivement bornée, de fagon a conserver la propriété de BIBO-stabilité,
et que les contraintes sur y(¢) soient bien respectées. De la méme fagon que pour le
cas nominal, nous utilisons 1’équation (23) qui montre que y(t + 6) est borné si z(t)
est borné, de sorte que pour tout § € [0 , 0s]:

Z(t) S [62 dma:z: aymam} avec 92 dma:r S Ymazx - (25)

Au méme titre que I’intervalle (11) pour le cas nominal, nous montrons dans ce qui
suit, que I’intervalle (25) est D-invariant pour le systéme réduit dont la dynamique est
donnée par:

zZ(t) = u(t) — d(t), (26)
ou plus explicitement, en utilisant la relation (24)
t—0o
)= st [K(e—2(0+ [ u(r)dn) - d(o). @)
[0,Umax] t—0

) . , t—0 N
Dans cette expression, notons que le terme intégral d’erreur [, u(7)dr, peut étre
borné de sorte que, pour tout 8, 6y € [0; , f2] nous avons

t—0o
/ , U(T)dT c [(91 — 6‘0) s Umaz » (92 — 00) -Umaa;] . (28)
t—
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Nous pouvons ainsi résumer nos résultats d’analyse par le théoréme suivant.

THEOREME 12. — Etant donné un systéme de la forme (1), avec une incertitude sur
le retard réel 0 € [01,0s), 01 et O étant connus, et soumis a une demande de la
forme (4). Une commande de la forme (5)-(21), ot 0y I’estimation du retard, permet
de garantir la BIBO-stabilité du systéme et le respect des contraintes (2) et (3) pour
tout d(t) € [0, diaq) si les conditions suivantes sont vérifiées

dmaz S Umaz - (29)

et
dma:v

K
De plus, si les conditions (29) et (30) sont vérifiées, alors les contraintes (2) et (3) sont
satisfaites par le contréleur (5)-(21) si les paramétres de ce dernier sont tels que

+ 92dmaz + (92 - 91) * Umaz S Ymaz » (30)

dma;v
92dmaz + - (91 - HO) *Umazx S Ye (31)
K
et
Ye S Ymax — (92 - '90) *Umazx - (32)

PREUVE 13. — Les conditions exprimées dans ce théoreme résultent des conditions
de Z-invariance de I’intervalle (25). Le systeme (27) est en effet de la forme générale
(t) = f(z(t)) — d(t), ou xz(t) = Z(¢t). L’application du théoréme 6 montre que
I’intervalle (25) est Z-invariant pour le systeme (27) sous les conditions suivantes:

t—0g
sat | K(ye — O2dmas + / u(T)dr)| > dmax (33)
[Ovum,am] t—0
et
t—0g
o sat | [K(yC — Ymaz + / u(T) dr)] <0. (34)
sUmazx t—0

Les conditions du théoreme 12 sont obtenues en appliquant la méme méthodologie
que dans la preuve 9 du théoreme 8, en considérant les bornes de I’intervalle (28)
d’évolution du terme d’erreur j;t__;o u(7)dr, qui apparait dans les équations (33) et
(34). |

Comme pour le cas nominal, les résultats de cette section s’interpretent dans le do-
maine de la logistique comme étant des aides aux pilotage et au dimensionnement du
systeme considéré. En effet, les conditions données établissent comment il convient
de choisir les parametres de fonctionnement, en fonction des capacités disponibles
de production et de stockage. Ces conditions assurent le respect des contraintes et des
spécifications de fonctionnement données, méme en présence d’incertitude sur le délai
estimé. Cela dit, bien que I’effet de I’incertitude soit maitrisé concernant la stabilité et
le respect des contraintes de positivité, contrairement au cas nominal, oll nous avons
pu établir que le surdimensionnement des ressources n’est pas nécessaire, la robus-
tesse apporté par la commande dans ce cas incertain nécessite en effet des ressources
plus importantes. Ceci est ’objet de la section suivante.
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4.3. Dynamique du systéeme controlé avec incertitudes sur le retard

Dans cette section, nous analysons le comportement dynamique du systeme en
boucle fermée. Sous les hypotheses du théoreme 12, nous allons formuler les bornes
atteintes par les variables de flux y(t) et u(t), afin d’identifier les répercussions réelles
des incertitudes du retard sur le systeme. Le corollaire suivant résume ces résultats.

PROPOSITION 14. — Etant donné le systeme de la forme (1) et une perturbation
d(t) de la forme (4), avec une commande saturée de la forme (5)-(21) vérifiant les
hypotheses du théoréme 12, les inclusions suivantes sont vraies

i) u(t) € 0,w],
ii) y(t) € [ye — ez — Oodynay + (01 — Oo)w), ye + (02 — Op)w)]

avec w défini par

—d
Umax si K’Y 2 Hmaz e )
— Umaz
w= dmar . Umax — dmaz (35)
P E—— S K’Y < —,
1-— K’}/ Umazx

et’y:92—91.

PREUVE 15. — Pour démontrer ces résultats, on montre dans un premier temps que
u(t) peut étre bornée dans un intervalle [0, ;] pour tout ¢ > 0 et ¢ > 0, ol ov; est une
séquence récursive définie par
g =1Uu our ¢ = 0
a; 0 max P ‘ (36)
i1 = max(Umag , dmaz + K ya;) pouri > 0.

Puis, dans un second temps, on montre que w tel que défini dans la proposition, n’est
autre que la limite vers laquelle converge la séquence «; lorsque ¢ tend vers I’infini.
Nous utilisons une démonstration par récurrence. On suppose que u(t) € [0, ;).
On constate que cette propriété est vérifiée pour ¢ = 0, du fait de la définition de la
fonction sat. En utilisant ces nouvelles bornes de u(t), I’intervalle (27) d’évolution du
terme d’incertitude ftt__jo u(T)dr seréécrit [(01 — Op) v, (02 — 0p)a;]. En remplagant
les bornes de cet intervalle dans I’expression (26) de Z(t), on peut déduire des bornes
minimale et maximale pour Z(t), de sorte que

+ (61 — Oo) i, Yo + (62 — Oo)aws]

et de la méme fagon en remplagant ces nouvelles bornes de Z(t) dans I’expression (24)
de z(t), on constate que z(t) est borné dans I’intervalle [z , z5] avec

21 = Ye— d”T‘” + (01 —6p)ci — (B2 — ) , et zo = Yo+ (62 — o) — (61 — Oo) s
ce qui apres simplification, meéne a I’expression suivante.

dmax

K — QY Ye + 0417] .

Z(t) € [yc -



16 JESA. Volume x —n° y/2015

Enfin, en utilisant la définition (5) de u(t), on peut formuler ses bornes en remarquant
successivement que

maxr
K
et que la quantité —a;y étant négative, par la définition de la fonction sat, u(t)
vérifie alors u(t) € [0, min(Umaz, dmaz + Kya;)], ot min(Umaz, dmaz + Kauy)
correspond 2 la séquence ;. L’hypothése de la récurrence u(t) € [0, Upq.] est donc
bien établie.

Maintenant intéressons-nous a la séquence ;. Pour ¢ = 0, ag = Uy -

pouri =1, @1 = min(Umaz, dmaz + K v ag) c’est-a-dire

Ye — Z(t) € [_Oéi% + Oéz’y] ;

ar = umax Si umax S dmaz + K’V umam
1 — .
dmaw —"_ K’y umaw S1 umaa: > dmaz + K,y umaa: .

En réitérant pour 4 = 2, on obtient as = min(Umaz, dmae + K ya1) cest-a-dire

v — Umaz si Umaz S dmaw + KV aq
2 = .
dmaw + K7 aq S1 Umaa > dmaw + K’Y ajq .

Remarquons que la condition %4, < dmar + Ky o se récerit
umaw < d’VfL(lfL' + K7 min(u’maw; dﬂ'bafl) + K’yufﬂ(lfl/) .
Or, nous avons déja établi a I'itération ¢ = 1, que Si Umazr > dmaz + KY Umaz

ou de facon équivalente, K v < 1 — Z*"#, alors min(tmaz, dmaz + K ¥ Umaz) =

max

d + K~yu . On peut alors de nouveau formuler oy qui s’écrit:
max Y Umazx 2

. d
Umnaz siKy>1—- 22
Qg = Umazx

: d
Imaa + K’}/ dmaz + (K’Y)Q Umaz S1 K’Y <1-— maw

umaz

De la méme facgon, et en utilisant les mémes arguments, on peut voir que

. d
Umaz SIK’YZ]-f e ’
A1 = Umazx
ai+1:dmaa:+K7ai SiK7<1_uma$v
max

ol dypae + Ky a; = dpas (1 + Ky + (K7)? + ... + (K9)Y) + (K7) ™ maz -
De plus, sous I’hypothese de la proposition que dq: < Upqz, ON constate que K

max

esttelque K v < 1 — et de ce fait, 0 < 1 — K« < 1. Sous cette condition,

. 1
lorsque i tend vers I’infini, on obtient que 1+ K~y + (K7)? +...4+ (Kv)' = T
—ay

= w. L’intervalle de variation de y(¢) se déduit en

uma:v

dmax
1-K~vy
remplagant les nouvelles bornes de u(¢) et de Z(¢) dans I’expression (24). [ |

et on vérifie que «; vaut
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Les résultats de cette section permettent de caractériser les bornes atteintes par la va-
riable de commande u(t) et la variable du niveau du stock y(t). Ces bornes dépendent
étroitement des parametres de commandes K et 6y qui est ’estimation du retard réel.
Elles dépendent également des valeurs 6, et > qui caractérisent ’intervalle d’incerti-
tude du retard, et de la demande maximale d,,,,,,. Contrairement aux cas nominal, ces
résultats montrent que la présence d’incertitudes sur le retard implique une augmenta-
tion des capacités de production et de stockage. En effet, en comparaison avec le cas
nominal, ol u(t) varie entre O et d,,,., dans le cas présent la capacité de production
dois dans certains cas (suivant la valeur de K et des retards) étre supérieure a la valeur
de la demande pour pouvoir y répondre. La méme remarque est formulée pour la va-
leur de ¥4, qui, a parametres de valeurs égales (K et y.) avec ceux du cas nominal,
apparait comme plus grande dans le cas avec incertitude. La robustesse de la loi de
commande vis-a-vis des incertitudes sur le retard, se paie donc par un investissement
plus important sur les ressources du systeme. Les résultats obtenus permettent de défi-
nir avec précision ces besoins, en quantifiant les capacité de production et de stockage
minimales, nécessaires pour garantir un fonctionnement optimal. En plus d’étre des
outils de pilotage du systeme logistique, les résultats et les conditions obtenus sont
aussi des outils d’aide a la conception de ces systemes.

5. Exemple de simulation

termps

wit)

o 50 100 160
termps

— it

da _

o | I
5] 50 100 160

Figure 1. Résultats obtenus : y. = 1840 - cas nominal.

Dans cette section, nous illustrons les résultats obtenus dans cet article pour un
systeme logistique basique. Pour cela, nous utilisons un modele de simulation Matlab
et Simulink, avec les parametres suivants du systeme. La demande client est modéli-
sée par un signal rectangulaire intervenant entre 15 et 45 unités de temps, avec une
amplitude maximale d,,,,, = 240. Les capacités maximum de stockage et de produc-
tion sont Y,,q. = 3000 et Uy, q, = 300 respectivement. Les parametres du contrdleur
K et y. sont déterminés en fonction des théoremes 1 et 2. En effet, commengons nos
simulations avec un cas nominal pour lequel le retard § = 6. On choisit K = 0,6 et
conformément a la condition (15), nous choisissons y. = 1840. Aussi, les conditions
initiales sont admissibles et choisies de facon a éviter les comportements transitoires
du systeme, notre intérét étant porté sur le régime établi. Les résultats de cette pre-
miere simulation sont présentés sur la figure 1. On peut voir que les bornes données
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dans le corollaire 10 sont atteintes de facon exacte. Effectivement, pour ces valeurs
des paramétres, on voit bien que y(t) € [0,1840] et u(t) € [0,240]. On peut aussi
constater que la compensation du retard est optimale dans le sens ou les variations
du niveau de stock sont entierement maitrisées, éliminant ainsi 1’effet Bullwhip. La
demande est totalement satisfaite et les contraintes de positivité, de capacité ainsi que
de saturation sont respectées. La seconde partie des simulations porte sur le cas incer-
tain. Cette fois-ci, les parametres du contrdleur sont choisis en fonction des conditions
du théoréme 12. Le retard incertain 6 appartient a U'intervalle [f; ,02] = [6, 8], et le
retard estimé est §y = 7. On vérifie évidemment que les valeurs de ¥4 €t Umax
précédentes sont bien admissibles, ce qui est bien le cas. Il suffit alors de choisir K
et y.. Dans notre cas, nous gardons K = 0, 6, mais pour répondre aux conditions de
théoreme 12, y. doit étre augmenté pour anticiper les effets des incertitudes. On choi-
sis y. = 2620. Sur la seconde figure 2, ou le retard réel est différent de son estimation,
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Figure 2. Résultats obtenus : y. = 2620 et 0 = 7, g = 6.

on voit que les réponses du systeme a la méme demande précédente présentent des
fluctuations, avec un premier dépassement de pres de 21% de la valeur maximale de
la demande. Cependant, ces fluctuations sont décroissantes, et s’estompent apres une
période transitoire, ce qui 1a aussi permet de maitriser 1’effet Bullwhip qui pourrait en
résulter. Les contraintes de positivité et de saturation sont respectées, aussi bien sur le
niveau du stock que sur le signal de commande. Ce résultat illustre la robustesse de la
loi de commande saturée face aux incertitudes de modélisation et sur le retard.

6. Conclusion et perspectives

Les résultats présentés dans cet article concernent 1’étude et la commande robuste
de systeme logistique, en présence d’incertitudes sur les délais et d’'une demande
client bornée mais inconnue d’avance. La méthode développée est basée sur 1’utili-
sation de méthodes bien connues dans le domaine de 1’automatique et de la régulation
des systemes a retards. Leur application cependant reste inédite pour la résolution de
problémes non linéaires contraints de ce type, et pour une application aux systemes
logistiques en particulier, ou elles se présentent comme des outils d’aide au pilotage
et a la conception de ce types de systemes. Par cette approche, nous avons pu dé-
montrer I’'importance et I’impacte des retards sur la dynamique de ces systemes. La
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connaissance exacte des délais mene a une compensation complete de leurs effets sur
le systeme logistique et de ce fait, a 1’élimination totale de 1’effet Bullwhip.

En présence d’incertitudes, la loi de commande proposée se révele €tre robuste vis-
a-vis de ces incertitudes. En effet, nous avons vu a travers les résultats de simula-
tion, que les erreurs d’estimation du retard engendrent effectivement 1’apparition de
fluctuations sur le niveau de stock et de production. Cela dit, contrairement a 1’effet
Bullwhip, ces fluctuations ne sont pas d’amplitude croissante. La loi de commande
mise en ceuvre, permet de neutraliser ces fluctuations tout en répondant efficacement
aux contraintes et aux spécifications du systeme. L’étude présentée dans cet article
concerne un systeme logistique basique. Parmi les extensions de ce travail, vient la
commande robuste de systemes logistiques plus complexes, a savoir des chaines lo-
gistiques en cascade ou en réseau avec des incertitudes sur les retards. En effet, des
premiers résultats concluants ont été présentés pour des chaines logistiques en cas-
cade (Moussaoui et al., 2014), en considérant des retards connus sans incertitudes,
avec une élimination totale de I’effet Bullwhip le long de la chaine. Notre objectif
est d’étendre ces résultats en prenant en compte des incertitudes sur les retards des
différents niveaux de la chaine, afin d’étudier les performances du systeme dans cette
configuration, notamment concernant I’effet Bullwhip.
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