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INTRODUCTION

U»Fn., ce U»E.ﬁ. nous présentons un modéle mécanique pour le calcul par
€éléments finis curvilignes a 18n ddl par noeuds d'une poutre constituée de n
couches .no .Bw.mawcx anisotropes. Avant d'entrer dans le détail de cette
vqmmw\_.:»:o:. il est nécessaire d'expliquer les raisons de la construction d'un outil
spécial pour modéliser des objets aussi particuliers.

o Le calcul classique des structures multicouches 4 l'aide de modéles
v_a__nﬁnm_s_.uun_: de plaques de Love-Kirchoff ou Reissner-Mindlin atteint ses
limites aussitét que l'on s'intéresse a la résistance ou i la fatigue de ces structures.
En effet les endommagements caractéristiques de ces matériaux multicouches sont
principalement des délaminages ou des microfissurations transverses dans les plis
les moins bien orientés par rapport au chargement. Ces phénoménes font intervenir
essentiellement des efforts d'interfaces entre les couches et des surcontrainies au
voisinage des bords (effets de bords) (N. 1. Pagano 1978). Il est bien connu que les
H__E_m_nm de plaque s'avérent incapable de prédire correctement ces efforts
d'interface et ne fournissent pas des champs de contrainte en équilibre avec le
chargement réel au voisinage des bords (P. Destuynder 1980). Pour améliorer le
calcul des efforts internes qui pilotent l'endommagement et modéliser cet
endommagement, de nombreux auteurs ont proposé de nouveaux outils basés soit
sur le caleul de n._..uu,._ﬂm correcteurs (H. Wittrick 1987) (H. Dumontet 1990) (F.
Lecuyer 1991) soit sur des modélisations tridimensionnelles de structures (M. J.
Pagano & 5. R. Soni 1983) (0. Allix 1989),..

_ Avec le méme objectif que les auteurs ci-dessus, nous travaillons sur une
modélisation alternative des structures multicouches qui doit répondre au cahier des
charges suivant:

- pour stmplifier le travail de l'ingénieur chargé de "mailler” l'objet, celui-ci doit
étre une variété géométrique de dimension 2 comme les plaques et coques;
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- le modéle mécanique de cet objet doit faire apparaitre de maniére "naturelle” les
efforts d'interface entre les couches;
- ce modele doit permettre d'introduire facilement des descriptions d’endomma-
gements lels que les délaminages el les microfissurations lransverses.

Ce cahier des charges nous a conduit & proposer une "Modélisation
Multiphasique des Matériaux Multicouches"(M4) (A. Ehrlacher & T. Naciri 1993 )

dans lequel l'objet est une surface de R3 et en chaque point de la surface (appelé
point de matiére) il y a n particules de matériau (n=nombres de couches). La
cinématique est donc donnée par n champs de vitesse sur la surface et les
mouvements rigidifiants sont choisis de maniére a "redonner” 1'épaisseur et l'ordre
d'empilement des couches.

La méthode des Puissances Virtuelles fait alors apparaitre "naturellement”
des efforts d'interface dans le modéle. Le comportement élastique linéaire du
modeéle fait intervenir des "raideurs de membrane” de chacune des couches ainsi
que des "raideurs d'interface” associées aux discontinuités des champs de
déplacement entre 2 couches voisines. Ce Modéle Multiphasique de Matériaux
Multicouches (M4) apparait aussi comme une généralisation du modele de traction
uniaxiale "Shear Lag Analysis™ (K. W. Garett & J. E. Bailey 1977) aux problémes
de contraintes multiaxiales et de flexion (le modéle S. L. A. est trés utilisé outre
Atlantique). Les tenseurs de raideur de membrane s'identifient facilement
expérimentalement. Pour les tenseurs de raideurs d'interfaces cela semble
impossible directement. On peut procéder a une sorte de "changement d'échelle” en
comparant un modéle 3D de l'objet a un modéle 2D multiphasique. Pour cela on
suppose que les champs de déplacement de chacune des couches du modeéle (M4)
sont les moyennes suivant I'épaisseur de la couche, des champs de déplacement du
modeéle 3D. Les raideurs d'interface doivent étre choisies de fagon que la densité
"surfacique” d'énergie soit égale dans les deux modeles. La pertinence et le
caractére opératoire d'une modélisation (M4) se jugera 2 la "constance” de ces
raideurs.

Nous avons dans un premier temps validé les idées de cette modélisation
par comparaison avee des modéles de structures tubulaires multicouches caleulées
par éléments finis tidimensionnels (J. F. Caron 1993). Ces calculs s'avérent probant
mais lourds. Dans la perspective de 'utilisation par les ingénieurs du modéle (M4) il
est nécessaire de développer un logiciel de bureau d'études permettant de
déterminer simplement les raideurs d'interfaces d'un empilement & partir de la
description de celui-ci (en termes d'orientation et d'épaisseur des plis par exemple).
Ce logiciel doit procéder au changement d'échelle entre un modéle 3D de
l'empilement considéré et le modéle (M4) 2D. 1l faut donc dans un premier temps
disposer, pour un objet simple réalisé avec cet empilement, d'une bonne
approximation des champs dans le domaine 3D. L'objet le plus simple est
certainement une poutre. L'approximation par éléments finis 3D étant trop lourde
pour l'usage que l'on veut en faire, nous nous sommes orientés pour I'approximation
des champs 3D de la poutre multicouche, vers un modéle curviligne a
microstructure trés riche prenant en compte la déformation et la courbure de chaque
section de chaque couche. C'est ainsi que nous avons été amenés a réaliser le
modéle de poutre a 18n ddl par noeuds décrit ci-dessous.
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POUTRE A N COUCHES

Considérons une poutre ) parallélépipedique réalisée i 'aide d'un
empilement de n couches de matériaux anisotropes et choisissons un repére
orthonormé (O, e, €2, £3) tel que chaque couche i soit représentée par le domaine

=h,.

Qi=[0,L| x[-aalx hi,hi] ;i=l,n avec h},, |
Nous utilisons dans la suite les notations de Voigt et nous travaillons avec
'hypothése des petites perturbations. Nous notons U e champ de déplacement dans
Q, [€) et { 6} respectivement les vecteurs A 6 composantes de déformation linéarisée
et de contrainte dans le repére (O, ¢f, £, £3). Ces vecteurs sont reliés par la loi de
comportement suivante:

- +

{0} H_W_.mmu dans Q;; i=1,n
o [R i est la matrice 6*6 de rigidité du matériau de la ;M€ couche dans le repére
(O, e1,¢2,€3).

La poutre Q est soumise 3 un chargement. Pour fixer les idées nous
supposons qu'elle est encastrée en x,=0 et qu'elle est soumise A une densité
surfacique de vecteur contrainte T (x, X,) sur la face supérieure x3 =hys . Il n'y a pas
de force de volume. Nous notons [} I'ensemble des champs de déplacement U™

continu, C! par morceaux dans () , vérifiant la condition d'encastrement U*=0 si
x;=0. Le champ U solution du probléme élastique de la poutre ) soumise au

chargement ci-dessus minimise I'énergie potentielle m_xt*v sur l'ensemble
fonctionnel {J ou:

T | nﬂ. _
(e(U DR AUy febeack

- T(x1.x2).U"(x1,%2,ha Jdxadxy

Obtenir une solution analytique parait peu probable, aussi allons nous
chercher une solution approchée de ce probléme. Il est possible d'utiliser une
approximation par éléments finis tridimensionnels en maillant finement suivant
I'épaisseur de la poutre, mais cette approche est trés lourde et nous éloigne de notre
objectif de réalisation d'un. préprocesseur permettant la détermination simple de
raideurs d'interface d'un modéle M4.

Les théories usuelles de calcul de poutre (Euler Bernoulli ou théorie
naturelle des poutres) peuvent étre considérées comme des approximations des
champs de déplacement a l'aide de champs plans (indépendant de x, et sans
composante U,) affines en x 3. Ces champs appartiennent bien a I'ensemble [ , mais

Vo S i i
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I'énergie potentielle associée & ces champs est un majorant .QOmmwQ de _.mjonm_a
potentielle minimale associée a la solution du probleme m_mm:ac.m. On peut dire en
un certain sens que les théories classiques de poutre "modifient _a. comportement
tridimensionnel des matériaux constitutifs de la poutre pour mieux approcher
I'énergie potentielle dans la structure (raideur en contrainte plane par exemple). Ces
champs sont donc trop "simples” pour notre usage.

CHOIX D'UN CHAMP DE DEPLACEMENT TRIDIMENSIONNEL
APPROCHE

Nous avons été ainsi amené a choisir un champ de déplacement m:.bm_m
mais cinématiquement plus riche. Nous le définissons dans cvmaco. couche a l'aide
d'un polynéme de degré 2 en x, et x3 dont les coefficients sont fonctions de x, .

Notons [J'*» 'ensemble des champs de déplacement U™ € U dutype:

') = (e xans s i ) b o Y xousi(n ) (- o
Vx € Q; Vi;i=ln i
oit s u?.;_u, v eth; u?-:e.w_. +hi v

2 3 )
La moyenne sur l'épaisseur de la couche i du champ de déplacement ne fait

intervenir que up'(x1) p=1,3. Pour que [J'* soit inclus dans [}, il faut que U™ vérifie
les conditions aux limites en déplacement:
u;{0)=0 Vi (i=1n); Vp (p=1,6) .

et 9 conditions scalaires de continuité a chaque interface (polyndme vectoriel du
28me Jegré en X, continu en X3 = hi = hj+1). o

L'ensemble fonctionnel [J!* est donc défini a l'aide de 9(n+1) »oao:on.um
scalaires de x, indépendantes. Nous avons I'espoir qu'en minimisant _.m:onm_m
potentielle dans [J'® nous aurons une bonne approximation .mm celle associée a la
solution exacte du probléme élastique. Nous en jugerons 4 la fin.

TRANSFORMATION EN UN MILIEU CURVILIGNE A 18 n DDL

Nous posons A_\_‘.C: v”: le champ a 36 composantes défini sur une couche i
pourx, € [O,L] par: N
dupixi) |

ﬁz..?:.,“m = :zm_._?:_. ﬂv p=1.6 et ._uru__

ot up} est la h..,u.u composante de up!

P

) * 0 3 n
Le vecteur déformation associé a un champ U~ de [J!8 peut s'écrire sous la forme:

{(U")) = Lnaxsr{U (x1)fi V& € Qi Vi (i=1,n)
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ol F_E.SV est une matrice de dimension 36*6 fonction uniquement de x5, et x;.
L'énergie potentielle s'écrit alors:

I
al

Y (Wil fu e - ol {u o gx

o

EplU’) =

L
2

o | K|; est la matrice de dimension 36*36 donnée par:

a
+

B
(K= . (LT[R} L] dxadxs

Elle est calculée analytiquement a 'aide du logiciel de calcul formel Mapple.
:,C::n est le vecteur a 36 composantes représentant le terme de force intégré

suivant la largeur de la poutre, associé au champ a 36 composantes ?\p (x1 v”? (les
18 derniéres composantes sont nulles).

L'énergie potentielle se réécrit en fonction d'une matrice [K] de dimension
36n*36n obtenue par assemblage sur la diagonale des n blocs [K}; , des champs

|

{U*(x,)} de dimension 36n définis aprés assemblage des n champs A: (x1)fi - et
des vecteurs{T(x;)} de dimension 36n obtenus aprés prolongation du vecteur

{T(x1)}a par des composantes nulles. Les relations liées 4 la continuité du champ u*
aux interfaces sont des liaisons linéaires entre les composantes du vecteur & 36n

composantes { _\—*QLY Nous les utilisons pour condenser la matrice [K] en une
matrice 18(n+1) * 18(n+1).

La minimisation exacte de I'énergie potentielle dans [J!3® conduit & un
systéme d'é€quations différentielles linéaires de degré 2. Nous préférons utiliser une
résolution approchée par éléments finis curvilignes.

RESOLUTION PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

Nous discrétisons le milieu curviligne [0,L] et nous exprimons les champs
a l'aide de Q fonctions de forme notées N4(x,) (q=1,Q) de la fagon suivante:

upi) = U LN )
...w..u___f_._ ) %Lﬂx_.._

o

La minimisation de I'énergie potentielle sur ce sous ensemble revient alors
a résoudre un systéme linéaire a (9n+9)*Q degrés de liberté.( (9n+9)*(Q-1) si les
fonctions de forme ne tiennent pas compte de I'encastrement en x, ).

Dans la suite, nous choisissons dans un premier temps des fonctions
d'interpolation linéaire et nous considérons que les éléments sont de méme tatlle.

p=1,6;j=13;1i=1l,0;4=1,Q
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RESULTATS LOGICIEL POUTRE 18N DDL

De fagon a valider le modéle 18n ddl, nous comparons, dans un premier
temps, la fléche et 'énergie potentielle obtenues par le logiciel poutre 18n ddl n=1
sur une poutre isotrope type acier ( E=2,1. 105 N/mm? ; v=0,3) avec celles obtenues
par le code éléments finis SAMCEF (version 4.1-66). Ce deuxiéme calcul est
effectué par une discrétisation volumique en 196 éléments. Chaque élément de type
11 (bibliothéque SAMCEF) (A. Godinas, P. Jetteur & G. Laschet 1981) posséde 20
noeuds et est utilisé au degré deux. On obtient ainsi par éléments finis une trés
bonne approximation de 'énergie potentielle pour la solution exacte. La longueur,
Ia hauteur et la largeur de la poutre sont respectivement de 3000 mm, 140 mm et 90
mm. La pression surfacique appliquée est de 0,3 N/mm?. Les résultats sont décrits
par les courbes suivantes:

Rapport des solutions logiciel 18n ddl /| code SAMCEF

1.2

1 = il #
0.8
0.6 * U/Usamcef

—&— Ep/Epsamcef

0.4
0.2

0

0 2o abo  sbo  sb0 1000 1200

nombre de noeuds logiciel 18n ddl

A partir de 50 noeuds, la solution 18n ddl (n=1) & une différence relative d'environ
3,6% en terme de fleche et d'énergie potentielle par rapport au calcul SAMCEF pris
conune référence. Pour 100 noeuds, 'écart n'est plus que de 0,7%. Nous observons
sur les courbes précédentes que les résultats convergent bien. Nous prendrons par la
suite une discrétisation a 300 noeuds (Q=300) de la poutre 18n ddl.

Dans un second temps, nous validons le logiciel 18n ddl sur différentes
modélisations multicouches isotropes (n=1,4) de la méme poutre. Nous devons bien
stir avoir des résultats aussi proches que possibles. Les calculs sont effectués sur
une Spark Station 2. Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus pour 300
noeuds (Q=300):
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Nbre de couches 18y en mm _ Hmmd en N.mm T CPU (s)
1 63,2543 -1,0266 109 19
2 63,2981 -1,0278 106 104
3 63,3027 -1,0282 106 29,1
+ 63,3047 -1,0296 106 67.5

Zorw observons une bonne concordance des résultats avec cependant une
croissance du temps de calcul assez importante avec le nombre de couches.

Pour le probléme de la poutre site, nous choisissons de
tester un matériau composite tissé en carbone-polyimide dont les cwnmogm:m:c:az
nous ont ét€ données par la SNECMA. Les conditions aux limites sont les mémes
que dans le cas isotrope avec une pression surfacique de 0,1N/mm? . Les dimensions
de la Ppoutre sont de Smm pour la largeur et de 100mm pour la longueur. Parmi les
premiers essais effectués sur SPARK Station 2, nous avons testé des quadricouches
dont les résultats sont donnés dans le tableau suivant (les unités choisies sont les
mémes que précédemment):

Logiciel empilement Q 18y £ bE_. 1 mMﬂ_ AE, T
CPU
SAMCEF 88,30 -885,96 178
(0°,90°)4 50 | -88,92 -901,25 11,0
n * 18 ddl 200 | -89,63 908,51 445
300 | -8966 |15 % | 908,82 |25 % | 669
SAMCEF 223,64 -2226,60 183
(60°,-60°)g 50 |-214,60 -2145,65 10,9
n* 18 ddl 200 |-219,63 -2198,16 443
300 | -219,83 | 1.7 % |-220035 |15 % | 76,4

SAMCEF -325,73 -3233,98 181
(45°,45°) 50 |-318,59 -3174,89 109
n* 18 ddl 200 | -330,06 -3294,76 444
300 | -330,52 |1,45 % | -3299,61 10,02 % | 66,9
SAMCEF -248,25 -2472,08 177
(-60°,-60°,60°,60°) | 50 |-240,69 -2406,10 11,0
n* 18 ddi 200 | 247,42 -2477,04 45
300 {-247,70 10,02 % | -2480,13 10,03 % | 67,7
SAMCEF -243,48 2424 47 182
(-30°,-30°,30°,30°) | 50 |-235,96 -2358,86 10,9
n * 18 ddl 200 | 242,39 -2426,65 445
300 | -242,66 |0,03 % |-2429,58 10,02 % | 67,6

Nous constatons que les résultats obtenus sont trés satisfaisants. D'autre part, nous
avons testé le logiciel sur d'autres types de matériaux tels que le verre ou le carbone
epoxy T300, de méme la concordance entre les résultats du logiciel poutre 18n ddl
et ceux du code SAMCEEF est trés correcte.
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CONCLUSION

Afin de déterminer par "changement d'échelle” les "raideurs d'interface”
d'une Modélisation Multiphasique des Matériaux Multicouches (M4), nous
proposons une modélisation curviligne & 18n champs scalaires pour une poutre
constituée d'un empilement de n couches. Ce modéle est discrétisé par €léments
finis et a donné lieu A la réalisation d'un logiciel. Appliqué a un probléme de poutre
console, les résultats obtenus en terme de fleche et d'énergie potentielle montrent
une bonne concordance avec ceux d'un calcul par éléments finis 3D maillé
finement par le code SAMCEF. Les fonctions de forme affines utilisées obligent a
utiliser un grand nembre de noeuds (300) ce qui pénalise la vitesse du calcul (le
calcul 18n ddl est seulement 3 fois plus rapide que le calcul SAMCEF pour 300
noeuds et 4 couches). Nous introduisons actuellement des fonctions de forme de
degré 3. Nous espérons une division par un facteur 50 a 100 du temps de calcul.
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