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QUELQUES RESULTATS RELATIFS A LA FONCTION
D’ERDOS-ZAREMBA ET APPLICATION A L’INEGALITE DE GAL

MICHEL J. G. WEBER

ABSTRACT. Let ¥U(n) = de w. This function and some other stud-

ied in this article are related to Erdds et Zaremba function ®(n) =>4, %, and

it is known that limsup,,_, . (b;l(%g)w = €7, v being Euler’s constant. We show

that

. W(n)
0 < lim sup
n—oo (loglogn)?(logloglogn)

The study of W(n) much involves Davenport’s function w(n) = 3=, <& logp As an

application, we easily show that for any given real n > 1, there exists a constant
C(n) depending on 7 only, such that for any finite sequence of reals {cg, k € K},

d(k, £)

E CrCe & < C(n) E 2 (log log log v)"¥ (v).
k¢

kEK vEK

This establishes the existence of an arithmetical type inequality, hidden in Gal’s
famous inequality, and nevertheless very close to this one. This much improves
recent results obtained by the author in [13].

1. Introduction.

Considérons la fonction arithmétique ®(n) =3, ed Erdos et Zaremba ont
montré dans [6] que

: ®(n)
1.1 | ——— ="
(1) 1711'11_>801ip (loglogn)? c

ol v est la constante d’Euler. La démonstration repose, tant pour la majoration
que pour la minoration, sur I'identité (formule (1) dans [6])

2 Yoy Sl op L (n=pi" )

d| =1 v;,=1

T

d|np;
laquelle résulte de

(1.3) Z logd Z Z (Z”Z logpl)

d|n n1=0

Dans ce travail nous considérons une fonction légerement plus grande:

(1.4) U(n) = Z OOgd)(ldw_
d|n

Key words and phrases. Arithmetical function, Erdés-Zaremba’s function, Davenport’s function,
Gal’s inequality, Gal’s sums, Factor closed set, greatest common divisor.
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Nous considérons aussi les fonctions suivantes, les deux premieres étant liées a W,
voir (1.8),

By(n) = 3 2 iz ti(log zi)(log log pi)

d|n,d=p{t..ph"

Bo(n) — Z (log d) log 2(d)

d 9
d|n
log d)"
(I)U(n) = Z( d ) ’
d|n

oun > 1, et Q(d) est la fonction arithmétique comptant le nombre de puissances
de nombres premiers divisant d.

Convention: Nous conviendrons que loglogz, (resp. logloglogz) est égal a 1 si
0 <2 <e (tesp. 0 <z <e) et égal & loglogz, (resp. logloglogx) au sens
habituel si = > e® (resp. = > e°”).

Outre l'intérét propre d’examiner quelles extensions du résultat de Erdés et
Zaremba sont possibles et quelles en sont leurs limites, une autre motivation dans
I’étude de variantes de la fonction d’Erdds et Zaremba, réside dans le fait que
celle-ci est indirectement liée, ainsi qu’on le verra plus loin, a une inégalité bien
connue due a Gél, et ce par 'intermédiaire d’'un travail récemment publié dans
[13].

Concernant les fonctions que nous venons d’introduire, nous verrons que 1’on a
facilement

lim sup 1(n) > e’ lim sup v(n) > e
nooo (loglogn)2(logloglogn) — nooo (loglogm)2(logloglogn) — =’
et qu’en fait
P
(1.5) lim sup 1(n) = €.

n—oo (loglogn)?(logloglogn)

L’extension correspondante de ce résultat a la fonction ¥ est une question naturelle
et tres intéressante. L’apparition du logarithme double loglogd (ou de log Q(d))
détruit la ”log-linéarité” qui permet d’obtenir la formule (1.3). L’estimation de
¥(n) est donc techniquement plus délicate que celle de ®(n). Il résulte par ailleurs
de (1.1) que

(1.6) lim sup __¥n) < €.

n—oo (loglogn)3
La question est donc de savoir si le bon exposant de loglogn est proche de 2 ou 3.
Nous établirons le résultat précis suivant. Rappelons que la fonction de Davenport
w(n) est définie par w(n) =3_,, loﬁp . Cette fonction est étudiée dans [4]. Il résulte
notamment du théoreme 4 de [4] que

(1.7) 1imsupM =1

n—oo loglogn
Convention: On note par C' une constante positive absolue, et par C(n) une
constante positive ne dépendant que d’un parametre n; chacune de ces constantes

pouvant changer de valeur a chaque apparition.

Théoréme 1.1. Soit n = p{* ...p% . On a lestimation suivante

¥(n) < (H 1 —lpj‘l) ; (logpz‘l))g li)gllogpi) + C (logloglog r)(log r)w(n).

j=1
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En particulier,
U(n) < C(loglogn)?(logloglogn).

Le théoreme 1.1 découlera d’une estimation préliminaire de ®;(n), de 'inégalité
de convexité (1.8) ci-dessous, et de I'estimation suivante de ®5(n), laquelle occupe
les sections 4 et 5.

Théoréme 1.2. On a l’estimation suivante
Dy(n) < C(logloglogr)(logr)w(n).
Convention : On convient que 0log0 = 0.

Par convexité, on montre facilement avec les notations p;, p; précédentes, le
lemme suivant.

Lemme 1.3. On a

T

Z (11 log p;) log (Zﬂz 10gpz’> < Zui(logpi)(log log p;)
i—1 i—1 i—1
+ Y pi(logp;) log (ZM»
i=1 i=1

Il en résulte donc que
(1.8) U(n) < &1(n)+ Pa(n).

L’étude de ®,(n) parait plus délicate et nous n’avons que des résultats tres
partiels. Un simple argument de convexité montre que

®y(n)
1.9 I 1 .
(19) P (loglogn)i+n €
La minoration précédente est optimale lorsque les diviseurs premiers de l’entier
n ne sont pas trop proches les uns des autres. On peut montrer qu’étant donné
n > 1, il existe une constante C(n) ne dépendant que de 7, telle que pour tout

entier n = [];_, pi" vérifiant la condition }>;_, -1 < 2'7" on a (proposition 3.4)

®,(n) < C(n)(loglogn)'*.

Ainsi qu’annoncé plus haut, une des motivations de I’étude de variantes de la
fonction arithmétique d’Erdds et Zaremba, réside dans son lien avec I'inégalité de
G4l [7], que nous rappelons : il existe une constante C telle que pour tout ensemble
fini K d’entiers distincts, en notant #(K) = &, on a

(1.10) Z (k, 0)? < Ck(loglog k)2
. - S .
ke K

Cette majoration est en outre optimale. Lewko and Radziwill [10, Th.1,2] ont
récemment montré, entre autres résultats, que
1 (k,0)? 6e>
(1.11) — sup AR
r(loglog K)? 4 (K)=r k,lZeK kel 2
lorsque k — oo.
De plus, concernant la norme spectrale associée, on a

(1.12) sup{ Z CrCy “};?2 : Z lek]? = 1} < (6;? +0(1))(loglog/<a)2.

kAleK keK
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Ceci généralise un travail récent de Hilberdink [9, p.363]. Bien que ce résultat
soit optimal, la majoration de la forme quadratique qui en résulte, & savoir

2
(1.13) Z CrCy (k];? < C(loglogk) (Z ek )

kteK keK

n’integre rien de la structure arithmétique de K; ce qu’une majoration du type

(1.14) Z Ckce(kkg < CZ%/J )exl?

kteK keK

ferait, ou v est une fonction arithmétique.

La recherche d’une telle fonction dont I'ordre maximal devrait étre proche de
(loglogn)?, est une question tres intéressante et naturelle en regard de la nature
arithmétique cette forme quadratique. Nous ’avons récemment étudiée dans [13],
[14], et en collaboration avec Berkes dans [2]. Le travail initial est celui de Brémont
[3], lequel a motivé I'auteur dans ’étude de ces questions. Mais ce point de vue
n’est pas nouveau et remonte aux travaux de Cesaro (voir [13, Sec. 2.2] pour plus
de détails).

Posons pour tout réel positif 7,

U, (n) =T, (n) (logloglogn)".
Nous établirons le résultat suivant.

Théoréme 1.4. Soit n > 1. Alors il existe une constante C(n) ne dépendant que
de m, telle que pour tout ensemble fini K d’entiers distincts, et toute suite de réels
{ck,k € K}, on a

Z Ck%% < C(n) ZCZ Uy (v)

kleK veK

D’ou aussi a 'aide du Théoreme 1.1,

(k, 0)° 2 2 1+
1.15 crC < C ¢, (loglogv)“(logloglogv) ™.
(1.15) HEGK e S (n)VEEK (loglog v)”(log log log v/)

En particulier,

(ka£)2 2 1+
. < 7,
(1.16) g 17 < C g (loglog v)*(logloglog v)
keK veK

Le Théoreme 1.4 établit donc I'existence d’une inégalité de type arithmétique,
cachée dans l'inégalité de Gal, et néanmoins trés proche de celle-ci. En fait,
concrétement, la majoration essentielle est du type

> aa™h < cnr) Y duw)

kLeK veK
et C(n, K) dépend de I'ordre de (logloglog v)'*7 sur K.

La démonstration que nous proposons est courte et élémentaire. La majoration
fournie par le Théoreme 1.4 est notamment intéressante lorsque les coefficients

sont eux-mémes de nature arithmétique, par exemple générés par une fonction
arithmétique.

Ceci améliore aussi considérablement un travail récent [13], ot nous avions établi
I'inégalité suivante valable pour tout s > 1/2,

(k, 0)% . 1+¢ 9
. < _
(1.17) g CrCe o S ¢(29) O<sl£2fs—1 . E C. 011e—2s(V),
kLR veK
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ol pour tout réel u, o, (v) est la somme des puissances u-iemes de v.

On déduit aussi immédiatement du Théoreme 1.4 et de (1.13) l'estimation suiv-
ante :

Corollaire 1.5. Soit n > 1. Alors il existe une constante C(n) ne dépendant que de
7, telle que pour tout ensemble fini K d’entiers distincts, notant #(K) = k, et toute
suite de réels {cx, k € K},

k 2
Z Ckce( I;? < C(n) Z ¢ (loglog min(v, m))Q(log loglog min(v, k))".
kK veK

Nous renvoyons a [1], [10], [13] pour des références concernant notamment les
récentes et remarquables estimations (non arithmétiques) de la forme quadratique
arithmétique considérée au théoreme 1.4, ainsi que d’autres variantes de celle-ci.

Les sections qui suivent sont consacrées aux démonstrations. Les sections 4
et 5 forment la partie principale de ’article, et concernent la démonstration du
Théoreme 1.2, laquelle fera intervenir la construction d’un arbre binaire, voir fin
de la section 4. Les démonstrations que nous proposons sont toutes élémentaires
et tres, ou trop selon, détaillées.

2. Preuve du Lemme 1.3 et majoration de ®;(n).

Démonstration du Lemme 1.3. Compte tenu de la convention faite, on peut se re-
streindre au cas ou Y ._, p1; > 1, car sinon les deux membres de l'inégalité cherchée
sont nuls. On note M = Y"7_, u; et on écrit que

iui(logpi) log<iuilogpi) M Z (logp;) log ({Z i 10gpz}- )
i=1 i=1
— M{Z "~ (log p;) log{Z}l\}logpz}

1= 1
+Z logpz logM)}.

La premiere somme entre parentheses est égale a w( S, 0;log pi) avec > ., 0, =
1, 0; > 0, et Y(x) = xlogx est convexe sur Ry (¢”(z) = 1/x > 0). Par conséquent,

’(/J ( Z 91‘ 1ngi) S Z OZ‘Z/J(Ingi).
i=1 i=1

Il en résulte que

Zzl o logpz 1og{zzZ T logpz} Zzl h logpl)(loglogpi).

La deuxiéme somme a déja la bonne forme. On a donc obtenu que

Z(Milngi)IOg(ZMiIngi) Zuz log p;) (loglog p;) +ZU1 log p;) log(Zuz)

1=1 =1 =1 =1

O

Nous passons a la majoration de ®(n).
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Lemme 2.1. On a la majoration suivante,

T

Dy(n) < (H 1 _1 ) Z (IOgPi)(IOg logpi).

—1 T
j=1+"P;i i3 pi—1
Démonstration. On écrit que
[e3] Ay
p1(logpy)(loglogpy) + ... + pr(log pr) (log log py.)
Oi(n)= > ... Y L
"k

pn1=0 =0

Le i-ieme terme du numérateur produit la somme

a;

ay ar 1 i(log p;) (loglog p;
$ % M(Zu( pi)(lo p)).

Wi
p1=0 =0 - -~ =0 P
—_——

. p'u"‘
la, somme relative i
a u; est exclue  est exclu

Par suite,
~ = - 1 & pi(log p;) (loglog p;)
I S SIS —_— (loglog)
i=1 =0  p.=0 \pl P _ =0 by
la somme relative P
a ; est exclue  est exclu
. X —ai—1 o
2 St T ~ i logp;)(loglog p;
ey = LI ()| 3 pleselpen])
i=1 i=1 g =0 p;
FE
Or Zi;oﬁ < Z;’;Oj = m, (Indication: Soit S(u) = Y02 e % =
1 _ o —au _ __—e ¢ _ —1
T e=u> u > 0. AIOI“S SI(U) = — Za:O ae = (1727u)2 = (6“71)(176’“))'

On peut donc continuer avec

Tl l—p YT (log i) (loglog pi)
i) < J .
i) < ZH( =) D)
| " (log p;)(loglog p;
o < ([t 3o tommlistosn),
j=1 i =1

Corollaire 2.2. On a l’estimation suivante,

lim su ®1(n)
n_wop (loglogn)?(loglog logn)

ev.

Notation: On note p(j) le j-iéme nombre premier consécutif.
On rappelle que

p(i) > max(ilogi,2), i>1,
(2.3) p(i) < i(logi+loglogi), i> 6.

Voir par exemple [12], inégalités (3.12) et (3.13).

Démonstration. Soient € > 0 et un entier ro > 4. Si r < rg, alors

r

log pi) (loglog p; log p) (log1
3 (logp) (loglogps) 5 5 — sup LogP)(loglogp)
pi—1 p>3 p—1

=1
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Sir > rg, alors

i (log p; ) (log log p;) ( (i) ) Z (log p(i)) (loglog p(i))

max .

ot pimt - >ro p(i) —1 i=ro+1 p(i)
< (max p(i) ) Z (log(i log z‘)).( loglog(i log )
i>ro p(i) — 1 M ilog1i

On choisit ro = ro(e) de sorte que logry > 1/¢ et que I'expression précédente soit
majorée par

"L loglogi
(4o ) lomks!
i=ro+1
On a donc

Z (ng)( Oglogp) < (1+¢) Z / ogtog gt
i=ro+1 pi = imro1 Yi—1

" loglogt T " dt
(1+€)/ ogtog dt = (1+€){(logt)(loglogt) 7/ ?}
) 70 T0
< (1+4¢)(logr)(loglogr).

A Taide de l'estimation de Mertens [11, th.2.7], on a aussi

(2.4) H( 1 1) = ¢vlogz + O(1) x> 2.
p<lx 1- P
Donc,
r r
e (=) < M=) T () = cen e,
£=1 pe (=1 p(€) p<r(log r+loglogr) P

si r > 6, et partant pour tout r > 1, quitte a modifier C. Comme r = w(n) et
2¢(") <, on a par conséquent,

®1(n) < €'(1+¢)((logr)+ C)(logr)(loglogr)
< (1 4¢)(1 4+ Ce)(logr)*(loglogr)
< e7(14 C'e)*(loglogn)?(logloglogn),

sir>rg. Sir<ry, on a
®1(n) < e’ (1+¢)((logro) +C) :=C(e).
D’ou,
®1(n) < e'(1+¢)*(loglogn)?(logloglogn) + C(e).

Comme ¢ peut étre arbitrairement petit, il en résulte que

lim su ®1(n)
n_mop (loglogn)2(log log logn)

O

La proposition suivante n’est rien d’autre que la partie majoration de (1.1). La
preuve que nous en donnons utilise (1.3) et non (2.6), et nous parait plus simple
et plus précise.

Proposition 2.3. (a) On a la majoration suivante,

logd 1 log p
Z d = H(l—p—l) Zp—l'

d|n pln pln
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De plus,

. 1 log d
lim sup E < €.
n—soo (loglogn)(logw(n)) o d

Démonstration. Soit n = pi*...p¢", (a; > 1). Alors, comme pour la preuve du
lemme 2.1, nous avons successivement & partir de (1.3), en re-sommant,

Z% _ Z Z mﬂogpz

dln Ml =0 y, =0

-3 3. 5 py,{p,ﬁ (3 e

i=1 =0 =0 | L m=o P
—_———

"
la_somme relative D;
a ,uz est exclue est exclu

29) S (i)

=11 ~ =0 pi
Donc
logd - L - -1 log p;
0 < M=x)X0-n" =
d|n d /=1 1= pe’ i=1 (pt - 1)(1 —D; )
- 1 . log p;
(2.7) - H(l—i> Zpi—l'

/=1 Pe i=1

Comme p; > p(i) > max(ilogi,2) si i > 1, on montre sans peine que pour tout € > 0,
il existe H. tel que

log p;
< pi — 1

(2.8) <H.+(1+¢)logr.

1=
On a donc

T

Z% < H<1—%) (He + (14¢)logr).

d|n £=1 Pe

A Daide de I’estimation (2.5) on a aussi

ﬁ(l_ll) < ﬁ(l_l) < M(logr) +C.

=1 Pe = p(€)
Finalement
lim su
n—)oop log Z

d|n

3. Minorations.
On rappelle que le plus petit diviseur premier d’un entier n se note par P~ (n).
Lemme 3.1. Soitn=p{"...pd, r>1, a; > 1. Alors,

®i(n) > (1—P_l(n))li[l(1+pj1)[i(logpi)(loglogpi)}

Di
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Démonstration. Par (2.1),

T T 1— 'fajfl o . ] . | 1 )
®y(n) = 2:11_[1 <lfjpjl) [ ZON (logp ;giOg og p )}
Ry % wi= ’
r r 1 _p,fajfl (logpz)(loglogpl)
: Z1 H ( 1 *]Pn_l ) { i ]
=i J
T e (= p Y (logpi) (log log i)
Jl:[1< 1_pj_1 >|:i_1 Di }
r T _ 1 1 ; log 1 :
> TJ+p)] St )<°gp?)(°g0gp)}
j=1 i=1 i
Donc
1 . e (logp;) (loglog p;
2in) 2 (1- P—(n))jlill(1+]9jl){i_l ( ng)(piog ng)]

On déduit facilement du lemme 2.1 et du lemme 3.1 le corollaire suivant.

Corollaire 3.2. Soit n =p'...p%, r>1, a; > 1. Alors,

1 . . P (n) . 1
(1 - P- (’I’L)) H (1 +p] ) S r (log p;)(log log p;) S 2 1_[1 ( )
j=

1
j=1 2im1 Y 1=p;
Proposition 3.3. Soit n > 1. Alors,
. 1 (log d)"
1 > €.
1,?Lsip (loglogn)t+n Z d = ¢
d|n
On a aussi
: ®4(n) . U(n)
1 > e’ 1 .
lfflsolip (loglogn)2(logloglogn) — c lrrlnjo%p (loglogn)2(logloglogn) — c

Démonstration. Supposons tout d’abord que n = 1. Soit n; = Hp<ejpj. Rap-
pelons que p(i) est le i-iéme nombre premier consécutif, et que p(:) > max(ilogi, 2)
si i > 1. Soit r(j) Dentier défini par la condition p(r(j)) < e’ < p(r(j) + 1).

En utilisant (2.6) et en suivant la preuve de Gronwall [8], nous avons succes-
sivement,

r(7) r(J)

S = L) S

d|n; i=1 1;;1 n=
RRAED 1 ey 1 logp(i) 1 1
> C(j"‘l)Z_]‘_Il(l_p(z)_l>;(1_p(2) ) p(z) [1+m++W
- I () 22000
TGy AT e VY

Par ailleurs, la fonction de Chebycheff J(z) =3_ _ logp vérifie 9(x) > (1 —e(x))z,
x > 2, oll e(x) — 0 quand z tend vers 'infini; voir [12, (3.33)] ou ¢(z) est explicitée.
Par conséquent, logn; = ji(e/) = je/(1 + o(1)), et donc loglogn; = j + logj(1 +
o(1)) = j(1+o(1)).
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On a alors d’une part, par (2.4),
() -
(3.1) [Ta-pe ) =Tl (-p) ="+ 0(%)).

=1 p<ed
et d’autre part, a l’aide de I’estimation de Mertens [11, th. 2.7],

1
(3.2) S22 L 0(1) 2 (14 0(1)) loglog n;.
p<el

Comme en outre ((j + 1) — 1 lorsque j — oo, il suit que

logd
(3.3) Z OS > (14 o0(1))e?(loglogn;)? Jj— 0.
dln]‘
On suppose maintenant que n > 1. Un simple argument probabiliste suffit. Soit

X une variable aléatoire discrete égale a logd si d|n, avec probabilité 1/(do_1(n)).
Alors,

]EX":ZM > (EX)" = (Z logd )”_
d|

din da,l(n) - da,l(n)
Do,
log d)" _ log d
= 30 CE 2 o (D
d|n d|n
Comme o_1(n) < (1+ o(1))e” loglogn, en utilisant (3.3) nous déduisons que

®,(n;) = (1+o0(1))e" "7 (loglogn;)' " (¢ (log log n;)*)"
= (1+o(1))e"(loglogn;)'*7.

Examinons la minoration correspondante pour la fonction ¥(n). La preuve
est identique a la précédente. Soit o1(n) = 32, 4531/d. Soit X’ une variable
aléatoire discrete égale a logd si d|n et d > 3, avec probabilité 1/(do’_,(n)). Par
convexité de la fonction xlogz sur l'intervalle [1,00), on a tout d’abord

log d)(loglog d
EXlgX = ) (gd)a(g(gmg) > (EX)log (EX)
dn
d>3

:( (1ogd)>log< (logd))

S do’y(n) £~ do’ (n)
423 a>3

> (S~ O3 g™ ) o)
d>1 P

D’ot, en multipliant par ¢’ ;(n) et puisque trivialement ¢’ ;(n) < o_1(n),

ke (g ) (o (50

d|n d|n dln
d>3 d>1 d>1
—log 0_1(n))

En faisant n = n;, on déduit de (3.3) que

U(n) > Zw > ((1+0(1))67(10glognj)2—Cloglognj)

dln;
d>3

X (log {(1+0(1))e (log logn;)? — C'} —log Cloglog nj)
> (14 o0(1))e?(loglogn;)?logloglogn;.
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Par conséquent,

e’.

lim su ¥(n)
n_)oop (loglogn)?logloglogn

Examinons a présent le cas de la fonction ®;(n). On a

Oy (n;) = Z H ( ) [Z p(log p(i) loglogp( )
=0

j=1 £=1
00

r(5)

1 1
= C(i+ 1) H 1— (6)—1)
: 10gp( ))(loglog p(i)) 1 1
x Z p(l) [1+m+...+p7(i)j*1}
"y 1 (ogp(i))loglogp(i))
SRESA MHO(})); (i) (L =p()™).

par (3.1). Soit 0 < ¢ < 1. En utilisant (3.2), on a aussi pour tout j assez grand,

Z (log p)(log log p) > ¥ (log p)(loglog p)

p<el p esi<p<el p
> (o) (logley) Y LB
> (14 o(1)(1 )i (log(e) (1 + O(1/3)
> (14 0(1))(1 —e)(loglogn;)(log(eloglog n;)).

Comme log(e loglogn;) ~ logloglogn;, j — oo, on a

P4 (n;)

li (1 —e).
ST (loglog ny)?(log log log 1) e-e)
D’ou
& (1,
lim sup 1(n) ev.

j—oo  (loglogn;)?(logloglogn;)

11

O

Dans la proposition ci-dessous, on montre que si par exemple les diviseurs pre-
miers de I’entier n ne sont pas trop proches les uns des autres, alors la minoration

précédente de la fonction ®,(n) est optimale.

Proposition 3.4. Soit n > 1. Il existe une constante C(n) ne dépendant que de 7,

telle que pour tout entier n = H;zl pit vérifiant la condition ci-dessous

T

(3.4) > ! <2t

p CA

on a
®,(n) < C(n)(loglogn)’o_q(n).
Comme o_1(n) < Cloglogn, on a donc

®,(n) < C(n)(loglogn)'*".
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Démonstration. On utilise I'inégalité bien connue (a+b)" < 27-1(a" +b”) sia >0,
b > 0 et n > 1; laquelle résulte de 'inégalité de Holder. Soit n = p{*...p2r,
(; >1). On a successivement,

By(n) = Z(logdd)" <YY ¥ W

din =1 vi=1 e
< o1 1{22 mogpz > %+Zi L (1og65)77}
i=1 ;=1 5|np:az: i=1r;=1 p; 5|np;%
< o 1(22 z/Llong ) _1(n)+2n1<i§:p}/i)z(log55)n
i=1 ;=1 i=1 ;=111 én
< on- 1(22 uzlogpl ) _1(n)+2n_1<i 1 )Z(logd)"’
i=1v;=1 i=1 0 1 §n 0
puisque
. S |
)SPIEED P) PE pEL
i=1v;=1 P; i=1 y,*l i=1 p

D’ot, en tenant compte de I’hypothese (3.4),

. (log d)" e = (vlogp)" 1
( 211219171)2 Oi < o 1ZZ(V in b

n =1 v;=1

Par conséquent,

(3.5) Z (logd (Z Z (v 1ogpz ) o_1(n)
d|n i=1v;,=1
ou
. 1
21=n =33 1 (pi— 1)

Maintenant on observe que

T o0

v " (o Z_1700 h—+1)" (b4 1) " (lo 7
> (ogp)" Y - = Z( g?) Z( +h) = (Z%)Zﬂ

i—1 vim1 Pi - P P h=0 - P

Il résulte de (2.3) et de la monotonie de la fonction (logx)"/z que l'on a,

—~ (log pi)" ~ (log p(i))" —~  (logi)"
2T S X0 S 2 i)

bi

i=1 i=1
(log2)"  (logw(n))" 1 1
< (=4 = n,
<GB DEell < (G4 1) ogw(n)
Puisque n > 2 on a donc
log d)"
(3.6) dz( gd) < C(n)(loglogn)o_y(n).

4. Majoration de ®5(n).

Si 2 divise n, écrivons que n = 2m ou 2 fm, et

log d) (log log d) (lo 2’“5 (loglo 2k
W) = Z( g )(dg g ZZ g( 2k§ g(2"9))

d|n k=1 a=2Fks
§lm
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Alors,
. Z (log(2%6)) (log log(2*6)) i 1 (21log d)(log(2logd))
2k§ - 2k 0
k=1 d=2ks k=1 8|lm
5|m,5>2k
< a¥(m),
ol
log(21
c1 = 2 sup 7013( 089)
s>3 loglogd
En outre,

(log(2%0))(log log(2%6)) 2. (2klog 2)(log(2klog 2)) 1
Z 2 % < : 25
2 2
=2ks k=1 8lm
5\m 5<2k
= C2 a,l(m).
Comme en outre ¥(m) > o_1(m) — ¢z, on a donc

U(n) <ecp¥(m)+cao_1(m) < (e1 + o) U(m) + c3.
On peut donc supposer que si = p7* ...p%r, alors
(4.1) minp; > 3.

De méme que pour ®;(n), on écrit que

> EE: ji:lh log ;) log (j{:;u)

/Ll =0 ,uT—O

>3- z W(Z“Z(k’%lg(m).

=1 =0 Hr=0 ;=0
N————

(I)Q (TL)

la_somme relative P
A ; est exclue  est exclu
La majoration va donc consister en 'estimation des sous-sommes précédentes.
Comme nous n’avons pas mis de relation d’ordre sur la suite py,...,p,, 'étude de
la somme
Qpr—1

(4.2) Dy(r,n) := Z Z T Z i 1ng7 log [Zul —|—,ur}

pn1=0 Pp—1= Op “Proa =0 i=1

sera donc générique de celle des autres. Examinons sa structure et anticipons
quelque peu les calculs. La derniere somme Y 0" “’éﬁ% Pz log [ S22 i + ] est
du type

> ap(log(A + p)e . a=logp,, A=Y

pn=0
1l est facile de voir a partir de (4.6), que I'estimation de cette somme va répercuter
sur la somme en pu,_; un facteur logarithmique log [h + Ez 1 Wi+ 1] ou h est
un entier positif, et ce, ainsi de suite. Plus précisément, a ’aide du lemme 4.4, la
somme ci-dessus se majore par

Z ap(log(A+p))e™* < a(log(A+1))e® + 2a(log(A+2))e >
pn=0

1 1 1
log(A log(A — log(A 4 leT3x
+@a%(+$+3%(+@+a%(+@+Q+MM+$F
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pourvu que A > 1, et a > 1. C’est a dire,

log pr 210g py
PEPT (log(A + 1)) + =27 (Tog(4 4 2)) +

T r

1 1 1

+ log(A +3) + + .
log py og( ) logp,  (logp,)?(A+3) }

En reportant la majoration obtenue dans ’écriture de ®5(r,n), on a donc & con-
sidérer des sommes du type

E{?;logpr log(A + 3) + 3log(A + 3)

Qpr—1

1
IR B I EERX

pn1=0 pr—1=0 Pr—

affectées de nouveaux coefficients. La derniere somme s’estime a I’aide de (4.9), et
se majore par

r—2 r—2

1
log Zuerh Jr]i(log Zuerthl)
i=1 i=1
+log[zi:1 i +h+1] N 1 )
logpy—1 (log p—1)2(X72) p + h +1)

En reportant, ceci permet de majorer a nouveau ®5(r,n). Les sommes restantes
seront a partir de 1a toutes du méme type. Le facteur log [Z::_ll 1; +h], une fois la
majoration faite, produit sur la somme d’ordre (r—2) le facteur log [Z:;f pi+h+1].
A ce propos, I'étude de la fonction ®,(n), n > 1, produirait ici des altérations
beaucoup plus sensibles. Il s’agit donc de comprendre comment se génerent les
nouveaux coefficients obtenus par ce moyen, et de vérifier qu’un coefficient d’ordre
1+ € ne produit pas par itération un coefficient d’ordre (1 + ¢)". On établira au
lemme 4.8 une inégalité de récurrence permettant de calculer ceux-ci.

4.1. Lemmes élémentaires.

4.1.1. Fonctions @1, po. Soient A >0, o > 0. On pose
(4.3) ¢1(z) = a(log(A+z))e
wa(x) = (log(A + :c))e*az

Lemme 4.1. Si A > 1 et « > log?2, alors v1(x) est décroissante sur Uintervalle [3,00).
D’autre part, si A >1 et a > 1, alors pa(x) est décroissante sur Uintervalle [1,00).

x> 0.

Démonstration. On a

(4.4) oy () = (1og(A + x))ef’“ +

T
e
A+x

* — ax(log(A+z))e

Donc ¢ (z) <0 1 + m < a. Or par hypothese,

1 1 1 1

— < = <-4+ =-<log2<

x+(A+:c)log(A+x)_3+810g2_3+ <08 “
En outre,
(4.5) oh(z) = L e " —a(log(A+z))e ",

A+z

Donc ¢h(z) <0< (A+z)log(A+z) > L. Et par hypothese (A + z)log(A + z) >
2log2>1>1 O
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4.1.2. Intégrales associées da o1, 2.

Lemme 4.2. Pour tout entier m > 1, on a l’estimation suivante
a/oo z(log(A+2))e **dz < ée_am + le_o‘m + l(log(A +m))e ™
m — a?(A+m) o) «
+m(log A+ m)e ™.
Démonstration. On tire de (4.4) que

xr
A+x

/

e — (z(log A+ x)e” ")

(4.6) ax(log(A+z))e ** = (log(A+x))e " +

Et donc en intégrant,

a/ z(log(A+z))e **dz = / x(log(AJrz))e*azdqu/ Aj_xef‘mdx

m m m

+m(log A+ m)e ™.

On tire par ailleurs de (4.5) que

a/ (log(A+z))e *dx = / I —ll- me*‘”dx + (log(A +m))e ™.

En combinant, il vient que

a/ z(log(A+z))e “*dz = a/ e e*‘”der/ Aixe*”daj
+

(4.7)

x

1

= (log(A+m))e~*" + m(log A + m)e”*".

a

Il est maintenant immédiat que

a/oo z(log(A+z))e **dz < ;efam + lefo“m + l(log(A +m))e ™
m — a?2(A+m) e «

+m(log A+ m)e™ ™.

O

Lemme 4.3.

—Qxr l:g(‘l 1) — —Q
< 1
/1 (log(A—i—w))e dz e + 72( )e

«
Démonstration. On tire de (4.4) que

N N 1
/1 (log(A+z))e **do = /1 me dz

- é ((log(A +1))e"* —log(A + N))e*’lN)

log(A+1) _
#e 2 Comme en

Lorsque N tend vers l'infini, le second membre tend vers
outre

1 /N U aegy < 1 .

— (& X ——— <€

ali A+z T a?(A+1) 7
on en déduit que

—Qxr l:g(‘l 1) — —Q
< 1
/1 (log(A—i—x))e dz e + 72( )6

(0%
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4.1.3. Estimations liées a ®y(r,n).

Lemme 4.4. Supposons que A > 1, et a > 1. Alors,

Z ap(log(A+p))e ™ < a(log(A+1))e ™ + 2a(log(A+2))e >
pn=0

1 1 1 Can
+{3alog(A+3)+3log(A+3)+alog(A+3)+a+m}e :

Démonstration. On écrit la somme a estimer sous la forme

o(log(A+1))e *+2a(log(A+2))e**+3a(log(A+3)) _3°‘+az log(A+p))e .

Comme A > 1, et a > 1, on sait par le lemme 4.1 que <p1(m) = z(log(A+z))e "
est décroissante sur l'intervalle [3,00). On a donc en utilisant le lemme 4.2,

az (log(A+ p))e < a/ z(log(A +z))e” “*da
3

1 3 1 4 log(A+3) _4 3
< e e 2 Cemia log A “
< aQ(A+3)e toet 5 e °* +3(log A+ 3)e

On en déduit donc que

Z ap(log(A+p))e " < a(log(A+1))e™® + 2a(log(A +2))e >
pn=0

(4.8) —l—{Sa log(A+3) +3log(A+3) + log(A +3)+ ! —|— ﬁ}e_?’“.

Lemme 4.5. Sous l’hypothése (4.1), on a

. s ' s—1 s—1
S 1og(27;:#15u2+h) < log(zﬂﬁh)*pi(lﬂ ! J1og (3 i+ 1+ 1)
im1 s

11220 Ds 0g Ps P

1
0T (o 1 2)(og e

En particulier,

= log (32521 pi+h) 1 1 1 =
;::0 e < (1+p—3(1+ ogns t 3(10gps)2))10g(;,uz+h+2).
Démonstration. On écrit que

Z (log(A+p))e " = logA+ (log(A+1))e >+ Z (log(A+ p))e **

pn=0 n=2

< logA+ (log(A+1))e —|—/ (log(A + z))e”*“*da.
1
D’ou par le lemme 4.3,
= _ ~ log(A + 1) 1
ap a

g(log(A+u))e < logA+e <10g(A+1)+ " a2(A+1))'

(4.9)

Par conséquent,

0 10g (Zie:l L + h) s—1 1 s—1
i=1 < 1 i+ h +7(1+ )1 i+h+1
,ug::O pfs‘ﬁ o8 (; a ) Ds log ps o8 ; a )
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1
O T+ 2)togpe

On en déduit donc que,

s—1

= log (3252 pi + h) ( 1 1 1
=1 < (1+—(1+ Viog (3 st 1) + o
usz::O s Ps ( Ings) (; ) 3(log ps)?ps
1 1 1 =
< (1+—1+ + )1og i+ h+2).
Ps ( logps) 3(log ps)? (; )
O
Corollaire 4.6. Supposons que Uhypothése (4.1) soit vérifiée.
(1) Si S20=) pi > 1, alors,
r—1
P log Pry logpr | Og Pry
S Ll log (3_ i+ pr) < = Zuz Zuz+2
=0 i=1
1 -— 1 1
—(3logp +3+7)1og i + + (1+ — )
pi’ ( " log p- z; ' pilogp, (0! i + 3) log pr

En outre,

Z /“’[’T;ng’! log ZM2+M7) < 5 ng7 ZM1+3

Hr=0 " i=1
(i) 8i S27—) i = 0, alors

Tlo - log p,
§ fr D8 Pr gp log ( § wi+pr) <18 SPr.
=0 Dr

Démonstration. (i) La premiere inégalité découle du lemme 4.4 avec le choix o =
logp,, A= Z:;ll i, et en notant que o > 1 en vertu de ’hypothese (4.1). Comme
pr > 3, il est aussi immédiat que

Z r log pr logpr log Zl‘% )

=0

logp, = logp, 3 1
3 n (3 n n ) } lo +3)
{ Pr 9p, logp,  (logp,) & Z i

IN

1 1
! )
+ 9p,- log p,. ( + 4logp,

log p,
< 58Py Zuz+3
Dr im1

(ii) Si 20— p; = 0, les sommes relatives & y;, 1 < i < r — 1, n’ont aucune contri-
bution. Par aﬂleurs

a,—1

r log pr log Dr o log pr log Pry u+ 1) log p;-
P z > pe =y e p)H log 11+ 1

=0 /LT—2 p=1

{Zulogpr +1+Z gpr #Jrl)}

p=1 pn=1

IA
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Le lemme 4.4 appliqué avec A =1 et a = log p,- fournit la majoration

= ulogp, log2)logp,  2(log 3) log p,
NO%P log(i+1) < (log2)logp. n (log 3) log p

D Dr P2

1{ 2log2 1 1
— 4 (6log2)(logp,) + 6log2 + + + }
| s ( (logpy) (logp;) ~ (logp,)  4(logp,)?
o s 1)

Dr 3

p=1

L’estimation (4.9) avec A =1 et a = logp,, montre en outre,

log p, 1 log 2 1 2
Z 8P 0e(ut+1) < —(logZ—l— 82 4 2) < =
= Pr logpr ~ 2(logpy) Pr

Do,

TlO r lo i
Z fr 28 Pr gp log Zuﬁur < 18 8P
o Dr

O

Remarque 4.7. Comme log (Y°7_; p1; +h) < log (2(n) +3), on en déduit du corol-
laire 4.6-(ii) que

Q1 r—1

log p.-
By(rm) < 18 —2Lr Z Z - ,Mlog (> 1i+3)
Pr p1=0 o b1 P i=1

log p i 1-p o=l

< 18 =L 1og(Q(n) +3 (%)
o (Q(n) )i[[l ——
log p, - 1
oo +3) [T (=

Compte tenu de la remarque faite au début de la section 4, on a donc

Dy(n) < 18 (log(Q(n)Jr?)))(ilngj)ﬁ(l 171>.

=1 Pi 2o D
En combinant avec la majoration de ®;(n) établie au lemme 2.1, et en utilisant
I'inégalité (1.8), il vient que

(4.10)

W(n) < (H 1 _1 1){ ET: (logpz';E 1iDgllogpz') 118 (i logipZ) log(Q(n) + 3))}_

i=1 o Pi

Rappelant que r = w(n) et w(n) < Q(n) < log,n, on obtient donc déja en
utilisant la proposition 2.3,

U(n) < €'(1+ o(1))(loglogn)?®(logloglogn + 18w(n)).

L’estimation plus fine de ¥(n) va résulter d’une étude plus précise des coeffi-
cients de ¥(r, n), laquelle fait I'objet de la sous-section suivante.
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4.2. Estimation de ®(r,n) proprement dite.
Notation: On définit successivement

M:(le"aur)a (le"au’r’)EH::l ([0,0lz]ﬂN),
(4.11) {pu(s)=p " ...pite, 1<s<m,
=1

a s 1-p, °
e =2 =0 2ui—oPuls) = [Toey (5=

1-p;
Puis,

Z Zpu )log Zuﬁh 1<s<r—1.

1= =0
Notons aussi

_ _ 2 _ 1 3 4 1

a=1 2= €3 = 32 (3 * fogpr T (Ingry-)z)’

1 1
cy = 1
(4.12) 47 pZlogp, (1+ 310gpr)
' co = logpr c= 23 s

T opr 0 = Zui=1%
_ 1 1 _ 1

bs T ops (1 + Ings)’ BS - 21’3(1031)5)2 .

4.2.1. Inégalité de récurrence. On déduit de la premiere partie du lemme 4.5,

1
O,(h) < <I>s_1(h)+p—s(1+ )¢s_1(h+1)+

1
T,
log ps 2(log ps)?ps

D’ou avec les notations prédédentes,
Lemme 4.8. Sous l’hypothése (4.1), on a pour tout s =2,...,r — 1,
O (h) < Ps_1(h)+b;Ps_1(h+1)+ [sII5—

Ces notations permettent aussi de réécrire de maniere plus condensée la majo-
ration (i) du lemme 4.6. Sous l’hypothése (4.1), si Z::_ll w; > 1, on a alors

Oy(r,n) < COZchCDT 1(h) +cqIl 4.

¢
En appliquant deux fois I'inégalité de récurrence, on obtient aussi

3
Dy(r,n) < oo Z ch | Pr—3(h) +co Z chbr—2®r_3(h + 1) +cochp oIl _3
h=1
(1) (3)
3 3
+co Z chbr—1®_3(h + 1) +co Z chbr—1by—o®p_3(h + 2) +cocby—1 8211, _3
h—1 h=1

(2) (4)
+COCBT‘—1HT‘—2 + C4H7‘—1~

On vérifie facilement que le coefficient de ®,._; (h) est le méme que celui de ®,_5(h)
et ®,_3(h), voir expressions soulignées par (1). Il en est de méme pour ®,_5(h+1),
voir expressions soulignées par (2). Se créent aussi de nouvelles expressions (3), (4)
lides a (I)r,3(h + ].)7 @T,;),(h + 2)

Chaque nouveau coefficient est conservé jusqu’a la fin du processus d’itération
généré par 'inégalité de récurrence du lemme 4.8.

On vérifie aussi, lorsqu’on applique cette inégalité, qu’on passe d’une majoration
s’exprimant a partir de @, (h), IT,_;, uniquement, & une majoration s’exprimant
a partir de ®,_5 (en h ou h + 1) et I, _o, I1,_1 uniquement.
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Cette regle est générale, et on voit qu’en itérant cette relation de récurrence,
on obtient a chaque étape une majoration ne faisant intervenir que @, 4 et les
produits I, _ 4, I _gy1, ..., I_1.

Arbre binaire: Le décalage en h ou h + 1 génere un arbre binaire dont les
branches sont a chaque division (étapes correspondant aux itérations précédentes),
soit stationnaires: ®,._4(h) — ®,_4-1(h), soit créatrices de nouveaux coefficients :
D, _4(h) = ®,_4-1(h+1). On peut présenter ceci par le diagramme tiré du lemme
4.8.

1 shift +1, nouveaux coefficients |
(I)é(h) < q)s—l(h) + bsq)s—l(h + 1) + ﬁsHs—L

T stationnarité T

5. Démonstration des théorémes 1.1 et 1.2

Avant de continuer, on rappelle que par (4.9),

- _ _ log(A+1) 1
Z (log(A+p))e ** < logA+e *(log(A+1)+ 3 .
= ( a?(A+ 1))
Donc
= - — log(v + 1)
B < 3 mlog(Ypir1) = 30 et
j11=0 i=1 =0 D1
1 log(v + 1) 1
< logv+ —|(log(v+1)+ v>1
= p1( Bl +1) log p1 v(logp1)2> w=1)
D’ou,

®(h) < Clogh.

On vérifie facilement que les d-uples de b; ont tous ®,_,(h + d) comme facteur.
Les termes ayant ®,_.(h + -) comme facteur forment la somme

r—1
(5.1) co Z( 3 bil...bid)él(h—s-d),
d

=1 1<ig<...<ig<r

une fois 'itération menée a son terme, c’est a dire, apres avoir appliqué (r —1) fois
I'inégalité de récurrence du lemme 4.8.
Cette somme se majore donc par (en rappelant que h = 1,2 ou 3)

co Ti:l(log d) ( S by .bid>.
d=1

1<ii<...<ig<r

Or, pour tous entiers positifs a1,...,a, et 1 <d <r on a,
r d
(Zal> Zd' Z gy oo Ay
i=1 1<ir<...<ig<r
Donc
r-1 = (logd) /[~ d
3 (logd) ( S b b) < - (Zb)

d=1 1<) <. <ig<r d=1 ’ i=1

Comme par ailleurs,
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on a a l'aide de (2.3),

T

—~ 1 1
Zbi < ;<i10gi+i(10gi)2) < loglogr + C.

i=1

Donc

r—1 r—1 (10 d)

Z(logd) ( Z bi, ...bid) < C’Z j (loglogr + C)<.

d=1 1<i1 <. <ig<T d=1 ’
D’une part,

logd loglogr + C)4

Z (Oj )(loglongrC)d < (1+€+logloglogr)2%

log d<1+e+logloglogr ’ d>1 :

< C(1+e¢+]logloglogr)logr.

D’autre part, utilisant I’estimation classique d! > Cvdd?e=4, on a

Z (loj'd) (log 1og ’I“)d < Z (IOg d) e—d(log d—1-logloglogr)
log d>1+¢e+logloglogr ’ logd>1+e+logloglogr \/g
(logd) _.q4
< Z e <0
d>1 \/&

On en déduit donc que la somme en (5.1)

r—1
(5.2) C()Z( Z bil...bid)i)l(h—i—d) < Ck)gipr(l—l-logloglogr)logr;
d=1

= 1<ii<...<ig<r r

5.1. Coefficients liés a II,. En appliquant l'inégalité de récurrence (lemme 4.8),
on génere successivement

cqllq
cqll,—1 + cocBr_11l, o
eadl_y + cocfr—11l,_3 + cocBr—2 (1 + br_1br_2) 1,3
C4Hr71 + COCBT71HT72 + COCﬂr72(1 + brflbr72)Hr73 + 00667“73(1 + br72 + brfl + +br71br72Hr74~

Coefficients:

IL_1:ca I o : cocBr_y
I3 : cocfBr—2(1 +br—1) 4 : cocBr—3(1 +br—2 + br—1 + br_1b,_2).

Il est facile de voir que les coefficients de II,_, sont exactement ceux de ®,_,1(.)
affectés du facteur cocB,_;11. Les produits forment la somme

r—2
(5.3) COCZ@_CJ(H 3 b,«,“...br,id)nr,d,l.
d=0

1<i1<...<ig<r
Par (2.3),on a
1 1 1
= ) S 3 N2 S . N3
2p;(logp;)* ~ 2p(j)(logp(j))* ~ 2j(logj)
De plus, (2.3) et (2.4) impliquent que

1 J 1 1
L=1I(=x) = H==) = I (=)
=1 pe =1 p(£) p<j(log j+loglog 5) P
C(logj).

(5.4)  B; sij > 2,

IN
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On note maintenant que ’on a aussi par définition de II;,
1

II; < I?San —7 = Co.
p<p(¢) p
On en tire que
(5.5) I, < C(ogj), sij>2.
Par conséquent, (5.5) et (5.4) impliquent que
(5.6) Bj111; L, sij > 2.
j(log j)?

Il en résulte que la somme (5.3) peut se majorer comme suit :

r—2
COCZ 57"7d (1 + Z brfil cee brfid)Hrfdfl

1<11< <Lig<r

r—2
COCH 1+br z ZB’I" dHr d—1 — COCH 1+b 'Zﬂr—dnr—d—l
d=0 d=0
r—1 - 1

cocC 1+b- .
13 ) dz_“;< d)(log<v~—d>)2
r—1 o]

COCOH (1+5)- Z 0 logd
j=2 6=2
r—1

(5.7) < ccC ] (1+10)).

=2

IN

IN

IA

On rappelle que
1
Z — <loglogz + C.
p<w

Voir par exemple [12], inégalité (3.20). Donc,

T

(5.8) [[a+b) < Clogr.

i=1

Maintenant l’estimation (5.8) montre que

r—2
COCZ Br—d (1 + Z b?"—i1 . bT—id)HT—d—l
d=0

1<i1<...<ig<r

IN

cocClogr

log p,
COgiplogr

br

IN

(5.9)

On déduit donc de (5.2) et (5.2) que

1 log p,
Oy(r,n) < C inr (1 +logloglogr) logr + C 2P 150
1 T . T
(5.10) < C O;%;p (logr)(logloglogr) .

Par suite, il en résulte, compte tenu de I’observation faite au début de la section
4, que

(5.11)  ®y(n) < C(logloglogr)(logr) Z IngPi = C (logloglogr)(logr)w(n) .

i=1 ¢
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En combinant (5.11) avec la majoration de ®;(n) établie au lemme 2.1 et en
utilisant 1'inégalité (1.8), il vient que

(5.12) W(n) < ( 11 1 —1p,1) 3 (bgmi)( li)gllogpi) | € (log log log ) (log ().
j=1 7=l ¢

En combinant cette fois (5.11) avec le corollaire 2.2 et en utilisant a nouveau
I’inégalité (1.8), on obtient aussi puisque r < logn, compte tenu de ’estimation de
w(n) donnée en (1.7),

U(n) < €'(1+o0(1))(loglogn)?(logloglogn) + C (loglogloglogn)(loglogn)?
(5.13) = €7(1+ o(1))(loglogn)?(logloglogn).

Ce qui établit le théoreme 1.1.

6. Minoration de ®3(n).

Lemme 6.1. On a la minoration suivante

) = (os2) () (I 0+ ) X (5

1 2 = Ppj
Proof. On remarque a partir de (4.2) que
Qpr—1
1 log p
s S Y [ ]
pn1=0 Hr—1= Op p’"_ Dr i=1

11 est clair que la somme multiple précédente ne peut contribuer que si maxg';ll wi > 1,
auquel cas log [Z:;ll pi +1] > log2. On a donc

10gpr —
Barn) = (ogn)(EP) 03 L
pn1=0 Hr—1= Op p7_
max|_ | p; > 1
logpr r—1 a; 1
= (log2)(——) (1 +2 T)
r i=1 1 =0 Py
logp = 1
(6.1) > (log2)(Z22) T (1+ )
T i=1 Di
Par conséquent,
"~ logp;\ T 1
() = (log2) 3 () [T (1+ )
=1 j i1 pi
i
P~ (n) - 1 log p
6.2 > (log?2 ( ) 14— ) i

7. Démonstration du théoréme 1.4.
Nous avions établi dans [13] le résultat suivant.

Théoreme 7.1. [13, théoreme 2.5] Soit s > 0, et soit aussi 0 < 7 < 2s. Soit P(u) >0
une fonction croisssante au sens large sur RT. Alors nous avons la majoration suivante
valable pour toute suite de réels {ci, k € K},

(SIS Ckce(k,;fgs < (X = ())(chwy)m_zs(u)).

kK uEF(K) veK
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Nous avons noté par F(K) l’ensemble de tous les diviseurs des éléments de K.

Avant de continuer, quelques commentaires sont nécessaires. FEcrivons que
K = {ni1,...,n,}. Comme 'ensemble F(K) est contenu dans I’ensemble de tous
les diviseurs du plus petit commun multiple de ny,...,n,, ppcm(ny,...,n,), la
premiere somme du membre droit de 'inégalité (8.1) se majore directement par

12 Y < Y eld)=Tsglppem(u.....n).
u€EF(K) T d|ppem(ny,...,n.)
ol g = 1/¢o,, et I est la fonction égale a 1 partout.

En outre nous avions déduit du théoreme ’estimation (1.17). Par ailleurs, nous
avions montré qu’a tout réel n > 1, on peut associer un nombre positif C(n), tel
que pour tout réel s tel que 1/2 < s < 1, toute suite de réels {cx, k € K}, on a la
majoration suivante

23
(7.3) > ke kfgé < Cn) Y cillogr)"o1_a4(v).

kLeK veK
Cette inégalité se trouve dans [2], remarque 1.6.
En fait, nous n’aurons besoin que d’une forme légérement plus générale de ce
résultat dont résultera facilement le théoreme 1.4.

Théoréme 7.2. Soit n > 1. Alors, pour tout réel s tel que 0 < s < 1, toute suite de
réels {ci, k € K} on a

) (log 0)(loglog §)
(74) > enced ks gs < Cn) )Y ci(logloglogr)y B Tas —

kleK veK sy

La constante C(n) ne dépend que de 1.
Remarque 7.3. Comme
(log d)(loglog §)
Z 5251 Z (525 = = O14e-2s(k),
Slv Slv
I’estimation (7.4) est meilleure que celle donnée en (1.17).

Démonstration. Elle consiste en une simple variation de celle du théoreme 7.1,
que nous avons encore légerement simplifiée et raccourcie. Soit € > 0 et soit J. la
fonction généralisée d’Euler. Nous rappelons que

(7.5) T(n) =Y deu(>
d|n

ol p est la Mobius function. We étendons la suite {cx, k € K} a tout N en posant
e, = 0sik ¢ K. Par la formule de Mobius, on a n® =37, J.(d). En utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons successivement

n 2s
I = ZCkCe(k"o, _ CkCE{ Z Jos(d 1d\k1d|€}

kses
k=1 kleK deF(K)
1 Jos(d
(kj =ud, { = Ud) < Z v ( Z %Cudcwo
u,vEF(K) deF(K)
1 Jas(d) o \1/2 Jas(d) o \1/?
< Z ’LLS’US( Z d2s C“d> ( Z d2s CUd)
u,weF(K) deF(K) deF(K)

= [ T a(x mfa)”]

u
wEF(K) deF(K)
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(7.6) < > - )(Zyzs > v(w),

ueF(K ) wEF(K)

ulv

o ¥(u) > 0 est une fonction croisssante au sens large sur RT. On choisit alors
p(u) = u""P1(u) Y t(logt)(loglogt), W1 (u) = (logloglog u)".
tlu

(Dans la preuve du théoréme 7.1, nous avions choisi ¢ (u) = u=5¢;(u)o,(u), 0 <
7 < 2s et ¢;(u) =1). Do,

1
b= Z Y1(u) 3oy, tlogt)(loglog t) )(Z Z ']25 Z (logt)(loglogt))
u€EF(K) ueF(K) il
1 2 (v
< (ueFZ(K) 1 (u )Ztut(logt)(loglogt)>(ez 28 HEFZ(M Jas (= ;u: logt)(loglogt)>

ulv

Comme v € K, on peut écrire

Z Jgs(g)Zt(logt)(loglogt) = ZZd%u(%)Zt(logt)(loglogt)

u€EF (K) tlu ulv d| % tlu

wlv
= Zdzsz ( )Zt(logt)(loglogt}

uly tlu

(en écrivant u = tx) = ZdQs Z (logt)(loglogt) Z M(%)

tlg | %
(en écrivant ¥ = z6) = Zdzsz (logt)(loglogt) Zu
tld g‘dt
14
7.7 = d2$ )(1 log log(~
(7.7) Z (log(= )(Og 0g(=)),

ou pour la derniere inégalité nous avons utlhse le fait que 3, u(d) égal 1 ou 0
suivant que n =1 ou n > 1. Par conséquent,

1 CzQ/wl(V) 25/ V v v
b= uE%(:K) Y1 (u )Ztut(logt)(loglogt))(é 25 Zd (E)UOg(E))(lOglog(g)))
1 2
- ( > Y1 (u )Ztut(logt)(loglogt)>(z v 252 (log d) 10g10g5))-

u€EF(K) veK Slv

De la minoration triviale -, t(logt)(loglogt) > u(log u)(loglog u), résulte alors
que

- (k, €)% 1
. <
Z KA sps = ( ; u(log u)(log log u)(log log log u)" )

kf=1
log §)(log log &
(5 s - L

veK élv
log §)(log log 6)
(7.8) = C(n) Z c%(logloglog v)" Z %
veK Slv
(Il
En faisant s = 1, on obtient (en rappelant (1.4)),
(7.9) Z CrCy k é < C(n) Z c2(logloglog 6)"®(v),

k=1 veK
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d’ott le théoreme 1.4.
Compte tenu de (1.1), (1.15) s’en suit.

8. Conclusion.

Nous ne savons pas, malgré nos efforts, s’il est possible d’éviter I’approche
itérative assez lourde, mais directe, que nous avons utilisé lors de la démonstration
du Théoreme 1.2; une preuve plus courte serait évidemment tres intéressante.

Le cas 0 < s < 1 considéré au théoreme 7.2, est examiné plus en détail dans un
travail séparé. Concernant ce cas, rappelons que nous avions établi dans Berkes
et Weber [2, Prop. 1.13] la proposition suivante dont la preuve est élémentaire.

Proposition 8.1. Soit K un ensemble fini d’entiers et soit Ky (resp. K_) le plus
grand (resp. plus petit) élément de K. Pour tout k € K,

Z (k,0)2s < 2(10g %)U—l(lﬁ) st s =1,
LeEK kses — 0325k571( Ilfj %)01—23(]{1) st 0<s<1.
£k

On en déduit immédiatement que

2s Ky u
Z(’Zi < CSQS(/ %)a,s(k),

U
teK _
0k

si 0 < s < 1. Une majoration classique de formes quadratiques (voir par exemple
[2, Lemme 1.9]), montre alors que pour toute suite de réels {cx, k € K},

Vi 2s K d
(8.1) Z ckCg(lzsg)s < (CSQS /Kf q;b)yechza_s(y).

kteK

Mais cette majoration est optimale lorsque K, = K,—i—(’)(Ki) (et, si s = 1, lorsque
K, < MK_, M étant un nombre fixé ), ce a cause du facteur arithmétique o_,(v),
voir Aistleitner, Berkes, Seip et Weber [1, 30-33].

Notons aussi, concernant 1’évaluation de la somme

k,f 2s
Z CkC[( ) )

kses
kteK

que ’on peut toujours se ramener au cas ou la propriété suivante est vérifiée: pour
tout k € K on a I'implication

plk = p'|k pour tout p < p.

Ceci résulte trivialement du fait que cette somme est inchangée si ’on remplace
K par mK = {mk,k € K} ol m est un entier positif, et (cx)rex par (v¢)eemx ol
Yo =ck, SiL=mk, ke K.

Nous n’avons, par ailleurs, obtenu que des résultats tres partiels (pour certains
types d’entiers n) concernant la fonction ®,(n), et la question de I’existence d’une
majoration générale reste donc en suspens.

Nous concluons par quelques remarques sur 1’ordre de grandeur de la fonction de
Davenport w(n). Tout d’abord, si p1,...,p, sont les r premiers nombres premiers
et n=p;...p;, alors w(n) ~ log w(n).

Par ailleurs, on a trivialement w(n) < logloglogn lorsque les diviseurs premiers
de n sont grands, par exemple si ceux-ci, notons-les p1,...,p,, vérifient pour un
nombre positif B arbitraire donné,

" log p;
(8.2) Zﬂ <B et Di-..Dr > e’

=1 P
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On peut plus généralement établir le résultat suivant. Soit {p;,7 > 1} une suite
croissante de nombres premiers possédant la propriété suivante

(8.3) P1---Ds < Pst1 s=1,2,....
Notons que les nombres de la forme n =p;...p, avec p1...p;i—1 < p;, 2 <i < v,
v =1,2,... sont extrémaux pour certaines questions relatives aux diviseurs d’un

entier, voir Erdos et Hall [5].

Lemme 8.2. Soit {p;,i > 1} une suite croissante de nombres premiers vérifiant (8.3).
Il existe une constante C, telle que si py > C, alors pour tout entier n = p{* ...po" tel
que a;; > 1 pour tout i, on a w(n) < logloglogn.
Démonstration. On utilise 'inégalité suivante. Soit 0 < § < 1. Il existe un nombre
he tel que pour tout h > hy et tout H tel que 6(1’9% < H < h, on ait
log(H + h)

logH
En effet, on note que log(1+x) > 0z si 0 <z < (1—0)/0. Soit hy tel que si h > hy,
alors hlogh < A(log2)e. On a alors

(8.4) h < e'log

log 2 log 2 log 2 log2H
ho< Mgt <o Bn <M log (1 ) =" tog )
= ¢ logh_e logH_e o8 +logH @ e log H
logH + h
< ehl <7)
= ¢ log H
Nous allons montrer par récurrence sur r que
- lo 7
(8.5) Z% < logloglog(py...p:).
i=1

C’est trivialement vrai si » = 1 par la convention faite dans I'Introduction, et
puisque p > 2. Supposons que (8.5) soit vraie pour s = 1,...r — 1. Par I'hypothese
de récurrence, on a

T

log pi log p,
253‘9g21’ < logloglog(p .. pr—1) + —227 |
1=1 pi br

Posons H = ZZ;II log p;, h = logp,.. 11 suffit donc de montrer que
logp,  h < ] logdi_ logp; Io logH + h

— < log i=
Dr eh log 21111 log p; log H

)

Or H < h, par I’hypothese (8.3). Choisissons C = eT=0wsz . Alors H > logp; >

T Tox7 L’inégalité cherchée résulte donc de (8.4). Soit n = p{*...p%, ot a;; > 1
pour tout i. On a w(n) < logloglog(p; ...p,) < logloglogn.
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