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QUELQUES RÉSULTATS RELATIFS À LA FONCTION

D’ERDŐS-ZAREMBA ET APPLICATION À L’INÉGALITÉ DE GÁL

MICHEL J. G. WEBER

Abstract. Let Ψ(n) =
∑
d|n

(log d)(log log d)
d

. This function and some other stud-

ied in this article are related to Erdös et Zaremba function Φ(n) =
∑
d|n

log d
d

, and

it is known that lim supn→∞
Φ(n)

(log logn)2
= eγ , γ being Euler’s constant. We show

that

0 < lim sup
n→∞

Ψ(n)

(log logn)2
(

log log logn)
<∞.

The study of Ψ(n) much involves Davenport’s function w(n) =
∑
p|n

log p
p

. As an

application, we easily show that for any given real η > 1, there exists a constant
C(η) depending on η only, such that for any finite sequence of reals {ck, k ∈ K},∑

k,`∈K
ckc`

gcd(k, `)2

k`
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log log log ν)ηΨ(ν).

This establishes the existence of an arithmetical type inequality, hidden in Gál’s
famous inequality, and nevertheless very close to this one. This much improves

recent results obtained by the author in [13].

1. Introduction.

Considérons la fonction arithmétique Φ(n) =
∑
d|n

log d
d . Erdös et Zaremba ont

montré dans [6] que

(1.1) lim sup
n→∞

Φ(n)

(log log n)2
= eγ ,

où γ est la constante d’Euler. La démonstration repose, tant pour la majoration
que pour la minoration, sur l’identité (formule (1) dans [6])∑

d|n

log d

d
=

r∑
i=1

αi∑
νi=1

log pνii
pνii

∑
δ|np−αii

1

δ
, (n = pα1

1 . . . pαrr )(1.2)

laquelle résulte de∑
d|n

log d

d
=

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0

1

pµ1

1 . . . pµrr

( r∑
i=1

µi log pi

)
.(1.3)

Dans ce travail nous considérons une fonction légèrement plus grande :

Ψ(n) =
∑
d|n

(log d)(log log d)

d
.(1.4)

Key words and phrases. Arithmetical function, Erdős-Zaremba’s function, Davenport’s function,

Gál’s inequality, Gál’s sums, Factor closed set, greatest common divisor.
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Nous considérons aussi les fonctions suivantes, les deux premières étant liées à Ψ,
voir (1.8),

Φ1(n) =
∑

d|n , d=p
µ1
1 ...pµrr

∑r
i=1 µi(log pi)(log log pi)

d

Φ2(n) =
∑
d|n

(log d) log Ω(d)

d
,

Φη(n) =
∑
d|n

(log d)η

d
,

où η > 1, et Ω(d) est la fonction arithmétique comptant le nombre de puissances
de nombres premiers divisant d.

Convention : Nous conviendrons que log log x, (resp. log log log x) est égal à 1 si
0 ≤ x ≤ ee (resp. 0 ≤ x ≤ ee

e

) et égal à log log x, (resp. log log log x) au sens
habituel si x > ee (resp. x > ee

e

).

Outre l’intérêt propre d’examiner quelles extensions du résultat de Erdős et
Zaremba sont possibles et quelles en sont leurs limites, une autre motivation dans
l’étude de variantes de la fonction d’Erdős et Zaremba, réside dans le fait que
celle-ci est indirectement liée, ainsi qu’on le verra plus loin, à une inégalité bien
connue due à Gál, et ce par l’intermédiaire d’un travail récemment publié dans
[13].

Concernant les fonctions que nous venons d’introduire, nous verrons que l’on a
facilement

lim sup
n→∞

Φ1(n)

(log log n)2(log log log n)
≥ eγ , lim sup

n→∞

Ψ(n)

(log log n)2(log log log n)
≥ eγ ,

et qu’en fait

(1.5) lim sup
n→∞

Φ1(n)

(log log n)2(log log log n)
= eγ .

L’extension correspondante de ce résultat à la fonction Ψ est une question naturelle
et très intéressante. L’apparition du logarithme double log log d (ou de log Ω(d))
détruit la ”log-linéarité” qui permet d’obtenir la formule (1.3). L’estimation de
Ψ(n) est donc techniquement plus délicate que celle de Φ(n). Il résulte par ailleurs
de (1.1) que

(1.6) lim sup
n→∞

Ψ(n)

(log log n)3
≤ eγ .

La question est donc de savoir si le bon exposant de log log n est proche de 2 ou 3.
Nous établirons le résultat précis suivant. Rappelons que la fonction de Davenport
w(n) est définie par w(n) =

∑
p|n

log p
p . Cette fonction est étudiée dans [4]. Il résulte

notamment du théorème 4 de [4] que

(1.7) lim sup
n→∞

w(n)

log log n
= 1.

Convention : On note par C une constante positive absolue, et par C(η) une
constante positive ne dépendant que d’un paramètre η; chacune de ces constantes
pouvant changer de valeur à chaque apparition.

Théorème 1.1. Soit n = pα1
1 . . . pαrr . On a l’estimation suivante

Ψ(n) ≤
( r∏
j=1

1

1− p−1
j

) r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
+ C (log log log r)(log r)w(n).
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En particulier,

Ψ(n) ≤ C(log log n)2(log log log n).

Le théorème 1.1 découlera d’une estimation préliminaire de Φ1(n), de l’inégalité
de convexité (1.8) ci-dessous, et de l’estimation suivante de Φ2(n), laquelle occupe
les sections 4 et 5.

Théorème 1.2. On a l’estimation suivante

Φ2(n) ≤ C (log log log r)(log r)w(n).

Convention : On convient que 0 log 0 = 0.

Par convexité, on montre facilement avec les notations µi, pj précédentes, le
lemme suivant.

Lemme 1.3. On a
r∑
i=1

(
µi log pi

)
log
( r∑
i=1

µi log pi

)
≤

r∑
i=1

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

+

r∑
i=1

µi
(

log pi
)

log
( r∑
i=1

µi

)
,

Il en résulte donc que

Ψ(n) ≤ Φ1(n) + Φ2(n).(1.8)

L’étude de Φη(n) parâıt plus délicate et nous n’avons que des résultats très
partiels. Un simple argument de convexité montre que

lim sup
n→∞

Φη(n)

(log log n)1+η
≥ eγ .(1.9)

La minoration précédente est optimale lorsque les diviseurs premiers de l’entier
n ne sont pas trop proches les uns des autres. On peut montrer qu’étant donné
η ≥ 1, il existe une constante C(η) ne dépendant que de η, telle que pour tout
entier n =

∏r
i=1 p

αi
i vérifiant la condition

∑r
i=1

1
pi−1 < 21−η, on a (proposition 3.4)

Φη(n) ≤ C(η)(log logn)1+η.

Ainsi qu’annoncé plus haut, une des motivations de l’étude de variantes de la
fonction arithmétique d’Erdős et Zaremba, réside dans son lien avec l’inégalité de
Gál [7], que nous rappelons : il existe une constante C telle que pour tout ensemble
fini K d’entiers distincts, en notant #(K) = κ, on a∑

k,`∈K

(k, `)2

k`
≤ C κ(log log κ)2.(1.10)

Cette majoration est en outre optimale. Lewko and Radziwill [10, Th. 1, 2] ont
récemment montré, entre autres résultats, que

1

κ(log log κ)2
sup

#(K)=κ

∑
k,`∈K

(k, `)2

k`
−→ 6e2γ

π2
,(1.11)

lorsque κ→∞.

De plus, concernant la norme spectrale associée, on a

sup
{ ∑
k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
:
∑
k∈K

|ck|2 = 1
}
≤

(6e2γ

π2
+ o(1)

)
(log log κ)2.(1.12)
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Ceci généralise un travail récent de Hilberdink [9, p. 363]. Bien que ce résultat
soit optimal, la majoration de la forme quadratique qui en résulte, à savoir∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C (log log κ)2

(∑
k∈K

|ck|2
)
,(1.13)

n’intègre rien de la structure arithmétique de K; ce qu’une majoration du type∑
k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C

∑
k∈K

ψ(k)|ck|2,(1.14)

ferait, où ψ est une fonction arithmétique.

La recherche d’une telle fonction dont l’ordre maximal devrait être proche de
(log log n)2, est une question très intéressante et naturelle en regard de la nature
arithmétique cette forme quadratique. Nous l’avons récemment étudiée dans [13],
[14], et en collaboration avec Berkes dans [2]. Le travail initial est celui de Brémont
[3], lequel a motivé l’auteur dans l’étude de ces questions. Mais ce point de vue
n’est pas nouveau et remonte aux travaux de Cesàro (voir [13, Sec. 2.2] pour plus
de détails).

Posons pour tout réel positif η,

Ψη(n) = Ψη(n) (log log log n)η.

Nous établirons le résultat suivant.

Théorème 1.4. Soit η > 1. Alors il existe une constante C(η) ne dépendant que
de η, telle que pour tout ensemble fini K d’entiers distincts, et toute suite de réels
{ck, k ∈ K}, on a ∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν Ψη(ν).

D’où aussi à l’aide du Théorème 1.1,∑
k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log log ν)2(log log log ν)1+η.(1.15)

En particulier, ∑
k,`∈K

(k, `)2

k`
≤ C

∑
ν∈K

(log log ν)2(log log log ν)1+η.(1.16)

Le Théorème 1.4 établit donc l’existence d’une inégalité de type arithmétique,
cachée dans l’inégalité de Gál, et néanmoins très proche de celle-ci. En fait,
concrètement, la majoration essentielle est du type∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C(η,K)

∑
ν∈K

c2ν Ψ(ν),

et C(η,K) dépend de l’ordre de (log log log ν)1+η sur K.

La démonstration que nous proposons est courte et élémentaire. La majoration
fournie par le Théorème 1.4 est notamment intéressante lorsque les coefficients
sont eux-mêmes de nature arithmétique, par exemple générés par une fonction
arithmétique.

Ceci améliore aussi considérablement un travail récent [13], où nous avions établi
l’inégalité suivante valable pour tout s > 1/2,∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤ ζ(2s) inf

0<ε≤2s−1

1 + ε

ε

∑
ν∈K

c2ν σ1+ε−2s(ν),(1.17)
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où pour tout réel u, σu(ν) est la somme des puissances u-ièmes de ν.

On déduit aussi immédiatement du Théorème 1.4 et de (1.13) l’estimation suiv-
ante :

Corollaire 1.5. Soit η > 1. Alors il existe une constante C(η) ne dépendant que de
η, telle que pour tout ensemble fini K d’entiers distincts, notant #(K) = κ, et toute
suite de réels {ck, k ∈ K},∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν
(

log log min(ν, κ)
)2

(log log log min(ν, κ))η.

Nous renvoyons à [1], [10], [13] pour des références concernant notamment les
récentes et remarquables estimations (non arithmétiques) de la forme quadratique
arithmétique considérée au théorème 1.4, ainsi que d’autres variantes de celle-ci.

Les sections qui suivent sont consacrées aux démonstrations. Les sections 4
et 5 forment la partie principale de l’article, et concernent la démonstration du
Théorème 1.2, laquelle fera intervenir la construction d’un arbre binaire, voir fin
de la section 4. Les démonstrations que nous proposons sont toutes élémentaires
et très, ou trop selon, détaillées.

2. Preuve du Lemme 1.3 et majoration de Φ1(n).

Démonstration du Lemme 1.3. Compte tenu de la convention faite, on peut se re-
streindre au cas où

∑r
i=1 µi ≥ 1, car sinon les deux membres de l’inégalité cherchée

sont nuls. On note M =
∑r
i=1 µi et on écrit que

r∑
i=1

µi
(

log pi
)

log
( r∑
i=1

µi log pi

)
= M

r∑
i=1

µi
M

(
log pi

)
log
({ r∑

i=1

µi
M

log pi

}
.M
)

= M

{ r∑
i=1

µi
M

(
log pi

)
log
{ r∑
i=1

µi
M

log pi

}
+

r∑
i=1

µi
M

(
log pi

)
(logM)

}
.

La première somme entre parenthèses est égale à ψ
(∑r

i=1 θi log pi
)

avec
∑r
i=1 θi =

1, θi ≥ 0, et ψ(x) = x log x est convexe sur R+ (ψ′′(x) = 1/x > 0). Par conséquent,

ψ
( r∑
i=1

θi log pi

)
≤

r∑
i=1

θiψ(log pi).

Il en résulte que

r∑
i=1

µi∑r
i=1 µi

(
log pi

)
log
{ r∑
i=1

µi∑r
i=1 µi

log pi

}
≤

r∑
i=1

µi∑r
i=1 µi

(
log pi

)(
log log pi

)
.

La deuxième somme a déjà la bonne forme. On a donc obtenu que

r∑
i=1

(
µi log pi

)
log
( r∑
i=1

µi log pi

)
≤

r∑
i=1

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

+

r∑
i=1

µi
(

log pi
)

log
( r∑
i=1

µi

)
.

�

Nous passons à la majoration de Φ1(n).
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Lemme 2.1. On a la majoration suivante,

Φ1(n) ≤
( r∏
j=1

1

1− p−1
j

) r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
.

Démonstration. On écrit que

Φ1(n) =

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0

µ1(log p1)(log log p1) + . . .+ µr(log pr)(log log pr)

pµ1

1 . . . pµrr

Le i-ième terme du numérateur produit la somme

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0︸ ︷︷ ︸

la somme relative
à µi est exclue

1

pµ1

1 . . . pµrr︸ ︷︷ ︸
pµii

est exclu

( αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

pµii

)
.

Par suite,

Φ1(n) =

r∑
i=1

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0︸ ︷︷ ︸

la somme relative
à µi est exclue

1

pµ1

1 . . . pµrr︸ ︷︷ ︸
pµii

est exclu

( αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

pµii

)

=

r∑
i=1

r∏
j=1
j 6=i

(1− p−αj−1
j

1− p−1
j

)[ αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

pµii

]
.(2.1)

Or
∑αi
µ=0

µ
pµi
≤
∑∞
j=0

j

pji
= 1

(pi−1)(1−p−1
i )

, (Indication: Soit S(u) =
∑∞
a=0 e

−au =

1
1−e−u , u > 0. Alors S′(u) = −

∑∞
a=0 ae

−au = −e−u
(1−e−u)2 = −1

(eu−1)(1−e−u)).

On peut donc continuer avec

Φ1(n) ≤
r∑
i=1

r∏
j=1
j 6=i

(1− p−αj−1
j

1− p−1
j

)
.

(log pi)
(

log log pi
)

(pi − 1)(1− p−1
i )

≤
( r∏
j=1

1

1− p−1
j

) r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
.(2.2)

�

Corollaire 2.2. On a l’estimation suivante,

lim sup
n→∞

Φ1(n)

(log log n)2(log log log n)
≤ eγ .

Notation : On note p(j) le j-ième nombre premier consécutif.

On rappelle que

p(i) ≥ max(i log i, 2), i ≥ 1,
p(i) ≤ i(log i+ log log i), i ≥ 6.(2.3)

Voir par exemple [12], inégalités (3.12) et (3.13).

Démonstration. Soient ε > 0 et un entier r0 ≥ 4. Si r ≤ r0, alors

r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
≤ δ r0, δ = sup

p≥3

(log p)
(

log log p
)

p− 1
<∞ .
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Si r > r0, alors
r∑

i=r0+1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
≤

(
max
i>r0

p(i)

p(i)− 1

) r∑
i=r0+1

(log p(i))
(

log log p(i)
)

p(i)

≤
(

max
i>r0

p(i)

p(i)− 1

) r∑
i=r0+1

(log(i log i))
(

log log(i log i)
)

i log i

On choisit r0 = r0(ε) de sorte que log r0 ≥ 1/ε et que l’expression précédente soit
majorée par

(1 + ε)

r∑
i=r0+1

log log i

i

On a donc
r∑

i=r0+1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
≤ (1 + ε)

r∑
i=r0+1

∫ i

i−1

log log t

t
dt

= (1 + ε)

∫ r

r0

log log t

t
dt = (1 + ε)

{
(log t)(log log t)

∣∣∣r
r0
−
∫ r

r0

dt

t

}
≤ (1 + ε)(log r)(log log r).

A l’aide de l’estimation de Mertens [11, th. 2.7], on a aussi∏
p≤x

( 1

1− 1
p

)
= eγ log x+O(1) x ≥ 2.(2.4)

Donc,

(2.5)

r∏
`=1

( 1

1− 1
p`

)
≤

r∏
`=1

( 1

1− 1
p(`)

)
≤

∏
p≤r(log r+log log r)

( 1

1− 1
p

)
≤ eγ(log r) + C ,

si r ≥ 6, et partant pour tout r ≥ 1, quitte à modifier C. Comme r = ω(n) et
2ω(n) ≤ n, on a par conséquent,

Φ1(n) ≤ eγ(1 + ε)
(
(log r) + C

)
(log r)(log log r)

≤ eγ(1 + ε)(1 + Cε)(log r)2(log log r)
≤ eγ(1 + C ′ε)2(log log n)2(log log log n),

si r > r0. Si r ≤ r0, on a

Φ1(n) ≤ δeγ(1 + ε)
(
(log r0) + C

)
:= C(ε).

D’où,

Φ1(n) ≤ eγ(1 + ε)2(log log n)2(log log log n) + C(ε).

Comme ε peut être arbitrairement petit, il en résulte que

lim sup
n→∞

Φ1(n)

(log log n)2(log log log n)
≤ eγ .

�

La proposition suivante n’est rien d’autre que la partie majoration de (1.1). La
preuve que nous en donnons utilise (1.3) et non (2.6), et nous parâıt plus simple
et plus précise.

Proposition 2.3. (a) On a la majoration suivante,∑
d|n

log d

d
≤

∏
p|n

( 1

1− p−1

) ∑
p|n

log p

p− 1
.
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De plus,

lim sup
n→∞

1

(log log n)(logω(n))

∑
d|n

log d

d
≤ eγ .

Démonstration. Soit n = pα1
1 . . . pαrr , (αi ≥ 1). Alors, comme pour la preuve du

lemme 2.1, nous avons successivement à partir de (1.3), en re-sommant,∑
d|n

log d

d
=

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0

∑r
i=1 µi log pi
pµ1

1 . . . pµrr

=

r∑
i=1

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0︸ ︷︷ ︸

la somme relative
à µi est exclue

1

pµ1

1 . . . pµrr︸ ︷︷ ︸
pµii

est exclu

( αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)

pµii

)

=

r∑
i=1

r∏
`=1
` 6=i

(1− 1

p
α`+1

`

1− 1
p`

)[ αi∑
µ=0

µ log pi
pµi

]
.(2.6)

Donc, ∑
d|n

log d

d
≤

r∏
`=1

( 1

1− 1
p`

) r∑
i=1

(
1− p−1

i

) log pi

(pi − 1)(1− p−1
i )

=

r∏
`=1

( 1

1− 1
p`

) r∑
i=1

log pi
pi − 1

.(2.7)

Comme pi ≥ p(i) ≥ max(i log i, 2) si i ≥ 1, on montre sans peine que pour tout ε > 0,
il existe Hε tel que

r∑
i=1

log pi
pi − 1

≤ Hε + (1 + ε) log r.(2.8)

On a donc ∑
d|n

log d

d
≤

r∏
`=1

( 1

1− 1
p`

) (
Hε + (1 + ε) log r

)
.

A l’aide de l’estimation (2.5) on a aussi

r∏
`=1

( 1

1− 1
p`

)
≤

r∏
`=1

( 1

1− 1
p(`)

)
≤ eγ(log r) + C.

Finalement

lim sup
n→∞

1

(logω(n))2

∑
d|n

log d

d
≤ eγ .

�

3. Minorations.

On rappelle que le plus petit diviseur premier d’un entier n se note par P−(n).

Lemme 3.1. Soit n = pα1
1 . . . pαrr , r ≥ 1, αi ≥ 1. Alors,

Φ1(n) ≥
(

1− 1

P−(n)

) r∏
j=1

(
1 + p−1

j

)[ r∑
i=1

(
log pi

)(
log log pi

)
pi

]
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Démonstration. Par (2.1),

Φ1(n) =

r∑
i=1

r∏
j=1
j 6=i

(1− p−αj−1
j

1− p−1
j

)[ αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)(

log log pi
)

pµii

]

≥
r∑
i=1

r∏
j=1
j 6=i

(1− p−αj−1
j

1− p−1
j

)[( log pi
)(

log log pi
)

pi

]

=

r∏
j=1

(1− p−αj−1
j

1− p−1
j

)[ r∑
i=1

(1− p−1
i )
(

log pi
)(

log log pi
)

pi

]
≥

r∏
j=1

(
1 + p−1

j

)[ r∑
i=1

(1− p−1
i )
(

log pi
)(

log log pi
)

pi

]
.

Donc

Φ1(n) ≥
(

1− 1

P−(n)

) r∏
j=1

(
1 + p−1

j

)[ r∑
i=1

(
log pi

)(
log log pi

)
pi

]
.

�

On déduit facilement du lemme 2.1 et du lemme 3.1 le corollaire suivant.

Corollaire 3.2. Soit n = pα1
1 . . . pαrr , r ≥ 1, αi ≥ 1. Alors,

(
1− 1

P−(n)

) r∏
j=1

(
1 + p−1

j

)
≤ Φ1(n)∑r

i=1
(log pi)(log log pi)

pi

≤ 2

r∏
j=1

( 1

1− p−1
j

)
.

Proposition 3.3. Soit η ≥ 1. Alors,

lim sup
n→∞

1

(log log n)1+η

∑
d|n

(log d)η

d
≥ eγ .

On a aussi

lim sup
n→∞

Φ1(n)

(log log n)2(log log log n)
≥ eγ , lim sup

n→∞

Ψ(n)

(log log n)2(log log log n)
≥ eγ .

Démonstration. Supposons tout d’abord que η = 1. Soit nj =
∏
p<ej p

j . Rap-
pelons que p(i) est le i-ième nombre premier consécutif, et que p(i) ≥ max(i log i, 2)
si i ≥ 1. Soit r(j) l’entier défini par la condition p(r(j)) < ej < p(r(j) + 1).

En utilisant (2.6) et en suivant la preuve de Gronwall [8], nous avons succes-
sivement,

∑
d|nj

log d

d
=

r(j)∑
i=1

r(j)∏
`=1
` 6=i

(1− p(`)−j−1

1− p(`)−1

)[ j∑
µ=0

µ log p(i)

p(i)µ

]

≥ 1

ζ(j + 1)

r(j)∏
`=1

( 1

1− p(`)−1

) r(j)∑
i=1

(1− p(i)−1)
log p(i)

p(i)

[
1 +

1

p(i)
+ . . .+

1

p(i)j−1

]
=

1

ζ(j + 1)

r(j)∏
`=1

( 1

1− p(`)−1

) r(j)∑
i=1

log p(i)

p(i)

(
1− p(i)−j

)
.

Par ailleurs, la fonction de Chebycheff ϑ(x) =
∑
p≤x log p vérifie ϑ(x) ≥ (1− ε(x))x,

x ≥ 2, où ε(x)→ 0 quand x tend vers l’infini; voir [12, (3.33)] où ε(x) est explicitée.
Par conséquent, log nj = jϑ(ej) = jej(1 + o(1)), et donc log log nj = j + log j(1 +
o(1)) = j(1 + o(1)).
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On a alors d’une part, par (2.4),

(3.1)

r(j)∏
`=1

(
1− p(`)−1

)
=
∏
p<ej

(
1− p−1

)
=
e−γ

j

(
1 +O(

1

j
)
)
.

et d’autre part, à l’aide de l’estimation de Mertens [11, th. 2.7],

(3.2)
∑
p<ej

log p

p
= j +O(1) ≥ (1 + o(1)) log log nj .

Comme en outre ζ(j + 1)→ 1 lorsque j →∞, il suit que∑
d|nj

log d

d
≥ (1 + o(1))eγ(log log nj)

2 j →∞ .(3.3)

On suppose maintenant que η > 1. Un simple argument probabiliste suffit. Soit
X une variable aléatoire discrète égale à log d si d|n, avec probabilité 1/(dσ−1(n)).
Alors,

EXη =
∑
d|n

(log d)η

dσ−1(n)
≥ (EX)η =

(∑
d|n

log d

dσ−1(n)

)η
.

D’où,

Φη(n) =
∑
d|n

(log d)η

d
≥ σ−1(n)1−η(∑

d|n

log d

d

)η
.

Comme σ−1(n) ≤ (1 + o(1))eγ log log n, en utilisant (3.3) nous déduisons que

Φη(nj) ≥ (1 + o(1))e(1−η)γ(log log nj)
1−η(eγ(log log nj)

2)η

= (1 + o(1))eγ(log log nj)
1+η.

Examinons la minoration correspondante pour la fonction Ψ(n). La preuve
est identique à la précédente. Soit σ′1(n) =

∑
d|n , d≥3 1/d. Soit X ′ une variable

aléatoire discrète égale à log d si d|n et d ≥ 3, avec probabilité 1/(dσ′−1(n)). Par
convexité de la fonction x log x sur l’intervalle [1,∞), on a tout d’abord

EX logX =
∑
d|n
d≥3

(log d)(log log d)

dσ′1(n)
≥ (EX) log (EX)

=
(∑

d|n
d≥3

(log d)

dσ′−1(n)

)
log
(∑

d|n
d≥3

(log d)

dσ′1(n)

)
≥

(∑
d|n
d≥1

(log d)

dσ′−1(n)
− C

)(
log
(∑

d|n
d≥1

(log d)

d
− C

)
− log σ−1(n)

)
.

D’où, en multipliant par σ′−1(n) et puisque trivialement σ′−1(n) ≤ σ−1(n),∑
d|n
d≥3

(log d)(log log d)

d
≥

(∑
d|n
d≥1

(log d)

d
− Cσ−1(n)

)(
log
(∑

d|n
d≥1

(log d)

d
− C

)
− log σ−1(n)

)
En faisant n = nj , on déduit de (3.3) que

Ψ(n) ≥
∑
d|nj
d≥3

(log d)(log log d)

d
≥
(

(1 + o(1))eγ(log log nj)
2 − C log log nj

)
×
(

log
{

(1 + o(1))eγ(log log nj)
2 − C

}
− logC log log nj

)
≥ (1 + o(1))eγ(log log nj)

2 log log log nj .
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Par conséquent,

lim sup
n→∞

Ψ(n)

(log log n)2 log log log n
≥ eγ .

Examinons à présent le cas de la fonction Φ1(n). On a

Φ1(nj) =

r(j)∑
i=1

r(j)∏
`=1
` 6=i

(1− p(`)−j−1

1− p(`)−1

)[ j∑
µ=0

µ(log p(i))(log log p(i))

p(i)µ

]

≥ 1

ζ(j + 1)

r(j)∏
`=1

( 1

1− p(`)−1

)
×

r(j)∑
i=1

(1− p(i)−1)
(log p(i))(log log p(i))

p(i)

[
1 +

1

p(i)
+ . . .+

1

p(i)j−1

]
≥ 1

ζ(j + 1)
(eγj)

(
1 +O(

1

j
)
) r(j)∑
i=1

(log p(i))(log log p(i))

p(i)

(
1− p(i)−j

)
.

par (3.1). Soit 0 < ε < 1. En utilisant (3.2), on a aussi pour tout j assez grand,∑
p<ej

(log p)(log log p)

p
≥

∑
eεj≤p<ej

(log p)(log log p)

p

≥ (1 + o(1))
(

log(εj)
) ∑
eεj≤p<ej

(log p)

p

≥ (1 + o(1))(1− ε)j
(

log(εj)
)(

1 +O(1/j)
)

≥ (1 + o(1))(1− ε)(log log nj)
(

log(ε log log nj)
)
.

Comme log(ε log log nj) ∼ log log log nj , j →∞, on a

lim sup
j→∞

Φ1(nj)

(log log nj)2(log log log nj)
≥ eγ(1− ε).

D’où

lim sup
j→∞

Φ1(nj)

(log log nj)2(log log log nj)
≥ eγ .

�

Dans la proposition ci-dessous, on montre que si par exemple les diviseurs pre-
miers de l’entier n ne sont pas trop proches les uns des autres, alors la minoration
précédente de la fonction Φη(n) est optimale.

Proposition 3.4. Soit η ≥ 1. Il existe une constante C(η) ne dépendant que de η,
telle que pour tout entier n =

∏r
i=1 p

αi
i vérifiant la condition ci-dessous

(3.4)

r∑
i=1

1

pi − 1
< 21−η,

on a

Φη(n) ≤ C(η)(log log n)ησ−1(n).

Comme σ−1(n) ≤ C log log n, on a donc

Φη(n) ≤ C(η)(log log n)1+η.
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Démonstration. On utilise l’inégalité bien connue (a+ b)η ≤ 2η−1(aη + bη) si a ≥ 0,
b ≥ 0 et η ≥ 1; laquelle résulte de l’inégalité de Hölder. Soit n = pα1

1 . . . pαrr ,
(αi ≥ 1). On a successivement,

Φη(n) =
∑
d|n

(log d)η

d
≤

r∑
i=1

αi∑
νi=1

∑
δ|np−αii

(log pνii δ)
η

pνii δ

≤ 2η−1
{ r∑
i=1

αi∑
νi=1

(νi log pi)
η

pνii

∑
δ|np−αii

1

δ
+

r∑
i=1

αi∑
νi=1

1

pνii

∑
δ|np−αii

(log δ)η

δ

}
≤ 2η−1

( r∑
i=1

αi∑
νi=1

(νi log pi)
η

pνii

)
σ−1(n) + 2η−1

( r∑
i=1

αi∑
νi=1

1

pνii

)∑
δ|n

(log δ)η

δ

≤ 2η−1
( r∑
i=1

αi∑
νi=1

(νi log pi)
η

pνii

)
σ−1(n) + 2η−1

( r∑
i=1

1

pi − 1

)∑
δ|n

(log δ)η

δ
,

puisque
r∑
i=1

αi∑
νi=1

1

pνii
≤

r∑
i=1

∞∑
νi=1

1

pνii
=

r∑
i=1

1

pi − 1
.

D’où, en tenant compte de l’hypothèse (3.4),(
1− 2η−1

r∑
i=1

1

pi − 1

)∑
d|n

(log d)η

d
≤ 2η−1

r∑
i=1

αi∑
νi=1

(νi log pi)
η

pνii

∑
δ|n

1

δ
.

Par conséquent, ∑
d|n

(log d)η

d
≤ c

( r∑
i=1

αi∑
νi=1

(νi log pi)
η

pνii

)
σ−1(n)(3.5)

où

c =
1

21−η −
∑r
i=1 1/(pi − 1)

.

Maintenant on observe que
r∑
i=1

(log pi)
η
∞∑
νi=1

νηi
pνii

=

r∑
i=1

(log pi)
η

pi

∞∑
h=0

(h+ 1)η

phi
≤
( ∞∑
h=0

(h+ 1)η

2h

) r∑
i=1

(log pi)
η

pi
.

Il résulte de (2.3) et de la monotonie de la fonction (log x)η/x que l’on a,
r∑
i=1

(log pi)
η

pi
≤

r∑
i=1

(log p(i))η

p(i)
≤

r∑
i=1

(log i)η

max(i log i, 2)

≤ (log 2)η

2
+

(logω(n))η

η
≤
(1

2
+

1

η

)
(logω(n))η.

Puisque n ≥ 2ω(n), on a donc∑
d|n

(log d)η

d
≤ C(η)(log log n)ησ−1(n).(3.6)

�

4. Majoration de Φ2(n).

Si 2 divise n, écrivons que n = 2vm où 2 6 |m, et

Ψ(n) =
∑
d|n

(log d)(log log d)

d
=

v∑
k=1

∑
d=2kδ
δ|m

(log(2kδ))(log log(2kδ))

2kδ
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Alors,
v∑
k=1

∑
d=2kδ

δ|m,δ>2k

(log(2kδ))(log log(2kδ))

2kδ
≤

∞∑
k=1

1

2k

∑
δ|m

(2 log δ)(log(2 log δ))

δ

≤ c1 Ψ(m),

où

c1 = 2 sup
δ≥3

log(2 log δ)

log log δ
<∞.

En outre,
v∑
k=1

∑
d=2kδ

δ|m,δ≤2k

(log(2kδ))(log log(2kδ))

2kδ
≤

∞∑
k=1

(2k log 2)(log(2k log 2))

2k

∑
δ|m

1

δ

:= c2 σ−1(m).

Comme en outre Ψ(m) ≥ σ−1(m)− c3, on a donc

Ψ(n) ≤ c1 Ψ(m) + c2 σ−1(m) ≤ (c1 + c2) Ψ(m) + c3.

On peut donc supposer que si = pα1
1 . . . pαrr , alors

r
min
i=1

pi ≥ 3.(4.1)

De même que pour Φ1(n), on écrit que

Φ2(n) =

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0

1

pµ1

1 . . . pµrr

r∑
i=1

µi
(

log pi
)

log
( r∑
i=1

µi

)
=

r∑
i=1

α1∑
µ1=0

. . .

αr∑
µr=0︸ ︷︷ ︸

la somme relative
à µi est exclue

1

pµ1

1 . . . pµrr︸ ︷︷ ︸
pµii

est exclu

( αi∑
µi=0

µi
(

log pi
)

pµii

)
log
( r∑
i=1

µi

)
.

La majoration va donc consister en l’estimation des sous-sommes précédentes.
Comme nous n’avons pas mis de relation d’ordre sur la suite p1, . . . , pr, l’étude de
la somme

Φ2(r, n) :=

α1∑
µ1=0

. . .

αr−1∑
µr−1=0

1

pµ1

1 . . . p
µr−1

r−1

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
[ r−1∑
i=1

µi + µr

]
.(4.2)

sera donc générique de celle des autres. Examinons sa structure et anticipons
quelque peu les calculs. La dernière somme

∑αr
µr=0

µr log pr
pµrr

log
[∑r−1

i=1 µi + µr
]

est

du type
αr∑
µ=0

αµ
(

log(A+ µ)
)
e−αµ, α = log pr, A =

∑r−1
i=1 µi.

Il est facile de voir à partir de (4.6), que l’estimation de cette somme va répercuter
sur la somme en µr−1 un facteur logarithmique log

[
h +

∑r−2
i=1 µi + µr−1

]
où h est

un entier positif, et ce, ainsi de suite. Plus précisément, à l’aide du lemme 4.4, la
somme ci-dessus se majore par

∞∑
µ=0

αµ
(

log(A+ µ)
)
e−αµ ≤ α

(
log(A+ 1)

)
e−α + 2α

(
log(A+ 2)

)
e−2α

+
{

3α log(A+ 3) + 3 log(A+ 3) +
1

α
log(A+ 3) +

1

α
+

1

α2(A+ 3)

}
e−3α.
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pourvu que A ≥ 1, et α ≥ 1. C’est à dire,

log pr
pr

(
log(A+ 1)

)
+

2 log pr
p2
r

(
log(A+ 2)

)
+

1

p3
r

{
3 log pr log(A+ 3) + 3 log(A+ 3)

+
1

log pr
log(A+ 3) +

1

log pr
+

1

(log pr)2(A+ 3)

}
.

En reportant la majoration obtenue dans l’écriture de Φ2(r, n), on a donc à con-
sidérer des sommes du type

α1∑
µ1=0

. . .

αr−1∑
µr−1=0

log
[∑r−1

i=1 µi + h
]

pµ1

1 . . . p
µr−1

r−1

h = 1, 2, 3

affectées de nouveaux coefficients. La dernière somme s’estime à l’aide de (4.9), et
se majore par

log
[ r−2∑
i=1

µi + h
]

+
1

pr−1

(
log(

r−2∑
i=1

µi + h+ 1)

+
log
[∑r−2

i=1 µi + h+ 1
]

log pr−1
+

1

(log pr−1)2(
∑r−2
i=1 µi + h+ 1)

)
.

En reportant, ceci permet de majorer à nouveau Φ2(r, n). Les sommes restantes
seront à partir de là toutes du même type. Le facteur log

[∑r−1
i=1 µi+h

]
, une fois la

majoration faite, produit sur la somme d’ordre (r−2) le facteur log
[∑r−2

i=1 µi+h+1
]
.

A ce propos, l’étude de la fonction Φη(n), η > 1, produirait ici des altérations
beaucoup plus sensibles. Il s’agit donc de comprendre comment se génèrent les
nouveaux coefficients obtenus par ce moyen, et de vérifier qu’un coefficient d’ordre
1 + ε ne produit pas par itération un coefficient d’ordre (1 + ε)r. On établira au
lemme 4.8 une inégalité de récurrence permettant de calculer ceux-ci.

4.1. Lemmes élémentaires.

4.1.1. Fonctions ϕ1, ϕ2. Soient A ≥ 0, α ≥ 0. On pose{
ϕ1(x) = x

(
log(A+ x)

)
e−αx

ϕ2(x) =
(

log(A+ x)
)
e−αx

x > 0.(4.3)

Lemme 4.1. Si A ≥ 1 et α ≥ log 2, alors ϕ1(x) est décroissante sur l’intervalle [3,∞).
D’autre part, si A ≥ 1 et α ≥ 1, alors ϕ2(x) est décroissante sur l’intervalle [1,∞).

Démonstration. On a

ϕ′1(x) =
(

log(A+ x)
)
e−αx +

x

A+ x
e−αx − αx

(
log(A+ x)

)
e−αx(4.4)

Donc ϕ′1(x) ≤ 0⇔ 1
x + 1

(A+x) log(A+x) ≤ α. Or par hypothèse,

1

x
+

1

(A+ x) log(A+ x)
≤ 1

3
+

1

8 log 2
≤ 1

3
+

1

5
< log 2 ≤ α.

En outre,

ϕ′2(x) =
1

A+ x
e−αx − α

(
log(A+ x)

)
e−αx.(4.5)

Donc ϕ′2(x) ≤ 0 ⇔ (A + x) log(A + x) ≥ 1
α . Et par hypothèse (A + x) log(A + x) ≥

2 log 2 > 1 ≥ 1
α . �
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4.1.2. Intégrales associées à ϕ1, ϕ2.

Lemme 4.2. Pour tout entier m ≥ 1, on a l’estimation suivante

α

∫ ∞
m

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx ≤ 1

α2(A+m)
e−αm +

1

α
e−αm +

1

α

(
log(A+m)

)
e−αm

+m(logA+m)e−αm.

Démonstration. On tire de (4.4) que

(4.6) αx
(

log(A+ x)
)
e−αx =

(
log(A+ x)

)
e−αx +

x

A+ x
e−αx −

(
x(logA+ x)e−αx

)′
.

Et donc en intégrant,

α

∫ ∞
m

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx =

∫ ∞
m

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx+

∫ ∞
m

x

A+ x
e−αxdx

+m(logA+m)e−αm.

On tire par ailleurs de (4.5) que

α

∫ ∞
m

(
log(A+ x)

)
e−αxdx =

∫ ∞
m

1

A+ x
e−αxdx+

(
log(A+m)

)
e−αm.

En combinant, il vient que

α

∫ ∞
m

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx =

1

α

∫ ∞
m

1

A+ x
e−αxdx+

∫ ∞
m

x

A+ x
e−αxdx

+
1

α

(
log(A+m)

)
e−αm +m(logA+m)e−αm.(4.7)

Il est maintenant immédiat que

α

∫ ∞
m

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx ≤ 1

α2(A+m)
e−αm +

1

α
e−αm +

1

α

(
log(A+m)

)
e−αm

+m(logA+m)e−αm.

�

Lemme 4.3.∫ ∞
1

(
log(A+ x)

)
e−αxdx ≤ log(A+ 1)

α
e−α +

1

α2(A+ 1)
e−α.

Démonstration. On tire de (4.4) que∫ N

1

(
log(A+ x)

)
e−αxdx =

∫ N

1

1

α(A+ x)
e−αxdx

− 1

α

((
log(A+ 1)

)
e−α − log(A+N)

)
e−αN

)
.

Lorsque N tend vers l’infini, le second membre tend vers log(A+1)
α e−α. Comme en

outre

1

α

∫ N

1

1

A+ x
e−αxdx ≤ 1

α2(A+ 1)
e−α,

on en déduit que∫ ∞
1

(
log(A+ x)

)
e−αxdx ≤ log(A+ 1)

α
e−α +

1

α2(A+ 1)
e−α.

�
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4.1.3. Estimations liées à Φ2(r, n).

Lemme 4.4. Supposons que A ≥ 1, et α ≥ 1. Alors,
∞∑
µ=0

αµ
(

log(A+ µ)
)
e−αµ ≤ α

(
log(A+ 1)

)
e−α + 2α

(
log(A+ 2)

)
e−2α

+
{

3α log(A+ 3) + 3 log(A+ 3) +
1

α
log(A+ 3) +

1

α
+

1

α2(A+ 3)

}
e−3α.

Démonstration. On écrit la somme à estimer sous la forme

α
(

log(A+1)
)
e−α+2α

(
log(A+2)

)
e−2α+3α

(
log(A+3)

)
e−3α+α

∞∑
µ=4

µ
(

log(A+µ)
)
e−αµ.

Comme A ≥ 1, et α ≥ 1, on sait par le lemme 4.1 que ϕ1(x) = x
(

log(A + x)
)
e−αx

est décroissante sur l’intervalle [3,∞). On a donc en utilisant le lemme 4.2,

α

∞∑
µ=4

µ
(

log(A+ µ)
)
e−αµ ≤ α

∫ ∞
3

x
(

log(A+ x)
)
e−αxdx

≤ 1

α2(A+ 3)
e−3α +

1

α
e−3α +

log(A+ 3)

α
e−3α + 3(logA+ 3)e−3α.

On en déduit donc que
∞∑
µ=0

αµ
(

log(A+ µ)
)
e−αµ ≤ α

(
log(A+ 1)

)
e−α + 2α

(
log(A+ 2)

)
e−2α

+
{

3α log(A+ 3) + 3 log(A+ 3) +
1

α
log(A+ 3) +

1

α
+

1

α2(A+ 3)

}
e−3α.(4.8)

�

Lemme 4.5. Sous l’hypothèse (4.1), on a

∞∑
µs=0

log
(∑s

i=1 µi + h
)

pµss
≤ log

( s−1∑
i=1

µi + h
)

+
1

ps

(
1 +

1

log ps

)
log
( s−1∑
i=1

µi + h+ 1
)

+
1

(1 + (
∑s−1
i=1 µi + 2))(log ps)2ps

.

En particulier,

∞∑
µs=0

log
(∑s−1

i=1 µi + h
)

pµss
≤

(
1 +

1

ps

(
1 +

1

log ps
+

1

3(log ps)2

))
log
( s−1∑
i=1

µi + h+ 2
)
.

Démonstration. On écrit que
∞∑
µ=0

(
log(A+ µ)

)
e−αµ = logA+

(
log(A+ 1)

)
e−α +

∞∑
µ=2

(
log(A+ µ)

)
e−αµ

≤ logA+
(

log(A+ 1)
)
e−α +

∫ ∞
1

(
log(A+ x)

)
e−αxdx.

D’où par le lemme 4.3,
∞∑
µ=0

(
log(A+ µ)

)
e−αµ ≤ logA+ e−α

(
log(A+ 1) +

log(A+ 1)

α
+

1

α2(A+ 1)

)
.

(4.9)

Par conséquent,
∞∑

µs=0

log
(∑s

i=1 µi + h
)

pµss
≤ log

( s−1∑
i=1

µi + h
)

+
1

ps

(
1 +

1

log ps

)
log
( s−1∑
i=1

µi + h+ 1
)
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+
1

(1 + (
∑s−1
i=1 µi + 2))(log ps)2ps

.

On en déduit donc que,

∞∑
µs=0

log
(∑s−1

i=1 µi + h
)

pµss
≤

(
1 +

1

ps

(
1 +

1

log ps

))
log
( s−1∑
i=1

µi + h+ 1
)

+
1

3(log ps)2ps

≤
(

1 +
1

ps

(
1 +

1

log ps

)
+

1

3(log ps)2

)
log
( s−1∑
i=1

µi + h+ 2
)
.

�

Corollaire 4.6. Supposons que l’hypothèse (4.1) soit vérifiée.

(i) Si
∑r−1
i=1 µi ≥ 1, alors,

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)
≤ log pr

pr
log
( r−1∑
i=1

µi + 1
)

+
2 log pr
p2
r

log
( r−1∑
i=1

µi + 2
)

+
1

p3
r

(
3 log pr + 3 +

1

log pr

)
log
( r−1∑
i=1

µi + 3
)

+
1

p3
r log pr

(
1 +

1

(
∑r−1
i=1 µi + 3) log pr

)
.

En outre,

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)
≤ 5

log pr
pr

log
( r−1∑
i=1

µi + 3
)
.

(ii) Si
∑r−1
i=1 µi = 0, alors

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)
≤ 18

log pr
pr

.

Démonstration. (i) La première inégalité découle du lemme 4.4 avec le choix α =

log pr, A =
∑r−1
i=1 µi, et en notant que α > 1 en vertu de l’hypothèse (4.1). Comme

pr ≥ 3, il est aussi immédiat que

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)

≤
{

3
log pr
pr

+
log pr
9pr

(
3 +

3

log pr
+

1

(log pr)2

)}
log
( r−1∑
i=1

µi + 3
)

+
1

9pr log pr

(
1 +

1

4 log pr

)
≤ 5

log pr
pr

log
( r−1∑
i=1

µi + 3
)
.

(ii) Si
∑r−1
i=1 µi = 0, les sommes relatives à µi, 1 ≤ i ≤ r − 1, n’ont aucune contri-

bution. Par ailleurs,

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)

=

αr∑
µr=2

µr log pr
pµrr

logµr =

αr−1∑
µ=1

(µ+ 1) log pr

pµ+1
r

log(µ+ 1)

≤ 1

pr

{ ∞∑
µ=1

µ log pr
pµr

log(µ+ 1) +

∞∑
µ=1

log pr
pµr

log(µ+ 1)
}
.
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Le lemme 4.4 appliqué avec A = 1 et α = log pr fournit la majoration

∞∑
µ=1

µ log pr
pµr

log(µ+ 1) ≤ (log 2) log pr
pr

+
2(log 3) log pr

p2
r

+
1

p3
r

{
(6 log 2)(log pr) + 6 log 2 +

2 log 2

(log pr)
+

1

(log pr)
+

1

4(log pr)2

}
≤ 8

( log pr
pr

+
1

p3
r

)
.

L’estimation (4.9) avec A = 1 et α = log pr, montre en outre,

∞∑
µ=1

log pr
pµr

log(µ+ 1) ≤ 1

pr

(
log 2 +

log 2

log pr
+

1

2(log pr)2

)
≤ 2

pr
.

D’où,

αr∑
µr=0

µr log pr
pµrr

log
( r−1∑
i=1

µi + µr
)
≤ 18

log pr
pr

.

�

Remarque 4.7. Comme log
(∑s

i=1 µi +h
)
≤ log

(
Ω(n) + 3

)
, on en déduit du corol-

laire 4.6-(ii) que

Φ2(r, n) ≤ 18
log pr
pr

α1∑
µ1=0

. . .

αr−1∑
µr−1=0

1

pµ1

1 . . . p
µr−1

r−1

log
( r−1∑
i=1

µi + 3
)

≤ 18
log pr
pr

log(Ω(n) + 3)

r−1∏
i=1

(1− p−αi−1
i

1− p−1
i

)
≤ 18

log pr
pr

log(Ω(n) + 3)

r∏
i=1

( 1

1− p−1
i

)
.

Compte tenu de la remarque faite au début de la section 4, on a donc

Φ2(n) ≤ 18
(

log(Ω(n) + 3)
)( r∑

j=1

log pj
pj

) r∏
i=1

( 1

1− p−1
i

)
.

En combinant avec la majoration de Φ1(n) établie au lemme 2.1, et en utilisant
l’inégalité (1.8), il vient que

Ψ(n) ≤
( r∏
j=1

1

1− p−1
j

){ r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
+ 18

( r∑
i=1

log pi
pi

)
log(Ω(n) + 3))

}
.

(4.10)

Rappelant que r = ω(n) et ω(n) ≤ Ω(n) ≤ log2 n, on obtient donc déjà en
utilisant la proposition 2.3,

Ψ(n) ≤ eγ(1 + o(1))(log log n)2
(

log log log n+ 18w(n)
)
.

L’estimation plus fine de Ψ(n) va résulter d’une étude plus précise des coeffi-
cients de Ψ(r, n), laquelle fait l’objet de la sous-section suivante.
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4.2. Estimation de Φ2(r, n) proprement dite.

Notation : On définit successivement
µ = (µ1, . . . , µr), (µ1, . . . , µr) ∈

∏r
i=1

(
[0, αi] ∩ N

)
,

pµ(s) = p−µ1

1 . . . p−µss , 1 ≤ s ≤ r,

Πs =
∑α1

µ1=0 . . .
∑αs
µs=0 pµ(s) =

∏s
`=1

( 1−p−α`−1

`

1−ps−1
`

)
.

(4.11)

Puis,

Φs(h) =

α1∑
µ1=0

. . .

αs∑
µs=0

pµ(s) log
( s∑
i=1

µi + h
)
, 1 ≤ s ≤ r − 1.

Notons aussi
c1 = 1, c2 = 2

pr
, c3 = 1

p2r

(
3 + 3

log pr
+ 1

(log pr)2

)
,

c4 = 1
p3r log pr

(
1 + 1

3 log pr

)
c0 = log pr

pr
, c =

∑3
i=1 ci,

bs = 1
ps

(
1 + 1

log ps

)
, βs = 1

2ps(log ps)2
.

(4.12)

4.2.1. Inégalité de récurrence. On déduit de la première partie du lemme 4.5,

Φs(h) ≤ Φs−1(h) +
1

ps

(
1 +

1

log ps

)
Φs−1(h+ 1) +

1

2(log ps)2ps
Πs−1.

D’où avec les notations prédédentes,

Lemme 4.8. Sous l’hypothèse (4.1), on a pour tout s = 2, . . . , r − 1,

Φs(h) ≤ Φs−1(h) + bsΦs−1(h+ 1) + βsΠs−1.

Ces notations permettent aussi de réécrire de manière plus condensée la majo-
ration (i) du lemme 4.6. Sous l’hypothèse (4.1), si

∑r−1
i=1 µi ≥ 1, on a alors

Φ2(r, n) ≤ c0

3∑
h=1

chΦr−1(h)︸ ︷︷ ︸
(1)

+c4Πr−1.

En appliquant deux fois l’inégalité de récurrence, on obtient aussi

Φ2(r, n) ≤ c0

3∑
h=1

ch
[
Φr−3(h)︸ ︷︷ ︸

(1)

+c0

3∑
h=1

chbr−2Φr−3(h+ 1)︸ ︷︷ ︸
(3)

+c0cbr−2Πr−3

+c0

3∑
h=1

chbr−1Φr−3(h+ 1)︸ ︷︷ ︸
(2)

+c0

3∑
h=1

chbr−1br−2Φr−3(h+ 2)︸ ︷︷ ︸
(4)

+c0cbr−1βr−2Πr−3

+c0cβr−1Πr−2 + c4Πr−1.

On vérifie facilement que le coefficient de Φr−1(h) est le même que celui de Φr−2(h)
et Φr−3(h), voir expressions soulignées par (1). Il en est de même pour Φr−2(h+1),
voir expressions soulignées par (2). Se créent aussi de nouvelles expressions (3), (4)
liées à Φr−3(h+ 1), Φr−3(h+ 2).

Chaque nouveau coefficient est conservé jusqu’à la fin du processus d’itération
généré par l’inégalité de récurrence du lemme 4.8.

On vérifie aussi, lorsqu’on applique cette inégalité, qu’on passe d’une majoration
s’exprimant à partir de Φr−1(h), Πr−1, uniquement, à une majoration s’exprimant
à partir de Φr−2 (en h ou h+ 1) et Πr−2, Πr−1 uniquement.
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Cette règle est générale, et on voit qu’en itérant cette relation de récurrence,
on obtient à chaque étape une majoration ne faisant intervenir que Φr−d et les
produits Πr−d,Πr−d+1, . . . , Πr−1.

Arbre binaire : Le décalage en h ou h + 1 génère un arbre binaire dont les
branches sont à chaque division (étapes correspondant aux itérations précédentes),
soit stationnaires : Φr−d(h)→ Φr−d−1(h), soit créatrices de nouveaux coefficients :
Φr−d(h)→ Φr−d−1(h+ 1). On peut présenter ceci par le diagramme tiré du lemme
4.8.

↓ shift +1, nouveaux coefficients ↓

Φs(h) ≤ Φs−1(h) + bsΦs−1(h+ 1) + βsΠs−1.

↑ stationnarité ↑

5. Démonstration des théorèmes 1.1 et 1.2

Avant de continuer, on rappelle que par (4.9),

αs∑
µ=0

(
log(A+ µ)

)
e−αµ ≤ logA+ e−α

(
log(A+ 1) +

log(A+ 1)

α
+

1

α2(A+ 1)

)
.

Donc

Φ1(v) ≤
∞∑

µ1=0

pµ(1) log
( v∑
i=1

µi + 1
)

=

∞∑
µ1=0

log(v + µ)

pµ1

≤ log v +
1

p1

(
log(v + 1) +

log(v + 1)

log p1
+

1

v(log p1)2

)
(v ≥ 1).

D’où,

Φ1(h) ≤ C log h.

On vérifie facilement que les d-uples de bi ont tous Φr−x(h + d) comme facteur.
Les termes ayant Φr−·(h+ ·) comme facteur forment la somme

c0

r−1∑
d=1

( ∑
1≤i1<...<id<r

bi1 . . . bid

)
Φ1(h+ d),(5.1)

une fois l’itération menée à son terme, c’est à dire, après avoir appliqué (r−1) fois
l’inégalité de récurrence du lemme 4.8.

Cette somme se majore donc par (en rappelant que h = 1, 2 ou 3)

c0

r−1∑
d=1

(log d)
( ∑

1≤i1<...<id<r

bi1 . . . bid

)
.

Or, pour tous entiers positifs a1, . . . , ar et 1 ≤ d ≤ r on a,( r∑
i=1

ai

)d
≥ d!

∑
1≤i1<...<id≤r

ai1 . . . aid .

Donc
r−1∑
d=1

(log d)
( ∑

1≤i1<...<id<r

bi1 . . . bid

)
≤

r−1∑
d=1

(log d)

d!

( r∑
i=1

bi

)d
.

Comme par ailleurs,

bi =
1

pi

(
1 +

1

log pi+1

)
≤ 1

p(i)
+

1

p(i) log p(i)
,
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on a à l’aide de (2.3),

r∑
i=1

bi ≤
r∑
i=1

( 1

i log i
+

1

i(log i)2

)
≤ log log r + C.

Donc
r−1∑
d=1

(log d)
( ∑

1≤i1<...<id<r

bi1 . . . bid

)
≤ C

r−1∑
d=1

(log d)

d!
(log log r + C)d.

D’une part,∑
log d≤1+ε+log log log r

(log d)

d!
(log log r + C)d ≤

(
1 + ε+ log log log r

)∑
d>1

(log log r + C)d

d!

≤ C
(
1 + ε+ log log log r

)
log r.

D’autre part, utilisant l’estimation classique d ! ≥ C
√
d dd e−d, on a∑

log d>1+ε+log log log r

(log d)

d!
(log log r)d ≤

∑
log d>1+ε+log log log r

(log d)√
d

e−d(log d−1−log log log r)

≤
∑
d>1

(log d)√
d

e−εd <∞.

On en déduit donc que la somme en (5.1)

(5.2) c0

r−1∑
d=1

( ∑
1≤i1<...<id<r

bi1 . . . bid

)
Φ1(h+ d) ≤ C

log pr
pr

(
1 + log log log r

)
log r;

5.1. Coefficients liés à Πs. En appliquant l’inégalité de récurrence (lemme 4.8),
on génère successivement

c4Πr−1

c4Πr−1 + c0cβr−1Πr−2

c4Πr−1 + c0cβr−1Πr−2 + c0cβr−2

(
1 + br−1br−2

)
Πr−3

c4Πr−1 + c0cβr−1Πr−2 + c0cβr−2

(
1 + br−1br−2

)
Πr−3 + c0cβr−3

(
1 + br−2 + br−1 + +br−1br−2Πr−4.

Coefficients :

Πr−1 : c4 Πr−2 : c0cβr−1

Πr−3 : c0cβr−2(1 + br−1) Πr−4 : c0cβr−3(1 + br−2 + br−1 + br−1br−2).

Il est facile de voir que les coefficients de Πr−x sont exactement ceux de Φr−x+1(.)
affectés du facteur c0cβr−x+1. Les produits forment la somme

c0c

r−2∑
d=0

βr−d

(
1 +

∑
1≤i1<...<id<r

br−i1 . . . br−id

)
Πr−d−1.(5.3)

Par (2.3), on a

βj =
1

2pj(log pj)2
≤ 1

2p(j)(log p(j))2
≤ 1

2j(log j)3
, si j ≥ 2,(5.4)

De plus, (2.3) et (2.4) impliquent que

Πj =

j∏
`=1

( 1

1− 1
p`

)
≤

j∏
`=1

( 1

1− 1
p(`)

)
≤

∏
p≤j(log j+log log j)

( 1

1− 1
p

)
≤ C(log j) .
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On note maintenant que l’on a aussi par définition de Πj ,

Πj ≤ max
`≤5

∏
p≤p(`)

1

1− 1
p

= C0.

On en tire que

Πj ≤ C(log j), si j ≥ 2.(5.5)

Par conséquent, (5.5) et (5.4) impliquent que

βj+1Πj ≤ C

j(log j)2
, si j ≥ 2.(5.6)

Il en résulte que la somme (5.3) peut se majorer comme suit :

c0c

r−2∑
d=0

βr−d

(
1 +

∑
1≤i1<...<id<r

br−i1 . . . br−id

)
Πr−d−1

≤ c0c

r−2∏
i=1

(
1 + br−i

)
·
r−2∑
d=0

βr−d Πr−d−1 = c0c

r−1∏
j=2

(
1 + bj

)
·
r−2∑
d=0

βr−d Πr−d−1

≤ c0cC

r−1∏
j=2

(
1 + bj

)
·
r−2∑
d=0

1

(r − d)
(

log(r − d)
)2

≤ c0cC

r−1∏
j=2

(
1 + bj

)
·
∞∑
δ=2

1

δ(log δ)2

≤ c0cC

r−1∏
j=2

(
1 + bj

)
.(5.7)

On rappelle que ∑
p≤x

1

p
≤ log log x+ C.

Voir par exemple [12], inégalité (3.20). Donc,

r∏
i=1

(
1 + bi

)
≤ C log r.(5.8)

Maintenant l’estimation (5.8) montre que

c0c

r−2∑
d=0

βr−d

(
1 +

∑
1≤i1<...<id<r

br−i1 . . . br−id

)
Πr−d−1 ≤ c0cC log r

≤ C
log pr
pr

log r.(5.9)

On déduit donc de (5.2) et (5.2) que

Φ2(r, n) ≤ C
log pr
pr

(
1 + log log log r

)
log r + C

log pr
pr

log r

≤ C
log pr
pr

(log r)(log log log r) .(5.10)

Par suite, il en résulte, compte tenu de l’observation faite au début de la section
4, que

(5.11) Φ2(n) ≤ C (log log log r)(log r)

r∑
i=1

log pi
pi

= C (log log log r)(log r)w(n) .
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En combinant (5.11) avec la majoration de Φ1(n) établie au lemme 2.1 et en
utilisant l’inégalité (1.8), il vient que

(5.12) Ψ(n) ≤
( r∏
j=1

1

1− p−1
j

) r∑
i=1

(log pi)
(

log log pi
)

pi − 1
+ C (log log log r)(log r)w(n).

En combinant cette fois (5.11) avec le corollaire 2.2 et en utilisant à nouveau
l’inégalité (1.8), on obtient aussi puisque r ≤ log n, compte tenu de l’estimation de
w(n) donnée en (1.7),

Ψ(n) ≤ eγ(1 + o(1))(log log n)2(log log log n) + C (log log log log n)(log log n)2

= eγ(1 + o(1))(log log n)2(log log log n).(5.13)

Ce qui établit le théorème 1.1.

6. Minoration de Φ2(n).

Lemme 6.1. On a la minoration suivante

Φ2(n) ≥ (log 2)
( P−(n)

P−(n) + 1

)( r∏
i=1

(
1 +

1

pi

)) r∑
j=1

( log pj
pj

)
.

Proof. On remarque à partir de (4.2) que

Φ2(r, n) ≥
α1∑
µ1=0

. . .

αr−1∑
µr−1=0

1

pµ1

1 . . . p
µr−1

r−1

log pr
pr

log
[ r−1∑
i=1

µi + 1
]
.

Il est clair que la somme multiple précédente ne peut contribuer que si maxr−1
i=1 µi ≥ 1,

auquel cas log [
∑r−1
i=1 µi + 1] ≥ log 2. On a donc

Φ2(r, n) ≥ (log 2)
( log pr

pr

) α1∑
µ1=0

. . .

αr−1∑
µr−1=0︸ ︷︷ ︸

maxr−1
i=1 µi ≥ 1

1

pµ1

1 . . . p
µr−1

r−1

= (log 2)
( log pr

pr

) r−1∏
i=1

(
1 +

αi∑
µi=0

1

pµii

)
≥ (log 2)

( log pr
pr

) r−1∏
i=1

(
1 +

1

pi

)
.(6.1)

Par conséquent,

Φ2(n) ≥ (log 2)

r∑
j=1

( log pj
pj

) r∏
i=1
i6=j

(
1 +

1

pi

)

≥ (log 2)
( P−(n)

P−(n) + 1

)( r∏
i=1

(
1 +

1

pi

)) r∑
j=1

( log pj
pj

)
.(6.2)

�

7. Démonstration du théorème 1.4.

Nous avions établi dans [13] le résultat suivant.

Théorème 7.1. [13, théorème 2.5] Soit s > 0, et soit aussi 0 ≤ τ ≤ 2s. Soit ψ(u) > 0
une fonction croisssante au sens large sur R+. Alors nous avons la majoration suivante
valable pour toute suite de réels {ck, k ∈ K},∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤

( ∑
u∈F (K)

1

ψ(u)στ (u)

)(∑
ν∈K

c2νψ(ν)στ−2s(ν)
)
.(7.1)
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Nous avons noté par F (K) l’ensemble de tous les diviseurs des éléments de K.

Avant de continuer, quelques commentaires sont nécessaires. Ecrivons que
K = {n1, . . . , nr}. Comme l’ensemble F (K) est contenu dans l’ensemble de tous
les diviseurs du plus petit commun multiple de n1, . . . , nr, ppcm(n1, . . . , nr), la
première somme du membre droit de l’inégalité (8.1) se majore directement par

(7.2)
∑

u∈F (K)

1

ψ(u)στ (u)
≤

∑
d|ppcm(n1,...,nr)

g(d) = I ∗ g
(
ppcm(n1, . . . , nr)

)
,

où g = 1/ψστ , et I est la fonction égale à 1 partout.

En outre nous avions déduit du théorème l’estimation (1.17). Par ailleurs, nous
avions montré qu’à tout réel η > 1, on peut associer un nombre positif C(η), tel
que pour tout réel s tel que 1/2 < s ≤ 1, toute suite de réels {ck, k ∈ K}, on a la
majoration suivante∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log ν)ησ1−2s(ν).(7.3)

Cette inégalité se trouve dans [2], remarque 1.6.

En fait, nous n’aurons besoin que d’une forme légèrement plus générale de ce
résultat dont résultera facilement le théorème 1.4.

Théorème 7.2. Soit η > 1. Alors, pour tout réel s tel que 0 < s ≤ 1, toute suite de
réels {ck, k ∈ K}, on a∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log log log ν)η
∑
δ|ν

(log δ)(log log δ)

δ2s−1
.(7.4)

La constante C(η) ne dépend que de η.

Remarque 7.3. Comme∑
δ|ν

(log δ)(log log δ)

δ2s−1
�
∑
δ|ν

1

δ2s−1−ε = σ1+ε−2s(k),

l’estimation (7.4) est meilleure que celle donnée en (1.17).

Démonstration. Elle consiste en une simple variation de celle du théorème 7.1,
que nous avons encore légèrement simplifiée et raccourcie. Soit ε > 0 et soit Jε la
fonction généralisée d’Euler. Nous rappelons que

Jε(n) =
∑
d|n

dεµ(
n

d
)(7.5)

où µ est la Möbius function. We étendons la suite {ck, k ∈ K} à tout N en posant
ck = 0 si k /∈ K. Par la formule de Möbius, on a nε =

∑
d|n Jε(d). En utilisant

l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons successivement

L :=

n∑
k,`=1

ckc`
(k, `)2s

ks`s
=

∑
k,`∈K

ckc`
ks`s

{ ∑
d∈F (K)

J2s(d)1d|k1d|`

}
(k = ud, ` = vd) ≤

∑
u,v∈F (K)

1

usvs

( ∑
d∈F (K)

J2s(d)

d2s
cudcvd

)
≤

∑
u,v∈F (K)

1

usvs

( ∑
d∈F (K)

J2s(d)

d2s
c2ud

)1/2( ∑
d∈F (K)

J2s(d)

d2s
c2vd

)1/2

=
[ ∑
u∈F (K)

1

us

( ∑
d∈F (K)

J2s(d)

d2s
c2ud

)1/2]2
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≤
( ∑
u∈F (K)

1

usψ(u)

)(∑
ν∈K

c2ν
ν2s

∑
u∈F (K)
u|ν

J2s

(ν
u

)
usψ(u)

)
,(7.6)

où ψ(u) > 0 est une fonction croisssante au sens large sur R+. On choisit alors

ψ(u) = u−sψ1(u)
∑
t|u

t(log t)(log log t), ψ1(u) = (log log log u)η.

(Dans la preuve du théorème 7.1, nous avions choisi ψ(u) = u−sψ1(u)στ (u), 0 ≤
τ ≤ 2s et ψ1(u) ≡ 1). D’où,

L ≤
( ∑
u∈F (K)

1

ψ1(u)
∑
t|u t(log t)(log log t)

)(∑
ν∈K

c2ν
ν2s

∑
u∈F (K)
u|ν

J2s

(ν
u

)
ψ1(u)

∑
t|u

t(log t)(log log t)
)

≤
( ∑
u∈F (K)

1

ψ1(u)
∑
t|u t(log t)(log log t)

)(∑
ν∈K

c2νψ1(ν)

ν2s

∑
u∈F (K)
u|ν

J2s

(ν
u

)∑
t|u

t(log t)(log log t)
)
.

Comme ν ∈ K, on peut écrire∑
u∈F (K)
u|ν

J2s

(ν
u

)∑
t|u

t(log t)(log log t) =
∑
u|ν

∑
d| νu

d2sµ
( ν
ud

)∑
t|u

t(log t)(log log t)

=
∑
d|ν

d2s
∑
u| νd

µ
( ν
ud

)∑
t|u

t(log t)(log log t)

(en écrivant u = tx) =
∑
d|ν

d2s
∑
t| νd

t(log t)(log log t)
∑
x| νdt

µ
( ν

dtx

)
(en écrivant ν

dt = xθ) =
∑
d|ν

d2s
∑
t| νd

t(log t)(log log t)
∑
θ| νdt

µ(θ)

=
∑
d|ν

d2s(
ν

d
)(log(

ν

d
))(log log(

ν

d
)),(7.7)

où pour la dernière inégalité nous avons utilisé le fait que
∑
d|n µ(d) égal 1 ou 0

suivant que n = 1 ou n > 1. Par conséquent,

L ≤
( ∑
u∈F (K)

1

ψ1(u)
∑
t|u t(log t)(log log t)

)(∑
ν∈K

c2νψ1(ν)

ν2s

∑
d|ν

d2s(
ν

d
)(log(

ν

d
))(log log(

ν

d
))
)

=
( ∑
u∈F (K)

1

ψ1(u)
∑
t|u t(log t)(log log t)

)(∑
ν∈K

c2νψ1(ν)
∑
δ|ν

1

δ2s
δ(log δ)(log log δ)

)
.

De la minoration triviale
∑
t|u t(log t)(log log t) ≥ u(log u)(log log u), résulte alors

que
n∑

k,`=1

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤

(∑
u≥1

1

u(log u)(log log u)(log log log u)η

)
×
(∑
ν∈K

c2ν(log log log ν)η
∑
δ|ν

(log δ)(log log δ)

δ2s−1

)
= C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log log log ν)η
∑
δ|ν

(log δ)(log log δ)

δ2s−1
.(7.8)

�

En faisant s = 1, on obtient (en rappelant (1.4)),
n∑

k,`=1

ckc`
(k, `)2

k`
≤ C(η)

∑
ν∈K

c2ν(log log log δ)ηΦ(ν),(7.9)
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d’où le théorème 1.4.

Compte tenu de (1.1), (1.15) s’en suit.

8. Conclusion.

Nous ne savons pas, malgré nos efforts, s’il est possible d’éviter l’approche
itérative assez lourde, mais directe, que nous avons utilisé lors de la démonstration
du Théorème 1.2; une preuve plus courte serait évidemment très intéressante.

Le cas 0 < s < 1 considéré au théorème 7.2, est examiné plus en détail dans un
travail séparé. Concernant ce cas, rappelons que nous avions établi dans Berkes
et Weber [2, Prop. 1.13] la proposition suivante dont la preuve est élémentaire.

Proposition 8.1. Soit K un ensemble fini d’entiers et soit K+ (resp. K−) le plus
grand (resp. plus petit) élément de K. Pour tout k ∈ K,∑

`∈K
` 6=k

(k, `)2s

ks`s
≤

{
2
(

log K+

K−

)
σ−1(k) si s = 1,

Cs2
sks−1

( ∫K+

K−
du
us

)
σ1−2s(k) si 0 < s < 1.

On en déduit immédiatement que∑
`∈K
` 6=k

(k, `)2s

ks`s
≤ Cs2

s
( ∫ K+

K−

du

us
)
σ−s(k),

si 0 < s < 1. Une majoration classique de formes quadratiques (voir par exemple
[2, Lemme 1.9]), montre alors que pour toute suite de réels {ck, k ∈ K},∑

k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
≤

(
Cs2

s

∫ K+

K−

du

us

)∑
ν∈K

c2νσ−s(ν).(8.1)

Mais cette majoration est optimale lorsque K+ = K−+O
(
Ks
−
)

(et, si s = 1, lorsque
K+ ≤MK−, M étant un nombre fixé ), ce à cause du facteur arithmétique σ−s(ν),
voir Aistleitner, Berkes, Seip et Weber [1, 30-33].

Notons aussi, concernant l’évaluation de la somme∑
k,`∈K

ckc`
(k, `)2s

ks`s
,

que l’on peut toujours se ramener au cas où la propriété suivante est vérifiée : pour
tout k ∈ K on a l’implication

p|k ⇒ p′|k pour tout p′ < p.

Ceci résulte trivialement du fait que cette somme est inchangée si l’on remplace
K par mK = {mk, k ∈ K} où m est un entier positif, et (ck)k∈K par (γ`)`∈mK où
γ` = ck, si ` = mk, k ∈ K.

Nous n’avons, par ailleurs, obtenu que des résultats très partiels (pour certains
types d’entiers n) concernant la fonction Φη(n), et la question de l’existence d’une
majoration générale reste donc en suspens.

Nous concluons par quelques remarques sur l’ordre de grandeur de la fonction de
Davenport w(n). Tout d’abord, si p1, . . . , pr sont les r premiers nombres premiers
et n = p1 . . . pr, alors w(n) ∼ log ω(n).

Par ailleurs, on a trivialement w(n)� log log log n lorsque les diviseurs premiers
de n sont grands, par exemple si ceux-ci, notons-les p1, . . . , pr, vérifient pour un
nombre positif B arbitraire donné,

r∑
j=1

log pj
pj

≤ B et p1 . . . pr � ee
B

.(8.2)
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On peut plus généralement établir le résultat suivant. Soit {pi, i ≥ 1} une suite
croissante de nombres premiers possédant la propriété suivante

p1 . . . ps ≤ ps+1 s = 1, 2, . . . .(8.3)

Notons que les nombres de la forme n = p1 . . . pν avec p1 . . . pi−1 ≤ pi, 2 ≤ i ≤ ν,
ν = 1, 2, . . . sont extrémaux pour certaines questions relatives aux diviseurs d’un
entier, voir Erdős et Hall [5].

Lemme 8.2. Soit {pi, i ≥ 1} une suite croissante de nombres premiers vérifiant (8.3).
Il existe une constante C, telle que si p1 ≥ C, alors pour tout entier n = pα1

1 . . . pαrr tel
que αi ≥ 1 pour tout i, on a w(n) ≤ log log log n.

Démonstration. On utilise l’inégalité suivante. Soit 0 < θ < 1. Il existe un nombre

hθ tel que pour tout h ≥ hθ et tout H tel que e
θ

(1−θ) log 2 ≤ H ≤ h, on ait

h ≤ eh log
log(H + h)

logH
.(8.4)

En effet, on note que log(1 +x) ≥ θx si 0 ≤ x ≤ (1− θ)/θ. Soit hθ tel que si h ≥ hθ,
alors h log h ≤ θ(log 2)eh. On a alors

h ≤ eh θ
log 2

log h
≤ eh θ log 2

logH
≤ eh log

(
1 +

log 2

logH

)
= eh log

( log 2H

logH

)
≤ eh log

( logH + h

logH

)
.

Nous allons montrer par récurrence sur r que
r∑
i=1

log pi
pi

≤ log log log(p1 . . . pr) .(8.5)

C’est trivialement vrai si r = 1 par la convention faite dans l’Introduction, et
puisque p ≥ 2. Supposons que (8.5) soit vraie pour s = 1, . . . r− 1. Par l’hypothèse
de récurrence, on a

r∑
i=1

log pi
pi

≤ log log log(p1 . . . pr−1) +
log pr
pr

.

Posons H =
∑r−1
i=1 log pi, h = log pr. Il suffit donc de montrer que

log pr
pr

=
h

eh
≤ log

log
∑r
i=1 log pi

log
∑r−1
i=1 log pi

= log
logH + h

logH
,

Or H ≤ h, par l’hypothèse (8.3). Choisissons C = e
θ

(1−θ) log 2 . Alors H ≥ log p1 ≥
e

θ
(1−θ) log 2 . L’inégalité cherchée résulte donc de (8.4). Soit n = pα1

1 . . . pαrr , où αi ≥ 1
pour tout i. On a w(n) ≤ log log log(p1 . . . pr) ≤ log log log n.
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