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1 Introduction

The celebrated Margulis Lemma is the keystone of a beautiful theory of the structure of complete
Riemannian manifolds with bounded sectional curvature. It has two main aspects : the first one is
algebraic and concerns the fundamental group of the manifold, the second one is more geometric
and yields a thin-thick decomposition of the manifold. To be more precise let us state a weak
version of this lemma pertaining to the first aspect (see [Mar75], [BGS85], [BZ88] Section 37.3).

Theorem 1.1. There exist constants €(n) > 0 and C(n) > 0 such that, for every complete
Riemannian manifold M whose sectional curvature satisfies —1 < Sect(M) < 0, every point
p € M and every e < e(n), the subgroup T'c(p) of w1 (M) generated by the loops at p of length less
than € is virtually nilpotent. Furthermore, the index of the nilpotent subgroup is bounded above

by C(n).

The history of this result goes back to Bieberbach Theorem ([Biell]) which describes the discrete
subgroups of the isometry group of the Euclidean spaces and consequently gives a structure
theorem for the flat manifolds and orbifolds. Later, Zassenhaus ([Zas38]) extended this result to
the study of discrete subgroups of Lie groups. The above statement is a weak version, indeed
in the strong one the upper bound on the sectional curvature could be positive, with extra
assumption though. Recently there has been progresses on the question of extending this result
to different spaces or curvature conditions, see [Coul5] for references and a detailed exposition.

This paper is the first of a series of articles devoted to this theme. Here we are interested by both
aspects, algebraic and geometric, with however an emphasis on the second and we aim at giving
quantitative (computable) estimates of some important invariants. Our goal is to get rid of the
pointwise curvature assumptions, as mentioned in the title, in order to extend the results to more
general spaces such as certain metric spaces. Essentially the upper bound on the curvature is
replaced by the assumption that the space is §-hyperbolic (in the sense of Gromov, see [Gro87]
and Section 8.1 of Appendix 8 for precise definitions) and the lower bound by an upper bound
on the entropy which we define below. Notice that § behaves like a distance and it is rather 52
which is curvature like.

Let (X,d) be a (non-elementary) metric space which we assume to be proper, i.e the closed
metric balls are compact. We only consider metric spaces which are geodesic. More precisely, a
geodesic segment is the image of an interval of I C R by an isometric map from [ into X. The
space (X,d) is said to be geodesic if any two points of X are joined by at least one geodesic
segment. Let p be a positive (non identically zero) Borel measure. We call (X, d, ) a measured
metric space.

Definition 1.2. Let (X, d, 1) be a metric measured space we define its entropy by
|
Ent(X. d, p) = liminf = In (u(Bx (x, R)))

where Bx (x, R) is the open ball of radius R around x € X. Furthermore, the entropy is inde-
pendent on x.



In the sequel we will consider a group I acting by isometries on (X, d) co-compactly and properly
We recall that the action is said to be proper if for x € X and for all R > 0, the number of
v € T satisfying d(z,yx) < R is finite ; this does not depend on z. In that case, for any measure
w invariant by T the above definition yields the same number which we call the entropy of (X, d)
and denote by Ent(X,d). If (X,d) is a d-hyperbolic geodesic metric space and v a torsion-free
isometry, we define the stable displacement of ~ by,

. 1
(o) = Jim_zd(,y'e),

this definition does not depend on the choice of € X. One of our results is the following (see
Proposition 5.7).

Proposition 1.3. For every §-hyperbolic metric space (X,d) and every group I' acting properly
by isometries on (X,d), if dlam(T\X) < D < +oo, then

S In2 In2
~ L+145+4D ~ 266+ 16D’

Ent(X,d)

where L = inf {{(v) : v hyperbolic element of T'\ {e}}.

Note that in the proof we show that, in the above situation, there always exists an hyperbolic
element v € I'\ {e}} which satisfies £(y) < 12(D + §).

Now, let " be a group which is non-elementary (i.e. whose boundary has at least three points)
and ¥ a finite generating set. The Cayley graph of I' defined by X is a metric space when endowed
with the distance such that the edges have length 1. We say that (T', X) is a d-hyperbolic group
if this metric space is d-hyperbolic. The group I" acts by isometries on this metric space and the
quotient is finite and has diameter 1. The entropy of this metric space is denoted by Ent(T", 3)
and is called the algebraic entropy of I' with respect to 3. We also define the algebraic entropy
of ' by
Ent(T) = irzlf{Ent(I‘, )},

the infimum being taken among all finite generating sets 3.

The study of the algebraic entropy of groups with exponential growth has recently made pro-
gresses. When the group acts on a Hadamard manifold the three first authors have proved a
quantitative version of the Tits alternative, see [BCG11] and the references herein.

A corollary of the above Proposition is the following statement (see 5.8),

Corollary 1.4. Let T be a non-elementary group and ¥ a finite generating set such that (T',X)
is 0-hyperbolic, then
In2
Ent(I,YX) > ————.
() 2 55516
Remarks 1.5. In a recent private communication, E. Breuillard mentioned to us a joint work
with K. Fujiwara which contains an improvement of [BCG11] and Corollary 1.4.

This study starts with the simple remark that if two elements, a and b, of a discrete subgroup I"
of the isometry group of a Hadamard manifold X generate a free group and if their displacements
at € X, that is d(z,a(x)) and d(z,b(z)), are small, then the entropy of X is big. Hence an
upper bound on the entropy prevents the subgroup of I' generated by the elements with small
displacement at x to be algebraically ”big”. Nevertheless, even in the case of controlled entropy,
free-subgroups or free-semigroups do exist but their generators must have large displacements.
This can be made effective and the next theorem is in this spirit.

A metric space (X, d) is said to be geodesically complete if all geodesic segments can be defined
on R. It is called a Busemann space (see [Papl4], p. 187) if the distance d is convex, that is if
the function d(c(t),c'(t)) is a convex function of ¢ € [0, 1] for two geodesic segments ¢ and ¢/,
affinely reparametrised. We have (see 6.11),



Theorem 1.6. Let (X,d) be a connected, geodesically complete, non-elementary o-hyperbolic
Busemann metric space. Let T' a torsion-free discrete subgroup of the isometry group of (X,d).
We assume that diam(T\X) < D < +oo and Ent(X,d) < H. For all pairs of elements a,b of T,
if the subgroup generated by a and b is not cyclic, then, for all integers p,q > S(6, H, D) one of
the two semi-groups generated by {aP, b} or by {aP, b~} is free.

Here S(9, H, D) is a function of §, H and D which we describe precisely.

Finally, we mention a result related to the thick-thin decomposition. Let I' be a non-abelian
group, a > 0 a real number and (8’,7') a pair of elements of T', we call < ', &’ > the subgroup
of T generated by 8’ and +'. We say that I' is (d, @)-non abelian if, for any pair (8’,7") of non-
commuting elements of T', there exists a d-hyperbolic space (X’,d’) and a morphism p from
< f',a’ > into the isometry group of (X', d’) such that,

i) p(< f',a’ >) is neither isomorphic to {0} nor to Z,

il) Vo € p(< ',/ >)\ {e}, €(0) > a. Here £(c) is computed for the action on (X', d’).
Notice that the space (X’,d') may depend on " and 4. Non trivial examples of such groups are
given in the present article.

Now if " acts on (X, d) by isometries, we define the pointwise and global systoles by,

Sys = inf {d(=, , Sysp(X) = inf {sys .
ysp(@) = inf {d(z,92)}, Sysp(X) = inf {sys(z)}
The next theorem is a curvature-free version of the celebrated ” collar theorem” for metric spaces.
It shows that, under the hypotheses, if one has a small loop at some point any other independent
loop at this point is long. More precisely (see 7.16),

Theorem 1.7. Let (X,d, p) a metric measured space whose entropy is bounded above by H > 0
and T a (8, «)-non abelian group acting properly on X by isometries preserving the measure p,
we have,
i) forx € X and 0 € T\ {e} such that d(x,ox) = sysp(x) then, for all v € T' non
commuting with o,

1
G+ (2 a

i) if furthermore (X, d) is path-connected and if T' has trivial centre, then the global systole
satisfies,

d(z,vx) >

mepn@xm((l+P§D;SﬁF@»)}

==

i —2(1+[158])) H diam(I'\ X)

Sysp(X) > 7(1 n [%ﬂ)He .

Let us summarise this result by the following sentence : a thin tube is long and has simple
topology. More precise statements on the topology and the structure of thin tubes will be given
in Subsection 7.3. Notice that in the inequality ¢) the right hand side goes to 400 logarithmically
when sys(z) goes to 0, exactly like the standard collar theorem. Furthermore, in Theorem 1.7 the
metric space (X, d) is not assumed to be d-hyperbolic. A striking case is when X is a manifold
which carries a Riemannian metric gy of sectional curvature less than —1, Theorem 1.7 then
applies to any other Riemannian metric on X whose entropy is less than H.

In order to make Theorem 1.7 effective we have to provide a lower bound of « in terms of the
data. Such lower estimates are given in this article in various situations. One particular case is
when we consider a proper co-compact action by isometries on a d-hyperbolic space for which «
can be taken to be the global systole of the action. The next theorem gives such a bound (see
5.24).

Theorem 1.8. Let (X,d) be a §-hyperbolic, non elementary, geodesically complete, Busemann
space whose entropy satisfies Ent(X,d) < H. Let T acting properly, discretely, co-compactly by
isometries on this space such that diam(T\X) < D. Then, for any non torsion element v of
T\ {e} we have,

(y) > 50(8, H, D),



for so(0, H, D) a function of 6, H and D which we describe. If furthermore we assume that T' is
torsion-free, we get,
Sysp(X) > so(6,H, D).

This last result is the main step in the proof of Theorem 1.6 and, together with Theorem 1.6,
they are the key tools which lead to effectiveness in Theorem 1.7.

The article which follows this introduction is written in french for convenience, a second version
in english is being readied and will be posted soon. It will contain improvements of the techniques
as well as the results.

In the present article Section 2 contains the basic notations. Section 3 contains the definition of
the various entropies and several versions of the doubling property which are compared according
to their generality. Section 4 is devoted to the study of the so-called Margulis domains; for an
isometry of a d-hyperbolic space, it is the subset of points at which the displacement of the
isometry is controlled. Section 5 begins with one of the main tools running all over the paper :
a doubling property for any §-hyperbolic space which admits a co-compact action of a group of
isometries, see Subsection 5.1. In Section 6 we describe the techniques used to produce discrete
free groups and free semi-groups of isometries of a d-hyperbolic space. In Section 7 we develop
the idea which we call transplantation of Margulis properties. Grosso modo, the underlying
philosophy is that if a discrete group acts properly by isometries on a Gromov-hyperbolic space
then it inherits, from this action, algebraic properties which in turn translates into Margulis
type properties when it acts on another metric measured space whose entropy is bounded. This
is the section in which the interplay between algebraic and topological properties is the most
enlightening. Finally, in Section 8, we recall the basic facts about Gromov-hyperbolic spaces.
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2 Quelques définitions et notations de base

Définitions 2.1. Soit (X,d) un espace métrique quelconque; soit I' un groupe agissant par
isométries sur (X,d),
(i) Rappelons que l'espace (X,d) est “propre” si toute boule fermée est compacte.

(ii) Nous dirons que l'action est “propre” si, pour au moins un x € X (et par conséquent
pour tout © € X ) et pour tout R > 0, l’ensemble des v € T tels que d(z,yx) < R est

fini.



(iii) L’action sera dite “discrete” si elle est fidéle et si l'image de T (par cette action)
dans le groupe des isométries de (X,d) est un sous-groupe discret (pour la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact).

Remarque 2.2. Sur un espace propre (X,d), toute action fidéle est propre si et seulement si
elle est discréte.

La preuve de la Remarque 2.2 sera donnée par la Proposition 8.11.

A I’exception des résultats de la section 3 et de certains des résultats de la section 7, les espaces
métriques sur lesquels nous travaillerons seront supposés propres, et les actions de groupes seront
supposées propres.

Classiquement, on appelle systole d’une variété riemannienne (Y,h) linfimum des longueurs
des lacets non homotopes a zéro. Si on considere (Y, h) comme le quotient de son revétement
universel (Y, h) par I'action (par isométries) de son groupe fondamental G, la systole de (Y, h)
coincide avec I'invariant inf g (min,yee(ep d(z,7v2)) de laction de G sur (Y,h).

Nous généralisons ici cette notion en posant les définitions suivantes :

Définitions 2.3. Soit (X,d) un espace métrique quelconque; soit T' un groupe agissant par
isométries sur (X, d),

— en tout point x € X , la systole (ponctuelle) de cette action est définie comme la quantité
sysp(z) := infgepy e} d(z, g 2) ;

— la systole (globale) de cette action est alors définie comme la quantité Sysp(X) :=
inmeX Sysp (iﬂ) ;

— la diastole de cette action est la quantité Diasr(X) := sup,cx sysp(z) .

La systole (au sens classique) d’une variété riemannienne (Y, h) est donc la systole globale de
I’action du groupe fondamental sur le revétement universel riemannien (17, l~1) de (Y,h), muni
de la distance riemannienne associée a la métrique riemannienne relevée h.

Contrairement & ce qui se passe pour les variétés riemanniennes compactes, la systole ponctuelle
(et a fortiori la systole globale) de laction d’un groupe I' sur un espace métrique (X,d) peut
étre nulle. Un de nos objectifs sera de trouver des classes d’espaces métriques et d’actions de
groupes (les plus larges possibles) telles que la systole (ponctuelle ou globale) de tous les espaces
de chacune de ces classes soit minorée par une méme constante strictement positive.

Dans toute la suite, pour toute valeur réelle § > 0 nous nous intéresserons aux espaces métriques
qui sont d—hyperboliques au sens de Gromov (une définition de ces espaces est donnée au début
de la sous-section 8.1) ; notons qu’en vertu de cette définition un espace d—hyperbolique est auto-
matiquement géodésique et propre. Dans toute la suite, sur un espace métrique §—hyperbolique
quelconque (X, d), nous faisons agir par isométries et de maniére propre un groupe I' quel-
conque, non virtuellement cyclique (voir les Définitions 2.1). Suivant en cela les conventions
canoniques, nous adopterons les

Définitions 2.4. Nous appellerons T* l’ensemble T\ {e} .

Nous noterons S,(x) (resp. Sy(z) ) Uensemble (fini quand action est propre) des v € T tels
que d(z,yz) <1 (resp. d(xz,yx) <r), et on notera T.(y) (resp. T'r(z) ) le sous-groupe de T
engendré par $,(z) (resp. par $,(x) ).

Dans ce travail, nous nous plagons dans le cadre général des espaces métriques mesurés (X,d, p).
Suivant une convention classique, nous noterons Bx(z,r) (resp. Bx(z,7)) la boule ouverte
(resp. fermée) de centre x et de rayon r > 0 dans 'espace (X,d).

Un espace métrique (X, d) est dit “espace de longueur” si, pour tous les (z,y) € X x X, il
existe un chemin continu joignant z et y et si d(z,y) est la borne inférieure des longueurs?! des

1. La longueur d’un chemin ¢ : [0,a] — X est la borne supérieure (éventuellement infinie), lorsque T =
{to,t1,...,tn} parcourt '’ensemble des subdivisions de [0,a] (i.e. 0 =ty < t1 < ... < tny_1 < tny = a), des

Ly(e) = X, d(e(tion, c(ti)) -



chemins qui joignent = et y.

Dans un espace de longueur, on appellera géodésique 'image d’une intervalle I de R par une
application isométrique ¢ (i. e. vérifiant d(c(t),c(s)) = |t — s| pour tous les ¢, s € I) : une
géodésique est donc par définition minimisante, en effet |t — s| est la longueur de la géodésique
mesurée entre les points c¢(t) et ¢(s), elle donc inférieure ou égale a la longueur de tous les
chemins joignant c(t) et c¢(s). Si nous nous restreignons aux cas ou l'intervalle I est de la
forme [a,b], ou [a,+o0[, ou | — oo, +00[, cette géodésique sera appelée (respectivement) seg-
ment géodésique, ou rayon géodésique, ou droite géodésique.

On appellera géodésique locale une application ¢ d’un intervalle I de R dans X qui est loca-
lement minimisante 2, c’est & dire que, pour tout t € I, il existe un € > 0 tel que ¢ soit une
géodésique en restriction a l'intervalle |t —e,t +e[NT.

On fera souvent ’hypothese que les espaces métriques considérés sont des espaces géodésiques :
un espace métrique est dit géodésique si deux points quelconques peuvent étre reliés par (au
moins) un segment géodésique ; il peut en général y avoir plusieurs segments géodésiques reliant
deux points distincts x, y : un léger abus de notation nous fera noter [x,y] un quelconque des
segment géodésiques qui relient ces deux points.

Un espace métrique géodésique (X, d) est dit avoir la propriété d’extension géodésique si, pour
toute géodésique locale ¢ : [a,b] = X (a # b), il existe un ¢ > 0 et une géodésique locale
d :[a,b+e] = X qui prolonge ¢ (i. e. ci{avb] = ¢). Cet espace sera dit géodésiquement complet
si toute géodésique locale ¢ : [a,b] = X (a # b) peut étre prolongée en une géodésique locale
¢ :] —00,+00[— X . Il est utile de rappeler quun espace métrique complet (X,d), qui est de
plus géodésique, a la propriété d’extension géodésique si et seulement s’il est géodésiquement
complet (cf. [BH99] Lemme I1.5.8 (1) p. 208).

Sur ces espaces métriques, nous ferons agir un groupe (a priori quelconque) I' ; nous ne consideérerons
que des actions par isométries et propres (voir la Définition 2.1 de ce type d’action), ce qui im-
plique en particulier que cette action opére via une représentation ¢ : I' — Isom(X,d) dont
le noyau est un sous-groupe normal fini de T' et dont l'image o(T') est un sous-groupe discret
du groupe Isom(X,d) des isométries de (X,d) (voir le Lemme 5.5, dont les résultats (i) et (ii)
sont valables sur des espaces métriques généraux) ; cela implique également que le stabilisateur
Stabr(x) dans T' de tout point x est fini.

L’espace-quotient I'\X sera muni de la distance-quotient d définie par d (T -z, - 2') :=
inf, gerd(yz,gz’) = inf,erd(z,v y) aussi, lorsque nous parlerons du diamétre de T\X , ce
diametre sera calculé par rapport a cette distance.

Pour une telle action d’un groupe I' sur un espace métrique X , un certain nombre des résultats
que nous énoncerons seront dénommés “Propriétés de Margulis”; sous cette appellation, nous
entendrons que ces résultats essaierons, pour chacun des problémes M; (i = 1,2,3,4) énoncés
ci-dessous, de calculer des constantes universelles (i. e. valables sur un ensemble M; d’espaces
métriques X et d’actions de groupes I' le plus grand possible3) répondant aux exigences sui-
vantes :

— Probléeme M; : Trouver un ensemble My d’espaces X, de groupes I' et d’actions
de T' sur X, et une constante universelle €1 > 0 tels que soit vérifiée la propriété :
Ve e X, T () est virtuellement nilpotent ,

— Probleme M, : Trouver un ensemble Mo d’espaces X , de groupes T' et d’actions de
' sur X, et une constante universelle eo > 0 tels que Diasp(X) > &2,

— Probleme Mj : Trouver un ensemble Ms d’espaces X , de groupes T' et d’actions de
' sur X, et une constante universelle 3 > 0 tels que Sysp(X) > e3,

— Probleme M, : Trouver un ensemble M, d’espaces X , de groupes T' et d’actions de
I' sur X, et des constantes universelles €4 ,Cy,C1 > 0 tels que la propriété suivante soit

2. Dans le cas des variétés riemanniennes, ce que nous appelons ici ”géodésiques locales” sont les géodésiques
au sens riemannien du terme, ces derniéres n’étant que localement minimisantes.

3. L’ensemble M; sera précisé dans chaque énoncé, ainsi que la valeur des constantes universelles correspon-
dantes.



vérifiée : en tout point x € X et pour tout € €]0,e4], s’il existe un o € T' non trivial
tel que d(z,0x) < e, alors tout v € T' qui ne commute pas avec o vérifie d(xz,yx) >

Cl 1n<1—|—00)
€

Parmi les actions de groupes auxquelles s’applique ce travail, citons I'action d’un groupe discret
I', muni d’une partie génératrice finie >, sur son graphe de Cayley Gs(I'). On notera |v|x la
métrique des mots relative & ¥ (i. e. chacune des manieres d’écrire v comme produit d’éléments
de YUY~ formant un mot, |y|s; désigne la longueur minimale de ces mots) et ds la distance
algébrique associée sur le groupe I (i. e. ds(7v,g) := |7 1 g|s ), ainsi que la distance de longueur
induite sur le graphe Gx (') (car |y|s est aussi 'infimum des longueurs des chemins joignant e
a « dans le graphe de Cayley, chaque aréte du graphe étant de longueur unitaire). Par un léger
abus de langage, nous adopterons la méme notation dx; pour cette derniere distance de longueur
et pour la distance algébrique qui en est la restriction aux sommets du graphe de Cayley.

Toute mesure p considérée dans cet article sera, par définition, positive (i. e. tout ensemble
mesurable sera de mesure positive ou nulle, éventuellenent infinie), non nulle et borélienne (i. e.
toute boule ouverte sera mesurable). Des mesures qui seront souvent considérées sont :

—la mesure de dénombrement # , pour des ensemble discrets;

— la mesure de comptage pul = Z’yel" 0yz de Uorbite I' - d’un point x fizé, associée a toute
action propre d’'un groupe I' sur un espace X , ou J, désigne la mesure de Dirac au point ¥ ;
— la mesure 1—dimensionnelle induite sur le graphe de Cayley Gs(T), telle que la mesure de
chaque portion d’aréte du graphe soit égale a sa longueur.

— la mesure riemannienne dvgy d’une variété riemannienne (X, g), définie sur X elle-méme, ou
(selon le contexte) la mesure relevée sur son revétement universel X.

Les espaces métriques qui seront notre premier objet d’étude sont les espaces §-hyperboliques au
sens de Gromowv, dont nous rappellerons la définition et les notions de base nécessaires au présent
travail dans I’Appendice ; en cohérence avec cette définition, les espaces d-hyperboliques que nous
considererons seront toujours géodésiques et seront supposés propres, sans qu’il soit nécessaire de
le rappeler.

De maniere classique, on appellera groupe &-hyperbolique la donnée d’un groupe discret I' et
d’une partie génératrice ¥ tels que le graphe de Cayley Gx(I') (muni de la distance de longueur
dy, définie ci-dessus) soit un espace d-hyperbolique au sens de Gromov.

Plagons nous maintenant dans un espace 6-hyperbolique (au sens de Gromov) (X, d) : on utilisera
alors les symboles 90X pour le bord de Gromov (aussi appelé bord idéal) de 'espace X , et LT
pour U'ensemble limite d’'un groupe discret I' agissant par isométries sur X (i. e. ’ensemble des
points d’accumulation dans 0X de n’importe quelle orbite I'- z).

Finalement, on appellera élémentaire un espace ou un groupe hyperbolique dont le bord possede
au plus deux points; sera dite également élémentaire toute action d’un groupe I' sur un espace
hyperbolique (X,d), dont 'ensemble limite vérifie #(LG) < 2.

Dans la section 7, nous quitterons 'univers des espaces d-hyperboliques pour nous intéresser aux
espaces métriques mesurés généraux et nous verrons pour quel type de groupes les propriétés de
Margulis, valables sur les espaces J-hyperboliques, sont encore valables sur un espace métrique
mesuré.

Sur tous ces espaces, 'invariant qui se substituera & la courbure (et que nous retrouverons tout au
long de cet article) est 1'entropie d’un espace métrique mesuré, que nous allons définir, discuter
et comparer a d’autres invariants dans la section qui suit.

3 Entropie, propriétés de doublement et de “packing”.

3.1 Entropies

Définitions 3.1. Pour toute action d’un groupe T sur un espace métrique (X,d), on appel-
lera “domaine recouvrant” n’importe quel sous-ensemble K C X tel que U’yEF YK =X et



“domaine fondamental” n’importe quel domaine recouvrant tel que vK° N K° = 0 pour tout
vy eT™* (ou K° désigne Uintérieur de K ). L’action de T' sera dite “cocompacte” s’il existe un
domaine compact qui est recouvrant pour cette action.

Définition 3.2. L’entropie d’un espace métrique mesuré (X,d,u) (notée Ent(X,d,u) ) est
1
définie comme la limite inférieure (quand R — 400 ) de I In (M(Bx(x,R))) . Cette limite

inférieure ne dépend pas du choix de x .

Cet invariant (éventuellement infini) donne une information tres faible sur la géométrie de I’espace
métrique, cependant il devient intéressant (tout en restant une information treés faible sur la
géométrie de l’espace métrique, voir la sous-section 3.3) lorsqu’il existe un groupe I' qui agit
sur (X,d) par isométries, de maniere propre (et éventuellement cocompacte), et quand on se
restreint aux mesures boréliennes p qui sont invariantes par cette action. Une mesure de ce
type jouera un role privilégié dans la suite : la mesure de comptage pl de lorbite T -2 d’un
point = firé, définie en section 2. Dans le cas cocompact, I’entropie ne dépend pas de la mesure
I'—invariante choisie, comme le démontre la

Proposition 3.3. Pour tout espace métrique non compact (X,d), pour tout groupe T’ qui agit
sur (X,d) par isomélries, de maniére propre et cocompacte, pour toute mesure p (non triviale)
sur X invariante par cette action, s’il existe un domaine compact recouvrant (pour cette action)
de u—mesure finie, alors Ent(X,d, u) = Ent(X,d, uL) pour tout z € X .

Si, de plus, (X, d) est un espace de longueur, alors Ent(X,d, u) est la limite (quand R — +00 )

de % In (/L(Bx(x,R))) .

Cette Proposition est la raison qui nous fera désormais adopter la notation Ent(X,d) au lieu de
Ent(X,d, ) pour ce type de mesures. La preuve de cette Proposition 3.3 s’appuie sur les deux
Lemmes qui suivent

Lemme 3.4. Pour toute action propre d’un groupe T sur un espace métrique (X,d), si le
quotient T\X est compact, alors Uespace (X,d) est propre et toute boule fermée de rayon au
moins égal au diametre de T\X est un domaine compact recouvrant pour cette action.

Preuve : Si T\ X est compact et de diametre D, pour tout R > D, pour tout = € X , et pour
toute suite (y,)nen de points de la boule fermée Bx(z, R), il existe une sous-suite (que nous
noterons encore (¥, )nen ) dont I'image par 7 converge dans (I'\X,d) et, par définition de la
distance-quotient d (voir le Lemme 8.12(i)) et puisque Bx(z, R) est un domaine recouvrant, il
existe un point Yo, € Bx(x, R) et une suite (7,,)nen d’éléments de T tels que d(yn, ¥, Yoo) — 0

quand n — +o00. Il existe donc un N € N tel que, pour tout n > N, on ait

comme l'action est propre, ceci implique que la suite (7,,)n>n prend un nombre fini de valeurs,
donc admet une sous-suite constante et égale a un élément fixé v € I'. Il existe donc une sous-
suite de la suite (yn)nen qui converge vers v yoo . Ceci prouve que toutes les boules fermées de
rayon R > D sont des domaines recouvrants compacts, donc que toutes les boules fermées sont
compactes. [

Lemme 3.5. Pour tout espace métrique non compact (X,d), pour tout groupe T' qui agit sur
(X, d) parisométries, de maniére propre et cocompacte, pour toute mesure i invariante par cette
action, pour tout domaine compact recouvrant K de cet action, pour tout point x € X pour
tous les réels R, R tels que 0 < R' < R, on a

M(Bx(gc,R’))
ub (Bx(x, R + diam(K)))

piy (Bx (z, R—R'")) < p(Bx (2, R)) < p(K) - i, (Bx (z, R+diam(K)))

Preuve : La preuve suit (en la corrigeant légerement) la démonstration de la Proposition 2.3 de
[Rev08]. Par définition d’un domaine recouvrant, il existe un élément g € I' tel que =z € g+ K.



Posons K’ := g- K pour simplifier, en notant ir(x) Pensemble des v € T' tels que d(z,yx) <r
et D :=diam(K) le diametre de K , 'inégalité triangulaire donne :

(Bx(@.B) < (Vyes, pwy 1K) S D wK') = p(K) - uf (Bx (2, R+ D)) .

€S Rt p(2)

Pour démontrer la premiere inégalité du Lemme 3.5, rappelons que, si @ et ps sont deux
mesures sur X , pour tout U C X mesurable, on a la formule

[ wa(Bxen) dunte) = [ (B () ) duao) &
U X

car les deux membres de cette égalité sont égaux a [ [y Ljo.((d(z,y)) 1u(z) duo(y) dp ().
En y remplacant u; par pl et us par u, 'égalité (1), et le fait que ,u(BX(fy m,R’)) =
p(Bx (z,R')) par I'—invariance de d et de p, donnent

L (Bx(z, R— R')) - p(Bx(z, R')) :/B - 1(Bx (2, R')) dpg (2) =

Lo P B 0B R ) di(0) < 4 (B R+ D) (B, )

ou la derniere égalité découle du fait que, par définition d’'un domaine recouvrant, pour tout
y € X, il existe un g € T tel que Bx(y,R') C Bx(gz,R'+ D). O

Fin de la preuve de la Proposition 3.3 : Choisissons un domaine compact recouvrant K tel
que pu(K) < +oo et un point x quelconque de X, il existe alors un point 2’ € K et une
isométrie g € T' tels que = ga’ ; posons D := diam(K) et choisissons R’ = D + 1, de
sorte que K C Bx(z/,R’). Le fait que pl,(Bx(2/,R+ D)) < +oo pour tout R >0 (en vertu
de I'hypothese de propreté de action), injecté dans la seconde des inégalités du Lemme 3.5, a
deux conséquences : d’une part ,u(BX (J;’,R)) < 400 pour tout R > 0, d’autre part, si u(K)
était nul, on aurait p(Bx (2, R)) = 0 pour tout R > 0 et, en tant que réunion croissante des
Bx(2',R), u(X) serait alors nul, ce qui impliquerait que p est triviale, en contradiction avec
I’hypothese : on a donc pu(K) > 0, ce qui implique que u(Bx (2, R’)) > 0. En injectant ces deux
résultats de positivité et la finitude de p(K) et de p(Bx (2, R')) dans les inégalités du Lemme

1
3.5, nous obtenons que les limites inférieures (quand R — +oo) de 7 In (u(B x (2, R))) , de
1 1
= In (ug, (Bx(a/, R))) et de = In (ug (Bx (=, R))) coincident, cette derniére coincidence étant
une conséquence du fait que ugz, = pt, et que puf, (Bx(ga’,R)) = ul, (Bx (2, R)) . Ceci prouve
que Ent(X,d,n) = Ent(X,d, ul).
Supposons maintenant que (X, d) est un espace de longueur, alors les propriétés ci-dessus et le

1
lemme 3.5 impliquent que, si = In (,u£ (Bx (=, R))) admet une limite quand R — +o0, il en est
1
de méme pour = In (M(B x (z, R))) . L’existence d’une telle limite se déduit, de maniere presque

classique, du fait que la fonction R+ In (ug (B x(z, R+ 2 D))) est croissante et sous-additive,

voir la Propriété 2.5 de [Rev08] pour une preuve compléte. O

Deux exemples classiques ou cette notion d’entropie s’applique sont :

— la notion classique d’entropie volumique d’une variété riemannienne compacte (M,gq),
qui peut étre définie, selon la définition 3.2, comme Ent(M,d;,dvs), out (M,§) est le
revétement universel riemannien de (M, g), o dj est la distance riemannienne associée
a la métrique g, et ot dv; est la mesure riemannienne associée. Remarquons que, dans ce

cas, le groupe I' est le groupe fondamental de M , agissant isométriquement sur (]\7 ,49)
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par transformations de revétement ; on peut donc remplacer, dans cette définition, dvg
par la mesure de comptage ul de l'orbite de T' ou par n’importe quelle autre mesure p
invariante par I'action de T sur M .

— la notion d’entropie algébrique d’un groupe finiment engendré quelconque T, associée au
choix d’un systéme fini 3 de générateurs : Dans ce cas, “l’entropie algébrique de T' relative
a X7 (également appelée tauz de croissance exponentielle, ou exposant critique de T’ par
rapport & X et notée ici Ent(I', X)) peut étre définie de deux manieres équivalentes :
soit comme l’entropie de l’espace métrique mesuré (I',ds,#), ol dy est la distance
algébrique associée au systeéme générateur > (définie dans la section 2), soit ’entropie de
lespace métrique mesuré (Gs(T'),ds, 1), ou Gs(T') est le graphe de Cayley de T' associé
au systeme générateur X, ou dy et p désignent respectivement la distance de longueur et
la mesure 1—dimensionnelle induites sur le graphe (pour la définition de ces deux notions,
voir la section 2).

Un lien entre ces deux notions est donné par le résultat classique suivant. Désignons par d,
la pseudo-distance “géométrique” (T —invariante par translations & gauche) définie sur T' par
d.(v,v") = d(y z,7" ), la notion de boules pour la pseudo-distance d, étant bien définie sur
I, on peut définir 'entropie de l'espace pseudo-métrique mesuré (T',d,,#) comme la limite
inférieure, lorsque R — 400, de & In(#{7:ds(e,y) < R}). Notons Stabr(z) le stabilisa-
teur de = dans I', la pseudo-distance induit une vraie distance sur I'/Stabr(z) et lentropie
de l'espace métrique mesuré (I'/Stabr(z),d,,#) coincide avec l'entropie de (I',d,#) lorsque
Stabr(x) est fini.

Lemme 3.6. — Soit I' un groupe finiment engendré et ¥ un systéme fini de générateurs de
T, pour toute action propre, par isométries, de I' sur un espace métrique (X,d), pour toute
mesure pu I'—invariante sur X , pour tout x € X, on a :

1
Ent(X > Ent(X Iy = Ent(T > Ent(T,Y) .
nt(X, d, p) > Ent(X, d, u,,) nt(T, d,, #) > Maxyox d(z,07) nt(T, %)

Preuve : L’égalité Ent(T, d,, #) = Ent(X,d, uL) découle du fait que, par définition de ul et de
la peudo-distance d,, uL(Bx(z,R)) coincide avec # {7 : d,(e,7) < R}.

Posons M := Max,ex d(x,0 x). L’inégalité triangulaire implique que d(x,v ) < M - ds(e, )
et donc que

% In (ug(BX(a:,R))) > % In (# {7 tdx(e,n) < ﬁ}) ;

ce qui, en passant a la limite inférieure quand R — +o00, prouve la derniere inégalité du Lemme
3.6 (remarquer que ce résultat reste valable lorsque Ent(X,d, ul) = +o00).

Comme la mesure totale de X est strictement positive, il existe un R’ > 0 tel que M(B(ac, R )) >
0 ; la formule (1) (ot on remplace u; par ul et us par u) donne, pour tout R >0,

W (Bl ) n(Bx(@ B) = [ u(Bx(eR)) did(2)
Bx(ZL’,R)
- / i (Bx(y, R') N Bx (2, R)) duly) < / W (Bx (. R)) duly) . (2)
Bx (z,R+R') Bx (z,R+R’)

Si d(y,T'z) > R, alors B(y,R')NTz =0 et ul(Bx(y,R')) =0;si d(y,Tz) < R, il existe
un g € I tel que d(y,gz) < R’ et I'inégalité triangulaire assure que Bx(y,R') C Bx(gz,2R’),
donc que

wy (Bx(y, R)) < py (Bx (9,2 R')) = i, (Bx (2,2 R)) ,
ott la derniére égalité découle de la I'—invariance de la mesure pl et du fait que Bx(gx,2 R') =
9(Bx(z,2R’)) . En reportant ces deux derniéres estimées dans I'inégalité (2), nous obtenons

p (Bx (z, R)) - p(Bx (2, R')) < pip (Bx (2,2 R')) - p(Bx (2, R+ R)) ;

En passant au logarithme de part et d’autre de cette derniere inégalité, en divisant par R + R’
et en passant a la limite inférieure de part et d’autre quand R — +o00, nous en déduisons que
Ent(X,d, ) > Ent(X,d, ul), ce qui achéve la preuve. [
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3.2 Propriétés de doublement et de “packing”

Définitions 3.7. Pour toutes données du réel Cy > 1 et d’un intervalle I C0,+oo[,

(i) un espace métrique mesuré (X,d,p) est dit “vérifier la condition (ou I'hypothese) de
Cy—doublement pour toutes les boules de rayon r € I centrées en un de ses points z” si
la propriété suivante est vérifiée :

pu(Bx (z,27))
u(Bx (z,7))
(#i) un espace métrique mesuré (X,d,p) est dit “vérifier 'hypothese de Ch—doublement

faible a I’échelle g autour d’un de ses points z” s’il vérifie [’hypothése de Cy—doublement
pour toutes les boules de rayon r € [%" , 2r0] centrées en x .

vrel , 0<pu(Bx(z,r))<+oc et <(Cy . (3)

(iii) un espace métrique mesuré (X,d, ) est dit “vérifier 'hypothese de Cp—doublement
fort a I’échelle o autour d’un de ses points x” s’l vérifie 'hypothése de Cy—doublement
pour toutes les boules de rayon r €10, 2rg] centrées en x .

Si la condition (3) est vérifiée en tout point x € X et pour tout r € I (resp. en tout point
xz € X et pour tout r € [%‘), 2r0] , resp. en tout point © € X et pour tout r € 10, 27g] ), on
dira que Uespace métrique mesuré (X, d, p) “vérifie 'hypothese de Cyp—doublement pour toutes
les boules de rayon r € I 7 (resp. “vérifie 'hypothese de Cy—doublement faible & I’échelle ry 7,
resp. “vérifie 'hypothese de Cyp—doublement fort a ’échelle 7o 7).

Dans tout les cas, la valeur Cy sera appelée “I’amplitude du doublement” et la moyenne logarith-
mique 1o (la moyenne ro si la borne inférieure de lintervalle est 0 ) des bornes de l'intervalle

des variations de r sera appelé “I’échelle du doublement” 4.

Ces définitions s’appliquent en particulier & la mesure de comptage ul , introduite & la suite de la
Définition 3.2, en présence d’une action isométrique propre d’un groupe I' sur (X, d) (le fait que
I’action soit propre assure que les boules de (X, d) sont de ul —mesure finie). Quand la mesure
de comptage ul de l'orbite de z satisfait une propriété de C—doublement pour tout choix
du point z, nous dirons simplement (par abus de notation) que (I, d,) satisfait la condition de
C-doublement. Nous verrons dans le Lemme 3.15, que, (X,d) et I étant fixés, une hypothese de
doublement portant sur la mesure pl est la plus faible de toutes les hypotheses de doublement
portant sur des mesures I'—invariantes pu ; cependant une difficulté vient du fait que, pour tout
point y € X tel que d(y,I'-z) > %ro, uE(Bx(y,70/2)) = 0, et par conséquent la condition
de doublement (3) n’est alors vérifiée pour aucune boule centrée en y, de rayon r < %ro, par
exemple I’hypothese de Cy—doublement faible a une échelle r; < ry autour du point y n’a
alors aucun sens. C’est pourquoi, dans la suite, nous ne ferons d’hypothese de doublement de la
mesure ul que pour des boules centrées au point x (ou en un point de I'x).

Remarquons qu’il n’est nullement nécessaire de supposer que 'action de I' est “sans point fixe” :
en effet, si le point x a un stabilisateur (noté Stabr(xz) non trivial, celui-ci est forcément fini
(car Paction est propre) et, pour tout g € I', on a Stabr(gz) = g - Stabp(z) - g~ 1. 1y a
alors une autre définition classique de la mesure de comptage, & savoir la mesure !, définie par
o (A) = #(ANT z) pour tout ensemble mesurable A C X ; on a alors ul = #(Stabr(x)) - 1), ,
ce qui implique que uL vérifie 'hypothése de Cp—doublement pour toutes les boules de rayon
r € I centrées en z si et seulement si pf, la vérifie.

C’est pourquoi quand, dans la suite, quand nous parlerons d’une hypothese de doublement vérifiée
par la mesure de comptage de lorbite T x , la mesure ainsi désignée sera indifféremment la mesure
Wl ou la mesure pl .

Enfin, reliée a 'hypothese de doublement, ’hypothese de ”packing” est devenue classique depuis
les travaux fondateurs de M. Gromov et peut (par exemple) s’énoncer comme suit :

4. Remarquons d’une part que, pour tout A > 0, ni ’échelle ni ’amplitude ne sont modifiées quand la mesure
1 est remplacée par A - p, d’autre part que ’échelle rg est multipliée par A, sans changement de 'amplitude,
lorsque la distance est multipliée par .
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Définition 3.8. Pour toutes les données des constantes universelles Nyg € N* et ro > 0, un
espace métrique (X,d) est dit “vérifier la condition de packing de borne Ny a l'échelle rq 7 si,
pour tout x € X , le nombre mazimal de boules disjointes de rayon r9/2 qu’on peut inclure dans

la boule Bx(x,971¢) est inférieur ou égal a Ny .

3.3 Comparaison entre les différentes hypothéses possibles : borne de
I’entropie, des constantes de doublement ou de “packing”, de la
courbure de Ricci

Tout d’abord I’hypotheése “Entropie majorée” ou une hypotheése de doublement faible (& une cer-
taine échelle) de la mesure de comptage d’une orbite de ’action de I' ont un sens sur des espaces
métriques tres généraux, alors que, a 'autre extrémité de la chaine, I’hypothese de “courbure
de Ricci minorée” n’a de sens que pour des variétés riemanniennes. Méme si on se restreint au
cadre des variétés riemanniennes, et au cas ou I' est le groupe fondamental d’une variété com-
pacte agissant sur son revétement universel, la comparaison entre toutes ces hypotheses peut se
résumer grossierement de la maniere suivante :

Comparaison 3.9. L’hypothése “Entropie majorée” est strictement plus faible qu’une hypothése
de doublement faible de la mesure de comptage de U'orbite d’un point = donné (cf. le Lemme 3.10
(ii)), elle-méme strictement plus faible qu’une hypothése de packing a une échelle équivalente (cf.
le Lemme 3.12), elle-méme plus faible qu’une hypothése de doublement faible de la mesure rie-
mannienne (cf. le Lemme 8.14), elle-méme strictement plus faible que I’hypothése de doublement
fort a la méme échelle (cf. le Lemme 3.16 et son corollaire 3.17), elle méme strictement plus
faible que Uhypothese de “courbure de Ricci minorée” (cf. le Lemme 3.18).

De plus, si on se restreint a la comparaison des différentes hypothéses de doublement faibles,
Uhypothese de doublement est d’autant plus forte que ’échelle de ce doublement est petite (cf. le
Lemme 3.10 (i)).

11 convient de remarquer que, dans le cas cocompact, sur une variété riemannienne fixée (X, g),
pour toute échelle 7y fixée, il existera toujours une constante C(rg) telle que la mesure rie-
mannienne vérifie la propriété de C(rp)—doublement faible a ’échelle 7y ; de méme il existera
toujours une constante H telle que lentropie de (X, g) soit majorée par H . Ici nous compa-
rons des familles d’espaces métriques mesurés : une premiere hypothese est dite strictement plus
faible qu’une seconde si la famille des espaces vérifiant la seconde hypothese est strictement in-
cluse dans la famille des espaces vérifiant la premiere hypothese, les constantes qui interviennent
dans la premiere hypothese se calculant en fonction des constantes qui interviennent dans la
seconde ; par exemple, sur ’ensemble des variétés riemanniennes, dire que '’hypotheése “Entropie
majorée” est strictement plus faible que (par exemple) 'hypothese de “doublement faible de la
mesure riemannienne”, c’est dire que, pour toute donnée des constantes ry et Cj, il existe une
constante H(rg,Cp) (calculable en fonction de ry et de Cp) telle que 'ensemble des variétés
riemanniennes qui vérifient I'hypothese de Cy—doublement faible a I’échelle 1y soit strictement
inclus dans l’ensemble des variétés riemanniennes d’entropie majorée par H(rg, Cp) .

Les Lemmes qui suivent précisent et démontrent les résultats de comparaison énoncés ci-dessus :

Lemme 3.10. (“Entropie majorée” vs. “doublement faible de la mesure de comptage”).— Sur
tout espace métrique de longueur (X,d), pour toute action propre par isométries de T' sur (X, d)
telle que T\X soit compact et de diamétre majoré par D, s’il existe un point xo de X tel que
la mesure de comptage ,ugo de lorbite T - xg vérifie la propriété de Cy—doublement faible pour
au moins une échelle Ry > D autour du méme point xo, alors
. r oy 301+ [ 252 ]) ‘
(i) la mesure de comptage p,  vérifie la propriété de C, ° " —doublement faible au-
tour du méme point xo pour toute échelle Ry > Ry

3
(i) Uentropie de (X,d) est majorée par R—ln Co.
0

En d’autres termes l’ensemble des (X,d,T") tels que la mesure ugo vérifie la propriété de
Co—doublement faible a I’échelle Ry > D est inclus dans I’ensemble des (X, d,I") dont I’entro-
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pie est majorée par R% InCy . Cette inclusion est stricte car, pour tout réseau I' agissant sur
R™, R™ est d’entropie nulle, alors que I’hypothese de Cy—doublement a ’échelle Ry n’est plus
vérifiée quand la dimension n est suffisamment grande.

Preuve du Lemme 3.10 : Rappelons que ir(xo) désigne l'ensemble des v € T' tels que d(xg,vy o) <
r , notons R n’importe quel réel supérieur ou égal a Ry .

De Dégalité (1) (appliquée dans le cas ol les deux mesures concernées p; et po sont égales a
p, ), nous déduisons :

/ PR (B AR dpl) = [ (B A Ro) 0 B (o, B) i 1)
Bx (zo,R X

ce qui implique, par un calcul direct utilisant la définition de ugo et le fait que = — ugo (B x (z, 4R0))
est constant sur le support de pl

ph (Bx (20, R)) - pih (Bx(z0,4R0)) > > ppy (Bx(v70,4 Ro) N Bx(z0,R))  (4)

YES Ry Ry (T0)

— Si d(zg,7 z9) < |R—4 Ry|, Bx (v 20,4 Ro)NBx(x0, R) contient soit la boule Bx (g, R),
soit la boule Bx (v 9,4 Ro) : dans les deux cas, on a ,ugo (BX(’y x0,4 Ro) N Bx (zo, R)) >
11, (Bx (20, Ro))

— Si |R—4Ro| < d(xg,7 x0) < R+ Ry, comme nous sommes sur un espace de longueur,
pour tout € tel que 0 < e < Ry — D, il existe un point y(vy) € X (choisi par exemple
sur un chemin presque minimisant joignant zy a v xg, dont la longueur est inférieure a
d(xg,7v xo) + €) tel que

1

d(zo,y(7)) = B [d(z0,7 20) + R—4Rg] et d(7v zo,y(7)) < % [d(z0,7y w0) = R+4Ro+2¢] .

On vérifie aisément que

3Ry

Bx <y(’y), 5 = E) C Bx (y('y)7 % [R+ 4Ry — d(xg,y 0)] — 5) C Bx (v x0,4 Ro)NBx (zg, R) .

Comme il existe un g € T' tel que d(gxo,y(7)) < D < Ro—e, Uintersection Bx (y @o,4 Ro)N
Bx (z0, R) contient la boule Bx(gzo, ).

Pour tout v € Sg4 g, (20) , on a donc pt (Bx (v 20,4 Ro) N Bx (20, R)) > L, (Bx (20, &2)) ; en
reportant cette inégalité dans (4), nous obtenons :

18, (Bx (w0, )45 (Bx (20, 4R0)) > 3. ,ugo(Bx(l‘o,%)):Mgo(BX(@“O,R—FRO))-MEO(BX(QSO,%))a

YE€X R4 Ry (%0)

tir, (Bx (o, R+ Ry)) < ti, (Bx (0, 4Ry))

et donc < < C8, et par conséquent que, pour tout
i, (Bx (w0, R)) iz [B (20, 5 Ro)]
' (Bx(zo,R+kR L' (Bx(z0,2R
k € N*| M”“O(FX( 0 O)) < Cgk | ce qui implique d'une part que M"Ll‘i( x (@0 ))
1, (Bx (0, R)) pk, (Bx (20, R))
30+ [£]) . . , ; . oré 3
o et acheve la preuve de (i), et d’autre part que I’entropie est majorée par o In(Cy),
0

achevant la preuve de (ii) (rappelons que, 'entropie ne dépendant pas, dans le cas présent, de la
mesure I'—invariante choisie, il nous est loisible de la calculer pour la mesure de comptage). O

Le lemme qui suit est la technique de base pour comparer les hypotheses de doublement de la
mesure et de “packing” :

Lemme 3.11. Pour tout espace métrique (X,d), pour toute action (propre, par isométries)
d’un groupe T' sur (X,d), pour tout x € X, pour tout entier k > 5 et tout réel r > 0, notons
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N{(r) le nombre mazimal de boules disjointes de rayon 5 (dont les centres sont astreints a étre
des points de l'orbite T'-x ) qui peuvent étre incluses dans la boule Bx (x,k %) . Alors, pour toute
mesure u I'—invariante sur X, en comparaison avec la mesure de comptage ul de lorbite
I' -z, nous obtenons :

He (Bx (2, (k=1 5)) _ or o\ #(Bx(2.k5))

< N (r) < :
p (Bx (7)) p(Bx(z,5))
Preuve : Pour simplifier les écritures, posons N := N,g(r) ; notons Yy x,..., yv T les centres
d'un remplissage maximal de la boule Bx(x,k %) par des boules disjointes de rayon & dont

les centres sont astreints a étre des points de I' - . La I'—invariance de la mesure p, assure
que p(Bx(viz, %)) = p(Bx(z,%)) pour tout i et, par conséquent, que N - (Bx(z,%)) <
1 (BX (x,k %)) , ce qui démontre I'inégalité de droite du Lemme 3.11.
Sl existe un v € T’ tel que yx € By (x, (k—1) g) NT -z et tel que yz n’appartienne a
aucun des Bx (y;x, r), les boules de rayon 7, centrées en vy z,...,vn(x),y2 sont disjointes
et incluses dans la boule Bx(x,k %), en contradiction avec le fait que le remplissage par les
boules de rayon 7, centrées en y;x,..., vz est maximal. Il s’ensuit que
— r
Bx (x, (k—1) 5) Nz c UY, (BX (v, T)ﬂF'I),

et, par conséquent, que # (EX (m, (k—1) %) NI x) < N #(Bx (z,r)NT-z). Ceci (et
I’équivalence entre les deux définitions de la mesure de comptage précisée avant la Définition
3.8) donne la propriété suivante de doublement, qui termine la preuve :

W By (z. (k—1)5))  # (Bx (x, (k—1)Z)NT )
i (Bx(@r)  #Bx@.nnrtax) U

Lemme 3.12. (Doublement faible de la mesure de comptage vs. “packing”).— Pour tout espace
métrique (X,d) qui vérifie la condition de packing de borne Ny a l’échelle 1o , pour toute action
(propre, par isométries) d'un groupe T' sur (X,d), pour tout x € X , la mesure de comptage pl
de lorbite T' - x wvérifie la condition de No—doublement faible a l’échelle 2ry autour du point
x.

Preuve : Rappelons que Nig(rg) désigne le nombre maximal de boules disjointes de rayon 3
(dont les centres sont astreints & étre des points de 'orbite I'-z ) qui peuvent étre incluses dans la
boule Bx(x,970) ; en vertu de la Définition 3.8 du “packing”, on a Nig(r9) < Np. La premiere
inégalité du Lemme 3.11 (ol on pose k = 18) permet d’en déduire que, pour tout r € [rg,4 7] :

ph [Bx (2,20)] _ 5 [Bx (2. 5 70)]
WL [Bx (1)) = ub[Bx (o))

< Nig(ro) < Ny . O

En d’autres termes I'ensemble des (X, d,I") qui vérifient la condition de packing de borne Ny a
I’échelle 7o est inclus dans 'ensemble des (X, d,T") tels que la mesure ul associée & tout point
x vérifie la condition de Np—doublement faible a I’échelle 27y autour de x, lui-méme inclus
dans l'ensemble des (X,d,T') tels que la mesure pl associée & au moins un point z vérifie la
condition de Ng—doublement faible a I’échelle 27y autour de x. Cette inclusion est stricte,
comme le prouvent les exemples suivants :

Exemples 3.13. L’échelle 79 étant fixée (et quelconque dans les exemples (1) et (3)), chacun des
exemples qui suivent construit une suite de variétés riemanniennes (X, gr) et d’actions isométriques
propres d’un groupe 'y telles que le nombre maximal Ny(r¢) de boules disjointes de rayon ro/2 qu’on
peut inclure dans une boule de rayon 979 de (X&, gr) tende vers l'infini avec k (donc, pour toute donnée
de No et pour tout k suffisamment grand, (X, gx) ne vérifie pas la condition de packing de borne Ny
a l’échelle r¢ ), alors que la mesure de comptage ug’,j de l'action de T'y, sur Xj vérifie la condition de

Co—doublement faible & 1’échelle 27y (pour des valeurs de Co et de rg fixées indépendamment de k) :
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(1) Pour tout réseau TI'y := § -Z x k - 7ZF~1 agissant sur (R*,can.), pour tout choix d’échelle

ro > 0, pour tout point = € R* la mesure ,ug’c vérifie la condition de 2—doublement faible
a Déchelle 279 autour du point z deés que k > 8rg, alors que le nombre maximal Ny (ro) de
boules disjointes de rayon ro/2 qu’on peut inclure dans une boule de rayon 9ro de (]Rk7 can.)
tend vers 'infini avec la dimension k.

(2) Cet exemple se généralise au cas ou (X,g) est le revétement universel riemannien d’une
variété riemannienne (X,g) compacte de courbure comprise entre —1 et —K 2 et ot ' est son
groupe fondamental. Une variante du Lemme de Margulis classique démontre alors ’existence
d’un g9 > 0 universel tel que, dans chaque partie mince (i. e. dans chaque composante connexe de
I’ensemble des points de X ofi le rayon d’injectivité est inférieur & o), il existe une géodésique
périodique ¢ le longueur inférieure a 2 ¢, dont la classe d’homotopie engendre I's co(z),ou x
est le relevé de n’importe quel point Z de ¢ ; comme Iz, (z) agit par translations sur le relevé
¢ de ¢ passant par z et comme d(x,vx) > 2 g9 pour tout v € I'\I'a,(z), la mesure b vérifie
la condition de 2—doublement faible & 1’échelle 27 pour tout ro < &9 /4. Au contraire, pour
toute suite pointée (X, gk, xr) de telles variétés (i. e. on fixe un point xp dans chaque Xy )
Ni(ro) tend vers Uinfini lorsque la dimension des X}, tend vers 'infini ou lorsque la courbure de
X, tend vers —oo sur les boules Bx, (zx,270) .

(3) Dans cet exemple, la suite (Xg, gr)ren+ sera construite de telle maniére que la dimension des
X soit fixée (égale & n), que léchelle ry soit quelconque et que la topologie des X devienne
de plus en plus compliquée (ce qui se déduit, par exemple, du fait que leur caractéristique d’Euler
tende vers l'infini) quand k — +00.

Partons en effet d'une variété riemannienne compacte quelconque (X,g), notons (X,g) son
revétement universel riemannien et I' son groupe fondamental (agissant sur (X,g) par trans-
formations de revétement isométriques). Pour tout € > 0 suffisamment petit, considérons un
2e —réseau R. = {2} de (X,§), ayant un nombre minimal N(c) de points; les boules
Bx(%:,¢) étant alors disjointes on modifie 1égerement la métrique g sur chaque boule By(%;,2¢?)
de telle sorte que la nouvelle métrique (que nous noterons encore g) soit plate sur Bx(Z, 52) .
Le réseau R. se reléve en un 2¢ —réseau R. = {x;}icr, globalement I'—invariant de (X, g).
Considérons par ailleurs n’importe quelle variété riemannienne compacte (Y,h) fixée, dont le
diametre est égal & 27y et deux points y, v’ tels que dy(y,y’) = 270 et rendons la métrique
plate au voisinage de y comme ci-dessus, de sorte que la boule By (y,c%) est alors isométrique &
chacune des boules Bx (x;,€%), ce qui assure que les bords des boules Bx(z;,¢%) et By (y,&%)
sont isométriques & la sphere euclidienne S™~1 (53) de rayon €*. Notons (Y’,h') la variété rie-
mannienne & bord obtenue® en recollant un cylindre C. :=[0,e?] x S"~* (¢°) a Y \ By (y,£%)
(en identifiant le bord OBy (y,£%) de Y \ By (y,&”) avec le bord {e°} x S*~* (¢*) du cylindre).
Considérons maintenant une famille d’exemplaires (Y;),.; de (Y',h’) et recollons chaque Y; &
X\ (U;er Bx(2i,€%)) en identifiant le bord 9Y{ = {0} x S"~! (¢*) de Y] avec la composante
connexe 0Bx (z;,¢%) dubord de X\ (User Bx (i, £%)) . La variété riemannienne ainsi construite
en posant € = g, — 0 sera appelée (X, gk) .

Considérons I’application fi, : Xy — X , construite en envoyant chaque Y sur la boule Bx (z;,e>)
(en contractant la partie Y de Y; sur z; et en envoyant les génératrices de la partie cylindre
C. de Y] sur les rayons de la boule) et en décidant que f est I'identité en restriction a
X\ (U;er Bx(wi,€%)) ; Vapplication fx : (Xk,gr) — (X,g) est alors contractante, de plus il
existe une suite 7, tendant vers zéro telle qu’on ait

Va,z € X\ (UierBx(zi,e%))  dx(fi(@), fi(2)) = dx (2,2) > (14 m) " dx (2,2) —me . (5)
Fixons un point z € X \ (U,c; Bx(wi,€°)) et notons J l'ensemble (fini) des i € I tels que
x; € Bx(z,670), dont le nombre d’éléments (noté N}k (ro)) tend vers infini quand e, — 0,
donc quand k — +oo, puisque le nombre d’éléments d’'un 2 e —réseau dans une boule fixée tend
vers l'infini quand ¢ — 0. Pour tout ¢ € J, on a Y; C Bx,(%,679) : en effet, pour tout point
2z € Y] , il existe un point 2’ € dBx(zi,e%) tel que dx, (z,2') < 270 + €2 et I'inégalité (5)
implique que l'on a aussi

13
dx,, (z,2") < (I4mw) (dx (z, 2")+m) < (1) (dx (2, 2:)+e +n6) < (1) (6To+eh +nme) < 5 7o

En réunissant les deux derniéres inégalités, on en déduit que dx, (z,z) < % ro+2r0+ ei <979,
donc que Y{ C Bx, (x,979). Comme chaque Y; contient une boule de rayon ro , on en déduit que

5. La métrique riemannienne h’ ainsi construite est C; par morceaux, mais les lecteurs qui préferent travailler
avec des métriques lisses peuvent remplacer h’ par une de ses approximations C* .
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le nombre mazimal Ny (ro) de boules disjointes de rayon ro qu’on peut inclure dans Bx, (z,9r0)
est au moins égal & N., (1) ), donc tend vers Uinfini quand k — +oc .

Par ailleurs, la construction ci-dessus étant I'—invariante, I' agit également par isométries sur
(Xk,9%) et on a fr(yz) = v fe(x) pour tout v € I' et tout = € X ; Papplication fr étant
contractante, on en déduit que {y: vz € Bx,(z,r)} C{v:7 fu(z) € Bx(fx(z),r)}. La variété
(X,g) de départ étant fixée, il existe un Co > 1 tel que la mesure de comptage “?k(z) de
Porbite de fi(x) sous laction de T' sur X vérifie Ml;k(m) (Bx (fx(x),8710)) < Co ; inclusion
précédente prouve que la mesure de comptage pl de Uorbite de x sous laction de T sur X
vérifie pk (Bx, (x,870)) < Co, ce qui donne, pour tout r € [ro,4ro]

ps (Bx, (w,27))
p (Bxy, (z,7))

Lemme 3.14. (Packing vs. doublement faible d’une mesure autour de chaque point) Pour tout
espace métrique (X, d), s’il existe une mesure p qui vérifie ’hypothése de Co—doublement pour
toutes les boules de rayon r € [%0,97"0} centrées en tous les points® z de X, alors (X,d)
vérifie la condition de packing de borne C§ a léchelle T .

< Ug (BXk (‘T72T)) <Co .

Preuve : Fixons un point quelconque x € X et considérons un remplissage de Bx (z,91) par N
boules disjointes Bx (xl-, %0) . Parti ces N boules, notons Bx (xio, %0) celle qui est de mesure
minimale, on a alors

N-ﬂ(BX (mio,%))) < M(Bx(x,Qro)) < u(BX (l’io,187‘0)) ;

/L(BX ($¢0, 18 7”0) )
,LL(BX (xim %]) )
Les Lemmes 3.12 et 3.14 assurent qu’une hypothese de doublement faible de la mesure de comp-
tage de I'orbite d’'un point donné est une hypothese plus faible qu’une condition de doublement
faible de toute autre mesure autour du méme point ; cependant il est intéressant d’obtenir une

démonstration directe de ce fait qui permette d’optimiser quantitativement ce résultat, c’est le
but du

On a donc N < <C§ O

Lemme 3.15. (Mesure de comptage vs. mesure quelconque).— Considérons un espace métrique
propre quelconque (X,d) et une action propre, par isométries d’un groupe I' sur (X,d) ; fizons
un point x quelconque de X . S’il existe une mesure I'—invariante p qui satisfait a ’hypothése
de Cy—doublement pour toutes les boules centrées en x, de rayon r € [% T(),?“l] (ot r1 > %ro ),

1o (Bx (w,27))

< C? pour tout r €
pg (Bx (@,7)) ’

alors la mesure de comptage pl de Uorbite T -z wvérifie
[7"() s % 7“1] .
Preuve : Le Lemme 3.11 (ou on pose k = 5) assure que, pour tout r € [ro ,

p(Bx (z, 37))
1(Bx (z,5))
5

T : S 1% 1
car 5, r et 77 appartiennent a I'intervalle [5 ro,rl]. O

ot

Bx(z,r)) w(Bx(z,37)) u(Bx(z,

Bx($7§)) /J,(Bx(l'ﬂ“)) ,U,(Bx(lﬁg

py [Bx (x,7)]

no

< Ni(r) <

<3

1(
=

Les constantes Cy > 1 et ro > 0 étant fixées, il est évident (d’apres les Définitions 3.7 (ii) et
(iii)) que, si un espace métrique mesuré vérifie ’hypothese de Cp—doublement fort & 1’échelle 7
autour d'un point z € X, alors il vérifie la condition de Cy—doublement faible a ’échelle rg
autour du méme point = € X . Il est cependant intéressant de comprendre plus précisément en
quoi la premiere hypotheése est “beaucoup plus forte” que la seconde, c’est le but du

6. Le fait que la mesure doive (par hypothese) vérifier la condition de Cp—doublement pour toutes les boules
de rayon r € [%“, 97‘0} , quel que soit leur centre, impose a la mesure d’étre “suffisamment diffuse”, c’est a dire
que, pour tout z € X, la boule Bx(z, 770) soit de mesure non nulle. Ceci exclut en particulier la mesure de
comptage d’une orbite donnée sous l’action propre, par isométries d’un groupe I' lorsque le diamétre de I'\X
est supérieur a rq .
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Lemme 3.16. (Doublement faible vs. doublement fort a la méme échelle)

Considérons n’importe quelle variété riemannienne compléte (X, g), de dimension n > 2, com-
pacte ou non (lorsqu’elle est non compacte, nous supposerons que sa courbure de Ricci ne peut
pas tendre vers —oo a linfini) ; considérons une suite de variétés compactes (Yy, hi), de méme
dimension, dont le diamétre et le volume tendent vers zéro. On appelle X la variété obtenue en
faisant la somme connexe de X et de Yy . Il existe, sur Xy, une métrique gp et deuzx valeurs
ro >0 et Cp>2"+1 (indépendantes de k) telles que, pour k suffisamment grand, (X, gk),
muni de sa mesure riemannienne, vérifie la condition de Cy—doublement faible a l’échelle rq
autour de tout point x € Xy, .

En revanche, pour toute toute donnée des valeurs Cy > 1 et rqg > 0, il existe un choix de la
suite des variétés (Yi,hi) telle que toutes les sommes connexes (Xg,gr) vérifient la condition
de Cy—doublement faible a I’échelle 1y et qu’aucune ne vérifie la condition de Cy—doublement
fort a la méme échelle.

Corollaire 3.17. Pour chaque donnée de valeurs Cy > 2™ + 1 et rq > 0, U'hypothése de
Co—doublement faible a l’échelle ro (méme si vérifiée autour de chacun des points des variétés
considérées) n’impose aucune restriction & la topologie ou a la géométrie des boules de rayon
inférieur a 33 , donc elle nimpose aucune restriction a la topologie ou a la géométrie locale.
Preuve du Lemme 3.16 : La variété (X, g) étant fixée et sa courbure de Ricci minorée & l'infini,
il existe des constantes 7o et C} (indépendantes de k) telles que la mesure riemannienne de
(X,g) vérifie la condition de C{—doublement pour toutes les boules de rayon r € ]0, 27¢]
centrées en tout point x.

Précisons la construction de la suite (Xg,gx) := X#Yr : excisons les deux boules By :=
Bx(zo,7%) et By}, := By, (yr,7x) (de rayons rj < ﬁinj(Yk,hk)) de X et de Yy (respective-
ment) et recollons X\ By, et Y3\ By, aux deux extrémités d’un cylindre Cj, := [0, 7"2/4] xS (1)
de rayon 7 en opérant ces recollements comme dans 'exemple 3.13 (3). On construit, de la
méme maniére que dans I'exemple 3.13 (3), une application contractante fr : X — X telle
qu’il existe une suite (), oy (tendant vers zéro quand k — +o00) telle que dx (fx(x), fx(y)) >
dx, (z,y) —nr Comme fj est contractante et surjective, on a

Vol,, (Bxk (xm)) > Vol, (fk (BXk (z, r))) > Vol, (BX (fk(x), r— 771:)) . (6)

D’autre part, par construction de fy, il existe une suite (V),y, tendant vers zéro quand
k — 400, telle que, pour tout domaine A C X,

Volg (fx (4)) = Volg, (AN (X \ By)) = Voly, (A)=Voly, (Yi \ By)—Voly, (Ci) = Volg, (A)=Vi ;

de ceci et du fait que fi est contractante (ce qui implique que f, (Bx, (x,27)) C Bx (fr(x),27))
nous déduisons que

Voly, (Bx, (z,27)) < Vol (fx (Bx,(x,27))) + Vi, < Voly (Bx (fr(x),27)) + Vi .

Cette derniere inégalité et (6) impliquent qu’il existe un Ny € N tel que, pour tout k& > Ny,
pour tout z € X et tout r € [’7", 2r0] , on ait

Voly, Bx,(z,27) < Vol (Bx (fr(x),27)) + Vi < Vol (Bx (fr(x),27))

N2
Volg, Bx,(w,r) — Volg (Bx (fr(x),r —me)) ~ Volg (Bx (fs(x),7/2)) Frs(G)

car r € [%0, 27’0] implique que § et r appartiennent a I'intervalle |0, 27]. En posant Cp :=

(06)2 +1, nous en déduisons que, pour tout k > Ny, la mesure riemannienne de (Xy, gi) vérifie
la condition de Cy—doublement faible & ’échelle ry autour de tout point x € X}, ; ceci démontre
la premiere partie du Lemme.

Refaisons maintenant cette construction dans le cas ol les variétés riemanniennes (Y, hy) sont
de la forme (Yk, ez h;c) ot (gx)yen €St une suite tendant vers zéro quand k — +oo et ol
chacune des (Y%, h)},) est une variété riemannienne de courbure sectionnelle inférieure ou égale a
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T L —1/2 e - L1 s
—k?, de diametre inférieur ou égal a (ek) /2 ot de rayon d’injectivité supérieur ou égal a une
constante positive 479 > 0 (indépendante de k). Fixons un point xp € (Yj, h)) situé & une
h;c—distance de yi, au moins égale a 4ry. Pour tout r <27y, on a

Voly, Bx,(zr,2exr)  Voln, Bx,(vx,2exr)  Volu Beyyny)(Tn, 27)
Voly, Bx, (Tk,erT) Voly,, Bx, (g,er7) Voly,, B(yk,h;c)(xk,r)

JZ sinh™ ! (k t) dt T
e .
- for sinh™ ! (kt)dt —
L’amplitude de doublement (pour des boules de rayon proche de zéro) tend donc vers +oo avec
k ; donc, pour toute donnée des valeurs Cy > 1 et rg > 0, et pour tout k suffisamment grand,

aucune des variétés (Xy, gr) ne vérifie la condition de Cy—doublement fort & I’échelle ry autour
du point xp. O

Preuve du Corollaire 8.17 : Partons d’'un n—Tore plat (X, g) et reprenons la construction par
sommes connexes de la suite de variétés riemanniennes (X, gr), oy de la preuve du Lemme

3.16; on obtient (Xk,gk) en recollant & (X, g) n’importe quelle variété compacte (Y, hy) de
petit diametre et de petit volume : comme il n’y a aucune restriction sur la topologie de Y et
(& homothéties-pres) sur la géométrie de hy et comme le recollement se fait & l'intérieur d’une
boule de rayon beaucoup plus petit que g5, il n’y a aucune restriction sur la topologie ou la
géométrie des boules de X}, de rayon inférieur & £ , centrées en un point 2 de la partie Y\ By,
de la somme connexe. Pourtant la preuve du Lemme 3.16 démontre que, puisque dans ce cas
Pamplitude de doublement de (X,g) vaut 2", pour n’importe quelle valeurs Cy > 2™ + 1 et
ro > 0, il existe un Ny € N tel que toutes les variétés (Xk, gk) correspondant a des valeurs de

k > Ny vérifient I'hypothese de Cy—doublement faible a 1’échelle ry autour de tout point. [

Lemme 3.18. (Doublement fort vs. courbure de Ricci minorée)

Pour toutes les données des valeurs K > 0 et rg > 0, posons Cy = 2”(cosh(Kr0))n_1 ;
alors toute variété riemannienne compléte (X, g), dont la courbure de Ricci satisfait ’hypothése
Ricy > —(n—1) K? . g, vérifie la condition de Co—doublement pour toutes les boules de rayon

r €10,79] (quel que soit le centre de ces boules).

Preuve : Le Théoreme de comparaison de Bishop-Gromov implique que, pour tout z € X et
tout r < rg,

2r 11 . n—1 Kr , . n—1
= sinh(Kt dt h(2¢ dt
Voly Bx(z,27) < for (K sinh( ))n—1 _ . fOKT(sm (2t)) - < 2"(cosh Kr)y"' . O
Voly Bx(z,r) = [ (L sinh(Kt))" " dt 7 (sinh(t)" " dt
Il existe, dans la littérature, de nombreux exemples de suites (X , gk)k en de variétés rieman-

niennes qui vérifient toutes une condition de Cp—doublement fort & 1’échelle 7o (ou Cy et rg
sont des constantes universelles indépendantes de k) et dont cependant l'infimum de la cour-
bure de Ricci tend vers —oco quand k& — +oo. Un exemple peut étre obtenu en recollant deux
exemplaires de R\ B™ sur leur bord S"! et en construisant sur 'espace ainsi recollé une suite
de métriques riemanniennes régulieres qui tend vers la métrique singuliere obtenue en munissant
chacun des exemplaires de R™ \ B™ de sa métrique euclidienne.

3.4 Propriété de doublement induite sur les sous-groupes

Une propriété importante de la mesure de comptage, que nous exploiterons dans la suite, est que
la condition de doublement passe aux sous-groupes, comme le précise la

Proposition 3.19. Pour toute action propre, par isométries, d’un groupe I' sur un espace
métrique (X, d), pour tout sous-groupe T de T et pour tout point xo € X , on a :
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(i) Si la mesure de comptage ,ugo vérifie la condition de C-doublement pour toutes les

5 ) \ T/ s
boules de rayon r € [ 70, 47“1} centrées en xy (ot 0 <19 <11 ) la mesure Hay vérifie la

condition de C3-doublement pour toutes les boules de rayon r € [ro,r1] centrées en xg .
Plus exactement, on a

i (Bx (w0,27)) _

Vr € [ro,m1] <c3
ph (Bx (zo,7)) ~
Bx (xg,2r

(i) Si la mesure de comptage ugo vérifie M Ce® pour tous les r €
'uﬂﬂo (BX Lo, T ))

[Lrg, ool, alors la mesure pk— vérifie

(B
B 2
Vr € [ro, +00] Mwo( x (wo, T)) < O3 Rar

ks (Bx (x0,7))

Preuve : Pour tout r > 0, rappelons que nous avons noté NI (r) (resp. NI (r)) le nombre
maximal de boules disjointes de rayon 3 qu’on peut inclure dans la boule Bx (xq, % r), tout en
imposant aux centres de ces boules d’étre des points de l'orbite T'- 29 du groupe T' (resp. des
points de 'orbite TV - 5 du sous-groupe I'); la condition d’appartenance & I" - xg étant plus
restrictive que la condition d’appartenance & T'- 2, nous avons N} (r) < NI'(r). Le Lemme
3.11 appliqué deux fois, d’abord a la mesure de comptage ﬂgl de I'orbite I -z, puis & la mesure

de comptage ul de lorbite I'-x, donne :

1 (Bx(x,27)) #z (Bx (z,57))
py’ (Bx (x,1)) wy (Bx (2,3))

Po (Bx (20, 57)) iy (Bx (0, 57))  piay (Bx(0,7)) )
= ph, (Bx(xo, §7)) gk, (Bx(xo. g7))  mk, (Bx(zo,37))
5

— Preuve de (i) : Pour tout r € [ro,r1], en nous appuyant sur le fait que %r, %r et 37

by

appartiennent a [27“0, 7 rl] I'hypothese de doublement faite dans (i) sur la mesure p;,
nous permet de majorer chacun des trois termes du dernier membre des inégalités (7) par

fy [Bx (20,27)]
o [Bx (20, 7)]
— Preuve de (ii) : Pour tout r € [rg,+o0o[, 'hypothése de doublement faite dans (ii) sur
la mesure ,ugo nous permet de majorer chacun des trois termes du dernier membre des

< NF'(r) < NF(r) <

C, ce qui démontre que < 2 et acheve la preuve de (i).

inégalités (7) respectivement par Ceior, par Cedor et par Cez° | ce qui démontre
ul, [Bx (zo,27)]

T [Bx (20 7)) < 08 e(3F8F3)or ot achove la preuve de (ii). O
Hzo |1PX (X0, T

que

4 Les domaines de Margulis

Dans cette section, nous nous placerons sur n’importe quel espace d—hyperbolique (X,d) (donc automati-
quement géodésique et propre, selon la Définition 8.2) et nous considérerons des isométries hyperboliques
de cet espace. Rappelons que, a chaque isométrie hyperbolique =, nous associons son déplacement mi-
nimum s(y) = infzex d(z,vz) et son déplacement moyen £(y) = limp 100 (£ d(z,7" x)), voir les
Définitions 8.17. Rappelons qu’il a été établi que £(v) est alors strictement positif. Les deuz points fizes
de v dans X seront notés v~ et v©. Nous renvoyons le lecteur & la section 8.2 pour tout ce qui
concerne l’existence et les propriétés élémentaires des projections dans les espaces hyperboliques, et a la
section 2 pour ce qui concerne les notions de géodésique et de géodésique locale.

Définitions 4.1. Pour toute isométrie v de (X,d) de type hyperbolique, nous noterons G(v)
Pensemble des droites-géodésiques (orientées) c telles que c(—o0) =~ et ¢(+00) =T ; nous
noterons M (7y) le sous-ensemble de X obtenu comme réunion de toutes ces droites-géodésiques.
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Par ailleurs Myin(7y) désignera ’ensemble des points de X o1 la fonction x — d(x,v x) atteint
son infimum s(y) (nous prouverons au Lemme 4.10 (iv) que cet ensemble est non vide et, par
continuité, fermé).

En général, les ensembles M(vy) et Mpuyn(y) sont disjoints; nous verrons cependant qu’ils
coincident lorsque la distance est convexe (cf le Lemme 5.23) ; si de plus l'espace est une variété
de courbure strictement négative (ou un espace Cat(—1)), les ensembles M (y) et Mumin(7)
coincident avec I'unique droite-géodésique qui joint les points fixes v~ et 4T de .

Définition 4.2. A toute isométrie v de (X,d), on associera son rayon de déplacement ponctuel,
i. e. la fonction Ry : X — RT définie par R,(x) = inf,en d(z,y" ).

On remarquera que R, est identiquement nul quand «y est de torsion, c’est pourquoi ce cas sera
exclu dans la suite.

4.1 Propriétés basiques

Lemme 4.3. Pour tout point x € Muin () et pour tout choiz d’une géodésique [z, x] reliant
les points x et yx, la réunion, pour tous les p € Z, des segments géodésiques P ([x,~ z]) est
une géodésique locale v —invariante incluse dans Myin ()

Prewve : Notons [v?z,7P*! z] la géodésique +? ([z,v x]) qui joint les points 7z et Pz ;
pour tout u € [yPz,7* Tz, on a

d(u,yu) < d(um”"'1 36)—1—6[(7”"‘1 x,yu) = d('yp;v,u)—i—d(uﬁp"‘l x) = d('ypx77p+1 x) =d(z,vz) =s(y),

ce qui implique d’une part que d(u,yu) = s(), donc que u € Muyin(7), et d’autre part que les
inégalités ci-dessus sont toutes des égalités, donc que d(u,yu) = d(u,y?*1 ) +d(?* L z,yu), ce
qui signifie que la réunion des segments-géodésiques [u, P71 z] et [yP*1 2,y u] est une géodésique
(minimisante) joignant u & v wu. Il s’ensuit que la réunion, pour tous les p € Z, des segments
géodésiques [7” AR x} est un chemin qui est minimisant sur toute portion de longueur s(7),
ce qui assure que ce chemin est une géodésique locale. [J

Lemme 4.4. Si {(y) >36, on a d(z, M(v)) < 2(d(z,y z) — £(v)) + 38 pour tout x € X .

Preuve : Considérons une géodésique c. € G(v) telle que d(z,c.) < d(z,M(v)) + 3 €. Pour
tout k € Z, notons c.(t;) un projeté du point ¥z sur I'image de c.. Nous allons démontrer
la propriété :

1
Jp € N tels que d(ce(tp), ce(tps1)) > () — 3¢ (8)

En effet, si cc(t,) est une projeté de ~*(c.(tg)) sur la géodésique c., la Proposition 8.9
(i) (et le fait que c. et y*oc. sont deux géodésiques qui joignent v~ et yT) assure que
d (7"’ ce(to), ce (t%)) <294, ce qui implique que

d (’yk z,ce(ty)) <d (7’“ z,c.(ty,)) <d (’yk z,~* ce(to)) +d (’yk ce(to), ce(t},)) < d(w,cc) + 20 ;

on en déduit que d(ce(to), ce(tx)) est minorée par d(z,v* z) — d(x,cc(to)) —d (v* @, c<(tr)) , et
donc par d(z,7* z) — 2d(z,c.) — 26 . 1l s’ensuit que

k—1
tim (;zd(%(ti),cemo)) > tim(Galecto)eaw)) ) = i (G d(on*a)) =),

k—+4oco e k—+o0 k—+oo
1=

ce qui a pour conséquence que Sup,cy d(c6 (tp), ce(tp+1)) > {(v), ce qui acheve la preuve de la
propriété (8).

Lorsque £(y) > 34, si e est choisi suffisamment petit, la Propriété (8) prouve lexistence d’un
p €N tel que d(cc(tp),ce(tpr1)) > €(7) — 5 € > 30. Le Lemme 8.8 permet d’en déduire que

d (l’, Y ZL’) =d (’Yp x77p+1 (E) > d (,yp €, Cs(tp)) + d(cs(tp), Cs(tp+l)) +d (CE(tPJrl)v Pyp+1 ZL’) —60

21



1
> 2d(w, M(7)) +£(y) — 5 =67,
ou la derniere inégalité découle du fait que d (v z,c.(tp)) = d(z,7 Poc.) > d(z, M(7)). On
acheve la preuve en faisant tendre e vers zéro dans I'inégalité précédente. [

Définition 4.5. Dans un espace d—hyperbolique (X, d), pour toute isométrie v # id , pour tout
R €]0,+o00] (et tout p € Z*), on définit

— le domaine de Margulis d’ordre p : My(vy) :={z € X : d(z,+* z) < R},
— le domaine de Margulis Mg(y) comme la réunion (pour tous les k € Z*) des ME(7) .

Remarque 4.6. Dans un espace d—hyperbolique (X,d), pour toute isométrie sans torsion =,
pour tout R €]0,+00[, on a Mgr(y) ={z: Ry(z) < R}.

La preuve de cette Remarque, laissée au lecteur, repose sur le fait que, lorsque ~ est sans
torsion, il n’est pas elliptique, donc ¢g*z tend vers I'infini lorsque k — 400, ce qui prouve que
{z : Ry(z) < R} est fini, donc qu’il existe un n € N* tel que d(z,7" =) = R,(z).

Lemme 4.7. Dans tout espace d—hyperbolique non élémentaire (X,d), pour toute isométrie
hyperbolique ~ et tout réel R >0, X \ Mg(y) est non vide.

Preuve : Notons ko la partie entiere de R//(7), remarquons d’abord que ME(«) est vide pour
tout k € N* tel que k > ko + 1, puisque tout = € X vérifie alors d(z,7* x) > £(v*) >
(ko + 1) £(y) > R (voir la Définition 8.17 de £(7y) et les propriétés qui suivent cette définition).
Par conséquent Mpg(7y) est la réunion des ME(y) pour tous les k < ko appartenant & N*.
Notons {y~,v"} I'ensemble-limite de « (i. e. I’ensemble de ses points fixes, inclus dans le bord
idéal, voir le début de la section 8.4.2); choisissons un point § € 9X qui n’appartient pas
a cet ensemble limite et un rayon-géodésique c¢q telle que co(4+00) = 0 ; pour tout k € N*,
le rayon-géodésique ¥ ocy vérifie donc v oco(+00) = Y¥ 6 ; comme Y¥60 # 6, la distance
d(co(t) ,F o co(t)) tend vers +oo quand ¢ tend vers +oo, ce qui prouve qu’il existe un t; tel
que co(t) ¢ ME(y) pour tout ¢ > tj. Posons T = maxy<g,(tr), nous obtenons que, pour tout
t €]T,+o0[, c(t) n’appartient pas & Ug<g, ME(7), donc n’appartient pas & Mg(y). O

Lemme 4.8. Pour toute isométrie hyperbolique ~ et tout nombre réel R > 0

(i) pour tout k € Z*, ME(y) est vide lorsque R < |k|{(v) et non vide lorsque R >
k[ £(7) + 0,

(i) Mpg(vy) est un fermé qui est vide lorsque R < {(vy) et non vide lorsque R > {(v)+0 .

Preuve : Si ME(v) est non vide, pour tout point x € ME(y), les propriétés élémentaires des
fonctions s et [, énoncées apres leurs Définitions 8.17, donnent : R > d(z,7*x) > s(v*) >
£(v%) = |k| €() , ce qui prouve que ME(v) est vide lorsque R < |k|£(7).

D’autre part, par définition de la fonction s (cf. Définitions 8.17), ME(vy) est non vide si et
seulement si R > s(7*) ; comme s(v*) < £(v*) + 6 = |k|£(y) + & en vertu du Lemme 8.20 (i),
ME(v) est non vide lorsque R > [k| () + 6.

Par continuité de x +— d(x,v* x), chaque ME(y) est un fermé de (X, d) ; Mg(y) étant (d’apres
le (i)) une réunion d’un nombre fini de ME(7) (correspondant aux k tels que |k| < Tlf/) ), il est
lui-méme fermsé.

Si R < {(y), alors R < |k|£(y) pour tout k € Z* et tous les ME(vy) sont vides d’apres le (i),
leur réunion Mp(7) est alors vide. Si R > £(vy) + 4, le (i) assure que M}(7) est non vide, donc
que Mpg(y) est non vide. O

Lemme 4.9. Pour toute isométrie hyperbolique =y, pour tous les v, R tels que 7 < R et tels
que M,.(y) ne soit pas vide, pour tout point x de l’adhérence de X \ Mg(v), on a :

d(x, Mr(v)) = 5 (R—7)

N —
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Preuve : Notons Z un projeté quelconque de z sur le fermé M, (). La définition de M,.(7)
nous permet de choisir un k € N* tel que d(Z,7* %) <r.On aalors d(z,7* ) > R et I'inégalité
triangulaire conclut en donnant :

2 d(a, M, (7)) + 7 =2 d(x,7) + 7 > d(2,7) + d(2.7" 7) + d* 7,4 2) > d(w.4"2) = R O

Lemme 4.10. Pour toute isométrie hyperbolique ~y et tout nombre réel R >0 tel que Mg(y)
soit non vide,
(i) pour toute géodésique c, qui relie les points v~ et v de l’ensemble limite, pour tout
z € Mg(v), on a Minger d(z,c(t)) < 3 (% + 1) R+1s,
(i) pour toute suite (a:n)neN d’éléments de Mp(vy) telle que d(xg,xy,) — 400, l'ensemble
de ses valeurs d’adhérence est inclus dans {y~,y*},
(i1i) pour toute origine fixzée xo € X, le domaine de Dirichlet D.(zo) = {x : Vk €
7 d(zo,x) < d(v*x0,2)} de Uaction du groupe () engendré par ~ est un domaine
recouvrant pour cette action (i. e. Upez 7" (Dy(20)) ) tel que Mg(y) N D4 (zo) soit com-
pact,
(iv) la fonction x — d(z,vyx) atteint son minimum sur X .

Preuve de (i) : Soit x un élément quelconque de Mg(7), il existe donc un entier p € N* tel que

R
d(xz,v¥? ) < R ; remarquons que l'on a alors R > d(z,v? z) > s(v?) > p¥(y), donc p < o)

Considérons Uentier k tel que (k— 1)pf(y) <75 < kpl(y). Notons yx (resp. yo) un projeté
du point y*P(x) (resp. du point z) sur I'image de la géodésique c ; notons y, un projeté de
v*P(y0) sur I'image de ¢ et zy un projeté de yo sur la géodésique v*? oc ; la Proposition 8.9
(i) (et le fait que c et v*P oc sont deux géodésiques qui joignent v~ et ) assure que

d (V" yo, i) = d (VP yo,¢) <26 , d(yo,20)) =d (yo,¥"0c)) <26 9)
Le lemme 8.3 (iv) du quadrilatere et le fait que d(y*? x, ¥¥P yo) = d(z, o) impliquent que
d(yo, ¥ ) + d(w, 7" yo) — 26 < Max [d(z,4*" x) + d(y0,7"" yo) , 2d(z,90)] ;  (10)

en utilisant d’abord 'inégalité triangulaire, puis le Lemme 8.6 (ii) (en y posant 7 = 0), puis les
inégalités (9), on obtient les deux séries d’inégalités suivantes :

d(z, 7" yo) = d(w, y) — Yk, VP yo) = dl, yo) + d(yo, yi) — 48 = d(@,yo) + d(yo, 7" yo) — 6,
d(yo, 7" ) > d(20,4*" ) —=d(y0, 20) > d(¥"" 2,4*" yo)+d(v*" yo, 20)—4 8 > d(, yo)+d(yo, V" y0)—66 ,

oil on a utilisé le fait que yo et 7*?yo sont des projetés des points x et v*Px (respectivement)
sur les géodésiques ¢ et v*P oc. De ces deux inégalités, on déduit que

d(yo, Y z) + d(x, " yo) — 26 > 2d(x, yo) + 2 d(yo, V*F yo) — 140 > 2d(z, o),

ott la derniere inégalité découle du choix de &, qui assure que d(yo, Y*? yo) > £(Y*?) = kp () >
76 . En reportant cette derniere inégalité dans 'inégalité (10), nous obtenons

2d(z,y0) + d(yo, v yo) — 70 < 2d(z,y0) + 2 d(yo, 7" yo) — 14 < d(yo, 7™ ) + d(z,v*" yo) — 26
70

< d(m,'ykp x) + d(y07’7kp Yo) <kR+ d(yo”ykp yo) < (Pé(’Y)

+ 1) R + d(y077kp yO) 9

et nous en déduisons que

, 1/ 76 7 1/76 7
MmteRd(x,c(t)):d(x,yo)S2<M+1>R+25§2(M+1>R+25.

Preuve de (ii) : Soit ¢ une quelconque des géodésiques qui relient les points v~ et 4+ de
lensemble limite. Pour tout n € N, comme x,, € Mg(7y), le résultat (i) prouve I'existence d’un

tn € R tel que d(zy,c(ty)) < 3 (% + 1) R+1%6 ; comme d(c(0),z,) = 400 quand n — 400,

on en déduit que |t,| — 400 . Par conséquent, considérant la suite (t")n cn > on est dans un des
trois cas suivants
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— soit tous ses éléments (sauf un nombre fini) sont positifs, et alors ¢, — +o00, c(t,) = v
et, par conséquent xz, — ' car d(xn, c(tn)) est bornée indépendamment de n,

— soit tous ses éléments (sauf un nombre fini) sont négatifs, et alors t, = —oc0, c(t,) = v~
et, par conséquent z, — v~ car d(xy,,c(t,)) est bornée indépendamment de n,

— soit elle possede une infinité d’éléments de chaque signe, auquel cas elle est la réunion de
deux suites respectivement positive et négative et qui tendent respectivement vers +oo
et —oo, ce qui implique, d’apres les deux cas précédents, que la suite (xn)n ey ©st la
réunion de deux suites de limites respectives v+ et v~ .

Preuve de (i) : Soit ¢ une quelconque des géodésiques qui relient les points v~ et y+ de
'ensemble limite. Pour tout ¢ € R, Mingez d(c(t),7* ¢(0)) est majoré indépendemment de ¢ :
en effet, si c(t;) est un projeté du point 7" o ¢(0) sur I'image de ¢, la Proposition 8.9 (i) (et le fait
que ¢ et v* oc sont deux géodésiques qui joignent v~ et 4+ ) assure que d(c(tk), ko c(O)) <29
et donc que

trr — ti] < d(c(ty), cltur1)) < d(+"e(0),7* 11 ¢(0)) +46 < d(c(0),7 ¢(0)) +45 . (11)

Fixons une valeur quelconque ¢ € R ; quand k tend vers +oo (resp. vers —oo), 7*¢(0) tend
vers v+ (resp. vers 7~ ), donc c(ty,) tend vers yT (resp. vers v~ ) (car d(c(tx),7* 0c(0)) < 24),
et par conséquent t tend vers +oo (resp. vers —oo); il s’ensuit qu’il existe un k' € Z tel que
tr <t <tpi1 et (comme conséquence de ceci et de I'inégalité (11)) il existe un k € Z tel que
|t — tx] < £d(c(0),7 c(0)) +26. Pour tout t € R, il existe donc un k € Z tel que

d(c(0),v ¢(0)) + 44 . (12)

DN =

d(c(t),y" ¢(0)) < d(c(t), e(tr)) + d(c(tr), 7" ¢(0)) <

Considérons un point quelconque = € Mpg() et notons ¢(t) un projeté de z sur la géodésique
c, il résulte de la propriété (12) et du résultat (i) qu'il existe un k € Z tel que d(z,7* ¢(0)) <
d(z,c(t)) + d(c(t), v* ¢(0)) < Ry ol

Ry = % <€zj> + 1) R+ %d(c(O),v c(0)) + ?5

et, par conséquent, tel que d(m, vk J;O) < d(mo, c(O)) + Ry . Pour tout x € Mg(vy)NDy(xp), on a
d(x, z0) < Mingez d(x, o xo) et, en vertu de I'inégalité précédente, d(a:, xo) < d(xo, c(O)) +Ry.
Mpg(y) N D4(z9) est donc un fermé borné, donc compact car (X,d) est propre.

Preuve de (iv) : Notons f la fonction = — d(z,yx), posons s(vy) := infex f(z) et R =
s(y)+1; comme {x: f(z) < R} = M}(y) C Mg(y), il nous suffit de prouver que la restriction
de f & l'ensemble (non vide) Mg(y) atteint son minimum. Comme f(v*x) = f(x) pour
tout k € Z (et pour tout x), comme Mg(7y) est globalement invariant par les ¥, et comme
X = Ukezv* (D(z0)) , il nous suffit de prouver que f atteint son minimum sur Mg (y)ND-, (o),
ce qui est démontré puisque Mg(y) N D~(x¢) est compact (d’apres le (iii)) et f continue. O

Lemme 4.11. Pour toute isométrie hyperbolique v, pour tout nombre réel R > 0,

i) pour tout p € et pour tout x € v), toute géodésique joignant x & Y x ou @
) tout p € N* et tout MZ%(v), toute géodésique joignant = & P 1
y~Px est incluse dans My(v),

(i) pour tout x, y € Mp(v), toute géodésique joignant x d y est incluse dans M7, o 5(7) .
1) pour tout © € Mg(vy), pour tou € 7, toute géodésique joignant x & Y x es
tout M tout k € 7, toute géodésique joignant = a " t
incluse dans Mpy2s(7) .

Preuve de (i) : Nous supposerons que Mp(7) est non vide, sinon le résultat est trivialement
vérifié. Soit z , un point quelconque de M%(v), pour tout ¢ € {—p,p}, considérons une (quel-
conque) des géodésiques joignant z & ~?x ; pour tout u € [x,7?z], Uinégalité triangulaire
donne :

d(u, " u) = d(u,y*u) < d(u, 7" ) +d(v? 2,7 v) = d(z, u) + d(u,7" z) = d(z,7"z) < R,
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donc u € M%(v), ce qui prouve (i).

Preuve de (i) : Nous supposerons que M5 (y) est non vide, sinon le résultat est trivialement
vérifié. Posons L := d(z,y). Notons ¢ une quelconque des géodésiques qui joignent z & y (i
e. ¢(0) =z et ¢(L) =y), la propriété de quasi-convexité des espaces d—hyperboliques (cf. la
Proposition 25 , p. 45 de [Gd90]) donne :

d(c(t), g o c(t)) < <1 — z) d(c(0), g” o ¢(0)) + % d(c(L), g’ o ¢(L)) +26 < R+26,

olt la derniére inégalité découle du fait que z, y € Mp(v). Ceci prouve que, pour tout ¢t € [0, L],
c(t) appartient & Mp_ ,5(7)-

Preuve de (iii) : Fixons un p € N* tel que z € Mp(~) (un tel p existe par définition de Mg(y)),
alors d('yk x, YP(yF JI)) = d(x, ~P :c) < R et v*z appartient & M%(7). On peut donc appliquer
la partie (ii) du présent Lemme (en y remplacant y par v* x) et on obtient que toute géodésique
joignant x a y*z est incluse dans Mpyos(7y). O

4.2 Domaines de Margulis de deux isométries “indépendantes”

Considérons deux isométries a et b d’un espace d—hyperbolique (X, d). On a alors les définitions
et lemmes suivants :

Définition 4.12. La constante de Margulis L(a,b) de la paire d’isométries {a,b} est définie
comme Uinfimum (quand = parcourt X et quand (p,q) parcourt ’ensemble des (p,q) € Z* X Z*
tels que aP et b soient non triviauzr) de Max [d(z,aPz); d(x,blx)].

Supposons maintenant que a et b sont des isométries de type hyperbolique, on a le

Lemme 4.13. Si le groupe (a,b) engendré par a et b est un sous-groupe discret, non virtuel-
lement cyclique du groupe des isométries de (X,d) alors pour tout nombre réel R > 0 tel que
Mpg(a) et Mg(b) soient non vides, il existe des points xo € Mg(a) et yo € Mg(b) tels que
d(xo,yo) soit le minimum de d(x,y) quand (x,y) parcourt Mg(a) x Mg(b).

Preuve : Notons a* et a~ (resp. b™ et b~ ) les point de l’ensemble limite de a (resp. de b).
Supposons qu'il existe une suite n — (z,,y,) d’éléments de Mpr(a) X Mr(b) qui va & linfini
(on entend par la qu’elle sort de tout compact) et telle que n — d(z,,y,) reste bornée; le
raisonnement étant identique quand ¥, va a l'infini, il nous suffit de mener la démonstration
dans le cas ot z, va & linfini; dans ce cas, le Lemme 4.10 (ii) prouve 'existence d’une sous-
suite k +— x,, qui tend vers at ou a~ et, comme k — d(zy,,Yn,) Teste bornée, il s’ensuit
que y,, tend vers at ou a~ quand k — +o0o. Comme, d’apres le Lemme 4.10 (ii), la limite
de yn, ne peut étre que b* ou b=, ona {a",at}N{b7,bT} # 0, ce qui implique (d’apres la
Proposition 8.21 (i)) que {a~,at} = {b7,b"} et donc que tous les éléments du groupe (a,b)
admettent {a~,a™} comme ensemble de points fixes ; la Proposition 8.21 (ii) permet d’en déduire
que (a,b) est virtuellement cyclique. Comme ce cas est exclu par hypothese, d(x,y) tend vers
+o0o quand (z,y) va a linfini; ceci assure lexistence d’un point (xg,yo) du fermé (propre)
Mp(a) x Mr(b) ou la fonction continue (x,y) — d(z,y) atteint son minimum. O

Evidemment, le Lemme 4.13 est trivial lorsque Mg(a) N Mg(b) # @ (car alors une solution
(z0,yo0) est donnée par zg = yo € Mg(a) N Mg(b)) il est donc important d’avoir un critéere qui
caractérise les valeurs de R telles que Mg(a) N Mg(b) est vide, ce qui est le but du résultat qui
suit.

Lemme 4.14. Soit R n’importe quel réel positif tel que Mg(a) et Mp(b) soient non vides; si
L(a,b) > R, les domaines de Margulis Mgr(a) et Mpr(b) sont disjoints; réciproquement, si les
domaines de Margulis Mgr(a) et Mg(b) sont disjoints, alors L(a,b) > R.
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Preuve : Si les deux domaines de Margulis Mg(a) et Mpg(b) ont un point = en commun, il
existe (p,q) € Z* x Z* tel que d(z,a? x) < R et d(z,b?z) < R. Par définition de L(a,b), ceci
implique que L(a,b) < R.

Réciproquement, si les domaines de Margulis Mpg(a) et Mg(b) sont disjoints, alors tout point
z € X vérifie x € X \ Mgr(a) ou z € X\ Mg(b), ce qui implique que, pour tout p, ¢ € Z*,
d(xz,aPz) > R ou d(x,b%z) > R. En passant a 'infimum, on en déduit que L(a,b) > R. O

4.3 Domaines de Margulis sous hypothese de doublement

On prouve ici une minoration de la distance entre domaines de Margulis lorsqu’on suppose que
la mesure de comptage de l'orbite de 'action du groupe vérifie une hypothese de doublement a
partir d’une certaine échelle).

Lemme 4.15. Fizons-nous des constantes arbitraires rq > 0, a >0 et C; > 1. Considérons
un espace métrique quelconque (X,d), une isométrie (sans torsion”) quelconque v de (X,d).
Pour tout sous-groupe discret T' du groupe des isométries de (X,d) contenant -y et pour tout
point xog € X tels que Ry (xzg) > ro et que la mesure de comptage ugo de Uorbite T xg vérifie
T (BX(xo7 2 R))

la condition de doublement T
,u’zo (BX (1'0, R))

< Cre®® pour tous les R € [%r0,+oo[, on a :

(i) pour tout p e N
#{k € Z:d (0,7 x0) < 27 Ry(x0)} < CIP ¥ "~V (z0)

(i1) en tout point x € X et pour tout R > R, (x)

S InC
R+ 2d(zg,x)\ ™2 Y eo(R42d
#{keZ:d(z,~z) <R <C3< eda(R+2d(zo,7))

(tii) pour tout point x tel que R (z) < R(zo)

oo (G )

Ry(wo) — 10 R (o) + In C4

eln?2

Preuve de (i) : L’inégalité (i) étant trivialement vérifiée lorsque p = 0, nous supposerons que
p > 1. Pour tout i € N, on a 2°R.(x9) > ro, on peut donc appliquer la Proposition 3.19 (ii)
dans le cas ol le sous groupe IV est le sous-groupe engendré par 7, ce qui assure que, pour tout
1€ N,
#{k €Z:d (ZL'(),’}/]C QL'()) < 2i+1R,Y(£E0)}
#{k € Z:d(xo,v*"x0) < 2°R,(x0)}

En faisant le produit pour ¢ variant de 0 & p — 1, nous en déduisons

19 i
< OB R a2 Ry(w0)

#{k € Z:d(z0,7" 20) < 2" R, (0)}
#{k € Z: d(z0,7* x0) < Ry(20)}

# {k €Z:d (5507’Yk xo) <2 Rn,(xo)} < <o e’ (PR~ (w0) ,

ol la premitre inégalité découle du fait que {k € Z : d (zo,v" o) < Ry(z0)} = {idx}.

Preuve de (i) : Pour tout k € Z*, I'inégalité triangulaire et 'invariance par ~ de la distance
donnent : d (xo,’yk :170) <d (z,’yk x) + 2d(xg,x), on en déduit d'une part que R+ 2d(xg,x) >
R (z) + 2d(zo,z) > Ry(z0), et d’autre part que 'ensemble {k € Z : d(z,7*z) < R} est
inclus dans {k € Z : d (20,7*20) < R+ 2d(wo, )} ; si p est Dentier tel que 2P 'R, (zq) <
R+ 2d(zo,x) < 2PR(x0), nous en déduisons que

#{keZ:d(z,v"z) <R}y <#{ke€Z:d(zo,/"x0) < 2PR,(wg)} < OF ¥ @'~ Diy(@0)

7. Lorsque 7 est de torsion, les résultats qui suivent sont vides, puisque R+ (z) est alors nul pour tout z € X .

26



ou la derniere inégalité découle de la propriété (i). Cette derniere inégalité et un calcul direct
impliquent (ii).

Ry (20)
Ry (z)
d(z,v7 z) = Ry(z) et l'inégalité triangulaire permet d’en déduire que d(z,y*? x) < R,(wo) + ¢
pour tout k € Z tel que |k|] < N et pour tout € > 0, done, en appliquant (ii) dans le cas ou
R =R,(z0)+¢, que

Preuve de (iii) : Posons N := [ ] . Par définition de R, (z), il existe un p € N* tel que

35 1nCq

In 2
IN+1 < #{k c7 - d(xﬂk x) < Ry(w0) +5} < (Rw(xo) +2d(zo0, 1) +8> 5o (Ro (@0)+2 d(wo,0)+e) 7

R (z0)

ce qui, en faisant tendre € vers zéro puis en remarquant que la fonction Max; g+ (tB e~ (B/e) t) =
1, donne

)

wznC : ag.
ON41 < CF (Rw(%;;r(? d)(3307$)> 2T ety o) +2de0m) < o8 (5o B o)+ iy o) (142 72033
v{Zo

ce qui implique que
d(zo, ) S In (C7% (2N +1))

Ry (o) — 10 Ry (zo) + InCy

DO =

6
eln2
5 Actions cocompactes sur des espaces Gromov-hyperboliques

Dans cette section, on se fixe arbitrairement trois constantes positives 0 , H et D et on s’intéresse a tous
les espaces 6—hyperboliques (X, d) (donc automatiquement géodésiques et propres, d’apres la Définition
8.2) et a toutes les actions propres (par isométries) d’un groupe T' sur (X,d) telles que lentropie de
(X,d) et le diamétre de T\X soient respectivement bornés par H et D .

Rappelons qu’en vertu du Lemme 8.12 (i), T\X est alors compact et que, d’aprés le Lemme 8.12 (iii),
si I' est sans torsion, l'action de T' sur X est alors fidéle et sans point fixe.

Rappelons qu’on a défini X,(x) comme l'ensemble des v € I'" tels que d(z,yx) <71 et que I'r(z) est
le sous-groupe de T engendré par ¥,(x) (cf. les Définitions 2.4) .

Rappelons que la Proposition 3.8 prouve que, lorsque l'action est cocompacte, l’entropie de (X,d) peut
alors étre calculée pour n’importe quelle mesure borélienne I'—invariante sur X , et qu’elle ne dépend
pas du choix d’une telle mesure.

5.1 Propriétés de doublement pour les espaces Gromov-hyperboliques

Théoréme 5.1. Pour toute action propre d’un groupe I' sur tout espace métrique d—hyperbolique
(X,d), sile quotient T\X est de diametre majoré par D et si I’Entropie de (X,d) est au plus
égale a H , on a alors :

#(Bx(I,QR)ﬁFI) B ug(BX(x,ZR)) gl BHR

Ve X VRZW0WMEN) gy G RATE)  pl (B R)

En d’autres termes, la mesure de comptage de toute orbite de laction de T' sur (X,d) vérifie la
condition de doublement d’amplitude C(R) := 3*ZHE 4 toutes les échelles R > 20 (D + 26)

La preuve de cette propriété de doublement se déduit du

Lemme 5.2. Sur un espace d—hyperbolique (X,d), pour tous les R, R' €]0,+o0[, pour toute
paire de points x,y tels que que d(x,y) < R+ R', il existe un point y' € X tel que

Bx(z,R)NBx(y,R) C Bx(y,7), oi r:Min(R,R’, (R+R’—d(m,y))+2§).

DN =
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Preuve du lemme 5.2 : Remarquons que, si d(x,y) > R+ R, alors Bx(z,R)N Bx(y,R') =10,
c’est pourquoi nous pouvons supposer que d(z,y) < R+ R'. Quitte & échanger les noms des
points et des rayons, on peut supposer que R’ < R. Si d(z,y) < R— R’ 4+ 44, en choisissant

y =y, onabien Bx(z,R)NBx(y,R') C Bx(y',r) car, dans ce cas, R’ = Min (R, R, % (R—l—
R —d(z,y)) + 26) =r, donc le Lemme est vérifié dans ce cas.

Plagons-nous maintenant dans le cas o R—R'+4§ < d(x,y) < R+R’. Les espaces hyperbolique
considérés étant géodésiques, notons ¢ = [x,y] une quelconque des géodésiques (minimisantes)
qui joignent x & y, cette géodésique étant paramétrée par sa longueur et telle que ¢(0) = x et
c(d(z,y)) = y. Notons y' le point ¢(% (R — R +d(z,y))) de cette géodésique. Pour tout point
z € Bx(xz,R) N Bx(y,R"), le lemme du rectangle donne :

d(y', z) +d(z,y) < Max[d(z, 2) +d(y,y") , d(y, z) + d(x,y')] + 20

< Max [R+ (d(x,w - % (R- R’+d<x,y>)) , R + % (R- R +d(x7y))} +24,
ce qui implique que d(y’,z) < 3 (R+R —d(z,y))+26 = Min (R, R, L (R+R —d(z,y)) +25)
et conclut. O

Preuve du Théoréme 5.1 : Considérons un point = quelconque de X ; pour simplifier, nous
noterons v la mesure de comptage de l'orbite de  (i.e. v =) _ 0,4 ). Pour tousles R, R’ >

84 tels que R’ < R, I'égalité (1) donne :

~yerl
[ v r) ) = [ v(Bx@RIBx@m) ) < [ (B R) duly)+
Bx (z,R) X Bx (z,R—1R’)
+/ v(Bx(y,R) N Bx(z, R)) dv(y) . (13)
Bx (z,R+R')\Bx (z,R— 1 R’)

Le Lemme 5.2 assure, pour tout y € By (z, R+ R')\ Bx(z,R— 3 R'), l'existence d'un point 3’
tel que

1 3
Bx(y,R) N Bx(z,R) C B(y’, 5 (R+ R —d(,y) + 25) c B(y’, SR+ 25) ,
comme il existe un 7’ € T' tel que d(y’,7'z) < D, on en déduit que
v(Bx(y, R)NBx (w2, R)) < v(B(y, 3 R+a 5)) <v(B( =, 3 R42 6+D)) = v(B(, 3 R4o 6+D))
4 4 4
En reportant ces estimées dans (13), nous obtenons :

v(Bx(y, R)) dv(y) < /

V(B(gc, §R'+26+D)> dv(y) .
Bx (z,R+R')\Bx (z,R— L R’) 4

~/BX(1,R)\BX (z,R—LR)

De cette dernitre inégalité, de la définition de la mesure v et du fait que v(Bx(y,R')) =
V(BX(z,R’)) pour tous les y € 'z, on déduit que

V(BX (.’t, R/)) ! V<BX (:E, R) \ Bx (xv R— %RI)> = / V(BX (yv RI)) dl/(y)

Bx(,R)\Bx (z,R—1R’)
3 , 1,
<v(B(w, L R +26+D)) - v(Bx(e, R+ R)\ Bx(z, R— 3 )
Supposons dorénavant que R’ > 12(D + 26), en rappelant que v = pl | nous en déduisons que

By R)) _ pEEx@R)) (B R R) - (Bxe R )

Wb (Bx (e, BR)) ~ b (Bx(e, SR +26+ D))~ ub(Bx(w,R)) - uf (Bx(z, R— &)
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ph (Bx (x,R') )
Wh(B(e, 8 R))
que, pour tout k > 2, axy2—ag—1 > (C+1)(ax — ax—1), donc que agto—agx > C(ag — ak—1).
En sommant cette derniére inégalité pour tous les k tels que 2 < k < n, on obtient :

—1 et a = pL(Bx(z,k %) ), Dinégalité précédente implique

Posons C :=

2(any2 —a1) > Gpyo — a3 + anp1 —az > C (an, — ay)

dont on déduit que as, > (%)n_l (ag — ay1) + a1, et donc que

H > Ent(X,d) = lim (2/ In (ug(Bx(x,nR’)))> = lim (n;’ In (aQn)> > % In (g) .

n—-+oo n n—-+o0o

45 (Bx (. R') )
uh(B(e, S R))
W (Bx (2, 21) )

uE(B(.r))

s . 3 P
En itérant et en remplagant successivement r par r, % T, (1—) r, nous en déduisons que

On en conclut que < 14 2¢"R; pour tout r > 10(D + 246), en posant

<1+2ew0Hr <3¢t AT,

R = % r, nous en déduisons que

M 4e<%+...+(%)4)1‘1r < 34 13 Hp
ME(BX(J:’T)) B -

ce qui conclut. [

5.2 Une alternative de Tits quantitative pour les actions de groupes
sur les espaces Gromov-hyperboliques

Rappelons que, a toute isométrie hyperbolique v d’un espace §—hyperbolique (X, d), on associe sa fonc-
tion rayon de déplacement x — R, (x) := Mingen= d(z,v* x) (voir la Définition 4.2), son déplacement
minimum s(7y) := infzex d(x,v x) et son déplacement moyen £(7v) := limp— 4o d(z,y" x)/n (voir les
Définitions 8.17). Rappelons aussi que nous avons défini les domaines de Margulis Mg(vy) comme l’en-
semble des points x tels que R (x) < R (voir la Définition 4.5 et la Remarque 4.6). Si vy est de type
hyperbolique, rappelons que G(v) est l'ensemble des géodésiques orientées joignant ses points fizes v~
et v, que M(v) est la réunion de ces géodésiques, et que Mmin(y) est I’ensemble des points ot la
fonction x — d(z,yz) atteint son minimum (pour toutes ces notions, voir les Définitions 4.1).

5.2.1 La dichotomie entropie vs déplacement moyen

Le but de cette sous-section est de prouver le

Théoréme 5.3. Pour tout espace métrique 0—hyperbolique non élémentaire (X,d), pour toute
action propre par isomélries d'un groupe ' sur (X,d), si le quotient T\X est de diamétre
majoré par D, une (au moins) des deux propriétés ci-dessous est vérifide :

1
7500
— soit £(y) > 37345 M, e~ 35 Mo pour tous les éléments v de T'* qui ne sont pas de
torsion, ou My := Max [20 (% + 2) , 720] .

— soit Ent(X,d) >

Dans le cas d—hyperbolique et cocompact, nous avons vu (cf. le Théoréme 5.1) que la constante
de doublement est contrélée pour les boules de rayon supérieur & 10(D + 26), le Lemme 4.15
implique alors le

Lemme 5.4. Sous les hypotheses du Théoreme 5.3, pour tout élément v de T'* qui n’est pas de
torsion et pour tout point xo € X wvérifiant R (xo) > 20(D +20), on a :
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(Z) pour tout p € N
# €Z:d o,V Xo 2 lifj o 3 e v .
{]{j ( ) < P ( )} < 12p 16 Ex t(X,d)(Q 1)E ((10)

(i) pour tout point y € X et pour tout R > R+ (y)

12423
#{keZ:d(y,~"y) <R} <3 (R+2d($079)> "7 8 Ent(X.d) (R+2d(x0,)) 7
B R, (z0)
(tii) pour tout point y € X tel que R (y) < R (xo)

o, "0 RG] )

R, () 65 Ent(X,d) - R, (xo) + 14 2

N’go (BX(:EO’ 2 R)) < 34 e% Ent(X,d) R
b (Bx (zo, R)) —
R > 10(D +24) ; on peut donc appliquer le Lemme 4.15 (i), (ii) et (iii) (en affectant respective-
ment aux parametres ro, Cy et a du Lemme 4.15 les valeurs 20(D+24), 3% et 1 Ent(X,d)),
qui démontrent respectivement les propriétés (i), (ii) et (iii) du Lemme 5.4. O

Preuve : Le Théoreme 5.1 assure alors qu’on a pour tout

Le lemme suivant, bien qu’assez trivial, clarifiera la situation et évitera de répéter cet argument
qui sera souvent utilisé ; son but est de montrer que, lorsqu’un sous-groupe agit proprement sur
un espace Gromov-hyperbolique (X,d), la plupart des propriétés de cette action se déduisent
des propriétés analogues de son image dans le groupe des isométries de (X, d), plus précisément,
on a :

Lemme 5.5. Sur tout espace Gromov-hyperbolique (X,d), toute action propre par isométries
d’un groupe T' se fait via une représentation ¢ :T' — Isom(X,d) qui a les propriétés suivantes :
(i) Kero est un sous-groupe normal fini de T,
(ii) le groupe o(I") est un sous-groupe discret de Isom(X,d),
(iii) une mesure p sur X est o(I')—invariante si et seulement si elle est I'—invariante,
par conséquent ’entropie est insensible au fait que l’action de groupe considérée soit celle
de T ou de o(T),
(iv) o(D)\X =T\X, par conséquent o(T)\X est compact et de diamétre borné par D si
et seulement si T\X est de diamétre borné par D,
(v) pour tout v € T'* | o(v) est de torsion si et seulement si vy est de torsion, 7 est de
type hyperbolique si et seulement si o(7y) est une isométrie hyperbolique.

(vi) pour tout v € T*, £(o(y)) =€(7) .

Preuve : (i) est une conséquence immédiate du fait que, puisque l’action est propre, ’ensemble
des v €T tels que d(xz,yx) =0 est fini. (ii) découle immédiatement du Lemme 8.11 et du fait
que Paction de o(T") sur (X,d) est fidéle (par construction) et propre.

Si T\X est de diametre borné par D, il est compact d’apres le Lemme 8.12 (ii). Les propriétés
(iii) et (iv) étant de ce fait évidentes, démontrons (v) : en effet, v = e implique que ()™ =
idx ; réciproquement o(y)™ =idx si et seulement si 4™ € Ker g, ce qui implique qu’il existe des
entiers distincts p, g tels que v = +"? (en vertu de la finitude de Ker ), donc que ~ est de
torsion. Il s’ensuit que o(y) est de torsion si et seulement si v est de torsion. Enfin, par définition,
pour tout v € I'* et tout k € Z, on a v* x := o(y)*z, ce qui prouve d’une part que ~ est de
type hyperbolique si et seulement si o(y) l'est et d’autre part que d(z,v"* z) = d(x, o(y)*x) ; en
divisant par k£ on obtient, & la limite quand k — 400, f(g(v)) = E(W) . g

Lemme 5.6. Sous les hypothéses et notations du Théoreme 5.3, pour tout élément v de T qui
n’est pas de torsion, si on pose Rg :=0 - My, pour tout point xo € X tel que R (xo) > Ry (de
tels points existent), nous avons les résultats suivants :
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(i) il existe un entier ko >0 tel que R (wo) = d(zo,v* z0) et alors

. ( By (o) Ry (20)
M 2l .9 2l 1 312 16 Ent(X,d) R+ (xo)
(g« 2o (T e ’

o 1 _ _ 28y (20)
(i) si de plus Ent(X,d) < 7505 alors ko l(y) > 3712R. () e~ — 935

(#ii) pour tout z € X et tout R > 3(d(x0,z) +d(z,v z)) ,ona:

1 0(y) 372 (R+2d(w0,2)\ " _6s poeixa
Ent(X,d) < = ’ 2 Ent(X,d) (R+2d(w0.2))
nt(X,d) < 7255 Ro(zo) 2 R, (z0) ¢

Preuve : Si ¢ est la représentation de I' dans Isom(X,d) associée a laction considérée, le
Lemme 5.5 prouve que l'action du groupe o(I') sur (X,d) vérifie également les hypotheses du
Théoréme 5.3; de plus, pour tout v € I'*, si v n’est pas de torsion, alors o(y) n’est pas de
torsion et vérifie £(o(7)) =4(v) et Ry)(xz) = Ry(x) pour tout € X . Ceci prouve que, pour
démontrer le Lemme 5.6 pour toute action d’un groupe I' vérifiant les hypotheses du Théoreme
5.3, il suffit de le démontrer lorsque I' est un sous-groupe de Isom(X,d) vérifiant les hypotheses
du Théoreme 5.3.

Nous supposerons donc dorénavant que T est un sous-groupe de Isom(X,d).

Preuve de (i) : T\ X est alors compact d’apres le Lemme 8.12 (ii) et la Proposition 8.22 (ii) assure
que v n’agit pas par isométrie parabolique ; comme v n’est pas de torsion, il n’est pas elliptique
d’apreés la Remarque 8.14 (i)) et v est automatiquement une isométrie de type hyperbolique.
Le Lemme 4.7 établit alors l'existence de points x € X tels que R,(x) > Ry. L’action étant
propre, il existe un entier ko > 0 tel que d(zg,7* z9) = R,(x0) ; comme le Lemme 8.18 (iii)
donne, pour tout n € N* |

1
d(zo, Y™™ 29) < Ry (w0) + (n — 1) £(y*0) + 4§ 12(8 , (14)
on obtient
#{n € N : d(z0,7"" x0) < 2R, (0)} > # { neN :(n—1)kol(y) < R”g”o) et 46 llig)) < ngxo) }
R, (z0)In2 R, (z0)
, Ry(z0)] & i [ Ry(x0)
> Min (1+{2ko€(7)} e 86 1) > Min (2k0€('y) ;e 126 ) , (15)

ou la derniere inégalité découle du fait que, puisque R+(z¢) > Ry > 7205, on a :

ofy(20) In2/(86) _ Ry (20)/(126) _ Ry(x0)/(126) (ew(l%z - 117)71) > 60 (6720(1%2 SR 1) o1,

Par ailleurs, la propriété (i) du lemme 5.4 donne
# {k S Z . d (I(),'Yk l’o) < QRW(LE())} S 312 616 Ent(X,d) R'y(m(l) .

La propriété (i) découle de cette derniere inégalité et de (15).

1
Preuve de (i) : Si Ent(X,d) < en rappelant qu’il existe un point zo € X tel que

= 7506
R (z9) > Ry et que, dans ce cas, R%g") > % > 30 > 12 In3, la propriété (i) donne :
R Ry (o) 2Ry(z0)  Ry(x0)
Min | Fxl20) s 2e 120 | 41 < 3120 Bt DR (o) 3120 935 < 124
ko £(y)
2R (xo)
Ry (o) -

<3%2e 935 et achéve de démontrer (ii).

Ceci prouve que
P K ko £(7y)
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Preuve de (iii) : Pour simplifier, nous noterons dans cette preuve H := Ent(X,d), R’ := d(zo, 2)
et A:=d(z,7 z). Le Lemme 8.18 (iii) assure que, pour tout k € N

In(k) In(k)
k) < B < B In(k)
d(2,7*2) S d(z72) + (k= 1) +46 o5 <A+ (k=1 by +48 7or s
puisque R > 2(R' 4+ A), ceci implique que
R-2R —24 In(k) _R+2R
: k > : N | <
#{keN: d(z,~ z)<R}_#{k‘EN k< 200 + etln(?)_ <5 },

et il s’ensuit que

—-2R —-2A /
#{keZ: d(z7"2) < R} > Min (Re?) 9. o(R¥2R)/85 1> ,
Y
Par définition de R, on a R > d(z,7z) > R,(z), ce qui nous autorise & appliquer I'inégalité (ii)

T PN Rt2 R/ - N
du Lemme 5.4 qui, reliée a I'inégalité qui précede (en remarquant que 2~ 55  est supérieur a 1),

donne :

1223
Min <R —2R' —-24A 7 2(R+2R')/86> < 312 (R + QR/) "t S H(R42R) (16)
é(’y) Rw(xO)
L’inégalité triangulaire assure que R+ (z¢) < 2R’ + A donc, par le choix de la valeur de R, on a
Ry(zo) | (2(R+2R’)) _Ins
(R+2R/) RW(IE()) 5 '

nous déduisons les deux inégalités

2(R+2R')>10R' +6 A >5R,(z0), et par conséquent 5

De ceci et du fait que H <

<705
66 R+2R 65 32 R+2FR In3 2(R+2R')
— ———— 2 >—-H(R+2R) , —————I2>12 — In({——+——>,
o5 85 2> HES2R) ., p—gp I 2 < R (z0)
qui impliquent que
R+2R\ 125 4
o(R+2R')/85 312 < ) o2 H(R+2R)
Ry (20)
et, en reportant dans (16), nous en déduisons que
1223
R—2R —-2A o312 <R+2R’) In2 o H (RH2R)
() Ry (x0)
comme nous avons vu que R, (zg) < 2R’ + A, ceci prouve (iil) en prouvant que :
_ —20
‘() > () 372 (R+2R e~ L H(RH2R) [
R,y(xo) - 2(R — 2R — 2A) 2 RW(,T())

Preuve du Théoréme 5.3 : Nous avons déja vu (cf. le début de la preuve du Lemme 5.6) que
Iimage o(I') de T' dans Isom(X,d) est un groupe dont Paction sur (X,d) vérifie également
les hypotheses du Théoreme 5.3. De plus, si les conclusions du Théoréme 5.3 sont prouvées pour
Paction du groupe o(T'), elles le sont automatiquement pour l'action du groupe T' : en effet, les
entropies associées & ces deux actions sont identiques (cf. le Lemme 5.5 (iii)), de plus le Lemme
5.5 (v) et (vi) implique que, si v n’est pas de torsion, alors o(v) n’est pas de torsion et vérifie
é(g('y)) = K(’y) . Pour démontrer le Théoréme 5.3 pour toute action d’un groupe I' (vérifiant
les hypotheses), il suffit de le démontrer lorsque T est un sous-groupe de Isom(X,d) .

Nous supposerons donc dorénavant que T' est un sous-groupe de Isom(X,d) .

I\X est alors compact d’apres le Lemme 8.12 (ii). Pour simplifier, posons H := Ent(X,d). Si
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H >

5 3712
i M —— . 107°D M, les é1é I i
7505 °USt £(v) > Max <2500 , 10 ) > 3 0 My pour tous les éléments v de qui

ne sont pas de torsion, le Théoreme 5.3 est trivialement vérifié, c’est pourquoi nous supposerons

dorénavant (en raisonnant par 'absurde) que H <

1
75%5 et qu’il existe des éléments v € T'*
qui ne sont pas de torsion et vérifient ¢(y) < Max <2500, 10_5D) ; fixons un quelconque de
ces éléments, noté ~. La Proposition 8.22 (ii) assure que v n’est pas une isométrie parabolique;
comme v n’est pas de torsion, il n’est pas elliptique d’aprés la Remarque 8.14 (i)) et 7 est
automatiquement une isométrie de type hyperbolique et vérifie donc £(y) > 0.

Posons Ry := d My = Max[20 (D +24), 7206]. En vertu du Lemme 8.20 (i), la majoration
ci-dessus de () implique que

0
= inf d </ §<d+Max(——,107°D | < — 17
5(0) = Inf d(e,10) < 6) 46 <6+ Max (5 107D ) < 2 (17)
Les lemmes 4.8 (ii) et 4.7 assurent que le domaine de Margulis Mg, (y) et X\ Mg, (y) sont non
vides ; de ceci, le théoreme des valeurs intermédiaires déduit I’existence d’un point 1 € X tel
que R, (z1) := Mingen- d(z1,7" 1) = Ry ; fixons un tel point z1. Notons ko un entier positif
tel que ce minimum soit atteint (i. e. d(x1,v* 1) = Ry) ; le Lemme 5.6 (ii) assure alors que

2 Ry
kol(y) >eh on eh:=3"12Rye 930 . (18)

Notons k; le plus petit entier positif tel que kq ko £(7) > 38, on a alors

39
1<k1<{5,

:| +1 et (/Cl - ].) k()g(’y) S 36 s (19)
0

ou la premiére propriété découle de (18) et la seconde de la définition de kj .
Posons g := y*1%0 | Tinégalité (14) assure que

) < 9B | (k1) kot() +456,  (20)

d(l’l,gl'l)§R0+(k171)k0£(’y)+45 111(2) =~ 3

ou la derniére inégalité découle du fait que, en vertu de (19), un calcul direct donne :

5 2R0 5 2R0 R 2R0
In(k;) <In (1438 —¢e936 | <In[3% —¢930 | +371322¢ 935 |
Ry Ry )
dont on déduit que
111(]{11) 4 RQ 2 —13 Ro
4 <—(13In3—-In72 — | = <4 — .
n(2) _1n2<3n3 n'720 + 5 93+3 < 5+85

Rappelons que laction de v sur X U X admet exactement deux points fixes v~ ,7+T € 90X ;
comme M(g) = M(y) (car v~ et T sont aussi les points fixes de g) et comme £(g) =
k1 ko £(y) > 30, le Lemme 4.4 donne :

dlor, M) = a1, M(g) < 3 (dlergan) — ) +35 < 5 (P50~ ki) + F o (2)

ou la derniére inégalité découle de la définition de g et de (20).

Fixons n’importe quelle géodésique ¢ € G(7), telle que la distance de z; & l'image de ¢ soit
majorée par d(xy, M(7)) + ¢, notons c(t;) un projeté de g*z; sur I'image de c. Pour tout
k € Z tel que d(c(tx), c(tp+1)) > 30 on a, d’apres I'inégalité (20) et le Lemme 8.8,

% + (k1 — 1) kol(y)+516 >d(z1,921) +60 = d(gkxl,gkﬂzl) +66
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> d(g "z, c(tr)) + d(c(tr) , c(tepr)) + d(c(ther), ¢* 1) > 2d(x1, M (7)) + d(c(te) , c(tre))

k

ol la derniere inégalité découle du fait que g~ oc et g~ *+1oc sont deux géodésiques de G(v).

Pour tout k € Z, on a donc
9 Ry
d(c(tr), c(tps1)) < Max 3 + (k1 — D) ko l(y) + 515 —2d(x1,M(y)), 30 | =

9R
- TOJr(kl71)k0€(’y)+515f2d($17M(’Y)) ;

ou la derniere égalité se déduit de I'inégalité (21) et du fait que k1 ko £(y) > 36 . Nous en déduisons

1 1
VteER 3k eZ tel que d(c(t), c(ty)) < % Ro+§ (k1 —1) ko 0() + % d—d(x1,M(7)) . (22)

Par ailleurs, si c(#},) est un projeté de g* oc(tp) sur 'image de la géodésique c, les géodésiques
c et gFo ¢ joignant les mémes points fixes v~ et yT, on peut leur appliquer la Proposition 8.9
(i), ce qui implique que d(gk o c(t0)7c(t;€)) < 24 et donc que, pour tout k € Z

d(g*z, c(ty)) < d(gkxl,c(tg)) <d(g*zi, g% o c(to)) + d(gk o c(to), c(ty,))

< d(z1,c(to)) +26 < d(x1, M(7)+20+¢

De ceci et de la Propriété (22), nous déduisons que, pour tout ¢ € R, il existe un k € Z tel que

A(elt), g*m1) < d(e(t) e(t)) + d(c(tx) , 6*71) < 1 Ro + 3 (b~ D ko £(r) + B 0 +20+<.

ce qui donne, en utilisant la derniére des inégalités (19)

vVt e R r]?ei%d(c(t),gkxl)S%Ro+295+5<18—3Ro+5 . (23)
Remarquons maintenant que, comme 7 est une isométrie hyperbolique, 1’ ensemble My (7Y)
est fermé et non vide d’apres le Lemme 4.10 (iv). Fixons n’importe quel point y € Mpyin(7y) et
considérons des projetés c(t) et ¢(t') de y et vy (respectivement) sur I'image de la géodésique
¢ introduite ci-dessus et fixons ks € Z tel que d(c(t), g*2 z1) < % Ro+296+¢ (un tel nombre
existe d’apreés (23)) ; alors nous avons deux possibilités :

— Premier cas : Si d(c(t),c(t')) > 30, en y ajoutant 'inégalité triangulaire puis le Lemme
8.8, nous en déduisons :

d(y, (1)) +30+d(y, c(t)) —d(y, vy) < d(y, c(t))+d(c(t), c(t'))+d(vy, c(t)) < dly, vy)+60;

en remarquant que d(y,c(t’')) > d(y,c(t)) + d(c(t),c(t’)) — 28 > d(y,c(t)) + 6 (dapres

le Lemme 8.7) et que d(y,vy) = s(v) < % (d’apres l'inégalité (17)), ceci implique que

d(y,c(t)) < s(y) +6 < % + §. De ceci, de l'inégalité triangulaire, de la définition de
ko (par la propriété (23)) et du fait que 295 + 6 < % (par définition de Ry ), nous

déduisons :
—k k k 25
d(z1,9" " y) =d(g™ x1,y) < d(g™ z1,c(t)) +d(c(t),y) < ik Ry+e .

Comme Myin(7y) est stable sous laction des puissances de 7, donc sous l'action des
puissances de g, le point @ = g~*2 y appartient & My, () ; on déduit donc de la derniere
inégalité (en faisant tendre € vers zéro) qu'il existe un point & € My, (7y) tel que

25
d(zy,z) < i Ry (24)

Fixons ce point 2. Nous pouvons appliquer le Lemme 5.6 (iii) aux points x; et x, en
remarquant que R+ (z1) = Ry et en y posant R := 3(d(z1,z) + d(z,v z)) ; daprés les
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. . 5 75 3 50
estimées (24), puis (17), on a : R < HRQ + 3s(y) < (41 + 719) Ry < ERO et,
7

d’apres (24), R+ 2d(z1,2) < ;—7 Ry + ﬁ Ry < % Ry . Comme nous sommes dans le cas

ou Ent(X,d) < , I'application du Lemme 5.6 (iii) donne :

1
7509

_ —20
() - 3712 (R+2d(z1,2) o= D Ent(X,d) (R+2d(z1,1))
Ry 2 Ry

4 R 4 R
-12 20 _ * W0 _ =t
> 32 (3?) e 29 1) >3_34e 29 §

)

Second cas : Si d(c(t),c(t")) < 3§, notons ¢ () un projeté de yoc(t) sur 'image de
la géodésique c, I'inégalité triangulaire donne alors :

d(c(t),yoc(t)) < [t —t'|+ |t — [ +d(c(t”),yoc(t)) (25)

— Si |t/=t"] < 3§, nous reportons dans 'inégalité (25) les hypotheses faites sur d(c(t), c(t'))
et sur [t/ — ¢"| ainsi que l'inégalité d(yoc(t),c(t”)) = infserd(voc(t),c(s)) <
2§ (cette derniere inégalité découlant de la Proposition 8.9 (i), appliquée aux deux
géodésiques ¢ et yoc qui joignent la méme paire de points fixes v~ et v ); nous
obtenons : d(c(t),yoc(t)) <84.

— Si | —¢”] > 30, le Lemme 8.8 donne :

dy,ct) +65=d(vy,voc(t)+66=>d(yy,c))+|t' —t"|+d(c(t"),voc(t))

>d(y,c(t)) —dly,yy) + [t' = ¢"| +d(c(t”),yoc(t))
>d(y,c(t) +[t =t =20 —s(7) + [’ = t"[ +d(c(t”),y0c(t) ,
ol la derniere inégalité est une conséquence du Lemme 8.7. En reportant cette estimée

R
dans I'inégalité (25), nous obtenons que d(c(t),yoc(t)) <84+ s(y) < 7—12) +89.

Dans ce second cas, on a donc toujours
Ry Ry
d(c(t), 1) < —+86 < — 26
(e(t), oc(D) < mo 485 < 10 (26)
Comme ¢ est une puissance de <y, on a, pour tout p € Z*, d(fyp(gk'2 x1), gk acl) =
d( VP x1, xl) , et par conséquent R (g2 21) = R, (1) = Rp ; nous pouvons donc appliquer
le Lemme 5.6 (iii) aux points g*2 2 et c(t), eny posant R :=3 [d(g"2 z1,c(t)) + d(c(t),7 c(t))] ;
de la définition de ko (en vertu de la propriété (23)) et de I'inégalité (26) on déduit :

1
R <3 (183 Ry + % + €> < 57 Ry + 3 €. De ceci et de la définition de ko (en vertu de
(23)) on tire : R+ 2 d(g*2 z1,¢(t)) < % Ry + 5 €. Comme nous sommes dans le cas ol
1
Ent(X,d) < 505 lapplication du Lemme 5.6 (iii) donne :
-12 fR192d ka —20
() S 3 +2d(g" x1, (1)) o % Ent(X,d) (R+2d(g"2 1 (1))
Ry 2 Ry
4 Ry 13 ¢
372 (18 5\ (395 605
2 \25 "R, ’
et on en déduit, en faisant tendre € vers zéro (et en remarquant que la marge prise dans
£ R,
E e —
les calculs fait que I'inégalité reste stricte a la limite), que % >373e 29 5 . O
0
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5.2.2 Bornes inférieures universelles pour la croissance exponentielle

Proposition 5.7. Pour tout espace métriqgue 6—hyperbolique non élémentaire (X, d), pour tout
groupe T, pour toute action propre par isométries de ce groupe sur (X,d), sile quotient T\ X
est de diamétre magoré par D, alors

In2 In2
> >
Ent(X,d) > L+140+4D ~ 16D +266 ’

ot L =1inf{l(v) : v élément de type hyperbolique de I'*} .

Sur les variétés riemanniennes, nous avons vu (dans la sous-section 3.3) que ’hypotheése “courbure
de Ricci minorée” est beaucoup plus forte que I’hypothese “entropie majorée” ; de ce point de
vue, la Proposition 5.7, qui donne une obstruction & ce qu’un espace soit d’entropie presque nulle,
peut-étre vue comme une version tres généralisée des obstructions classiques a ce qu’une variété
riemannienne soit de courbure de Ricci presque positive.

L’entropie d'un groupe relativement & un systéme donné de générateurs étant définie en sous-
section 3.1, nous obtenons le

Corollaire 5.8. Tout groupe ', non-élémentaire, muni d’un systéme fini ¥ de générateurs qui
en fait un groupe §-hyperbolique, vérifie

In2
Ent(T.5) > ——=
nt(T, %) 2 5e5 76

Afin de démontrer ces énoncés, commengons par établir le Lemme suivant :

Lemme 5.9. Sous les hypothéses de la Proposition 5.7, il eviste un x € X etun v €', qui est
de type hyperbolique et tel que d(x,v z) < 12(D +9).

Preuve : Posons R := 5D + 6. Considérons deux points quelconques du bord idéal et une
géodésique ¢ qui joint ces deux points; fixons une origine x := ¢(0) quelconque sur cette
géodésique, les points y := ¢(R) et z := ¢(—R) soient a distance au plus D de TI'z, ce qui
implique qu’il existe g,h € T tels que R— D <d(z,g2) < R+ D, R—D <d(z,hx) <R+ D
et 2R—2D < d(gz,hx) <2R+2D. Considérons le produit de Gromov de point-base = (voir
sa définition au début de la section 8.1), nous obtenons

(gw|hx)x = % (d(z,gx) + d(z,hx) —d(gz,hx)) <2D ,

ce qui implique que
Max [d(z,gx); d(x,hz)] > R— D =4D+64 > 2 (ga:|ha:)$ +696 .

Un des trois éléments g, h ou gh est de type hyperbolique : en effet, si g et h ne sont pas
de type hyperbolique, la derniére inégalité ci-dessus assure que les hypotheéses du Lemme 9.2.3
page 98 de [CDP90] sont vérifiées, et ce Lemme implique alors que gh est de type hyperbolique.
Comme d(z,ghz) < d(z,gx) + d(z,hz) < 2R+ 2D, on en déduit qu’il existe toujours un
v € T'* qui est de type hyperbolique et vérifie d(z,vz) <2R+2D =12(D+9). O

Preuve de la Proposition 5.7 : Le Lemme 5.9 prouve qu’on peut fixer z € X et un v € I', qui
est de type hyperbolique et tel que d(z,vy x) < 12(D +¢), ce qui implique en particulier que L
est correctement défini et que L < 12(D + 6) . Ceci prouve aussi que, dans la Proposition 5.7, la
seconde inégalité est une conséquence directe de la premiere.

Reste a prouver la premiere inégalité : la propreté de l'action implique 'existence d'un o de
type hyperbolique tel que ¢(0) = L > 0. Notons N le plus petit entier strictement supérieur a

136
=~ ¢t posons a := ¢V . Fixons un point zg € Mmin(7y) , en nous appuyant sur le Lemme 8.20

(i), nous obtenons :

130 < NL ={(a) <d(zg,ax0) =(a) <Llla)+d=NL+6<L+140 . (27)
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Un résultat de M. Gromov ([Gro07] Proposition 3.22, dont la preuve est écrite pour des variétés
riemanniennes, mais qui s’adapte facilement aux espaces métriques connexes par arcs®) démontre
que Yop(zg) := {o € T* : d(xg,020) < 2D} est un systéme de générateurs de I'; la propreté
de P'action assure que ce systeme générateur est fini.

Ce résultat prouve qu'il est possible de trouver un b € Yop(xg) qui ne laisse pas globalement
invariant 'ensemble {a~,a%} des points fixes de a (sinon tout élément de T' laisserait globa-
lement invariant 'ensemble {a~,a*} et T' serait élémentaire). Fixons ce choix de b ; si b~ lab
laissait globalement invariant 'ensemble {a~,a™}, alors {a™,a™} serait I’ensemble des points
fixes de b~ 1a?b et coinciderait donc avec {b(a™),b(a™)}, ce qui a été exclu par choix de b, donc
b~lab ne laisse pas globalement invariant I'ensemble des points fixes de a. Ce dernier résultat,
la Proposition 8.21 (v) et le fait que a et b~'ab sont tous deux de type hyperbolique assurent
que le sous-groupe I' := (a,b"'ab) engendré par X' = {a,a',b~tab,b~ta~'b} n’est pas vir-
tuellement cyclique ; de plus, comme £(a) = ¢(b~ab) > 134 en vertu de (27), on peut appliquer
la Proposition 6.7 qui démontre qu'un des deux semi-groupes engendrés par {b~lab, a} ou par
{b=tab, a='} est libre, ce qui implique que Ent(I',%’) > In2 (en effet le nombre de mots de
longueur k& qu’on peut former en prenant les lettres dans ¥’ est au moins égal & 2%). D’autre
part, les inégalités (27), puis 'inégalité triangulaire, démontrent que d(zp,axo) < L + 146 et
que d(xg,b"tabxzo) < 2d(xg,bxo) +d(xo,ax0) < L+145+4 D . De ce qui précede et du Lemme
3.6 nous déduisons que

O

Ent(X, d) > Ent(I7, %) _ > In2 .
Max [d(zg,axo); d(xg, b~ tabay)] — L+ 140 +4D
Remarque 5.10. Nous aurions pu obtenir (par une preuve similaire a celle que nous venons de
faire) la Proposition 5.7 comme corollaire du Théoréme 5.3, mais nous avons voulu souligner (par
la simplicité de la démonstration de la Proposition 5.7 donnée ci-dessus comparée a la difficulté
de la Preuve du Théoréme 5.3) le fait que Théoreme 5.3 est un résultat potentiellement beaucoup
plus fort que la Proposition 5.7. En effet (si on suppose que ’entropie de (X, d) n’est pas minorée

par 7503 ) démontrer la Proposition 5.7 revient a prouver l’ezistence d’un élément sans torsion

v € T* tel que 4(y) < C(4, D), alors que le Théoreme 5.3 établit que tout élément sans torsion
v € I'* vérifie ¢(v) > C'(6,D).

Preuwve du Corollaire 5.8 : Nous avons vu en section 2 que 'hypothese de d—hyperbolicité du
groupe signifie que le graphe de Cayley Gx(T'), muni de la distance algébrique dx est un espace
métrique d—hyperbolique; l'action (par translation a gauche) de I' sur Gy (I") est isométrique
et propre car les boules de (G, ds) sont de cardinal fini; le fait que ¥ est fini implique d’une
part que (Gs(T'),ds) est un espace propre et d’autre part que le quotient I'\Gs(T') est de
diametre majoré par D = 1. Comme I' n’est pas élémentaire, son graphe de Cayley est un
espace d—hyperbolique non-élémentaire, et on peut appliquer la Proposition 5.7, qui donne :

In2 In2
Ent(I, %) := E r = - '
nt(I', X) := Ent (Gs(I), ds) 2 1o == = 1672675

5.3 Propriétés de Margulis pour les actions de groupes sur les espaces
Gromov-hyperboliques

Rappelons que nous nous intéressons a tout espace d—hyperbolique (donc géodésique et propre) (X,d)
et a toute action propre (par isométries) d’un groupe I' sur (X,d) tels que Uentropie de (X,d) (pour
au moins une mesure I'—invariante) et le diamétre de T\X soient respectivement bornés par H et D .
Dans les sous-sections qui suivent, a toute donnée de ces trois valeurs positives 6, H et D on associera,
sans qu’il soit nécessaire de le rappeler, les constantes universelles
co(6, H, D) := 10 (28)
No
8. En effet, la connexité par arcs assure existence, pour tout v € I' et pour tout € > 0, d’un ensemble fini
de points {yo,y1,-..,yn} tel que yo =y, ynvn =7y et d(yi—1,yi) < € pour tout 7 € {1,...,N}. On choisit
Yo, V1s---> YN €T tels que d(yi,v; y) < D, en choisissant vy =e et Yy =~ ;onaalors y=o01-...-0on, Ol
o; = %-__11 -7y, appartient & Yopy.(y) et la finitude de X3p(y) prouve qu’il est possible de choisir & suffisamment
petit pour que Xap4.(y) coincide avec Xaop(y) .
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so(0,H,D) :=2-37"? ™3 (Not+10) BH Ro+3) p, (29)
ot Ry := 20(D + 26), ot Ny := N ([312 6490H(D+26)] + 1) et ot la fonction N(-) est définie au

Théoréeme 5.11 qui suit. Rappelons également que, pour tout r > 0 et tout x € X, le sous-groupe de I
engendré par les sous-ensemble fini ¥, (z) ={y € I'" : d(z,yz) < r} est noté I'r(z).

5.3.1 Un premier Lemme “a la Margulis” sous hypothése de doublement faible

Dans le théoreme qui suit, étant donnés un groupe I' et un sous ensemble B de I', on note
B-B l'image de B x B par I'application (v, g) — 7-g. On notera donc B* l'ensemble B-...-B
(k fois).

Théoréme 5.11. (E. Breuillard, B. Green, T. Tao, cf. [BGT12] Corollary 11.2) Pour tout p €
N* | il existe un entier positif N = N(p) (ne dépendant que de p) tel qu’on ait la propriété
sutvante pour tout groupe G et tout systeme symétrique fini S de générateurs de G : s’il existe
un sous-ensemble fini A de G contenant SN tel que #(A - A) < p-#(A), alors G est
virtuellement nilpotent.

Le corollaire suivant établit la premiere ropriété de Margulis (i. e. la virtuelle nilpotence du
groupe I',(zg) lorsque g est plus petit quune constante universelle gg ) sous une hypothése de
doublement faible. Ce corollaire est une version améliorée du corollaire établi par E. Breuillard,
B. Green et T. Tao. L’amélioration consiste a remplacer ’hypothese de “packing” (du type décrit
dans la Définition 3.8) faite par E. Breuillard, B. Green et T. Tao par ’hypotheése de doublement
faible de la mesure de comptage d’une orbite donnée, qui est plus faible en vertu du Lemme
3.12 et (plus généralement) en vertu du fait que, lorsqu’on compte le nombre maximal de boules
disjointes de rayon r qu’on peut inclure dans une plus grosse boule, ce nombre est plus grand
lorsqu’on ne met aucune condition sur la position des centres de ces boules que lorsqu’on astreint
ces centres a étre des points de l'orbite d’un groupe I'.

Corollaire 5.12. Pour toute donnée des paramétres ro > 0 et Cy > 1, pour tout espace
métrique propre (X, d) et toute action propre (par isométries) d’un groupe T' sur cet espace,
pour tout point xg € X , si la mesure de comptage pl  de Uorbite T - o vérifie la condition de

Cy—doublement pour toutes les boules de rayon r € T%ro, %ro] centrées en xq, alors le sous-

. . 7o N -
roupe I',(xg) est virtuellement nilpotent pour tous les 0 < ———=—— (ou N(e) est défini
groupe T y(x0) p P ¢S N(Ca+ D) ( (o) fi
au Théoréme 5.11).

Dans le cas d—hyperbolique (au sens de Gromov), nous en déduisons le

Théoréme 5.13. Pour tout espace métrique d—hyperbolique (X,d) et toute action propre (par
isométries) d’un groupe T' sur cet espace tels que le diamétre de T\X et I’Entropie de (X,d)
soient respectivement magjorés par D et H, pour tout x € X et tout o < £9(6,H,D), le
sous-groupe I'y(x) est virtuellement cyclique.

Preuve du Corollaire 5.12 : Dans cette preuve, le role fondamental est joué d’abord par les
Théorémes 5.1 et 5.11, et ensuite par la Proposition 3.19 (i) ; une fois admis ces trois résultats,
la preuve suit celle du Corollary 11.17 de [BGT12], en posant G := I',(zg) et S := E,(zo) .
D’apres la Proposition 3.19 (i), 'hypothése de doublement faite sur 'orbite I'-zy de T' implique
que la mesure de comptage ,umGo de lorbite G - xy du sous-groupe G vérifie

1S [Bx (z0,270)] < 1S [Bx (z0,270)]
uS [Bx(zo,r0)] —  nS, [Bx(xo,70)]

On applique le Théoreme 5.11 en posant p = [Cg] +1, A:={y € G: d(xo,vz9) < 19} et
gy = % : I'inégalité triangulaire et I'hypothese ¢ < &) donnent SN®) Y (zo)N®) c A
et A-AC{yeG:d(zg,vx0) <210} ; 'inégalité (30) permet d’en déduire que
#A-A) _ #({y € deoyeg) S2ro}) _ gy [Bx(ro.2r0)] _
#(A) — #({yeG:d(xo,vzoe) < 10}) uG [Bx(wo,r0)] — 7

<Cj . (30)
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le Théoreme 5.11 implique alors que le sous-groupe G = I'y(z) engendré par S := X,(zo) est
virtuellement nilpotent. [J

Fin de la preuwve du Théoréme 5.13 : Le Lemme 8.12 (ii) assure que T'\X est compact. Posons
Ry :=20(D+26) et Cy = 3*e"5 H(D+29)) Sous les hypotheses du Théoreme 5.13, le Théoreme
5.1 assure que, pour tout point x € X et pour tout r > %RO, la mesure de comptage pl de
p (Bx (z,27))
Mg (BX ($7 7”))

de Cp—doublement pour toutes les boules de rayon r € [%RO, %RO} centrées en x. Comme

Ry
g0(0, H, D) est égal & ——a——
N ([ +1)
point x € X et tout ¢ < ¢¢(d, H,D), Tp(z) est virtuellement nilpotent, donc virtuellement
cyclique en vertu de la Proposition 8.22 (v). O

lPorbite TI'z vérifie < 3tez H ", donc que cette mesure vérifie la condition

, le Corollaire 5.12 permet alors d’en déduire que, pour tout

On déduit de ce qui précéde la minoration suivante de la constante de Margulis L(a, ) (introduite
dans la Définition 4.12) de toute paire d’éléments de T'* :

Corollaire 5.14. Pour tout espace métrique 6—hyperbolique (X,d) et toute action propre (par
isométries) d’un groupe T sur cet espace tels que le diamétre de T\X et I’Entropie de (X,d)
soient respectivernent majorés par D et H , toute paire {a,b} d’éléments hyperboliques de T'*
qui n’engendre pas un groupe virtuellement cyclique vérifie L(a,b) > e¢(0, H, D) .

Preuve : Posons ¢ := ¢9(d, H, D) pour simplifier; si L(a,b) < €g, il existe un point = et un
couple (p,q) € Z*xZ* tels que d(z,aPx) < g9 et d(x,blz) < g¢, donc tels que (a?,b?) C T, ().
Le Théoreme 5.13 assurant que T'.,(z) est alors virtuellement cyclique, il s’ensuit que le sous-
groupe (aP,b?) est virtuellement cyclique, ce qui implique (d’apres la Proposition 8.21 (v)) que
aP? et b? ont les mémes points fixes sur le bord idéal de X, donc que a et b ont les mémes
points fixes (d’apres la Remarque 8.14 (ii)), donc que tous les éléments de (a,b) ont les mémes
points fixes, donc que (a,b) est virtuellement cyclique d’apres la Proposition 8.21 (ii), ce qui est
contraire a I’hypothese. On a donc L(a,b) > ¢go. O

5.3.2 Minoration de la diastole

Définitions 5.15. Sur tout espace métrique (X,d), pour toute action propre (par isométries)
d’un groupe T' sur (X,d), en tout point © € X , définissons
— sysit(z) comme le minimum des d(z,~vx) quand v parcourt l’ensemble des éléments
v €' qui ne sont pas de torsion,
— la “partie r—mince® de X 7, définie comme I’ensemble (ouvert) des x € X tels que
sys¥t(z) < r et notée X, ,
— la “partie r—épaisse de X 7, définie comme le complémentaire de X, .

Proposition 5.16. Pour toul espace métriqgue d—hyperbolique non élémentaire (X,d) et toute
action propre (par isométries) d’un groupe T sur cet espace tels que le diamétre de T\X et
Uentropie de (X,d) soient respectivement magjorés par D et H , pour tout r < eo(0, H, D), la
partie r—mince X, de X n’est pas conmexe; en particulier il existe un point x € X tel que
sys¥t(z) > eo(6,H, D).

Si de plus T' est sans torsion, alors il existe un point © € X tel que Diasp(X) > eo(0, H, D).

Remarque 5.17. Lorsque le groupe I' contient des éléments de torsion, il est impossible d’ob-
tenir une minoration universelle de la diastole (et a fortiori des systoles ponctuelle et globale)
sous les hypotheses de la Proposition 5.16, comme le prouve le contre-exemple suivant : étant
donné un espace métrique d—hyperbolique non élémentaire (Xy,dy) et une action propre (par
isométries) d’un groupe T'g sur cet espace tels que le diametre de T'p\ X et entropie de (Xo, do)

9. L’appellation “mince” est justifiée par les résultats de la section 7.3 .
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soient respectivement majorés par D et H , nous construisons l’espace métrique (X,d) comme
produit de (Xg,dg) et d'un cercle (T, e.can) et le groupe I' comme le produit de Ty et du

2k
groupe R, des rotations d’angles il (o k€{0,1,...,n—1}). Si ¢ est suffisamment petit,
n

Pespace (X,d) est (d+¢&)—hyperbolique non élémentaire et ’action-produit canonique de I' sur
(X,d) vérifie toutes les hypotheses de la Proposition 5.16. Cependant, on a alors sysp(z) =& /n
pour tout z € X, ce qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro ou lorsque n tend vers +o00.

Preuve de la Proposition 5.16 : Si g est la représentation de I' dans Isom(X,d) associée a l'ac-
tion considérée, le Lemme 5.5 prouve que 'action du groupe o(T") sur (X,d) vérifie également
les hypotheses de la Proposition 5.16; de plus (toujours d’aprés le Lemme 5.5), pour tout
v € I'* ) v n’est pas de torsion si et seulement si o(y) n’est pas de torsion et il s’ensuit que
sysg’(})(x) = sys¥!(z) pour tout z € X , donc que les parties minces X, associées aux actions de
o(T') et de T' coincident. Ceci prouve que, pour démontrer la Proposition 5.16 pour toute action
d’un groupe T, il suffit de la démontrer lorsque T' est un sous-groupe de Isom(X,d) agissant
proprement.

Nous supposerons donc, dans la suite de cette preuve, que I est un sous-groupe discret de
Isom(X,d).

Pour simplifier les écritures, posons g := €q(d, H, D). Le Lemme 8.12 (ii) assure que T\ X est
compact. D’apres la Proposition 8.22 (ii), puisque 'action est cocompacte, chacun des éléments
de T' qui n’est pas de torsion est de type hyperbolique. Fixons un réel positif quelconque r < g .
Le Théoréme 5.13 assure alors que, en tout point x € X, le sous-groupe I',.(z) est virtuellement
cyclique ; la Proposition 8.21 (v) permet d’en déduire que, pour tout x € X,., tous les éléments
de I’ensemble (non vide) I'W(x) des vy € I'v(z) \ {€} qui agissent sur (X,d) par isométries de
type hyperbolique ont la méme paire de points fixes, que nous noterons Fix(z). Nous allons
maintenant utiliser le

Lemme 5.18. L’application x — Fix(x) est constante sur chaque composante conneze de X, .

Preuve : Pour tout = € X, , la finitude de {y :7 < d(x,yz) < 2r} implique'® que X, (2') C
Y. (z) pour tout 2’ situé dans un voisinage suffisamment petit de z (inclus dans X,.), donc
que I'y(2')\ {e} C T'.(z) \ {e}, donc que O # I'(z') C T (z) ; on en déduit que Fix(z') =
Fix(x) . L’application z — Fix(z) étant localement constante, elle est constante sur chacune des
composantes connexes de X, . [J

Fin de la preuve de la Proposition 5.16 : Supposons que la conclusion de la Proposition 5.16
soit fausse, i. e. que X, soit connexe. Comme la fonction z — sysi®(z) est I'—invariante (car
gvg~! est de torsion si et seulement si v est de torsion), ’'ensemble X,. est (globalement) stable
sous action de I', et le Lemme 5.18 implique que Fix(z) = Fix(gx) pour tout g € I'*. De
ceci et de I'égalité T',.(gx) = gT(z) g~! nous déduisons que, pour tout v € T (z), gygt €
gT¥(x) g~ =T (gx) et que, pour tout g € I'*, v et gyg~! ont le méme ensemble de points
fixes, que nous noterons {y~,7"}. Fixons un z et un élément v € I'**(x), pour tout g € I'*,
ona gvg(g(v") =g(v") et gvg~ (9(v7)) = g(v~), donc g(y*) et g(y~) sont des points
fixesde gyg~',doncde v.Onadonc g({y~,7t}) = {y~,7T} pour tout g € I ; en appliquant
la Proposition 8.21 (ii), il en découle que T" est virtuellement cyclique, donc élémentaire d’apres
la Proposition 8.22 (iv), donc que (X, d) est élémentaire d’apres la Proposition 8.22 (iii), or ceci
est exclu par hypothese, ce qui signifie que X, n’est pas connexe.

En conséquence X., n’est pas connexe et est donc différent de X tout entier, or tout point
z € X\ X, vérifie sysit(z) > eq.

Si de plus I' est sans torsion, alors tout point =z € X \ X, vérifie sysp(x) = sysif(z) > &g, ce
qui assure que Diasp(X) > eo(0, H, D) et termine la preuve. O

10. En effet, notons I} (z) Densemble des v € T tels que d(z,yx) > r et T} (z) C T (x) ensemble des
v €T tels que r < d(z,vz) < 27 ; la finitude de X7 (z) implique l'existence d’un o = a(z) > 0 tel que le
minimum (quand v parcourt r (z)) de d(z,vz) soit supérieur ou égal & r + «. Il s’ensuit que, pour tout
z' € Bx(z,a/2) et tout v € T (z), on a d(z',ya') > d(z,yz) — a > r, donc que v € T} (¢). En passant aux
complémentaires, on a donc X, (z’) C Xy (x).
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5.3.3 Minoration de la systole globale pour les métriques convexes

Définition 5.19. Soit (X,d) un espace métrique géodésique propre, sa distance d est dite
“conveze” si, pour toute paire de segments géodésiques ¢y ,co (reparaméirés de maniére a étre
définis de [0,1] dans X ), la fonction t — d(c1(t),ca(t)) est conveze au sens large.

Des exemples d’espaces dont la distance est convexe sont donnés par les variétés riemanniennes
de courbure sectionnelle inférieure ou égale a zéro et, plus généralement, par les espaces Cat(0).

Remarque 5.20. Sur un espace géodésique propre dont la distance est convexe, entre deux points
quelconques, il existe une unique géodésique.

La preuve, élémentaire, est laissée au lecteur.

Lemme 5.21. Sur un espace métrique géodésique propre dont la distance d est convexe, pour
toute paire co,c1 de segments géodésiques, la fonction t +—> d(cl(t),lm(co)) est conveze.

Preuve : Notons [0,ag] et [0,a;] les intervalles sur lesquelles sont définies les géodésiques c¢q
et ¢;. Pour tous les t1, to € [0,a1] tels que t; < to, si co(s1) et co(s2) sont des projetés
—t
to —t1’

respectifs de c¢1(t1) et c¢i(t2) sur co, pour tout ¢ € [t1,ts], en posant [ := on a

t=(1—B)t1 + Bta, et par conséquent :
d(Cl(t),Im(Co)) < d (Cl((]. — 6) t1 + ﬂtg) s Co((]. — ﬂ) S1 + ﬂSQ)) < (1 — ﬂ) d(Cl(tl), 00(81))+
+ﬁ d(Cl(tg), 60(82)) = (]. — ﬂ) d(Cl(tl), Im(Co)) —+ ﬂ d(Cl(tQ), Im(Co)) s

ol la deuxieme inégalité découle de la convexité de la distance. Ceci acheve la preuve. O

Lemme 5.22. Sur un espace géodésique propre dont la distance est convexe toute géodésique
locale est une géodésique (minimisante).

Preuve : L’espace étant noté (X, d), considérons n’importe quelle géodésique locale ¢: I — X
et deux points quelconques ¢, et ty de I ; notons [z,y] le segment géodésique (minimisant)
qui joint les points x := ¢(t1) et y := c(t2) et to € [t1,t2] un point ol la fonction ¢ —
d(c(t), [z,y]) atteint son maximum sur l'intervalle [t1,?2]. L’ensemble J des t € [t1,t2] tels que
d(c(t), [z,y]) = d(c(to), [x,y]) est fermé par continuité de c¢. De plus, pour tout ¢ € J et pour
tous les ¢',¢” vérifiant ¢ < t < ¢, suffisamment proches de t pour que ¢ soit la géodésique
minimisante qui relie ¢(t') & c(t”), la convexité de la distance et le Lemme 5.21 assurent que la
fonction s+ d(c(s),[z,y]) est convexe sur 'intervalle [¢#/,¢”]. Une conséquence est que

t" —t t—t
Max (d(c(t/)v [.73, y]) ; d(C(t”), [Z‘, y])) < d(c(t)7 [Z‘, y]) < m d(C(t/), [l‘, y])—’—m d(C(t”), [l‘, y]) )
ce qui implique que d(c(t'), [z, 1)) = d(c(t"), [z, 1)) = d(c(t), [z ]) = d(c{to), [2,3]) , done que J
est ouvert, et donc (par connexité de [t1,t2]) que J = [t1,t2]. On a donc 0 = d(c(ty), [x,y]) =
d(e(to), [x,y]), ce qui prouve que ¢ et [z,y] sont confondues, donc que ¢ est une géodésique
minimisante. [

Lemme 5.23. Soit (X,d) un espace §—hyperbolique dont la distance est convexe. Pour toute
isométrie hyperbolique ~ et tout point x € Muin(y), la réunion, pour tous les p € Z, des
segments géodésiques [71’ x,yPt! x] est une droite-géodésique v —invariante (notée c ), incluse
dans Myin(v), qui relie les points-limites v~ et v et telle que v (cy(t))) = ¢y (t +£(7)) . En
conséquence, on a : s(y) =d(z,yx) =L(7).

Preuve : Le Lemme 4.3 implique que la réunion des segments géodésiques hp x,yPt! x] =
P ([, y x]) est une géodésique locale ¢, , v —invariante, incluse dans M,in (), et le Lemme 5.22
assure qu’une telle géodésique locale est automatiquement une géodésique, que nous orientons
dans le sens des valeurs croissantes de p. Comme, pour tout p € N,

) ) 1
d(l‘,’y_p ‘T) = d(x77p .T) = Z d(,yz—lx,,yz .I‘) :pd(QT,’ySU) = Qd(’y_p m7’7p .’IJ) ;
k=1
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toutes quantités qui tendent vers +oo avec p, la géodésique ¢, est définie sur | — oo, +oo[ et
vérifie ¢y (£00) = limy, o0 (y*P ) = 4T . Ces égalités impliquent également que

. 1
) = Jlim -~ d(@,yPz) = d@,yz) = s(7);
une conséquence du fait que ceci soit vrai pour tout x € Mpun(y) et du fait que la droite-
géodésique ¢, soit incluse dans @ € My () est que, pour tout ¢ € R, d(cy(t),y ¢y (t)) = £(7),
donc que 7 ¢ (t) = ¢ (t + £(v)) par choix de lorientation de c,. O

Remarquons que le Lemme 5.23 ne prétend pas qu’il existe une unique géodésique reliant les
points-limites v~ et 4T, ce qui serait faux : un contre-exemple peut étre obtenu en partant d’une
surface S simplement connexe de courbure sectionnelle inférieure ou égale & —1, en considérant
une isométrie vy de type hyperbolique et sa géodésique v —invariante c, et en intercalant une
bande plate de largeur ¢ > 0 entre les deux composantes connexes de S'\ ¢, .

Théoréme 5.24. Pour tout espace métrique d—hyperbolique non élémentaire géodésiquement
complet (X, d), dont la distance est convexe, pour toute action propre (par isométries) sur cet
espace d’un groupe T tels que le diamétre de T\X et I’Entropie de (X,d) soient respectivement
magjorés par D et H, on a

(i) €(v) > s0(0, H, D) pour tout élément v de I'* qui n'est pas de torsion,
(#i) Sysp(X) > so(0, H, D) si I' est sans torsion,

ot so(0, H, D) est la constante universelle positive définie par 1’égalité (29).

Preuve : 11 est évident que (i) implique (ii), il nous reste & démontrer (i).

Si ¢ est la représentation de T' dans Isom(X,d) associée a l'action considérée, le Lemme 5.5
prouve que l'action du groupe o(I') sur (X,d) vérifie également les hypotheses du Théoreme
5.24; de plus (toujours d’apres le Lemme 5.5), pour tout v € I'*, v n’est pas de torsion si et
seulement si o(y) n’est pas de torsion et E(g(’y)) = 5(7) par définition des deux actions. Ceci
prouve que, pour démontrer le Théoreme 5.24 pour toute action d’un groupe I', il suffit de le
démontrer lorsque T’ est un sous-groupe de Isom(X,d) agissant proprement.

Nous supposerons donc, dans la suite de cette preuve, que I' est un sous-groupe discret de
Isom(X,d).

Pour simplifier les écritures, posons &g := &o(d, H, D), ol la constante universelle e4(d, H, D)

R
est définie en (28) et vérifie ¢y = FO’ ou les constantes universelles Ny et Ry sont définies

en (29). Le Lemme 8.12 (ii) assure gue I\ X est compact. D’apres la Proposition 8.22 (ii),
puisque 'action est cocompacte, chacun des éléments de I' qui n’est pas de torsion est de type
hyperbolique. En raisonnant par I’absurde, supposons qu’il existe au moins un élément v € I'*
qui n’est pas de torsion (donc de type hyperbolique) et vérifie ¢(y) < so(d, H, D) ; fixons cet
élément. La Proposition 8.21 (ii) démontre que, si on note v~ et v les points du bord idéal qui
sont fixés par v, le sous-groupe I', formé des éléments g € I' qui laissent 'ensemble {y~,y*"}
globalement invariant est le sous-groupe virtuellement cyclique maximal de IT" contenant ~.

Le Lemme 5.23 implique qu’il existe une droite-géodésique (que nous noterons ¢ ), qui relie v~
a v et telle que, pour tout t € R, « (c,y(t))) =cy (t + ﬂ(*y)) . Une premiére conséquence est
que le domaine de Margulis Mg(7) est défini et non vide pour tout R > £(7) et que My (7)
coincide avec Muyin(7y) et contient I'image de ¢, .

Le Lemme 4.7 et le théoreme des valeurs intermédiaires impliquent qu’il existe un point zy € X
tel que R, (z9) = Ro. Notons Z un projeté de xo sur I'image de ¢, , comme R,(xo) = Ry et
R, (Z) = £(7), le Lemme 5.4 (iii) donne :

Ry
o (s <2 [] ¥ 1))
d(r0,7) ( ) 11, N
Ry — 65 H Ry + 14 272 10 °

(31)

ou la derniére inégalité résulte de U'hypothese £(vy) < so(d,H,D), de la définition (29) de
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s0(0, H, D) et d’un calcul direct, qui impliquent que

Ry
In {3712 (2] 2| 41
n[g ( [6(7)} * )} _ 1o +10)(IBH Ry +14/5) _ | N
65 H Ry + 14 2 65 H Ry + 14 N 10 °

L’hypothese de discrétude et la définition de R, (zo) assurent l'existence d’un entier positif ko
tel que d(zg,7" z0) = Mingez- d(zg,v* 0) = Ro . Deux cas sont alors possibles :

— Premier cas : Si kol(y) > $eo :
Notons alors k; le plus petit entier positif tel que kiko€(y) > 3d, on a alors

66

R A eV O EEt (32)
€0

ou la premiere propriété découle de ’hypothese faite dans le cas présent et la seconde de la

définition de k; et reste (trivialement) valable lorsque ko £(v) > 34, i. e. lorsque ky = 1.

Posons h := «*1Fo  Tinégalité (14) assure que

Ink 44 66
d(wo, hwo) < Ro+ (ky — 1) £(7%) +46 ~— < Ry+ (k1 — 1) ko £(7) + —= In {1+ -2 ),
In2 In2 €0

(33)
ou la derniere inégalité découle de (32). Comme par ailleurs d(Z,h ) = ki ko £(7y) > 34,
le Lemme 8.8 donne :

d(zg, hzo) > d(wg, ) +d(Z,hT) + d(hzg,hT) — 65 > 2d(wo, T) + k1 ko £(7) — 67 ;

en combinant cette derniere inégalité avec (33) et (31), il vient :

1 44 66 _ 1 No
- =9 2° > 40 )

En remarquant que §/Ry < 1/40, que §/e9 = No /Ry et que Ry > 4046, nous obtenons :

3 1 3 2§ 66 5 No
AN IS Y (SRR § A S A WY Nl DF SR
+ n(—|—20 °>—1n230n<+50>+330>10’

comme cette derniére inégalité est fausse, nous en déduisons que ce premier cas ne peut
survenir sous 'hypothese £(v) < so(d, H, D) que nous avons faite.

— Second cas : Si kol(7) < 1ep ¢
Soit & un nombre quelconque vérifiant 0 < € < g3 /1000, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe un point = de la géodésique [z,zo] tel que R, (x) = &g — € et,
comme la distance entre les géodésiques [Z,wg] et [y*0 Z,v*0 4] est convexe (selon la
Définition 5.19), on a :

d(z,x) d(z, ) _ _
—e<d(z,Afor) < 2 d ko 1— — d(z,~"
o SIS (J),’Y l‘) = d(f,l?o) (350,’)’ .1'0) + < d(’i‘,%o) (fL’,’y ZC)
et, en remarquant que d(zo,v* 2¢) = Ro et que d(Z,v* z) = ko l(y) < %50, nous en
déduisons que

_ €0—2¢ _ 1 1 Ny

d > _ — — — d > -2 -+ —
(II?,Z]'J) - 2R0 — €0 (.T,Io) =9 (80 5) (2 + 10 ) (35)

ou la derniére inégalité découle de la minoration (31).

Pour tout g € 'y, notons &, un projeté de gz sur la droite-géodésique c, ; comme gZ est un
point de la droite-géodésique goc., qui relie elle aussi les points v~ et 77 ,ona d(gz, z,) <24
d’apres le Lemme 8.9 (i), ce qui implique que

1 Ny

1
Vgel, dlz,g%)>d(z,z,)—d(gZ, z4) > d(z,T)—2> 3 (e0—2¢) <2—|—10> —26, (36)
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ou la derniere inégalité découle de (35).

Pour tout élément g € I'\T',, la définition de I, assure que {g(v~), g(v")} # {7y, 7"}, donc
que I'ensemble {g(v~), g(y")} des points fixes de gy g~ est différent de 'ensemble {y~, y*}
des points fixes de ~ ; la seconde partie de la Proposition 8.21 (ii) permet d’en déduire que
gvg~' ¢TI, donc que le sous-groupe (v,gv¢~') n’est pas virtuellement cyclique, puisque I,
est le sous-groupe virtuellement cyclique maximal contenant v d’apres la Proposition 8.21 (ii).
Le Corollaire 5.14 permet d’en déduire que L(v,gvg~!) > eo—e (ou L(vy,gvg~') est 'infimum
de Max [d(x,vP x); d(z,(gvg 1)%)]) quand x parcourt X et quand (p,q) parcourt Z*xZ*).
Le Lemme 4.14 permet d’en déduire que les domaines de Margulis M., _.(y) et M.,_.(g7vg~!)
sont disjoints (en effet, 'hypothese faite assure que #(v) < g9 — €, donc que les domaines de
Margulis M., () et M.,—(gyg~') sont non vides).

Comme x € M.,—(v), alors @ ¢ M.,—.(gvg™") et on adonc R, ,-1(x) >eo—¢.

Notons z’ un projeté de z sur la droite-géodésique g o ¢, ; du fait que

vteR 979 (9o ey (1) = g7 (cy(t) =gocy(t+£(7)) ,

on déduit que gyg~! agit par translation de longueur £(vy) sur la droite géodésique g o cy et

que Ry, ,-1(2) = £(y) = Ugvg™).

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’en déduire U'existence d'un point z’ € [z, Z/]
tel que Ry, g-1(2') =9 — €.

La propriété de complétude géodésique assure que le segment-géodésique [T, z] est prolongeable
(du c6té de ) jusqu’a 'infini en une géodésique locale qui, d’apres la Lemme 5.22 est un rayon-
géodésique, que nous noterons ¢ et que nous paramétrons de sorte que c(O) =7

D’apreés le Lemme 5.21, la fonction f : ¢+ d(c(t),Im(g o c,)) est convexe; comme f(0) = 0
et comme il existe un ¢y > 0 tel que f(t1) = ¢t; pour tout t; € [0,¢], on a f(t) > ¢t pour
tout ¢ € [t1,+oo[, donc d(c(t),Im(g o cy)) = ¢ pour tout ¢ > 0 ; ceci assure que c(+00) est
un point du bord idéal différent de g(v~) = g o ¢,(—o0) et de g(y") = g o c,y(+00), il découle
alors du Lemme 4.10 (ii) que ce rayon-géodésique sort de Mg, (gyg~!), il existe donc (sur le
prolongement de [Z',2'] au-dela de z’) un point x tel que Ry, 4-1(z)) = Ry .

La méme démonstration que celle faite ci-dessus, en y substituant gyg~' & v et en notant que
Ugyg™t) = L(y) < s0(6,H,D) sous notre hypothese de départ, montre que, si k{ est I'entier

positif tel que d(zy, (gvg_l)ko x4) = Mingez- d(zy, (gag_l)kxf)) = Ry, alors le premier cas
k§ (gag™t) > J o est impossible; nous sommes donc dans le cas ot k{{(gag™") < F&o ; en
procédant comme ci-dessus, nous en déduisons que
1 N,
(e0—2¢) < + O> .

—2¢
d—/ "N > €0
(@, ) 2 710

d—/ / >

DN | =

Comme Z’' est un projeté de x sur la géodésique g o c,, et comme ¢gZT est situé sur cette
géodésique, on en déduit que, pour tout g € '\ T,
1 N
(e0—2¢) < + 0) . (37)

Par définition du diametre de I'\ X', on a D > minger d(z,¢Z), ce qui, en utilisant les inégalités
(36) et (37) (et en faisant tendre e vers zéro), donne

o NO 1 RQ NO 1 RO
> 24+ )—-2=—2 2+ = — 925>
D_2<10+2> 20 2N0(10+2> 20> 55 -26>D,

d’ott une contradiction qui prouve que ’hypotheése £(v) < so(d, H, D) n’est jamais vérifiée, ce
qui acheve la preuve. [

d(w,92) > d(z,2) > d(a’,7) >

6 Sous-groupes libres

Dans cette section, nous ne considérerons que des isométries sans torsion d’un espace §—hyperbolique
(X,d) (donc automatiquement géodésique et propre, selon la Définition 8.2). A chaque isométrie ~
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de (X,d), nous avons associé son déplacement minimum s(y) = infyer+ d(x,vyx) et son déplacement
moyen £(v) = limn— 400 d(%nw) (voir les Définitions 8.17). Si~y est de type hyperbolique, rappelons que
G(vy) est l’ensemble des géodésiques orientées joignant ses points fites v~ et v*, et que M(v) est la
réunion de ces géodésiques (voir les Définitions 4.1). Pour ce qui concerne l’ezistence et les propriétés
élémentaires des projections dans les espaces hyperboliques, nous renvoyons le lecteur a la Section 8.2.

6.1 Lemme de Ping-pong

Pour tout espace d—hyperbolique (X,d), pour toute isométrie v de (X,d) qui n’est pas de
torsion, telle que le sous groupe engendré () soit un sous groupe discret du groupe des isométries,
et pour tout point x € X, notons D, (x) et D! (z) les domaines de Dirichlet (respectivement
ouvert et fermé) de ce point x pour laction de (), i. e. les sous-ensembles de X définis par
les égalités !! :

Doy () = {y : Minkez- d(y,7* ) > d(y,2)} , D,(z) = {y : Mingez d(y,7* =) = d(y,z)}. (38)

Remarquons que D’ _.(z) = D/(z), que (pour tout k € Z) D, (v*z) = +*(D.(z)) et
définissons les domaines d’attraction (resp. de répulsion) U (x) (resp. Uy (x)) de v associés
au point x par les égalités :

Ui (z) := Upenw D,(7* @) = Upenw v (DLy(2)) , Uy (2):=U' (). (39)

Remarquons que, par la définition (39), U () UUS () = Upez- D’ (7P x) et, par passage au
complémentaire, on a :

X\ (U5 (@) VU () ={y : ¥peZ" Mingezd(y,7" ) < d(y,7"x)}

={y : Mingez d(y,7* ) < Minpez- d(y,7* )} = {y : d(y,x) < Minpez- d(y, 7" z)} ;

une conséquence de cette égalité et de la définition (39) est la double propriété :
X\ (U;(a:) U Uj(x)) =D,(x) , VkeZ" yk(D;(m)) CU; (x) VU () . (40)

Définitions 6.1. Considérons une paire d’isométries sans torsion a et b de (X,d), (telles que
(a) et (b) agissent discrétement sur (X,d) ) et n’importe quel point © € X ,

(i) a et b sont dits en position de Schottky par rapport & = si les sous-ensembles U, (z)U
Ut(z) et U, () UU, (z) sont disjoints.

(i) a et b sont dits en position de demi-Schottky par rapport & x € X si Uf(x) C
X\ (Uy (@) UU (@) et si Uy (@) € X\ (Ug () UU; (@)

Proposition 6.2. Soit ¥ un ensemble fini d’isométries sans torsion de (X,d) (telles que, pour
tout o € 3, (o) agisse discrétement sur (X,d) ). Si toute paire d’éléments distincts de X est
en position de Schottky par rapport a un méme point x € X , alors ¥ engendre un sous-groupe
libre du groupe des isométries de (X,d) .

Preuve : Toute relation non triviale entre éléments de 3 s’écrit sous la forme si*-sb? ... sbm =¢,
ol S1, S2,..., Sy sont des éléments de ¥ tels que s; # s;41 pour tous les i € {1,...,m — 1},
et ol p1, Pa2,..., Pm sont des éléments de Z*.

Montrons par récurrence que, pour tout i € {1,...,m}, 7" -s74 ... sbm(z) € U (2) UUS (2) -

en effet ceci est vérifié lorsque ¢ = m, puisque = € D, (z), donc s (x) € sbm (Dy, (z)) C
U; (z)UUZ (x) ol la derniere inclusion est une conséquence de (40) ; supposons maintenant que

sPi Pl P (1) € U (z)UUS (x), comme s; et s;_1 sont deux éléments distincts de 3, ils

[ i+1

11. Les minima dont ils sera question dans la suite seront bien atteints car ’absence de torsion et la discrétude
assurent (par la Remarque 8.14 (i)) que 7 est hyperbolique ou parabolique, et donc que g*z tend ver I'infini
quand k — too.
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sont (par hypothese) en position de Schottky par rapport a x, et on a donc U, (z) UUS (z) C
X\ (US’F1 (x)uUS | (:1:)) ; de ceci et des deux propriétés (40) on déduit que

SISt st (@) € P (U (@) VU () © s (X (Us_ (0) uTE, (@) )

=573 (Ds,_y(2)) C U () VTS (2)

ce qui prouve la récurrence. Il s’ensuit que x = si* - s5>...sPm () est un élément de U (x) U
U (z), ce qui est contradictoire avec le fait que x € D, () car (par (40)) Ds, (z)N(Uy, (z) UUS (z)) =
(. I n’y donc pas de relation non triviale entre les éléments de . O

Proposition 6.3. Soit {a,b} une paire d’isométries sans torsion de (X,d), (telles que (a) et
(b) agissent discrétement sur (X,d) ), si a et b sont en position de demi-Schottky par rapport
G au moins un point © € X, alors {a,b} engendre un semi-groupe libre dans le groupe des
isométries de (X,d) .

Avant de démontrer la proposition 6.3, nous établirons le Lemme suivant :

Lemme 6.4. Soit {a,b} une paire d’isométries sans torsion de (X,d), (telles que {(a) et (b)
agissent discrétement sur (X,d) ), si a et b sont en position de demi-Schottky par rapport
a un point © € X, alors tout produit R(a,b) de puissances positives de a et de b vérifie
R(a,b)x € USf(z) (resp. R(a,b)z € U} (x)) si le premier facteur du produit R(a,b) est une
puissance de a (resp. une puissance de b ).

Preuve : Faisons la démonstration dans le cas ol le premier facteur du produit R(a,b) est une
puissance de a, la preuve dans le cas ou le premier facteur est une puissance de b se faisant a
lidentique (en échangeant les roles de a et b). Supposons donc que

R(a,b) = a?°b® ... aP*b%  ou R(a,b) = aPob¥ ... aPkbi*aPr+1 |

ou tous les p; et ¢; appartiennent a N*.
Notons que b% (z) € b% (Dy(z)) C Uyt (z), ott Vinclusion découle de la premiére des deux égalités
(39) ; on démontre de méme que aP+!(z) € US(z). Comme a et b sont en position de demi-
Schottky par rapport a =, on a également

a? (Ut (z)) C @ (X \ (U () UUS (2))) = a” (Dy(z)) C U (2)

ou I'égalité et la derniére inclusion découlent des deux propriétés (40) et (39). On démontre de la
méme maniére que b% (U;‘ (m)) C U (%) ; en itérant et en alternant ces deux dernieres propriétés,
nous en déduisons que aP°b? ... aP* bl (z) et aPob?® ... aPkbl aPr+1 () appartiennent & UJ (z),
ce qui acheve la démonstration. [J

Fin de la preuve de la Proposition 6.3 : Si le semi-groupe engendré par a et b n’est pas libre,
nous allons démontrer que nous sommes obligatoirement dans un des deux cas suivants :

Cas 1 : Soit il existe une relation entre a et b qui s’écrit, apres simplifications éventuelles,
sous la forme R(a,b) = e =1idx , ou R(a,b) peut étre défini (dans le sous-groupe (a,b))
comme un produit (non trivial) de puissances strictement positives de a et de b ou de
maniere équivalente (dans le groupe libre & deux générateurs, encore appelés a et b)
comme un mot formé des lettres a et b.

Cas 2 : Soit il existe une relation entre a et b qui s’écrit, apreés simplifications éventuelles,
sous la forme Rjp(a,b) = Ra(a,b), o Ry(a,b) et Ra(a,b) sont eux aussi des produits
(non triviaux) de puissances strictement positives de a et de b et des mots formé des
lettres a et b tels que la premiere lettre du mot Rj(a,b) soit différente de la premiére
lettre du mot Rj(a,b).

En effet, la seule éventualité qui n’est a priori pas couverte par ces deux cas est celle ou la re-
lation s’écrit Rj(a,b) = Ra(a,b) et ou les premieres lettres des mots R;(a,b) et Ro(a,b) sont
identiques. Notons alors ¢ le plus grand des entiers j tels que les j premieres lettres des mots
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Ri(a,b) et Ra(a,b) soient identiques, notons R;(a,b) le mot formé des ¢ premieres lettres du
mot Rj(a,b) (et donc dumot Rs(a,b)), il existe alors des mots R} (a,b) et R5(a,b) (triviaux ou
produits de puissances strictement positives de a et de b) tels que R;(a,b) = R;(a,b) R}(a,b) et
Rs(a,b) = R;(a,b) R5(a,b), ce qui assure que la relation initiale Rj(a,b) = Ra(a,b) est triviale-
ment équivalente a la relation R (a,b) = R5(a,b). Siun des deux mots R (a,b) ou Rj(a,b) est
trivial, nous sommes alors dans le cas 1, si aucun des deux mots R/ (a,b) et R5(a,b) n’est trivial,
alors (par définition de i) les premieres lettres des mots Rj(a,b) et R,(a,b) sont différentes et
nous sommes alors dans le cas 2.

Le Lemme 6.4 implique que tout produit R(a,b) de puissances strictement positives de a et de
b vérifie R(a,b)z € Ut(z) U U, (z); comme d’autre part la premitre égalité (40) assure que
2 € Do(z) N Dy(z) = X \ (U (z) VU () UU, (z) UU, (), il est impossible de réaliser la
condition R(a,b)x = x, donc la condition R(a,b) = e : il n’existe donc aucune relation relevant
du cas 1.

Pour toute paire Rj(a,b), Ra(a,b) telle que Ri(a,b) et Ra(a,b) soient des produits (non tri-
viaux) de puissances strictement positives de a et de b tels que la premiere lettre du mot
Ri(a,b) soit différente de la premiere lettre du mot Ra(a,b), le Lemme 6.4 implique soit que
Ri(a,b)z € Uf(z) et Ro(a,b)x € U, (x) (si la premitre lettre du mot Ri(a,b) est a), soit
que Ri(a,b)x € U (z) et Ra(a,b)x € U (x) (si la premiere lettre du mot Rq(a,b) est b).
Ceci prouve qu’il est impossible d’avoir Rj(a,b)z = Ra(a,b)x, donc de réaliser la condition
Ri(a,b) = Ra(a,b) : il n’existe donc aucune relation relevant du cas 2.

Ceci prouve que le semi-groupe engendré par a et b est libre. [

La Proposition qui suit généralise, dans le cadre d’actions isométriques sur un espace métrique
d—hyperbolique, un résultat démontré par T. Delzant dans le cas des groupes hyperboliques (cf.
[Del91], Lemme 1.2 p. 179) :

Proposition 6.5. Soit (X,d) un espace d—hyperbolique. Soient a et b deux isométries de
(X, d),
(i) s’il existe un point x € X tel que d(a? x,b?x) > Max [d(z,a? x), d(z,b7x)]+2d pour
tous les (p,q) € Z* X Z*, alors a et b sont en position de Schottky par rapport & x et
le sous-groupe du groupe des isométries engendré par a et b est libre,

(i) s’il existe un point x € X tel que d(a? z,b?x) > Max [d(z,a? z), d(z,b? )] +25 pour
tous les (p,q) € (Z* X Z*)\ (Z~ X Z™), alors a et b sont en position de demi-Schottky
par rapport a x € X et le semi-groupe engendré par a et b est libre.

Remarque 6.6. L’une ou l'autre des hypothéses faites dans la proposition 6.5 (i) (resp. dans la
proposition 6.5 (ii)) implique automatiquement les propriétés suivantes pour les groupes {(a) et
(b) engendrés respectivement par a et par b et pour leur action sur (X,d) :

(1) les éléments a et b ne peuvent étre de torsion,

(2) le point x dont il est question dans Uhypothése de la proposition 6.5 (i) (resp. dans
Uhypothése de la proposition 6.5 (ii)) n’est fixé par aucun des éléments de (a) \ {idx} et
par aucun des éléments de (b) \ {idx},

(3) {(a) et (b) sont des sous-groupes discrets du groupe des isométries de (X,d).

Preuve de la Remarque 6.6 : L’une ou lautre des hypothéses faites dans la proposition 6.5 (i) ou
dans la proposition 6.5 (ii) implique, pour tout (p,q) € (Z* x N*) et tout (p,q) € (N* x Z*) :

Max [d(z,a? x), d(z,b? z)] + Min [d(z,d? z), d(z,b? z)] = d(z,a? x) + d(z,b? x) > d(a? z, b z)

> Max [d(z,a? z), d(z,b? x)] + 26,
on en déduit que Min [d(z, a? x), d(z,b%x)] > 20, donc que

Vp € Z* d(z,aP x) > 26 et Vg € Z* d(z,b%z) > 26

On en déduit immédiatement que, pour tous les (p,q) € Z* X Z* ,ona a?x # x et blx # x, ce
qui prouve les énoncés (1) et (2) de la remarque 6.6.
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On en déduit également que, pour tous les (k,p) € ZxZ tels que p # k,ona d(a*x, a? ) > 26
et d(b*x, b? ) > 2§ . Un corollaire est que toute suite (@™ )y qui converge uniformément sur
Bx(x,R) est stationnaire : en effet (a™ ),y est alors une suite de Cauchy et il existe un p € N
tel que d(a™zx,a™+kx) < 2§ pour tout k € N ce qui, en vertu de la propriété qui précede,
implique que ny4 = n, pour tout k& € N. Ceci prouve que (a) est discret. On démontre de la
méme maniére que (b) est discret. O

Preuve de la Proposition 6.5 : La Remarque 6.6 assurant que a et b forment une paire d’isométries
de (X,d) sans torsion telles que (a) et (b) agissent discrétement sur (X, d), nous pouvons uti-
liser les définitions et résultats de la section 6.1.

Preuve de (i) : Soit y un point quelconque de U, (z) U U, (z), en vertu des définitions (39) il
existe un k € Z* tel que y € Dj(b* z), ce qui implique en particulier que d(y,b* x) < d(y,z) ;
fixons cette valeur de k. Pour tout p € Z*, la propriété du quadrilatére (lemme 8.3 (iv)),
appliquée aux points y, aP?z, x et b*z, donne

d(y,z) + d(aP z,b* z) < Max [d(y, v x) + d(z,a? x); d(y, aP z) + d(z, b* z)] +26.

L’hypothése faite permet d’en déduire que d(y,x) < Max [d(y,bk x); d(y,aP x)], donc que
d(y,z) < d(y,aP z) pour tout p € Z*, ce qui entraine que y € D,(z) = X \ (U (z) UU; (z))
pour tout y € U, (z) UU, (), donc que U, (z) UU," (z) C X \ (Uy (z) UU (2)) . En vertu de
la définition 6.1 (i), ceci démontre que a et b sont en position de Schottky par rapport & z. La
proposition 6.2 assure alors que le sous-groupe du groupe des isométries engendré par a et b
est libre.

Prewve de (ii) : La démonstration du fait que U, (z) C X \ (U; () UUS (x)) est identique &
la preuve de (i), a ceci pres qu’il faut choisir pour y un point quelconque de U;r (), et par
conséquent supposer que k € N* (tout en continuant a prendre pour p un élément quelconque
de Z*). La preuve du fait que Uj () C X \ (U, () UU, (z)) se fait de manictre identique,
en échangeant les roles de a et de b. En vertu de la définition 6.1 (ii), ceci démontre que a
et b sont en position de demi-Schottky par rapport a x. La proposition 6.3 assure alors que le
semi-groupe engendré par a et b est libre. [J

6.2 Le cas ou le déplacement moyen est minoré

Dans cette sous-section, nous nous intéressons seulement a des paires d’isométries de type hy-
perbolique.

Proposition 6.7. Soient (X,d) un espace §—hyperbolique et a et b deux isométries hyperbo-
liques telles que le groupe {(a,b) engendré par a et b soit discret et non virtuellement cyclique,
alors,

(i) si s(a), s(b) > 136, l'un des deuz semi-groupes engendrés par {a, b} ou par {a, b1}
est libre,

134
(i1) pour tout e1 > 0, si £(a), £(b) > €1 alors, pour tous les entiers p, ¢ > — , l'un des
€1

deuz semi-groupes engendrés par {a?, b1} ou par {a?, b~ 1} est libre.

Avant de démontrer la Proposition 6.7, nous allons démontrer le

Lemme 6.8. Soit v une isométrie de type hyperbolique d’un espace d§—hyperbolique (X,d) tel
que s(y) > 12—15, soit ¢ € G(vy) une quelconque des géodésiques canoniquement orientées qui
joignent v~ et 4T, et soit x un point quelconque de M (), on a alors

(1) d(z,yx) <{(y)+496,

(it) si on note c(t,) un projeté de v*z sur la géodésique c, alors la suite (ty),cy est

strictement croissante.

Preuve de (i) : Par contradiction, supposons que la suite (fx), ., n’est pas strictement croissante,
comme t, — £oo quand k£ — oo, il existe un p € Z tel que ¢, < Min (tp,l,tpﬂ) . Posons
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Op = d(v’C x,c(tk)), la proposition 8.9 (i) implique que & < 2§ pour tout k € Z (car ¢ et
¥ oc sont deux géodésiques de G(7)); on a alors :
— Soit ¢, < tp_1 < tp11, et alors I'inégalité triangulaire, puis le Lemme 8.20 (ii), et enfin
I’hypothese faite sur s(vy) impliquent que :

tpr1 —tp+20p1 + Opi1 + 0, > d(YP /P 2) +d(yP P )

>d(z,y x)+d(ac,’y2:c) >2d(x,yx)+s(y)—0>3s(y)—0 > 32—15; (41)

comme J; < 2§ pour tout k € Z , on déduit de cette derniére inégalité que d(c(ty), c(tp41)) >
39 et qu’on peut donc appliquer le Lemme 8.8, qui donne :

d(@,y x) = d(yP /P ) >ty =ty + Gpy1 + 6, — 60 .

En comparant cette derniere inégalité avec I'inégalité (41), nous obtenons 2 s(y) < d(z,v =)+
s(y) <114, en contradiction avec 'hypothese faite sur s(v).

— Soit t, < tpy1 < tp—1, et alors un raisonnement identique au précédent, ou il suffit
d’échanger les roles de p — 1 et de p + 1, donne également dans ce cas : 2s(y) <
d(x,vy x)+ s(y) <114, en contradiction avec I'hypothese faite sur s(7v) .

Par contradiction, nous en concluons que la suite (tx),c; est strictement croissante.

Preuve de (i) : Comme nous avons vu que, pour tout k& € N* | §g, d; < 20, I'inégalité triangulaire
donne :

d(z,y* x) — 46 < d(x, v x) — 6o — 01 < |t — to| < d(x, 7" x) + 60 + 01 < d(z,7* ) +46 .

Comme la suite (t;);cy est croissante d’apres (ii), nous en déduisons que (tx —to) = |tx —to| et
que

k—1
(1 (1 (1 .
N 5 () B () B () R

ce qui a pour conséquence que inf;en [tiy1 — t;| < £(7). On en déduit que

d(z,yz) = iggd(“riiﬂﬁiﬂf) < Inf ([fips — 8l + i + dig1) < U(y) +46. D

Preuve de la Proposition 6.7 : Pour simplifier, notons N7 le plus petit entier strictement supérieur
136

4 —— . Montrons d’abord que (i) = (ii) : en effet, si a et b vérifient £(a), £(b) > &1 > 0,
€1

alors d’'une part a et b sont de type hyperbolique (en vertu du résultat rappelé a la suite

des Définitions 8.17) et d’autre part s(aP) et s(b?) sont respectivement supérieurs ou égaux a

L(aP) et £(b7), eux-mémes supérieurs ou égaux & Nj €1, donc strictement supérieurs & 134 .

La propriété (i) implique alors qu'un des deux semi-groupes engendrés par {aP, b?} ou par

{aP, b—1} est libre.

Preuve de (i) : Sous les hypotheses de (i), le Lemme 8.20 (i) implique que £(a) > s(a) —4d > 124
et que £(b) > s(b) —J > 120, donc que a et b sont de type hyperbolique car £(a), £(b) > 0
(ce résultat a été rappelé a la suite des Définitions 8.17). Une autre conséquence de ces deux
inégalités est que

VkeZ* , s(a")>max (13, 12]k|) -0 et s(b*) > max (13, 12]k|) - J ; (42)
en effet, cette propriété est vérifiée (par hypothese) lorsque k = =£1, lorsque |k| > 2, on a

s(a®) > €(a*) = |k|£(a) > |k| - 126 > 24§ et on montre de méme que s(b*) > |k|- 126 > 244.
Notons ¢, (resp. ¢ ) une des géodésiques joignant les points fixes a~ et a®™ de a (resp. les
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points fixes b~ et bT de b), orientée de fagon que c,(—00) = a~ et cq(+00) = a™ (resp.
cp(—00) = b~ et cp(+00) = bT). Si les ensembles limites {a™,a"} et {b",b~} ont un élément
commun, ils sont identiques d’apres la Proposition 8.21 (i) et sont les points fixes de tous les
éléments de (a,b), ce qui a pour conséquence (d’apres la Proposition 8.21 (ii)) que (a,b) est
virtuellement cyclique, ce qui est exclu par hypothese ; les ensembles limites {a™,a™} et {b*, b7}
n’ont donc aucun élément commun.

La Proposition 8.10 (ii) assure alors qu’il existe un point zg = c¢,(sp) de la géodésique ¢, tel
que, pour toute suite (t”)nGN tendant vers +o00, il existe une suite (En)neN de nombres réels
strictement positifs tendant vers zéro telle que, pour tout ¢ € R, et pour n suffisamment grand,
on ait

d(cq(t),cp(tn)) > d(cp(tn),x0) + d(xo,ca(t)) =55 —€pn . (43)

De la méme maniere, la Proposition 8.10 (iii) assure qu'il existe un point z{ = cq(sj) de la
géodésique c, tel que, pour toute suite (t;,), .y tendant vers —oo, il existe une suite (e7,),
de nombres réels strictement positifs tendant vers zéro telle que, pour tout t € Rt , et pour n
suffisamment grand, on ait

d(ca(t),cp(th)) > d(cp(th), z4) + d(xg,ca(t) =55 — e, . (44)

Quitte o remplacer éventuellement b par b=, ce qui a pour effet de changer Uorientation de
¢y, donc d’échanger les points xo et x( , nous supposerons dans la suite que sy < Sg .

Notons yg = ¢p(ro) un projeté de xy sur la géodésique c;, . Notons c¢,(s;) un projeté de akxo
sur la géodésique ¢, et notons ¢(ry) un projeté de blyy sur la géodésique ¢, . La Proposition
8.9 (i), appliquée aux géodésiques c, et a¥ oc, (resp. aux géodésiques ¢, et b? o ¢y ), donne :

Vk,q€eZ, d(akzo,ca(sk)) <20 etresp. d(b%yo,ch(rg)) <26 (45)

Pour tous les ¢ € N* et tous les k € Z* , on considere une suite réelle (t,), .y qui tend vers +oo ;
Ihypothese assurant que s(b) > 13§, on peut appliquer le Lemme 6.8, qui assure la croissance
stricte de la suite n — r,, ; on a en particulier 7o < 74 et donc, lorsque n est suffisamment grand,
d(yo, cb(tn)) = d(yo, cu(rq)) + d(cp(rq), cu(tn)) . L'application du Lemme 8.7, puis de I'inégalité
triangulaire, donne, lorsque n est suffisamment grand,

d(zo, cp(tn)) +26 > d(zo,y0) + d(yo, cb(tn)) = d(b%0,b%y0) + d (Yo, cu(rq)) + d(cb(rq), co(tn))
> d(b%z0, cb(rq)) — 2d(cs(rq),b%0) + d(yo,b%y0) + d(cs(rq), co(tn)) ;
la seconde inégalité (45) permet d’en déduire :
d(zo, cp(tn)) = d(b%o, co(ty)) — 66 + d(yo, b%yo) (46)
En appliquant I'inégalité (43), puis 'inégalité du quadrilatére (Lemme 8.3 (iv)), nous obtenons :
d(20,b%20) + d(z0, ca(sx)) + d(zo, cp(tn)) — 76 — en < d(wo, b%20) + d(calsr), cp(tn)) — 206
< Max [d(wo, calsk)) + d(b? 20, cp(tn)) ; d(b7 20, calsk)) + d(x0, cb(tn))]
< d(b? zo, ca(sk)) + d(20, c(tn)) (47)

ol la derniere inégalité (qui découle de I'inégalité (46) et du fait que d(zo, b%xo) + d(yo,b%yo) >
25(b?%) > 260 en vertu de la propriété (42)) est valable quand n est suffisamment grand (donc
en suffisamment petit). Quand n est suffisamment grand, pour tous les ¢ € N* et tous les
k € Z* , en appliquant I'inégalité Min [d(mo, quo) , d(xo,a xo)} > Min(s(a®), s(b?)) > 136 +¢,
(qui se déduit de la propriété (42) et du fait que n est suffisamment grand), puis les inégalités
(47), (45) et I'inégalité triangulaire, on déduit que

Max [d(xmquo) , d(mo,a :Co)] +26 < d(xo,bq;vo) + d(sco,a mo) —116 — ¢,

< d(xo,quo) + d(mo,ca(sk)) -9 —¢, < d(bq wo,ca(sk)) —20< d(bq xo,akxo) . (48)
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Considérons maintenant le cas on k € N* et on ¢ = —p (ot p € N*) et une suite réelle (¢,),, oy
qui tend vers +oo. Le Lemme 6.8 et 'hypotheése surs(a) assurant la croissance stricte de la
suite n — s, , on a sj < so < s et donc d(x6 , Ca(Sk ) = d(x6 ,xo) + d(xo 7ca(s;.c)) . L’inégalité
(44) et I'inégalité triangulaire donnent, lorsque n est suffisamment grand,

d(ca(sk), cb(—tn)) + 50 + &, > d(co(—tn), 20) +d (20, calsk))

> d(co(—tn), 70) +d (20, 20) + d(w0, ca(sk)) = d(co(—tn), x0) +d (0, Calsk))

En appliquant cette derniére inégalité puis 'inégalité du quadrilatere (Lemme 8.3 (iv)) , nous
obtenons, lorsque n € N* est suffisamment grand,

d(zo,b P xo)+d (cp(—tn), o) +d (z0, ca(sk))—T5—el, < d(xo,b P zo)+d (ca(sk), cb(—tn))—28

< Max [d(zo, ca(sk)) +d(bPxo, cp(—tn)); d(b™P z0, calsk)) + d(zo, cp(—tn)] - (49)
Le Lemme 6.8 et ’hypothese faite sur s(b) assurant la croissance stricte de la suite n — r,, , on
a —t, <1y <71y (ol ¢ = —p et olt n est supposé suffisamment grand), ce qui implique que

d(yo, cb(—tn)) = d(yo, cb(rq)) +d(cb(rq), cb(—tn)) . L’application de cette égalité, du Lemme 8.7,
puis de l'inégalité triangulaire, donnent alors

d(zo, ep(—tn)) +26 = d(zo, yo) + d(yo, co(—tn)) = d(z0,y0) + d(yo, c(rq)) + d(cs(rq), cr(—tn))

> d(an yO) + d(yoa bqyO) -26 + d(Cb(T'q), Cb(_tn)) )

ou la derniére inégalité découle de la deuxiéme des inégalités (45). De cette derniére inégalité
nous déduisons, en utilisant également I'inégalité triangulaire, le fait que d(yo,b%yo) > 136 et
que b4 =b7P | puis la deuxieme des inégalités (45),

d(b7P zg,cp(—tn)) < d(7P o, b P yo) + d(b7P yo, cp(rq)) + d(ep(rq), co(—tn)) + d(yo, b%yo) — 139
< (0, 90) + d(cs(rg), cb(—tn)) + Ao, B1yo) — 118 < d(o, ep(~tn)) — 76
ce qui implique que
d(xo,ca(sk)) +d(b7P zo, cp(—tn)) < d(xo,ca(sk)) + d(zo, cp(—t,)) — 70
< d(zo,b"Px) +d(cp(—tn), o) +d(xo, ca(sk)) —T6 —el, .
En reportant cette derniére estimée dans I'inégalité (49), nous en déduisons que
d(zo,b"Pxo) +d(zo, ca(sk)) —T0 —el, <d(b P g, co(sk))
ce qui, en utilisant 'inégalité triangulaire et les estimées (45), donne
d(xo,b7P x0) +d(m0, akxo) —90—¢, <d(b P, ax)+20;
en appliquant I'inégalité Min [d(mo, quo) , d(xo7 akxo)] > Min(s(a*), s(b?)) > 135 + &/, (qui se
déduit de la propriété (42) et du fait que n est suffisamment grand), nous en déduisons, lorsque
n est suffisamment grand (donc €], suffisamment petit) que
Vk,pe N* |, Max [d(mo ,07P o), d(zo , a® xo] +26 <d(bPuay, a® xo) .

Cette dernitre inégalité et 'inégalité (48) prouvent que, pour tous les (p,q) € (Z* x Z*) \
(Z= xZ7),on a d(blzg, a*xg) > Max [d(zo ,b?x0) , d(xo, a* z9] + 26, la Proposition 6.5 (ii)
permet d’en déduire que le semi-groupe engendré par a et b est libre. Ceci achéve la preuve de
(i) et de la Proposition 6.7. O
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6.3 Le cas ou la constante de Margulis est supérieure a ¢

Rappelons que, selon la Définition 4.12, la constante de Margulis L(a,b) d’une paire d’isométries {a,b}
de lespace (X,d) est Uinfimum de Max [d(z,aPz); d(z,b%x)] quand x parcourt X et quand (p,q)
parcourt lensemble des (p,q) € Z* X Z* tels que aP et b? soient non triviauz.

Rappelons aussi que, & toute isométrie hyperbolique v d’un espace d—hyperbolique (X,d), nous avons
associé sa fonction rayon de déplacement x v R (x) := Mingen d(z,7" ) (voir la Définition 4.2)
et que nous avons défini les domaines de Margulis Mg(vy) comme lensemble des points x tels que
R (x) < R (voir la Définition 4.5 et la Remarque 4.6).

Le but de cette sous-section est d’établir un résultat en faisant les hypotheses les plus faibles pos-
sibles sur la géométrie de I’espace métrique considéré ; évidemment nous payons cette généralité
par une hypotheése (a priori assez forte) sur action de la paire d’isométries {a,b} considérée :
nous supposerons en effet que la constante de Margulis L(a,b) de cette paire d’isométries est
minorée. Plus précisément, nous démontrerons le

Théoréme 6.9. Soit (X,d) un espace d—hyperbolique. Soient a et b deux isométries hy-
perboliques de (X,d) telles que le sous-groupe engendré {(a,b) soit un sous-groupe discret non
virtuellement cyclique du groupe des isométries de (X,d). Si la constante de Margulis L(a,b)
vérifie L(a,b) > 235, alors on a les propriétés suivantes pour les sous-groupes du groupe des
isométries de (X,d) :

(i) si L(a), £(b) <135, le sous-groupe engendré par {a,b} est libre,

(ii) si £(a), £(b) > 138, un des deux semi-groupes engendrés par {a, b} ou par {a, b=1}
est libre,

(iii) si £(a) <135 et £(b) > 135, un des deuzx semi-groupes engendrés par {b, aba='} ou
par {b, ab=ta='} est libre,

(iv) si £(a) > 136 et £(b) <135, un des deux semi-groupes engendrés par {a, bab='} ou
par {a,ba=tb=1} est libre

La preuve de ce Théoréme repose principalement sur la Proposition suivante :

Proposition 6.10. Soit (X,d) un espace d—hyperbolique. Soient a et b deux isométries hy-
perboliques de (X, d) telles que le sous-groupe engendré {a,b) soit un sous-groupe discret non
virtuellement cyclique du groupe des isométries de (X,d). Si'? la constante de Margulis L(a,b)
vérifie L(a,b) —Max[£(a), £(b)] > 108, alors a et b engendrent un sous-groupe libre du groupe
des isométries de (X,d) .

Preuve de la Proposition 6.10 : Posons £y = Max [¢(a), ¢(b)] pour simplifier I’écriture. L’hy-
pothese L(a,b) > 106 + ¢y nous permet de fixer un Ry tel que 100 + ¢y < Ry < L(a,b). Notons
¢ un réel quelconque vérifiant 0 < & < Ry — (106 + £y) et notons ¢’ le nombre réel strictement
positif tel que Ry = 10§ 4+ g + e+2 &' . Posons rg := £y + 0 + &, les Lemmes 4.8 (ii) et 4.14
impliquent que M,,(a) et M,,(b) sont des fermés disjoints non vides; de plus, d’apres le Lemme
4.13, on peut choisir deux points z¢ € M,,(a) et yo € M,,(b) tels que d(zo,yo) soit le minimum
de d(x,y) quand (z,y) parcourt M, (a)x M,,(b). Fixons une géodésique [xg,yo] qui relie ces
deux points. Démontrons d’abord la propriété :

Jz € [xo,y0] tel que Y(p,q) € Z* xZ* d(x,a’z) > Ry et d(z,b%x) > Ry . (50)

En effet, on a L(a,b) > Ry, le Lemme 4.14 implique alors que Mpg,(a) et Mp,(b) sont des
fermés disjoints contenant respectivement zy et yo, donc que leurs intersections avec [zg, o]
sont des fermés disjoints non vides dont (par connexité) la réunion ne peut étre égale & [z, yo] .
11 existe donc un point x € [zg, yo] qui n’appartient pas & Mg, (a) U Mg, (b) et vérifie donc la
propriété (50).

12. Dans cette Proposition, 'hypothése L(a,b) — Max[£(a), £(b)] > 105, on peut substituer I’hypothese : il
n’existe pas de point z € X et d’entiers p, ¢ € N* qui vérifient simultanément d(z,aPz) < 106+Max [£(a), £(b)]
et d(z,blz) < 106 + Max [£(a), £(b)]. L’équivalence de cet énoncé avec la Proposition 6.10 est justifiée par le
Lemme 4.14 et le début de la preuve de la présente Proposition 6.10.
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Fixons maintenant le point = € [zg,yo] donné par la propriété (50). Le fait que = ¢ Mg, (a),
que zo est un projeté de z sur M, (a), que aPzy € M, (a), et le Lemme 4.9 impliquent que

1
Vp e Z* d(x,a? xo) > d(x,x0) > 3 (Ro—10) = gé +ée. (51)

Fixons deux éléments quelconques p et ¢ de Z*. Notons [z,zg] la portion de la géodésique
[xo,y0] comprise entre x et xo et appelons [aP z,aP xg] l'image de cette géodésique par aP ;
choisissons des géodésiques [z, aP x|, [z, aP zo] et [z, aP xy] de maniere quelconque. D’apres les
inégalités (50) et (51), il existe des points u, u’ et u”, situés respectivement sur les géodésiques
[z,aP z], [x,aP zo] et [z,z0], tels que d(z,u) =d(z,u') =d(z,u") =35+¢ .

Considérons les triangles A = [z,a? x,aP xy] et A’ = [z,aPxg, zo] formés par les géodésiques
choisies ci-dessus (ayant donc la géodésique [z,a? xg] comme cdté commun) et leurs approxima-
tions par les tripodes associés : fa : (A,d) = (Ta,dr) et far: (A',d) = (Tar,dr/) (selon la
construction décrite en début de sous-section 8.1), les points centraux de branchement de ces tri-
podes étant notés respectivement ¢ et ¢’ ; les longueurs des branches du tripode (Ta,dr) (resp.
(Tar,drr) ) d'extrémités fa(x), fa(a?z) et fa(aPzo) (vesp. far(z), far(aPzo) et far(zo))
sont notées «, B et v (resp. o/, B8’ et 7). Notons ¢}, I'image réciproque dans [zg,aP(zq)] par
far du point de branchement ¢ du tripode T+, le Lemme 4.11 (iii) assure que ¢y € M,,125(a)
et, comme x appartient & adhérence de X \ Mg, (a), on a (d’apres le Lemme 4.9)

1
of = dr/(far(2), ) > d(w,ch) =8 > d(w, Mryy26(a)) =8 > 5 (Ro =10 —26) =6 = §6+e' :

ou la derniere égalité découle du choix de Ry et de rg. Il s’ensuit que les points far(u') et
far(u”) appartiennent tous deux a la branche [¢/, fas(z)] du tripode (Tas,d7/) et donc que
far(w') = far(u”) et le Lemme d’approximation 8.3 (i) permet d’en déduire que d(u’,u”) <4.
Par ailleurs, lapplication fa étant une isométrie en restriction & chacun des cotés de A (cf. le
Lemme 8.1 (i)), on a

a+vy=d(x,a’ zg) > d(z,x0) = d(a’ x,a’ o) = B+ 7,

ce qui assure que « > 8 ; comme on a également a+8 = d(x,aP ) > Ry, le fait que lapplication
fa soit une isométrie en restriction & chacun des cotés de A (cf. le Lemme 8.1 (i)) et I'inégalité
(50) impliquent que

o> % > 56+€/ > d(gjau) = d(xvu/) = dT(fA(I)afA(u)) = dT(fA(.T),fA(U/)) s

ce qui prouve que les points fa(u) et fa(u') sont situés sur la branche [c, fa(z)] du tripode
Ta et vérifient fa(u) = fa(u') ; le Lemme d’approximation 8.3 (i) permet d’en déduire que
d(u,u') < §. Cette derniere inégalité et 'inégalité d(v',u”) < & précédemment démontrée
impliquent (par I'inégalité triangulaire) que d(u,u”) < 24.

Notons [z,yo] la portion de la géodésique [xo,yo] comprise entre x et yo. En remplagant a
par b et p par g dans le raisonnement précédent, on construit des géodésiques [z,b?x] et
[z,0% yo] et des points v, v’ et v”, situés respectivement sur les géodésiques [z, b? x], [z,b? yo]
et [z,yo], tels que d(z,v) = d(z,v") = d(z,v") = %54—5’. On démontre de la méme manieére que
précédemment que d(v,v”) < 2¢§. Cette derniere estimée, l'inégalité d(u,u’) < 24, 'inégalité
triangulaire et le fait que u”, x et v” soient portés par la méme géodésique (minimisante)
[0, yo] donnent

d(u,v) > d(u",x) + d(z,v") — d(u,u"”) — d(v,0") > 55+ 2" —45 =05 +2¢" . (52)

Considérons maintenant le triangle A = [z,aP x,b%z] et son approximation par le tripode as-
socié : fa : (A,d) = (Ta,dr) (selon la construction décrite en début de sous-section 8.1), dont
les longueurs des branches d’extrémités fa(a?z), fa(b?x) et fa(x) sont notées respective-
ment «, B et . Notons ¢ le point de branchement du tripode Ta . De U'inégalité (52) et du
lemme d’approximation 8.3 (i), nous déduisons que

dr (fa(u), fa(v)) >2€" >0; (53)
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or, I'application fa étant une isométrie en restriction a chacun des cotés de A (cf. le Lemme
8.1 (i)), on obtient :

dr (fa(@), fa () = d(a,w) = 2 6+ = dlw,0) = dr (a(@), Ja(0)

— Siy>56+¢, alors fa(u) et fa(v) appartiennent tous deux & la branche [c, fa(z)]
du tripode Ta , et vérifient donc fa(u) = fa(v), ce qui contredit I'inégalité (53).

— Si %(5 << %5 +¢’, alors fa(u) et fa(v) appartiennent respectivement aux branches
[e, fa(a? x)] et [c, fa(b?2)] du tripode Ta , et alors

dr (¢, fa(v)) = dr (¢, fa(u)) = dr (fa(2), fa(u)) — dr (fa(x),c) = 25 +e—y<e,
ce qui implique que dr (fa(u), fa(v)) < 2€’, en contradiction avec I'inégalité (53).

La seule possibilité est donc que

N | Ot

y< 50 (54)

En vertu du fait que Papplication fa est une isométrie en restriction & chacun des cdtés de A (cf.
le Lemme 8.1 (i)) et de I'inégalité (50), nous avons Min(a, §) = Min [d(x,a? z); d(x,b? z)] —~v >
Ry — v, ce qui entraine :

d(aP 2,89 ) = o+ f = Max(a, §) + Min(a, §) > Max(a +7, 6 +7) + Ro — 27 ,
soit, en utilisant la définition de Ry et I'inégalité (54),
d(a? z,b? z) — Max [d(x,aP z); d(z,b?x)] > Rg — 27 > 105 + e+ 2 — 55 > 56 .

Cette derniere inégalité étant valable pour tous les (p,q) € Z* x Z*, on conclut en appliquant
la proposition 6.5 (i). O

Fin de la preuve du Théoréme 6.9 :

- Si 4(a), £(b) < 135, comme L(a,b) > 235, on a L(a,b) — Max[£(a), £(b)] > 100 et la
Proposition 6.10 implique que le sous-groupe engendré par {a,b} est libre.

— Si 4(a), £(b) > 135, le Lemme 8.20 (i) assure que s(a), s(b) > 130 et la Proposition 6.7 (i)
implique alors quun des deux semi-groupes engendrés par {a, b} ou par {a, b='} est libre.

—Si l(a) < 135 et £(b) > 136, alors £(aba~t) = £(b) > 134 et le Lemme 8.20 (i) assure
que s(b), s(aba=t) > 135. La Proposition 6.7 (i) implique alors qu'un des deux semi-groupes
engendrés par {b, aba='} ou par {b, ab ta"'} est libre.

— Si £(a) > 135 et £(b) < 130, la méme démonstration (en échangeant les roles de a et b)
prouve qu'un des deux semi-groupes engendrés par {a, bab~'} ou par {a, ba='b"'} est libre.
Il

6.4 Semi-groupes libres pour des distances convexes

Dans cette sous-section, on se fixe arbitrairement trois constantes positives 6, H et D et on s’intéresse
a tous les espaces d—hyperboliques (X,d) dont la distance est conveze (au sens de la Définition 5.19) et
a toutes les actions propres, par isométries) d’un groupe T' sur (X,d) telles que Uentropie de (X,d) et
le diamétre de T\X soient respectivement bornés par H et D . A ces trois valeurs des paramétres ¢,
H et D, on associe la constante universelle so(d, H,D) > 0 définie par ’égalité (29).

A Dinverse de ce que nous avons fait dans la sous-section 6.3, le but de la présente sous-section
est, au prix d’hypotheéses légerement plus fortes sur la géométrie de ’espace métrique considéré,
de démontrer un résultat valable pour toute paire d’éléments de I', sans restriction sur les valeurs
de ¢(a), de ¢(b) ou de la constante de Margulis L(a,b) :
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Théoréme 6.11. Pour tout espace métriqgue connexe d—hyperbolique géodésiquement complet,

non élémentaire (X, d), dont la distance est convexe, pour toute action propre (par isométries)

d’un groupe T sans torsion sur cet espace tels que le diamétre de T\X et I'Entropie de (X,d)

soient respectivement majorés par D et H , pour toute paire d’éléments a,b € T', si le sous-

groupe engendré {(a,b) n’est pas cyclique alors, pour tous les entiers p, ¢ > ———— un des
50(53 Ha D)

deuz semi-groupes engendrés par {a?, b1} ou par {a?, b1} est libre.

Preuve : Sous les hypotheses du Théoreme 6.11, le Lemme 8.12 assure que ’action de T' est fidele,
discrete, sans point fixe et cocompacte ; en particulier I' s’identifie & un sous-groupe cocompact
et discret du groupe des isométries de (X,d). Le Théoreme 5.24 prouve alors que, pour toute
paire d’éléments a,b € T'*, on a f(a),¥(b) > so(d,H, D). La Proposition 6.7 (ii) permet d’en
déduire que 1'un des deux semi-groupes engendrés par {a?, b?} ou par {a?, b7} est libre pour

tous les > 130 O
u —_—
P 4= (6, H, D)

7 Transplantation des propriétés de Margulis

Contrairement aux résultats des sections précédentes, les résultats de la présente section portent sur des
espaces métriques mesurés (Y, d, 1) qui ne sont plus supposés Gromouv-hyperboliques, et (dans la plupart
des résultats) leur diamétre ne sera plus supposé borné; en fait la seule hypotheése que nous ferons en
général sur ces espaces sera de supposer leur entropie bornée!® par une constante arbitraire H . Sur
ces espaces, nous considérerons des actions (propres, par isométries préservant la mesure) d’un groupe
I" ; la seule restriction que nous apporterons sera que le groupe I' soit pris dans une classe de groupes
vérifiant une méme propriété algébrique intrinseque qui sera précisée par les Définitions 7.4.

L’idée qui sous-tend cette étude est que les propriétés de Margulis sont “transplantables” : dit tres
grossiérement, cette expression signifie que, si un groupe admet une action propre (dite “de référence”)
sur un espace Gromov-hyperbolique (X,dx), il en hérite de propriétés algébriques telles que toute action
du méme groupe sur tout autre espace métrique mesuré (Y,d, 1) d’entropie bornée bénéficie encore des
mémes propriétés de Margulis que 1’action de référence (voir les Propositions 7.10, 7.13, 7.16, 7.21 et
7.23 pour des énoncés précis).

En ce qui concerne la premiére action “de référence” sur un espace Gromov-hyperbolique (X,dx), le
parametre quantitatif que nous en retiendrons, pour chaque isométrie hyperbolique «, est le déplacement
moyen £(v) = limp— 400 d(%nz) , cette notion étant précisée dans les Définitions 8.17.

7.1 Les classes de groupes considérées ici :

Définitions 7.1. Considérons un espace d—hyperbolique quelconque (X,d) et un groupe T'
agissant par isométries sur (X, d) ;

(i) étant donnée une valeur o > 0, cette action sera dite a—HT (pour a—Hyperbolically
Thick), si elle vérifie de plus £(y) > « pour tout v € T'*

(i) étant donnée une fonction N :]0,4o00[ — N*, cette action sera dite “ N (e)—acylindriquement
hyperbolique” si elle vérifie de plus la propriété :

VR>0,3A>0 t. ¢ Vz,ye X d(z,y) > A = #{g:d(z,9.2) <R et d(y,g9.y) < R} < N(R);

Uaction sera dite “acylindriquement hyperbolique” s’il existe une fonction N (e) telle que
cette action soit N (e)—acylindriqguement hyperbolique.

Remarque 7.2. Les définitions ci-dessus impliquent que

13. Cette hypothese est une maniere de fixer I’échelle : en effet, sans une telle normalisation, toute minoration
des distances, des déplacements ou de la systole serait impossible puisque ces invariants géométriques tendent vers
zéro lorsqu’on multiplie la distance par un facteur tendant vers zéro. Parmi toutes les normalisations possibles,
cette hypothese “d’entropie majorée” est la plus faible (voir la sous-section 3.3 pour une comparaison avec les
différentes hypothéses contenues dans la littérature).
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(i) Toute action a—HT d’un groupe I sur un espace d—hyperbolique est automatiquement
fidele, discréte et propre'? et Uexistence d’une telle action implique que le groupe T est
sans torsion.
(i) Toute action acylindriquement hyperbolique fidéle d’un groupe T' sur un espace §—hyperbolique
est automatiquement discréte et propre.

Preuve : 11 est évident que I'action est fidele quand elle est a«—HT. Donc, que nous soyons dans
le cas (i) ou dans le cas (ii), nous supposerons dorénavant que I' est identifié & un sous-groupe
du groupe des isométries Isom(X,d) de 'espace (X,d) considéré.

Si T' n’est pas discret (ou s'il n’est pas fermé) dans Isom(X,d), il existe une suite (v,,)

neN

d’éléments distincts de T' qui converge (uniformément sur tout compact) vers un élément g €
Isom(X, d). Toute paire de points {x,y} étant compacte, il existe un n € N tel que

vp € N d(:L‘, 7;1 ’Yn+p l’) = d(’Yn SC, rYn—Q—p ‘T) <« et d(y7 7;1 7n+p y) <o. (55)

— Si laction est a—HT, comme inf,cx d(z,vz) > £(y) > «, on déduit de (55) que

vt Yntp = €, donc que v,,,, = v, pour tout p € N, ce qui est contradictoire avec
le fait que la suite (7,,),cy est constituée d’éléments distincts.

— Si l’action est acylindriquement hyperbolique, cette derniere propriété entre en contradic-

tion avec la propriété (55) qui assure que, pour toute paire de points {z,y} l’ensemble
des v € T' qui vérifient simultanément d(z,vx) < a et d(y,vy) < a est infini.

Dans les deux cas, nous avons prouvé que I' est un sous-groupe discret (et fermé) de Isom (X, d) .
Un espace d—hyperbolique étant toujours implicitement supposé propre, la Proposition 8.11
assure alors que l’action est propre.

Si I’action est a—HT, pour tout v € T'* et tout k € Z*, on a g~ # e car £(v*) = |k[{(y) #0,
ce qui implique que v n’est pas de torsion, donc que I' est sans torsion. [

Proposition 7.3. Pour tout espace d—hyperbolique (X,d) et pour tout sous-groupe T’ sans
torsion de son groupe d’isométries, si Uaction de T sur (X,d) est N(e)—acylindriquement

hyperbolique, elle est automatiquement €y —HT, ot ¢ :=

216

, >
N@00) 12 On a donc £(y) > &g

pour tout élément v de T'*.

Preuve : Si laction de T' sur (X,d) est N(e)—acylindriquement hyperbolique, elle est auto-
matiquement fidele : en effet Paction se fait via une représentation ¢ : I' = Isom(X,d) et, sur
toute paire de points z,y € X tout élément v € Ker(p) vérifie simultanément d(z,~y-z) :=
d(z,0(7)(z)) =0<e et d(y,vy):=d(y,o(y)y)) =0 <e (pour tout € >0), ce qui assure que
#(Ker(o)) < N(e), donc que tous les éléments de Ker(p) sont de torsion, ce qui est exclu par
hypothese.

Comme Daction est discrete et propre (d’apres la Remarque 7.2) et le groupe sans torsion, la
Remarque 8.14 (i) assure qu’aucun élément de I'* n’agit de maniere elliptique.

Considérons n’importe quel élément ~ € I'* qui agit par isométrie parabolique, notons >
son unique point fixe (situé sur le bord idéal 90X ) et fixons un rayon-géodésique ¢ vérifiant
¢(+00) = 4. Posons N := N(8§) et associons-lui la constante

Ty := sup d(c(0), 7" c(0)) .
ne{l,...,N}

Pour tout A > 0, pour tous les ¢,¢ € [T, +oo[ tels que |t/ —¢| > A, pour tous les n € Z tels
que |n| < N, le Lemme 8.15 (appliqué & 'isométrie parabolique ™) assure que

d(c(t),y"c(t)) <76 <85 et d(c(t'),y"c(t') <76 <85,

et par conséquent

N(@B8) >#{gel : d(c(t),ge(t)) <8 et d(c(t'),gc(t')) <83}

14. Rappelons qu’une action sur un espace métrique (X,d) est dite “propre” si, pour tout R > 0 et tout
z € X, Pensemble des v € T tels que d(z,vz) < R est fini.
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>H#{V" : n€Ztelque|n|] <N} =2N(8)+1,
d’oli une contradiction qui assure qu’aucun élément de I' n’agit par isométrie parabolique.
Il s’ensuit que tout v € I'* agit sur (X, d) comme isométrie de type hyperbolique, dont les points

114 169
fixes (situés sur le bord idéal) sont notés v~ et v . Posons I := {p €Z : —— <|p|< } ,
24(7) )

pour tout p € I, on a s(y?) = £(y7) = [p|£(y) > L} &, ou le déplacement minimum s(7) a été
introduit dans les Définitions 8.17; nous pouvons donc appliquer le Lemme 6.8 (i) qui assure
que, pour tout = € M(y) et tout p € I, d(z,v?x) < £(+?)+45 < 206. Pour tout A > 0,
soient z,y deux points de M(7) tels que d(z,y) > A (deux tels points existent, par exemple
sur une méme géodésique ¢ € G(v) ), on a alors

Vpel d(z,vPx) <200 et d(y,~’y) <200,

et, par conséquent

N(200) > #{gel : d(z,g.x) <206 et d(y,g.y)<205}>#(])>2<22€1(j)_1) ,

216
ce qui donne £(vy) > I

W pour tout y € I'*. [

Ces premieres définitions nous amenent aux définitions suivantes :

Définitions 7.4. Etant donnés des réels quelconques §, > 0 et une fonction N :]0,+o00[ —
N* | nous définissons les classes de groupes suivantes :

(i) La classe des groupes “ (5, a) —HT7”, i.e. 'ensemble des groupes non cycliques I' qui ad-
mettent au moins une action a—HT (par isométries) sur au moins un espace d—hyperbolique.

(i) La classe des groupes “ (5, N(O))—acylindriquement hyperboliques”, i. e. l’ensemble
des groupes non cycliques et sans torsion I' qui admettent au moins une action
N (e)—acylindriquement hyperbolique (par isométries) sur au moins un espace 6—hyperbolique.

“

(#ii) La classe des groupes ((5, a) —non abéliens”; i.e. l’ensemble des groupes non abéliens
I tels que, pour toute paire d’éléments v, qui ne commutent pas entre euz, il existe
un morphisme o du sous-groupe {y,v') engendré par ces deux éléments vers un groupe
(6,a)—HT tel que o({v,7')) ne soit isomorphe ni a {0}, ni 4 Z.

(iv) La classe des groupes “ (5, a) —transitifs non abéliens”, i.e. [’ensemble des groupes
(5, a)—non abéliens T tels que la relation de commutation® soit transitive sur T'* .

Remarques 7.5. Soulignons quelques conséquences de ces définitions :
(a) tout groupe (0, a)—HT est automatiquement (0, a)—transitif non abélien et tout groupe
(0, &) —transitif non abélien est (8, a)—non abélien et de centre trivial ;
(b) tout sous-groupe non cyclique d’un groupe (0, «)—HT est automatiquement (§,)—HT ;
(c) tout groupe (8, «)—non abélien de centre trivial est sans torsion;
(d) tout sous-groupe non trivial virtuellement nilpotent d’un groupe (0,a)—HT est auto-
matiquement isomorphe a 7 .

Preuve : La propriété (b) est vérifiée car la restriction & un sous-groupe de I" d’une action a—HT
de T' sur un espace d—hyperbolique est une action aa—HT sur le méme espace.

Preuve de (d) : Par hypothese, le groupe I' considéré admet une action a—HT sur au moins
un espace d—hyperbolique; par la Remarque 7.2 (i), cette action est fidele, discréte et propre,
et les propriétés (iii) et (iv) de la Proposition 8.21 impliquent que tout sous-groupe non trivial
virtuellement nilpotent de T" est virtuellement cyclique ; en appliquant la Remarque 8.13, un tel
groupe est infini cyclique puisqu’il est sans torsion d’apres la Remarque 7.2 (i).

15. La relation de commutation ~ est définie par v ~ ' <= 7 commute avec 7.
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Preuve de (c¢) : Si la propriété (c) n’est pas vérifiée, il existe un v € I'* et un n € N tels
que Y™ = e, fixons un tel élément ~ ; il existe un 4’ € I'* qui ne commute pas avec + (sinon
v serait un élément non trivial du centre de I'. Puisque le groupe est (d,«)—non abélien, il
existe un morphisme ¢ du sous-groupe (v,7’) vers un groupe (5, a) —HT tel que o({(v,7"))
ne soit isomorphe ni & 0, ni & Z. Comme p(y)" = idx, on a o(y) = idx (car sinon, on
aurait 0 = £(o(7)") =nt(o(v)) > na), et par conséquent o((v,7')) = o({')), qui (d’apres la
propriété (d)) est isomorphe & Z (resp. & {0}) si o(y') est non trivial (resp. s’il est trivial), en
contradiction avec le fait que o({7,7’)) n’est isomorphe ni & 0, ni & Z. Cette contradiction ne
peut étre levée que si I' est sans torsion.

Preuve de (a) : Si T' est un groupe (0, ) —transitif non abélien, alors il est (§, «)—non abélien ; si
le centre de I' contenait un élément non trivial, cet élément commuterait avec tous les éléments
de T' et, par transitivité de la relation de commutation, I'" serait abélien, ce qui est exclu; donc
le centre de T' est trivial, ce qui prouve la seconde affirmation.

Considérons maintenant n’importe quel groupe I' qui est (0, «)—HT, lidentité idr est alors
un morphisme de I dans lui-méme qui envoie tout sous groupe non abélien (7,+’) sur un sous
groupe différent de {0} et de Z. Pour démontrer que I', qui est non cyclique, est (6, oz) —transitif
non abélien, il nous suffit d’une part de démontrer qu’il est non abélien, ce qui découle de
la propriété (d), et d’autre part que la relation de commutation est transitive sur I'* | ce qui
découle du Lemme suivant :

Lemme 7.6. Pour tout élément T' de la classe des groupes (0,a)—HT, la relation ~ , définie
sur l’ensemble T par
v~y = v ety commutent ,

est une relation d’équivalence. Le méme résultat vaut lorsque le groupe T est (5, a)—tmnsitif
non abélien

Preuve : La réflexivité et la symétrie de cette relation étant évidentes, il suffit de prouver sa
transitivité.

Lorsque T' est (5, a) —transitif non abélien, la transitivité de ~ est incluse dans la définition-
méme de cette classe de groupes, ce qui achéve la preuve dans ce cas.

Supposons dorénavant que T' est (4, «)—HT et établissons d’abord la propriété :

Vy,y eT* {(v,7') est abélien <= Ip,q € Z* tels que ¥ = (v')? (56)

En effet tout sous-groupe virtuellement abélien non trivial de I' est automatiquement isomorphe
a (Z,+) d’apres la Remarque 7.5 (d). Dans I’équivalence (56), 'implication = est donc triviale.
Réciproquement, si on suppose qu'il existe p,q € Z* tels que P = 77, le fait que I' est
(6,a)—HT implique qu’il existe une action a—HT de T' sur un espace §—hyperbolique (X,dx) ;
comme tous les éléments de T* sont des isométries hyperboliques de (X,dx), v, 7* = (7')? et
~' ont méme paire de points fixes (d’apres la Remarque 8.14 (ii)), donc le sous-groupe (v, v')
est virtuellement cyclique (d’apres la Proposition 8.21 (ii)), donc isomorphe & (Z,+) comme
nous 'avons vu plus haut, ce qui termine la démonstration de la Propriété (56).

Démontrons maintenant la transitivité de la relation ~ : Pour tous les 7,7y, v5 € I'* vérifiant
simultanément y; ~ 75 et v5 ~ 5, la propriété (56) assure lexistence d’entiers p,q,r, s € Z*
tels que 7} = v et 75 = 7§, ce qui implique que }" = 73" = 3%, donc (en appliquant une
seconde fois la propriété (56)) que v, ~ 5. O

Exemples 7.7. Les exemples suivants de groupes (§,a)—HT font le lien avec les résultats des
sections précédentes et avec les résultats de [BCGO3]| :

(i) Considérons les groupes sans torsion I', qui sont isomorphes a un sous-groupe discret

du groupe des isométries d’un espace d—hyperbolique non élémentaire, géodésiquement
complet (X,dx), dont la distance est convexe, tels que U’Entropie de (X,dx) et le
diamétre de T\X soient respectivement magjorés par H et D ; ces groupes sont tous
(0,80)—HT, ot sg:= so(d, H,D) est la constante universelle définie par ’égalité (29).

(i) Tout sous-groupe non cyclique d’un des groupes considérés en (i) est aussi (8, s9)—HT.
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(iii) Tout groupe sans torsion (5, N(O))—acylindriquement hyperbolique est (6,e0)—HT,
. 216
o0 T N@s) 12

(iv) Les groupes fondamentaux des surfaces compactes de genre au moins 2 sont (In3, argcosh 2)—HT.

(v) Pour toute donnée de ig > 0, pour que le groupe fondamental d’une variété différentielle
compacte M (quelle que soit sa dimension) soit (In3, 249)—HT il suffit qu’il existe sur
M une métrique riemannienne g de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1 et
de rayon d’injectivité supérieur ou égal a iy .

(vi) Pour toute donnée des réels D > 0 et K > 1 et dun entier n > 2, il existe une
constante universelle € = €} (n, K, D) > 0 telle que le groupe fondamental d’une variété
différentielle compacte M™ soit (In3,e})—HT dés qu’il existe sur M™ une métrique
riemannienne g de courbure sectionnelle —K2 < g < —1 et de diamétre inférieur ou
égal a D .

(vii) Pour toute donnée des réels V> 0 et K > 1 et d’un entier n > 4, il existe une
constante universelle €9 = eo(n, K, V) > 0 telle que le groupe fondamental d’une variété
différentielle compacte M™ soit (In3,e0)—HT des qu’il existe sur M™ wune métrique
riemannienne g de courbure sectionnelle —K? < o < —1 et de volume inférieur ou égal
aV.

Les valeurs des constantes universelles € (n, K, D) et ea2(n, K,V) sont explicitées dans [BCGO3],
aur Lemmes 1.8 et 1.10 respectivement.

Preuves : (i) découle immédiatement du Théoreme 5.24 et du fait que l'espace (X,dx) est non
élémentaire, ce qui assure que I' n’est pas cyclique d’apres la Proposition 8.22 (iii) et (iv).

(ii) se déduit de (i) et de la Remarque 7.5 (b); enfin (iii) est une conséquence directe de la
Proposition 7.3.

Pour les propriétés (iv), (v), (vi) et (vii), les preuves données dans [BCGO3] aboutissant & des
conclusions moins fortes, nous les reprenons ci-apres : (v) découle du fait (classique) que le
revétement universel riemannien (]\7 ,g) de toute variété riemannienne (M,g) de courbure sec-
tionnelle inférieure ou égale & —1 est un espace dp—hyperbolique, ot §p = In3 (cette propriété
se déduit du fait que l'espace hyperbolique (H",can) est dp—hyperbolique d’apres le Corollaire
1.4.2 page 12 de [CDP90] et du fait que (M, g) est alors un espace Cat(—1)); (v) découle alors
du fait que I'action par isométries du groupe fondamental sur (M ,§) a une systole globale égale
a 2 fois le rayon d’injectivité de (M,g), ce qui implique que £(y) > 214y pour tout élément non
trivial du groupe fondamental.

Toute surface compacte de genre au moins 2 admet une métrique hyperbolique dont le rayon
d’injectivité est minoré par argcosh2 (voir par exemple le Lemme 1.7 de [BCGO03)) ; ceci prouve
(iv) en nous appuyant sur (v).

La propriété (vi) découle de (v) et d’une version due & M. Gromov du Lemme de Margulis
(cf. [BK81]) qui prouve que, sous les hypotheses de (v), le rayon d’injectivité est minoré par
¢i(n,K,D) (pour une démonstration en forme, voir le Lemme 1.8 de [BCGO03]). Enfin la pro-
priété (vii) se déduit de (vi) et d’'une majoration du diametre en fonction d’une borne supérieure
du volume (due elle aussi & M. Gromov, cf [Gro78]), valable sous les hypotheses de (vii) (pour
une démonstration en forme, voir le Lemme 1.10 de [BCGO03]). O

Exemples 7.8. Les exemples suivants de groupes (0, ca)—mnon abéliens, bien que triviauz, per-
mettent de mesurer combien cette classe de groupes est plus vaste que la classe des groupes
(6,)—HT (et donc que la classe des groupes sans torsion ((5, N(O))—acylmdriquement hyper-
boliques pour tout a < 2716)

ques p = N@0o) +2”
(i) Si un groupe non abélien T' admet un morphisme o dans un groupe T (§,a)—non
abélien, tel que o soit injectif en restriction au sous-groupe des commutateurs [I',T], il
est lui-méme (5, «)—non abélien.
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(i) Le produit d’un groupe (0,a)—mnon abélien avec un groupe abélien est (J,a)—non
abélien.
(iii) Le produit de plusieurs groupes (8,a)—non abéliens est (5, a)—non abélien.
Preuves : Dans le cas (i), pour toute paire g, d’éléments de I' qui ne commutent pas, on a
[0(9), 0(7)] = 0([g,7]) # e ; comme I" est (6, a)—non abélien, il existe un morphisme ¢’ de
(0(g), 0(7)) dans un groupe (6, «)—HT (noté I'"") tel que (o' o o(g), o’ o 0(7y)) ne soit isomorphe
ni a {0}, ni & Z, ce qui prouve que I' est (J, «)—non abélien.
Dans le cas (ii), tous les commutateurs sont contenus dans le premier facteur et la premiere
projection est un morphisme sur un groupe (0, a)—non abélien qui est injectif en restriction au
premier facteur; on conclut en utilisant (i).
Dans le cas (iii), toute projection sur un des facteurs est un morphisme sur un groupe (4, «)—non
abélien. Si deux éléments g et 7 ne commutent pas, leurs images ¢; et v, par au moins une de
ces projections p; ne commutent pas, il existe donc un morphisme ¢ de (g;,7;) dans un groupe
(6,)—HT tel que 'image de (g;,7;) ne soit isomorphe ni & {0}, ni & Z, ce qui prouve que
oo p; est un morphisme dans un groupe (J,«)—HT tel que 'image de (g,7) ne soit isomorphe
nia {0}, nia Z. O

La Remarque qui suit peut étre vue comme une extension presque immédiate de la Proposition
6.7 (ii) aux groupes (0, a)—non abéliens :

Remarque 7.9. Pour tout groupe (0, a)—non abélien T, pour toute paire g, d’éléments de T

. o .
qui ne commutent pas, pour tous les entiers p, q > — , un des deux semi-groupes engendrés
«

par {g*, '} ou par {gP, v~} est libre.

Preuve : Sous les hypotheses de la Remarque 7.9, il existe un morphisme o du sous-groupe
(g,7) de T vers un groupe (5, a) —HT G tel que po({g,7)) n’est isomorphe ni & {0}, ni a Z,
donc n’est pas virtuellement cyclique d’apres la Remarque 7.5 (d), en particulier o(g) et o(7y)
sont différents de 1’élément neutre. Comme (d’apreés la Définition 7.1 (i) et la Remarque 7.2),
G s’identifie & un sous-groupe discret du groupe des isométries d'un espace §—hyperbolique
(X, d) tel que tous ses éléments non triviaux h soient des isométries hyperboliques de (X, d)
vérifiant £(h) > a, o(7y) et o(g) sont des isométries de type hyperbolique de (X,d) qui vérifient
£(0(9)), ¢(o()) > a ; nous pouvons donc leur appliquer la Proposition 6.7 (ii), qui prouve que,

pour tous les p, ¢ > ——, un des deux semi-groupes engendrés par {o(g)?, o(y)?} ou par
o

{0(g)?, o(7)~9} est libre. Comme le morphisme envoie toute relation entre puissances de g et
de 7 sur la relation correspondante entre puissances de o(g) et de o(7y), il s’ensuit qu'un des
deux semi-groupes engendrés par {g?, ¥4} ou par {g?, v~ 9} est libre. O

7.2 Propriétés de Margulis pour les espaces métriques mesurés

Dans les sous-sections qui suivent, étant donnée une action (propre, par isométries) d’un groupe T' sur
un espace métrigue (Y,d), nous noterons Y := I'\Y [l’espace quotient par cette action, muni de la
distance-quotient définie au Lemme 8.12 (i).

Rappelons qu’on a défini X,-(y) comme l'ensemble des v € I'* tels que d(y,vy) < r et que T'r(y) est

le sous-groupe de T' engendré par X,(y) .

7.2.1 Propriétés de Margulis pour des actions de groupes (J,a)—non abéliens sur
des espaces métriques mesurés

Proposition 7.10. Pour tout espace métriqgue mesuré (Y, d, ) d’entropie majorée par H , pour
tout groupe (9, «)—non abélien T, pour toute action propre (par isométries préservant la mesure)

16. Quid pour les produits directs ?
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de ce groupe sur (Y,d,u), en tout point y € Y le sous-groupe T',.(y) est abélien pour tous les
In2

< ——.
"SH(136/a] + 1)
Avant de démontrer la Proposition 7.10, établissons les Lemmes ci-dessous :

Lemme 7.11. . — Soit L un semi-groupe libre a 2 générateurs vy et o (i. e. les éléments de
L sont les produits de puissances positives de v1 et 72 ), muni d’une distance d invariante par
translations & gauche par nimporte quel v € L. Pour tous les (I1,1lz) tels que 1y > d(e,v1) et
lo > d(e,y2), Uentropie de (L,d) (pour la mesure de comptage) vérifie :

1 1
Ent(L,d) > Max | ——— —— ) - (1 +a)n(l +a) —al .
(L, ) ae]sol,lfoo[[ - (ll+al2 12+a11> (( %)In{l+a) ana)]

Preuve : Pour tout R > 0, notons Lgr l'ensemble des v € L tels que d(e,v) < R. Pour tous les
(p1,p2) € (N*)? tels que pily + pala < R, notons Ay, ,, Uensemble des éléments de L qui sont
obtenus en faisant le produit de p; fois v, et de ps fois o dans n’importe quel ordre. Puisque
L est un semi-groupe libre, on a #(A,, ,,) = C}! 4p, - L/inégalité triangulaire et I'invariance de
la distance d par translations a gauche impliquent que A, ,, C Lr. On a donc

p1+p2+1/2

P —(+53) (p1+p2)

#LR 2 Cp11+p2 Z e 2p; (pl)p1+1/2(p2)p2+1/2 )
(la derniere inégalité découlant du fait que f;“ f(@) de < L[f(i+1)+ f(i)] lorsque f(z) =
In (2£2)). Pour tout a €0, +oo[, posons p; = {

x
; _1
alqrs rfespectlvement Vers o
qui précede que

ﬁ} et py = [ap;]. Comme 5} et L2 tendent

29— quand R tend vers +oo, nous déduisons de ce

et vers Titaly

1 1
lim inf [R ln(#LR)} > T als [(14a)ln(l+a)—aln(a)] .
La méme inégalité pouvant étre établie en échangeant les roles de [; et I, ceci acheve la preuve
du lemme 7.11. O

Lemme 7.12. . — Soit L un groupe a 2 générateurs 1 et o tel que l'un des deux semi-groupes
engendrés par vy, et o2 ou par 7y et 7{1 soit libre, notons LT ce semi-groupe libre. Pour
toute action propre, par isométries, de L sur un espace métrique (Y,d), pour toute mesure p
L—invariante sur Y telle que Uentropie Ent(Y,d, u) soit majorée par une constante H , aucun
élément de Lt \ {e} n’admet de point fize et, pour tout point y €Y, on a

(i) Ent(Y,d, ). Max [d(y, 1 y), d(y,72y)] > In2

1
(ii) Min [d(y, 1 y), d(y, y2y)] > 7 - e~ M) dvaz )]

Preuve : Quitte a remplacer 2 par vy 1 nous pouvons supposer que c’est le semi-groupe en-
gendré par y; et 72 qui est libre.

L’action étant propre, le stabilisateur d’un point y quelconque est fini, ce qui implique que tous
ses éléments sont de torsion; comme tout élément v # e du semi-groupe libre LT est sans
torsion, un tel v ne fixe pas y.

Posons ¥ = {71,712} et notons dsx la distance algébrique associée selon la définition donnée
dans la section 3.1. Le nombre d’éléments ~ du semi-groupe libre a 2 générateurs tels que
ds(e,y) < N étant au moins égal & 2V on obtient : Ent(L,¥) > In2. Le Lemme 3.6 acheve
alors la preuve de (i) en prouvant que

Ent(Y,d, 1) - Max [d(y, 71 y) , d(y,v2y)] > In2 .

Considérons, sur le groupe L, la pseudo-distance d,, définie par dy(v,7") = d(vy,7 y) ; comme
aucun élément de LT \ {e} n’admet de point fixe, d, est une vraie distance en restriction a

61



LT . Posons 1 =d(y,v1y) =dy(e,71) et lo =d(y,v2y) = dy(e,72) . Comme la pseudo-distance
d, est invariante par les translations a gauche, on peut appliquer d’abord le Lemme 3.6, puis le
Lemme 7.11, qui nous donnent :

H > Ent(Y,d, 1) > Ent(Y,d, py) > Ent(L", dy, #)

1 1
> M : ((1+a)In(1 +a) — al ,
= aclotool [ - <l1 +aly Iy + all> (< a)in(l +a) -a na)}

oll # est la mesure de cardinalité des parties de LT . En faisant a = H [, dans cette inégalité
et en utilisant le fait que In(1+a) > pour tout a > 0, nous obtenons : H /s > —In(Hly),

a
T+a
donc Hly > e 2 De méme, en faisant a = H ¢, dans I'inégalité ci-dessus, nous obtenons :

1
Hly > —1In(Hly), donc Hly > e Hh  Nous en déduisons que Min (Iy,15) > Vi e~ HMax(ln,l2) |

ce qui acheve la preuve de la partie (7). O

Fin de la preuve de la Proposition 7.10 : Supposons qu'il existe un point (noté ici y ) de Y tel que
le sous-groupe I',.(y) ne soit pas abélien, alors il existe, dans son systeme générateur 3, (y), deux
éléments a,b qui ne commutent pas et qui vérifient donc d(y,ay) < r et d(y,by) < r. Notons

136
Ny = [] + 1 le plus petit entier strictement supérieur & —— ; comme I' est (d,«)—non
@ @

abélien, la Remarque 7.9 prouve que, quitte & remplacer éventuellement b par b~!, le semi-
groupe engendré par a™ et b1 est libre. Une conséquence de ceci et du Lemme 7.12 (i) est
que

H Ny r > Ent(Y,d) - Max [d(y,ale) , d(y, ley)] >1n2,

In2
ce qui impose que 1 > N dans le cas contraire on obtient donc que I'.(y) est abélien pour
1

tout yeY. O

7.2.2 Minoration de la diastole sur les espaces métriques mesurés :

Sur un espace métrique (Y, d) arbitraire, nous considérons n’importe quelle action propre (par isométries)
d’un groupe (0, a)—transitif non abélien I'. Un tel groupe étant automatiquement de centre trivial, il
est sans torsion (en vertu de la Remarque 7.5 (c¢)) et la Définition 5.15 de la partie r—mince Y; de Y
peut alors se réinterpréter de la maniére suivante : Y, est Pensemble (ouvert) des points y € Y tels que

sysp(y) < r.

Proposition 7.13. Pour tout espace métrique mesuré conneze (Y,d,p) d’entropie majorée par
H , pour tout groupe (9, a)—transitif non abélien T', pour toute action propre (par isométries
préservant la mesure) de ce groupe sur (Y,d, p),

In2
;) Di Y)> e (6,0, H ] oo, H) ' = ——————.
(Z) 1asF( )—51( , & )) ou 61( y Oy ) H([135/a]+1)
(i1) pour tout r < e1(0,, H) l'ensemble Y, des y € Y tels que sysp(y) < r n’est pas

connere.

Fixons un réel r quelconque tel que 0 < r < €1(d, o, H) . Rappelons que la relation de commuta-
tion ~ est une relation d’équivalence sur I'* (voir le Lemme 7.6). Pour tout y € Y., T'.(y) \{e}
est non trivial (par définition) et saturé pour la relation de commutation ~ (en vertu de la Pro-
position 7.10), I'.(y) \ {e} est donc inclus dans une seule classe d’équivalence de cette relation,
que nous noterons C(y). Avant de démontrer la Proposition 7.13, nous allons établir les deux
Lemmes suivants :

Lemme 7.14. Sous les hypothéses de la Proposition 7.13 (ii), la classe d’équivalence C.(y) est
constante sur chacune des composantes connexes de Y, . A chaque composante connexe Y,' de
Y, , on associe donc une unique classe d’équivalence de la relation ~ , notée C!, qui contient
tous les T'.(y) \ {e} (pour tous les y € Y,' ).
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Preuve du Lemme 7.14 : L’action de T" sur (Y,d) étant propre, ¥,.(y) est fini; de ceci et de la
lipschitzianité de y — d(y,yy) nous déduisons que %,.(y') C 3.(y) pour tout y’ situé dans
un voisinage suffisamment petit!” de y dans Y, , donc que 0 # T'.(y') \ {e} C T'.(y) \ {e},
ce qui implique que C,.(y") = C,(y). L’application y — C,.(y) est par conséquent localement
constante sur Y,., donc constante sur chacune des composantes connexes Y,!, de Y,.. On acheve la
démonstration en remarquant (cf. ci-dessus) que, pour tout y € Y;!, on a I'.(y) \ {e} C C,(y) =
cr. d

Lemme 7.15. Sous les hypothéses de la Proposition 7.13 (i), pour tout y € Y, , tout élément
g de T'* tel que gy et y appartiennent a la méme composante connexe de Y, commute avec
tous les éléments de T..(y) \ {e}

Preuve : Le Lemme 7.14 assure que C,.(gy) = C,.(y). Le fait que d(gy, gvg *(gy)) = d(y,vy)
implique que %,.(gy) = g3-(y) g~ !, ce qui donne T',.(gy) = g.(y)g~! et prouve que, pour
tout v € T'(y)\ {e} et tout g €T, g g~ ! appartient & T',.(gy)\ {e} C Cr(gy) = Cr(y), donc
commute avec 7.

Supposons (par absurde) qu’il existe un élément v € I',.(y) \ {e} qui ne commute pas avec g ;
par définition de la (J, «)—non abélianité, il existe alors un morphisme o du groupe engendré
(v,9) dans un groupe (4,a)—HT G tel que po({7,g)) ne soit isomorphe ni & {0}, ni & Z,
donc tel que o({7,g)) ne soit pas virtuellement abélien en vertu de la Remarque 7.5 (d), ce
qui assure que o(7y) # e, donc que o(g v g~1) # e ; comme (d’aprés la Définition 7.1 (i) et la
Remarque 7.2), G est un sous-groupe du groupe des isométries d'un espace d—hyperbolique
(X, d) tel que tous ses éléments non triviaux soient des isométries de type hyperbolique, o(y) et
0(g) o(7) o(g)~! sont des isométries de type hyperbolique qui commutent (puisque nous venons
de prouver que g v g~ ! et v commutent). Si = et 0T sont les points fixes de o(7), il s’ensuit
que 0(g) o(7) o(g)~! laisse 'ensemble {#~,07} globalement invariant, donc que 6~ et % sont

les points fixes de (o(g) o(v) g(g)_1)2, ce qui implique (par le Lemme 8.14 (ii)) que 6~ et 67
sont les points fixes de o(g) o(v) 0(g)~*. Comme les points fixes de o(g) o(7y) 0(g) ™! sont aussi
0(9)(67) et o(g)(0T), o(g) laisse globalement invariant ’ensemble {6~,07} ; de ceci et de la
Proposition 8.21 (ii) on déduit que le sous-groupe o({7,9g)) de G est virtuellement cyclique, en
contradiction avec le fait (démontré ci-dessus) que ({7, g)) n’est pas virtuellement abélien, cette
contradiction étant due au fait que nous avons supposé qu’il existe un élément v € T'.(y) \ {e}
qui ne commute pas avec ¢g. Donc g commute avec tous les éléments de I',.(y) \ {e}. O

Fin de la prewve de la Proposition 7.13 : Si la propriété (ii) est vérifiée et si Diasp(Y) <
e1(0, e, H) , alors il existe un r tel que Diasp(Y) < r < e1(d,a, H) ; or Y, n’étant pas connexe
d’apres (ii), il ne peut couvrir entierement Y, ce qui prouve qu’il existe au moins un y € Y tel
que sysp(y) > r, en contradiction avec le fait que Diasp(Y) < r. La seule solution pour lever
cette contradiction est donc que Diasp(Y) > €1(d, a, H) , ce qui prouve que (i) = (i).
Démontrons maintenant la propriété (ii) : Supposons que la propriété (ii) n’est pas vérifiée, i.
e. qu'on peut trouver un r, vérifiant 0 < r < e1(d,, H) et tel que Y, soit connexe, alors,
pour tout g € I'* et tout y € Y,., 'invariance par I' de la fonction sysp assure que gy et y
appartiennent a Y, . Comme Y, est connexe, on peut appliquer le Lemme 7.15, qui prouve que
tout élément g € I'* commute avec tout élément de I'»(y) \ {e} ; Comme T'.(y) \ {e} est non
vide, la transitivité de la relation de commutation prouve que tout élément g € I'* commute
avec tout élément ¢’ € I'*, ce qui est impossible car I' n’est pas abélien. En conclusion, Y, ne
peut pas étre connexe. [J

7.2.3 Minoration de la systole globale sur les espaces métriques mesurés :

Proposition 7.16. Pour tout espace métriqgue mesuré (Y,d, ) d’entropie majorée par H , pour
tout groupe (6, a)—non abélien T', pour toute action propre (par isométries préservant la mesure)
de ce groupe sur (Y,d,u), on a :

17. En effet, la finitude de ¥o,(y) \ Xr(y) implique D'existence d’'un € > 0 (dépendant de y) tel que tout
élément v € T'* \ . (y) vérifie d(y,vy) > r + €, ce qui assure que d(y’,vy’) > r pour tout y’ vérifiant
d(y,y’) < e/2 et tout v € I'*\ T, (y) donc, par passage aux complémentaires, que X,(y') C r(y).
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(i) en tout point y €Y, si o est un élément de T'* tel que d(y,oy) = sysp(y) alors tout
v €T qui ne commute pas avec o vérifie

1 1
d(y,~y y) > WMEM [ln2 , In <(1+ [?])Hsysp(y)>]

(ii) si de plus (Y,d) est connexe par arcs et si I' est de centre trivial, la systole globale
vérifie :

1 136 .
SySF(Y) = ;2£' Sysl"(y) > W € 2 1+[ « DH diam(Y/T') .
Remarque 7.17. Dans la partie (ii) de I’énoncé précédent, si on suppose que T' est (4, a)—transitif
non abélien, on peut remplacer le diametre D := diam(Y/T") par le “diametre topologique”, i. e.
le supremum des r € RT tels I'y,(y) soit abélien pour au moins un y € Y . Nous verrons, dans
la preuve de la Proposition 7.16 (ii), que T'ap(y) = ', ce qui assure que I'ap(y) n’est jamais
abélien et que le diametre topologique est toujours majoré par D = diam(Y/I'). L’appellation
“diametre topologique” se justifie par le fait que, lorsque Y = Y/I" est une variété et lorsque
7m:Y — Y est son revétement universel, I'y,.(y) coincide avec 'image (par I'injection canonique)
du groupe fondamental de la boule By(m(y),7) de Y dans le groupe fondamental de Y (voir
la Proposition 7.23 (iv)), le diametre topologique étant alors Uinfimum des r tels que 'image
dans 71(Y) du groupe fondamental de la boule By(m(y),r) ne soit pas abélien.

1349
Preuve de la Proposition 7.16 : Notons Ny = [] + 1, y un point quelconque de Y, et o
o

un élément de T'™* tel que d(y,oy) = sysp(y) .

Preuve de (i) : Comme T' est (d,a)—non abélien, la Remarque 7.9 prouve que, pour tout v € T’
qui ne commute pas avec o, quitte & remplacer éventuellement o par o~!, le semi-groupe
engendré par 7™ et o™ est libre. Une conséquence de ceci, du Lemme 7.12 (ii), de I'inégalité
triangulaire et du fait que d(y,~y y) > d(y,oy) est que

Ny H d(y,0y) > H Min [d(y,o™y) , d(y, /" y)] > =M Mldo™ 0 dya™ 0] 5 o= H Nidtwy ),
comme l'application du Lemme 7.12 (i) a pour corollaire I'inégalité :

N1 Hd(y,vy) > H.-Max [d(y,o™y) , d(y,+" )] > In2,
nous achevons la preuve de (i) en réunissant ces deux dernieres inégalités.

Preuve de (ii) : Notons D le diametre de I'\Y . Nous avons vu (dans la preuve de la Proposition
5.7) que la Proposition 3.22 de [Gro07] s’applique aux espaces métriques connexes par arcs et
que ce résultat de M. Gromov démontre que Yop(y) est un systéme (fini) de générateurs de T'.
Comme T est de centre trivial, il existe au moins un v € X3 p(y) qui ne commute pas avec o .
En appliquant la propriété (i), nous en déduisons que

1 1
ESN 1“<<1+Pzﬂ>HsysF<y>> /

ce qui prouve (ii) en minorant sysp(y) pour tout y € Y. O

2D >d(y,yy) >

Preuve de la Remarque 7.17 : Notons toujours Ny = [%‘5} +1 et D’ le diametre topologique

de Y/T'. Par définition du diametre topologique, pour tout & > 0, le sous-groupe I's pri.(y)
n’est pas abélien (donc en particulier pas trivial), ce qui assure que sysp(y) < 2D’ 4+ e. Pour
tout y € Y, notons o un élément de T'* tel que d(y,oy) = sysp(y), ce qui implique que
d(y,oy) <2D'+¢, donc que o € Xg pry(y) ; par ailleurs il existe au moins un v € o pry(y)
qui ne commute pas avec ¢ (sinon, par transitivité de la relation de commutation, T's pr1.(y)
serait abélien). En appliquant la propriété (i), nous en déduisons que

1 1
2D +¢e>dy, > 1n( ) .
(v.7y) N, H Ny H sysp(y)
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On acheve la preuve en faisant tendre € vers zéro dans cette derniere inégalité, ce qui démontre
que
1 ,
VyeY Sys > e 2NMiHD
Y vsel) 2 g

7.3 Structure des parties minces dans les quotients d’espaces métriques
mesurés

7.3.1 Lemme topologique général

Soit (Y,d, 1) un espace métrique mesuré, et soit I' un groupe sans torsion qui agit proprement
et par isométries sur (Y,d). Notons 7 : Y — Y = I'\Y l'application de passage au quotient.

Pour tout ouvert connexe V de Y , notons {Vi riel } I’ensemble des composantes connexes
de V :=71"1(V), et appelons f‘ﬁ, = {y el : 4V =V} le sous-groupe qui préserve Vi, ce
qui permet de définir les espaces-quotients yi= f’@\Y et Vi = Iu”"/\Vi .
L’application-quotient Y — IU"V\Y étant nommée 7; , application 7w passe au quotient en une
application 7; : f‘ﬁ,\Y — T'\Y. Notons p; (resp.p; ) la restriction de 7 (resp. de 7; ) & la méme
composante connexe V' ; comme‘l’injection d’inclusion V* < Y est équivariante par rapport a
l’action simultanée de I'j, sur V* et sur Y, elle passe au quotient en une injection d’inclusion
f‘l“/\Vi — IV”V\Y ; via cette inclusion, nous définirons alors p; comme la restriction de 7; a
I Z{/\Vi ; définie a priori comme application f‘%,\Vz — I'\Y', p; est une application f‘%,\Vl -V
qui vérifie p; o p; = p; : en effet, pour tout y € V', on a p; o p;(y) =7 o1 (y) = 7(y) = piy) .
L’ensemble de ces résultats est résumé dans le diagramme qui suit :

'~ Y s VieTi\y “» YV =T\Y (57)
TR AT Ve N R
Di

Nous noterons enfin d la distance induite sur Y par le passage au quotient et définie dans le
Lemme 8.12 (i).

Le Lemme suivant est semi-classique et sera utilisé plusieurs fois dans cette section :

Lemme 7.18. (Lemme topologique général) On a le propriétés suivantes :
(i) © et it; sont des revétements localement isométriques, donc des applications ouvertes ;
(ii) p; et p; - Vi— Vi sont des revétements localement isométriques ;
(iit) pour toute paire V', VI de composantes connexes de w1 (V) , il existe une isométrie
Yi; €T telle que v, ;(V') =V7 et 1, = Yij [, 'y;jl ;
(iv) D; est un homéomorphisme localement isométrique, il préserve donc les longueurs des
chemins ;

(v) si de plus Y est localement connexe par arcs et sirruzplement connezxe alors, pour toute
composante connexe V¢ de n=1(V), le sous-groupe I‘i, s’interprete de la maniére sui-
vante : pour tout y € V?, lisomorphisme canonique'® entre T et m (?771'(:[/)) envote
i, sur iomy (V,7m(y)), ot iy - m(V,7(y)) = m (Y,7(y)) est le morphisme induit par
l’injection canonique ©:V — Y .

Preuve : Le Lemme 8.12 (iii) assure que laction est fidele, discréte et sans point fixe, nous
pouvons donc identifier T' & un sous groupe discret du groupe des isométries de (Y,d) tel que,

18. L’isomorphisme canonique entre I' et m1 (Y, m(y)) est celui qui envoie tout élément v € I' sur la classe
d’homotopie de 7o c, ou ¢ est un chemin continu quelconque qui joint y & yy.
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pour tout v € I" et tout y € Y, on ait d(y,yy) > 0; la propreté de l'action assure alors
que {y : d(y,vy) < e} est fini, donc que, pour tout y € Y, il existe un o € T tel que
sysp(y) = d(y,oy) > 0.

— Prewe de (i) : Comme d(7(y),n(z)) = infyerd(vy,z), pour tout & < % sysp(y),
7~ (By(7(y),€)) est la réunion disjointe des boules By (yy,e) pour tous les v € T,
donc 7 est un revétement tel que 7 : (By (yy,e/2), d) = (By(n(y),e/2), d) soit une
isométrie pour tout v € I'. De plus, pour tout ouvert U de Y, I’ensemble 7! (W(U)) =
Uyer 7(U) est un ouvert de Y, donc (par définition de la topologie quotient) 7(U) est
un ouvert de Y et application 7 est ouverte. On démontre de la méme maniere que 7;
est un revétement localement isométrique et une application ouverte (on remarquera que,
puisque l'action de lu“ﬁ/ est la restriction de l'action de T', on a SYSpi, (y) > sysp(y) >0).

— Preuve de (ii) : Comme V' est ouvert, pour tout y € V*, il existe un € > 0 tel que
By (y,e) C V¥ ; de ceci et de la définition de T% il suit que, pour tout y € T, on a
By (vy,e) = v (By(y,¢)) € v(V%) = V*. Quitte a réduire la valeur de £, on déduit de
(i) que, pour tout v € f‘%, , 7; est une isométrie de la boule By (yy,e) C V* sur la boule
By (7i(y),e) C (V') = pi(V"') de Y;; comme ﬁ;l(BY,i (ﬁl(y),e)) = Uvefw;By(’yy,g) =
D; ! (B)v,i Pi(y), E)) , cela prouve que p; est encore un revétement localement isométrique.
Pour montrer que p; est un revétement, commengons par prouver que W(Vi) =V.
Comme, par construction, 7= 1(V) est (globalement) I'—invariant, tout élément v € T’
échange les composantes connexes de 7~ 1(V) et, puisque deux composantes connexes qui
s’intersectent sont confondues, pour toutes les paires de composantes connexes V* et V7
de 7=1(V) et pour tout v, g €', on a

AVYNg(VI) #£0 = (V') =g(V7), (58)
ce qui implique que
a(VHNa(VH 40 = =(V) ==(V7) : (59)

en effet, s'il existe un y € Y tel que 7(y) € (V) Na(V7), alors il existe v, g € T tels
que y € (V%) et y € g(VI) ce qui, d’apres (58), implique que (V) = g(V7), donc que
(V1) = (V7). Comme V = Uje;m(V?), olt les m(V?) sont des ouverts deux & deux
disjoints ou confondus (d’apres (59)), la connexité de V' implique que les 7(V*) sont tous
identiques et égaux & V , ce qui achéve de prouver que 7(V*) =V pour tout i € I.

En raisonnant comme ci-dessus, pour tout y € V?, il existe un € > 0 suffisamment petit
pour qu’on ait simultanément e < % sysp(y) et By(y,e) C V*, ce qui implique, pour
tout v €T', que By (yy,e) =7~ (By(y,z-:)) C v(V?) ; nous en déduisons que

—soit vy €I, , et alors By (yy,e) C Vi=r(Vi),

—soit vy ¢ f‘ﬁ, ,etalors Vi # v(V?), donc v(VH)NVE = () d’apres (58), et By (yy,e)NVi =
() ; nous obtenons ainsi que

pi N (By(r(y),e)) =V N7 (By(n(y).2) = | By(vy,e)nV') = | Br(yy,e),
vEr yeld,

ce qui prouve simultanément que p; est un revétement et une isométrie locale puisque 7

est une isométrie de la boule By (yy,e) C V' sur la boule By(7(y),e) CV de Y.

— Preuve de (iii) : Comme w(V?%) =V = (V7) (d’apres (ii)), pour tout y € V¥, I'ensemble
7 ({r(y)}) rencontre V7, il existe donc un v, ; € I' telle que v, ;(y) € V7, ce qui
implique que ~,; ;(V¥) N V7 # 0, donc que 7, ;(V') = V7 en vertu de (58). Une autre
conséquence est que V7 est globalement invariant par les éléments de 7, ; I, yi_)jl : de

méme V' est globalement invariant par les éléments de

o P o1
Iy, =i, Iy, Yij -

—1j .. .
i L'y 74,5 » ce qui implique que
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— Preuve de (iv) : L'ouvert V? étant globalement invariant par f%,, ona ;' (1(V?)) =

Vi, ce qui implique que Vi = m—(Vil est un ouvert de Y. L’application p; est correcte-
ment définie et bijective de V* sur V car, pour tous les y, 3’ € V', on a

m(y) =7(y) < Fyeltelquey =vy = Hwef‘l‘} tel que v/ = vy <= 7;(y) =),

ott la deuxiéme équivalence découle du fait que, si y et vy appartiennent tous deux a V?,
alors ViNy (V) £ 0 et v € f‘%, d’apres (58). Comme 7; et p; sont de plus des isométries
locales, p;, est aussi une isométrie locale et, par conséquent, un homéomorphisme.

— Preuve de (v) : Les composantes connexes V¢ de 7~ 1(V) étant & la fois connexes et
localement connexes par arcs, elles sont connexes par arcs.
Considérons une quelconque de ces composantes connexes, notée V7, et un point quel-
conque y € V%, nous noterons 7 le point 7 (y). A tout v € IVY/ et a tout chemin c
qui joint les points y et yy dans V?, on associe la classe (dans w1 (Y, 7)) du lacet
7o c de point-base §, qui est contenu dans V ; cette classe est indépendante du choix
de ¢ car tout autre chemin joignant y et vy est homotope & ¢ dans Y . Ceci définit
correctement une application v, : I, — (Y, §) dont I'image réside dans i, (m1(V, 7)) .
Réciproquement, tout élément de i, (7r1 vV, g)) admet un représentant sous la forme d’un
lacet ¢, de point-base 7, inclus dans V ; ce lacet se reléve en un chemin ¢ d’origine y
inclus dans 7~1(V), l'extrémité de ce chemin est donc de la forme vy, ot v € ' ; cette
extrémité est indépendante du représentant ¢ choisi car deux lacets homotopes (dans
Y) se relevent en deux chemins ayant méme extrémité dans le revétement universel Y ;
de plus y et vy appartiennent & la méme composante connexe V¢ de 7~ 1(V), donc
S f‘%, : en envoyant la classe de ¢ sur ce 7, nous obtenons donc une application cor-
rectement définie ¢y : 4, (7r1 v, g)) — f‘ﬁ, . On vérifie aisément que ¢, o0, = idf; et que
Py 0Py = iali*(7T1 (V.9) > € qui acheve la preuve. [

7.3.2 Sur la topologie des parties minces

Sur tout espace métrique (Y, d) , pour toute action propre, par isométries, d’un groupe sans torsion I' sur
(Y, d), et pour toute donnée d’un réel > 0, nous appelons partie r—mince de Y (resp. de Y =T\Y )
Uensemble ouvert Y, des y € Y tels que sysp(y) < v (resp. son image Y, par lapplication-quotient
m:Y =Y = I'\Y ); remarquer que, lorsque T' est sans torsion, cette définition est cohérente avec la
Définition 5.15.

Pour la définition des notions de géodésique et de géodésique locale, nous renvoyons a la section 2.
Rappelant les Définitions 2.4, nous noterons %,.(z) (resp. Sr(x) ) Uensemble (fini) des v € T' tels que
d(z,yz) < (resp. d(z,yz) <), et T'n(y) (resp. T (x)) le sous-groupe de T engendré par ¥, (x)
(resp. par .(z) ).

Remarque 7.19. (Lemme banal) La fonction y ~— sysp(y) est I'—invariante, il existe donc
une fonction Sysp : Y = T\Y — R* telle que sysp = Sysp o m. Par conséquent, pour tout
r >0, l'ensemble Y, est stable par l’action de T, ce qui signifie d’'une part que Y, = 7=1(Y,)

et que Y, = T'\Y,, et d’autre part que Y, coincide avec le sous-ensemble des §j € Y tels que
sysp(y) <r.

Nous fixerons ici un 7 > 0 arbitraire inférieur ou égal a un e qui sera précisé dans la Proposition
7.21; nous noterons {Y;:i € I} (resp. {Y) :j € J}) I'ensemble des composantes connexes de
Y, = 7 }(Y,) (resp. de Y, ). Chaque composante connexe Y,! de Y, est donc envoyée par
©)

Eva vk s s
7 dans une seule composante connexe de Y, , que nous noterons Y, °, ce qui définit une

application i — k(i) et démontre de plus que, pour tout (i,5) € I X J,

VNr T A0 <= 7n(Y)NYL£0 <= n(Y) C YL = k(i) =j <= ick ' ({j}).

Ceci prouve que Y;' est soit inclus dans W*I(?i) , soit disjoint de W’l(?i) , ce qui implique que
Y =Y (V) =Jyin @)= |J vasloh= J v
iel i€k~1({5}) i€k=1({7})
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De ceci on déduit que {Y,? : i € k=1({j})} est I'ensemble des composantes connexes de ﬂfl(Yi) .

Ceci prouve que nous pouvons appliquer les résultats de la section 7.3.1 précédente, en posant
V= ?ﬁ, et V =U,c k=1({}) Y,?, en appelant f‘i le sous-groupe des élément de IT' qui préservent
la composante connexe Y, ce qui permet de définir les espaces-quotient Y7 :=T?\Y et Y/ :=
Ii\Y/ et les applications-quotient #; : Y — Y et p; : YV — Y| la seconde application étant
la restriction de la premiére. Comme m(Y;}) C 7]:(2) , on peut définir p; : Y, — 7]:(1) comme la
restriction de 7 & Y;'. L’application 7 passe au quotient en une application 7; : f‘i\Y —-T\Y,
et le méme raisonnement qu’a la section 7.3.1 prouve que 'application T'\Y — I'2\Y induite
par Vinclusion Y;' < Y peut également étre considérée comme une inclusion I\Y; < I'i\Y, ce
qui permet de définir p; comme la restriction de 7; a IV"T\YTZ et de démontrer (comme en section
7.3.1) que p; o p; = p;. Toutes ces définitions et propriétés sont résumées dans le diagramme
suivant et complétées dans le Lemme qui suit :

A YV —fs yieTi\y "o Y =T\YV (60)

R

I Al = VAVAIRLC G

pi

r

Lemme 7.20. (Lemme de revétement) Soit (Y,d) un espace métrique et soit T' un groupe sans
torsion agissant (proprement, par isométries) sur (Y,d). Avec les notations qui précédent, on
a:

(o) pour toute composante connere Yi de Y., {Y! i€k Y({j})} est l’ensemble des compo-

157
santes connexes de 7= (Y,) ;

(i) pour toute paire Y, Y de composantes connexes de Y, k(i) et k(i') sont égaux si et
{ o)

seulement si il existe un v € I tel que y(Y}}) = YTi/ , et on a alors Fzr/ =yt~
(ii) pourtout i € I, les applications w, 7t;, p; et p; sont des revétements localement isométriques
(donc des applications ouvertes) ;
(#4i) Uapplication p; est un homéomorphisme de Y/f sur YO
préserve donc les longueurs des chemins.

qui est une isométrie locale et

Preuve : Le point (o) a été démontré dans le préambule de la section 7.3.2. La propriété (o) et
le fait que I' soit sans torsion démontrent que les hypotheéses du Lemme 7.18 sont vérifiées si

on remplace I'ouvert V' du Lemme 7.18 par une composante connexe 7{, quelconque de Y,

et Iensemble des composantes connexes de 7~ (V) par Uensemble {Y; : i € k~'({j})} des
composantes connexes de 7~ 1(Y?) ; le Lemme 7.18 (iii) implique donc que

ii' ek ' ({j}) = Iy el telque (V) =Y et Il =T~

T

la réciproque étant évidente, ceci prouve la partie (i). La partie (ii) découle immédiatement du
Lemme 7.18 (i) et (ii).

Le Lemme 7.18 (ii) assure que, pour tout j € J et tout i € k~*({j}), les restrictions p; et
pi & Y,! sont des revétements localement isométriques de Y sur 71 et }V/TZ respectivement ; le
Lemme 7.18 (iv) implique que lapplication p; est un homéomorphisme de Y/,} sur ?f, qui est une
isométrie locale et préserve les longueurs des chemins, ce qui acheéve la preuve de la partie (iii).
O
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Proposition 7.21. (Simplicité topologique des parties minces) Soit (Y, d, u) un espace métrique

mesuré d’entropie majorée par H, soit T un groupe (8, a)—transitif non abélien, considérons

une action (propre, par isométries préservant la mesure) de ce groupe sur (Y,d,u). Avec les
aln?2

notations qui précédent, pour tout r < —————
e p b (136 +a)H

on a :
(i) Pour tout i € I, I‘l est un sous-groupe abélien et, si l’espace métrique (Y,d) est un
espace de longueur, 1"z contient la réunion de tous les T, (y) pour tous les y € Y, ;

(i) si (Y,d) est localement connexe par arcs et simplement connexe alors, pour toute com-
posante connexe Y, de Y, et pour tout y €Y', si T (?f(i),w(y)) désigne l'image (dans
m (Y, 7(y)) ) du groupe fondamental de Vk(i) (de point-base w(y) ) par le morphisme
induit par linclusion Y, k(8 — Y, le sous-groupe F’ s’identifie avec (Yk(l),ﬂ(y))

via isomorphisme canonique T — w1 (Y, 7(y)) ). Par conséquent 7 (Yf(l), m(y)) est un
sous-groupe abélien du groupe fondamental de Y , qui est isomorphe ¢ Z lorsque T est
un groupe (0,a)—HT.

(iii) si (Y,d) est géodésique, considérons n'importe quelle composante connexe 71 de Y,
qui est soit d’adhérence compacte, soit telle que la limite inférieure de sysp(y) (quand
y tend vers linfini dans ?i) soit au moins égale a r ; une telle composante connere
contient au moins une géodésique locale de Y '(non homotope & zéro) qui est périodique

et dont la longueur réalise le minimum, (sur Y. ) de la fonction § — Sysp(7) -

Preuve : La propriété (o) du Lemme précédent et le fait que T' soit sans torsion (d’aprés les
Remarques 7.5 (a) et (c)) démontrent que le Lemme 7.18 s’applique en y remplagant I'ouvert V'

du Lemme 7.18 par une composante connexe ?i quelconque de Y, et ensemble des compo-

santes connexes de 7~ (V) par I'ensemble {Y;’:i € k™*({j})} des composantes connexes de

7=1(Y?) ; la partie (ii) est alors un corollaire direct du Lemme 7.18 (v).

Démontrons maintenant la partie (i) : pour tout y € Y, et tout élément g € 'L\ {e}, y et gy
appartiennent & la méme composante connexe Y’ de Y, ; le Lemme 7.15 démontre alors que
tout élément g € I commute avec tous les éléments de T',.(y) \ {e} ; comme T,(y) \ {e} est
non trivial et, comme la relation de commutation est transitive, ceci prouve que f‘ﬁ est abélien.
Montrons maintenant que I contient I',(y) : comme tout v € ,(y)\{e} vérifie (par définition)
d(y,vy) < r, il existe un chemin ¢ joignant les points y et vy tel que tout point u de ce che-
min vérifie d(y,u) + d(u,vy) < d(y,vy) +n < r pour tout 0 <n <r—d(y,vy) (propriété des
espaces de longueur) ; une conséquence de ceci est que tout point u de ce chemin vérifie

d(u,yu) < d(u,vy) +d(vy,yu) = d(y,u) +d(u,yy) <r

il s’ensuit que ¢ est entierement contenu dans Y, et, par connexité, 7y appartient Ay, cequi
prouve que tout v € %,.(y) \ {e} appartient & I'%, donc que I'(y) C T%.

Démontrons maintenant la partie (iii) : Rappelons que, d’aprés la définition de Y., la fonction
sybp (définie & la Remarque 7.19) est strictement inférieure & r sur chaque composante connexe
Y et au moins égale a r sur le bord de Y oual mﬁnl cette fonction atteint donc son minimum

sur Y2 ) en un point y; € Y’ . Fixons un i € k~ j}) ; d’apres le Lemme 7.20 (ii), il existe un
T J T
yi € 1 ({g;}) NY,, et la Remarque 7.19 permet d’en déduire que

sysp(yi) = Sysp(y;) = inf 8ySp(y) = inf syspom(y) = inf sysp(y)
yEyJ yeyy® yeyy®

ol la troisieme égalité découle encore une fois du Lemme 7.20 (ii). La propreté de I’action assure
qu’il existe un élément o € I'v(y;) C T tel que d(yi,oy:) = sysp(yi) = Mingey: (sysp(y)) .
Notons [y;, o y;] une géodésique (minimisante) joignant y; et o y; ; pour tout point u € [y;, o y;],
on a:

sysp(u) < d(u,o0u) < d(u,oy;) + d(oy;, ou) = d(u,y;) + d(u, 0 y;) = d(yi, 0 yi) = sysp(¥i) »
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ce qui implique d'une part que u € Y,? et d’autre part que sysp(u) = sysp(y;), donc que les
inégalités ci-dessus sont toutes des égalités ; une conséquence est que la réunion des deux portions
de géodésiques [u,oy;] et [oy;, ou] est une géodésique minimisante joignant u & owu. Si on
note [o%y;, c¥T1y;] T'image par of de [y;, 0], il s’ensuit que la réunion de [y;,oy;] et de
[0y, 0?y;] est une géodésique locale qui joint y; & o2 y;, qui est minimisante sur toute portion
de longueur T :=sysp(y;) . De la méme maniére, on démontre que

ci=...U[o Py, 0 PPyl UL Uy, o] UL U 0Py, oy UL

est une géodésique locale qui est minimisante sur toute portion de longueur 7', qui est entierement
incluse dans Y;' et qui vérifie c¢(t +T) = o(c(t)) ; image par 7 de cette géodésique locale est
encore une géodésique locale de Y, qui est T—périodique car moc(t+7T) = m(coc(t)) = moc(t),
qui est entierement incluse dans ?i et dont la longueur T' coincide avec §ySp(9;), qui est le

minimum (sur 71) de la fonction g+ Sysp(g). O

7.3.3 Les tubes de Margulis ont une topologie simple

On remarquera que, sur un espace métrique mesuré (Y,d,u) d’entropie majorée, la systole
de laction d’un groupe (4, «)—épais I' n’est généralement pas minorée lorsque le diametre de
I'espace quotient Y n’est pas majoré (comparer avec la Proposition 7.16 (ii). Lorsque le diametre
n’est pas majoré, nous allons montrer que, dans 'espace-quotient Y , autour de chaque point §
ou la systole est petite, il existe une boule de grand rayon qui ressemble a un “tube”, i. e. qui
est isométrique a une boule du quotient de Y par un sous-groupe abélien de T'.

Plus concretement, en reprenant les notations de la section précédente, nous fixerons ici un £ > 0
(arbitraire inférieur ou égal & une constante universelle £y qui sera précisé dans la Proposition

7.23) et nous poserons R, := &g In (2 8—0) (observer que R. — +o0o quand € — 0).
5

Fixons un point y € Y tel que sysr(y) < e et considérons ouvert Uy, := UveszE(y) By (vy, Re)
et, afin de pouvoir appliquer le Lemme général 7.18 dans ce contexte, nous allons montrer que
Ur. est la composante conneze de y dans m—1(By(y, R:)) (ou § := m(y)). Notons en effet
Ur. (y) la composante connexe de y dans 7! (By (¥, R.)) et G, l'ensemble des v € T tels que
Y(Ug.(y)) = Ur.(y) . Comme toute boule d’un espace de longueur est connexe par arcs !9, comme
~y (By(y,RE)) = By(vy,R.), et comme, pour toute partie connexe A de 7—1(Bs(y,R:)),
ANUg. (y) #0 < A C Ug_(y), en procédant par implications en boucles, nous démontrons
que

Vyerl Yy € Ur.(y) <= 7 (Ur.(y)) NURr.(y) #0 <= 7(Ur.(y)) = Ur.(y) <~

< 7€Gy < By(vy,R)NUr.(y) #0 < By(vy,R:) CUr.(y) , (61)
et, puisque Wﬁl(BV(ﬂ,RE)) = Uvel“ By (yy, R.) (d’apres la définition de la distance-quotient

d), on déduit des équivalences (61) que :

Ur.(y) = |J (By(vy, R:)NUr.(y)) = | Br(vy.Re) . (62)
~yel YEGy

Montrons que Tsg_ (y) C Gy : en effet, pour tout o € ¥og_(y), on a d(y,0y) < 2R. ; par
ailleurs, comme (Y, d) est un espace de longueur, il existe un “presque milieu” entre les points
y et oy, i. e. un point u tel que

1
d(y,u) = d(oy,u) < g(d(y, oy) +n) < R.) pour tout n tel que 0<n<2R.—d(y,oy) ;

19. En effet, dans un espace de longueur, pour toute boule ouverte By (z,r) et tout point z de cette boule, il
existe un chemin ¢ qui relie z & z tel que tout point 2z’ de ce chemin vérifie d(z,z’) +d(z',z) < d(z,2) +n (ou
0<n<r—d(z,z2)), ce qui implique que tout point 2’ de ce chemin appartient & By (z,7).
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il s’ensuit que By (y, Rc) N By (0y, R.) # 0, donc que By (oy, R.) N Ug,(y) # 0 donc, d’aprés
la série d’équivalences (61), que o € G, ce qui assure que le sous-groupe Iy r.(y) engendré par
Yor. (y) est inclus dans G, .

Montrons maintenant que G, C Iy r.(y), ce qui prouvera que G, = Iy r.(y) : en effet, comme
(Y,d) est localement connexe par arcs, Ug_(y) est connexe par arcs, car a la fois connexe et
localement connexe par arcs; par conséquent, pour tout v € Gy, il existe un chemin continu qui
joint y a vy et qui est entierement contenu dans Ug_ (y) , on a donc d(I"y,u) < R. en tout point
u de ce chemin ; par compacité du chemin et par continuité de la fonction v — RE—CZ(W(y), ﬂ'(u)) ,
il existe un > 0 lel qu’on ait d(T - y,u) < Re — 71 en tout point u de ce chemin.

Considérons une subdivision y = yo, Y1, - - -, Yn—1, Yn = vy de ce chemin telle que d(y;—1,y;) <
n pour tout 1 < ¢ < n. Comme tout point y; de la subdivision appartient au chemin, il existe
un v; € I' tel que d(y;,7v,;y) < Re —n (on fait les choix évidents v, = e et 7, =); en posant
o; = 7;_11 v, (pour tout 1 <i < mn), nous obtenons que

d(y,o0y) = d(Vi—1 9,7 9) < dYi-1,7i-1Y) + dWi-1,9i) +d(i,v;y) <2Re —1n

ce qui prouve que tous les o; appartiennent a ist (y), donc que ~y € f‘gRE (y) car y =01 02"
on . Comme G, =T2p_(y), nous avons donc, par définition de Ug_ et en vertu de (62),

Ur.= |J Byv(yy,R)= |J Br(7y.R:) =Ur.(y).

vel2r, () 7EGY

Ceci démontre que Ug, est la composante connexe de y dans 7! (By(y, Re)) -

Ceci prouve que nous pouvons appliquer les résultats de la section 7.3.1 précédente, en posant
V = By(y,R.) et V = 771 (By(y,R.)) = Uvel“ By (v y, R:), en remplacant la composante
connexe V* de V par la composante connexe Ug, de 7' (By(7, R.)) . Comme G, = Tap_(y)
est le sous-groupe des élément de I' qui préservent la composante connexe Ug, = URE( ), ceci
permet de définir les applications-quotients # : Y — Y = Tog_(y)\Y et p: Ur. — Tar. (y)\Ur. »
la seconde application étant la restriction de la premiere. Comme 7(Ug_) C By (y, R.), on peut
définir p: Ur, — By (7, R.) comme la restriction de = & Ug, .

L’application 7 passe au quotient en une application 7 : FQR W\Y — I'\Y', et le méme
raisonnement qu’a la section 7.3.1 prouve que Iapplication I'sg, (y)\Ugr. — PQR (w\Y induite
par l'inclusion Ur, — Y peut également étre considérée comme une inclusion Fg r.(Y\Ur. =
Dor. (¥)\Y , ce qui permet de définir 5 comme la restriction de 7 & Iap. (y)\Ug, et de démontrer
(comme en section 7.3.1) que pop = p. Toutes ces définitions et propriétés sont résumées dans
le diagramme suivant :

S

' Y il Y =T (y)\Y Y =TI\Y (63)

. J

Ton.(y) ~ U, —> By(y, R.) = Dop. (y)\Ur. *— By(y, R.)

p

Dans ce diagramme, I'égalité By (7, R.) = Lo, (y)\Ug. (ot § = p(y)) est justifiée par le fait que
Ugp. ={z : d (ngE (y) -y, z) < R.}, ce qui, par définition de la distance-quotient d, donne :
*(Ugr,) = {#(2) : d(x(y),n(z)) < R} = By (17, R.) . Le Lemme qui suit permet de préciser et
commenter ce diagramme.

Lemme 7.22. (Lemme de structure) Soit (Y,d) un espace métrique de longueur et soit T' un
groupe sans torsion agissant (proprement, par isométries) sur (Y,d) . Fizons une valeur €9 >0,
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€
une valeur quelconque € €]0,e9 | et choisissons R. :=¢g In (2 —0) ; fixons un point y € Y tel

que sysr(y) < € et considérons Uowvert Ug, = Uvef“m ) By (yy, Re) Avec les notations qui
précédent, on a :

(i) Ug. est la composante conneze de y dans w ' (By(y, R.)) et f‘gRE (y) est Uensemble des
v €T tels que v(Ur,) = U, .

(ii) les applications 7, 7, p et p sont des revétements localement isométriques de Ug_. sur
Bs-(y, R:) et By (y, R.) respectivement ;

(iii) p est un homéomorphisme de By (y,Re) sur By (y,Re) qui est une isométrie locale et
préserve les longueurs des chemins.

Preuve : Le point (i) a été démontré dans le préambule de la présente section 7.3.3. La propriété
(i), le fait que I' est sans torsion, et le fait que les boules sont connexes dans l’espace de longueur
(Y,d) (donc dans son quotient (Y,d)) démontrent que les hypotheses du Lemme 7.18 sont
vérifiées si on remplace 'ouvert V' du Lemme 7.18 par By (y, R.) et la composante connexe Vi
de 771(V) par la composante connexe Ug, de y dans 7! (By(y, R.)) . La partie (ii) découle
immédiatement du Lemme 7.18 (i) et (ii). Le Lemme 7.18 (iv) implique que l’application p est
un homéomorphisme de By (7, R:) = Tor. (y)\Ug, sur By (g, R), qui est une isométrie locale
et préserve les longueurs des chemins, ce qui achéve la preuve de la partie (iii). O

Proposition 7.23. Pour toute donnée des parameétres positifs d,a, H , posons g9 = m,

. €
fixons une valeur quelconque € €10,e¢] et choisissons R. :=¢eg In (2 —0) .
€

Soit (Y,d, ) un espace métrique de longueur mesuré d’entropie majorée par H , et soit T un
groupe (9, a)—transitif non abélien agissant discrétement (par isométries préservant la mesure)
sur (Y,d, u) . Avec les notations du préambule ci-dessus et en nous référant au diagramme (63),
pour tout € €]0,e9[ et pour tout point y €Y tel que sysp(y) < e, on a :

(i) Uapplication p se restreint en une isométrie de By (i, 5 R.) sur By(y, 5 Re) ;

(i) les sous-groupes Top.(y) et Dag. (y) sont abéliens (isomorphes & 7 lorsque T est
(0,)—HT),

(iii) si (Y,d) est simplement conneze, si T1(By(y, Re), §) désigne l'image (dans 71 (Y, 7(y)) )
du groupe fondamental de By (§, R:) (de point-base § := 7(y) ) par le morphisme induit
par Uinclusion By(y, R.) < Y, le sous-groupe ngE (y) s’identifie avec Ty (By(gj, R.), gj)
via l’isomorphisme canonique I' — mq (Y,ﬂ'(y)) ). Par conséquent (By(gj,RE), gj) est

un sous-groupe abélien du groupe fondamental de Y , qui est isomorphe a Z lorsque T°
est un groupe (6,a)—HT.

(iv) Si T estun groupe (8,c)—HT, pour toutes les paires de points y',y" € By (y, R-—3 )
tels que sysp(y'),sysp(y”) < e, si o’ et o’ sont des éléments de T* tels que d(y', 0’ y') <
e et d(y’,0"y") <e, alors il existe des entiers p,q € Z* tels que (¢')P = (0")7.

En particulier, si (Y,d) est simplement conneze, deux lacets non homotopes & zéro de
longueur inférieure ou €gale a € et qui n’admettent pas de multiples qui soient homotopes

ont leurs voisinages tubulaires de rayons (% R, — % 5) disjoints ;
(v) Si T est un groupe (6,a)—HT et si (Y,d) est géodésique et simplement conneze, pour
tout v < g, notons {?i :j € K} l'ensemble des composantes connexes de Y, qui inter-

sectent la boule By(y, R — % ) et qui sont d’adhérence compacte®®. Dans chacune de ces
composantes connexes considérons une (quelconque) des géodésiques locales périodiques !

20. On peut ajouter a cet ensemble de composantes connexes I’ensemble des composantes connexes ?Z« telles que
la limite inférieure de 5ysp(j) (quand 7 tend vers l'infini dans Y7 ) soit supérieure ou égale & r (ce qui implique
qu’elle est égale & r), mais on remarquera que, pour tout 7’ < 7 chacune de ces composantes connexes contient
une composante connexe relativement compacte de Y, , le traitement du cas ou les composantes connexes sont
relativement compactes suffit donc a décrire la situation générale.

21. L’existence, dans chaque 71 , d’au moins une de ces géodésiques (locales) périodiques est démontrée par la
Proposition 7.21 (iii).
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¢; de Y, qui sont non homotopes & zéro et de longueur inférieure ¢ r, alors, pour tous
les g,k € K, les géodésiques périodiques ¢; et ¢ admettent des multiples entiers qui
sont homotopes.

Preuve : La propriété (i) du Lemme 7.22, le fait que T' soit sans torsion (d’apres les Remarques
7.5 (a) et (c)) et le fait que les boules sont connexes dans I'espace de longueur (Y,d) (donc dans
son quotient (Y,d)) démontrent que les hypotheses du Lemme 7.18 sont vérifiées si on remplace

I'ouvert V du Lemme 7.18 par Bs(y, R.) et la composante connexe V' de 7= '(V) par la
composante connexe Ugr. de y dans 7! (By(7, Re)) -

— (iii) est alors un corollaire immédiat du Lemme 7.18 (v) et du point (ii) qui démontre que
I'ar. (y) est abélien.

— Preuve de (i) : Comme conséquence des égalités 7T(By (y, % Rg)) = B?(ZU, % Rg) , %(By (y, % Rg)) =
By (gj, % RE) (voir ci-dessus) et du Lemme 7.22 (iii), 'application p se restreint en une ap-
plication de B (37, % RE) sur B?(ZU, % Rg) qui est encore un homéomorphisme localement
isométrique. Pour démontrer que cette restriction de p est une isométrie, il nous suffit de
démontrer que, pour tous les z, 2z’ € By (y, % R.),on a d(%(z),ﬁ(z')) = d(ﬂ'(z),ﬂ'(z’)) .

Comme Ty5_(y) T, on a

A(r(2),n() = mf iy ) < k- diyz, ) = d(7(:),7()
2R,

Par ailleurs, pour tout v € I'\Taz, (y) € T'\ Sar. (y), on a d(y,v y) > 2R. et I'inégalité
triangulaire donne :

d(y z,2') > d(y y,y) —d(y, 2') —d(y y,v z) > 2R. — d(y,2') — d(y,z) > R > d(2,2")

et, par conséquent, inf,ep d(7y z,2’) = inf
J(W(z),ﬂ(z')) )

— Preuve de (i) : Tout élément ~y € 3ap,_ (y) vérifie :

eFan, (1) d(~ z,2"), ce qui implique que J(fr(z), %(z’)) =

o «
< =

1 1
Max [In2, In ,
T+ [ l ((H [?])Hsysp(y)>
ou la derniére inégalité découle du fait que sysp(y) < e < m Si o est un

élément de T* tel que d(y,o0y) = sysp(y), la proposition 7.16 (i) implique que tout
élément ~y € Yap. (y) commute avec o donc que tout v € I'ag_(y) commute avec o, par
transitivité de la relation de commutation, nous en déduisons que I';gr_(y) est abélien (et
isomorphe & Z si T' est (0, a)—épais, en vertu de la Remarque 7.5 (d)). Remarquons que
I'ar. (y) est non trivial, puisque sysp(y) < e < g9 < 2R, . Ceci acheve la démonstration
de (ii).

— Preuve de (i) : y',y", o/, 0" vérifiant les hypotheses de (iv), 'inégalité triangulaire donne
dy,0’'y) <2d(y,y")+d(y',0'y') <2R. , d(y,0"y) <2d(y,y")+dy",0"y") <2R.,

ce qui prouve que o, d” € Iy r.(y), ce dernier sous-groupe étant isomorphe & Z en
vertu de la partie (ii) de la présente Proposition. La propriété (56) permet d’en déduire
lexistence d’entiers p, ¢ € Z* tels que (o’)P = (¢”)9.

Si (Y,d) est simplement connexe, étant donnés deux lacets ¢ et ¢ de Y non homotopes
a zéro, de longueur inférieure ou égale a ¢, s’il existe des points 7; et 7o de ces deux
lacets tels que d(7,%2) < Re — % €, par définition de la distance-quotient, il existe des
antécédents respectifs y; et yo de g1 et de g2 dans Y tels que d(y1,y2) < R — % €.
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Les lacets ¢; et ¢o se relevent en deux chemin continus c¢; et ¢y de mémes longueurs,
d’origines respectives y; et y, et d’extrémités situées respectivement dans 7~ 1({#;})
et dans 7~ 1({#2}), donc de la forme o1y; et oay2, ot 01, 09 € ' ; le fait que ¢ et
¢ ne soient pas homotopes a zéro assure que o; et oo sont non triviaux, de plus on
a d(y1,01y1) < longueur de ¢ < ¢ et d(ys,02y2) < longueur de ¢ < . Comme
y1,Y2 € By (y1,Re — % ), on peut appliquer le résultat de la premiere partie de (iv)
(que nous venons de démontrer), on en déduit qu'’il existe des entiers p, g € Z* tels que
o] = 0. Notons ¢} un chemin continu joignant y; & oay; dans Y, alors le lacet 7o)
de Y est librement homotope & ¢, et 'égalité of y; = o y; implique que les lacets p-é
et g-(moch) sont homotopes, donc que les lacets p-¢; et ¢-¢ sont librement homotopes.
A Tinverse, ceci assure que la distance entre ¢; et s est supérieure ou égale a R, — % €
quand ¢; et ¢ n’admettent pas de multiples librement homotopes.

— Preuve de (v) : Pour tout j € K, choisissons un point quelconque Z; dans l'intersection

(non vide par hypothése) ?ﬁ, N By (7, Re — %7") ; par définition de la distance-quotient,

771({Z;}) intersecte By (y,R. — 37) en au moins un point, que nous noterons ;.
Fixons un élément non trivial o; € ¥,(z;) (un tel élément existe car z; € 7~ ({Z;}) C
1Y) =Y, ). De l'inégalité triangulaire, il découle immédiatement que

9]

Vjie K 0; € Sp(2;) C Lar. (y) C Tar () ;

Notons Y/ la composante connexe de z; dans Y, , comme 7(Y;) NY?. est non vide (car
il contient Z; ), la Proposition 7.20 (ii) prouve que 7 induit un revétement de Y/ sur
?i ; fixons la géodésique locale périodique ¢; C 71, et un point ; de cette géodésique, il
existe donc un relevé y; € Y7 du point ; et unrelevé ¢; de la géodésique locale ¢; (i. e.
mocj = ¢; ) dorigine y; , dont I'extrémité opposée appartient & 7! ({y;}) et est distincte
de y; (car ¢; n’est pas homotope & zéro); il existe donc un élément ~; de I'* tel que
7, yj soit cette extrémité opposée. De plus, comme d(y;, v; y;) < longueur de ¢; <r,
7, appartient a I, (y;) . La Proposition 7.21 (i) prouve que I'.(y;) et T'(z;) sont inclus
dans un méme sous-groupe abélien de T', ce dernier sous-groupe étant isomorphe & (Z,+)
d’apres la Remarque 7.5 (d) ; il existe donc p,q € Z* tels que 7% = o . Nous avons donc
prouvé que, pour tout j € K, pour toute géodésique locale périodique ¢; incluse dans
?i, pour tout point y; de ¢;, si v; est I'élément de I'* qui est envoyé sur la classe
d’homotopie de¢; par I'isomorphisme canonique I' — 71 (Y, §;) , il existe un élément non
q

trivial o; de f‘gRE (y) et des p,q € Z* tels que 7? =o0j.

Pour tout autre indice k& € K, on démontre de méme que, pour toute géodésique locale

L e 1 _ . —k . _ _ . 12 .
périodique ¢ incluse dans Y., pour tout point y, de ¢, si 7, est I'élément de I'* qui
est envoyé sur la classe d’homotopie de ¢ par I'isomorphisme canonique T' — 71 (Y, gx) ,
il existe un élément non trivial o de I'agr_(y) et des r,s € Z* tels que v}, = o}, . Comme
I'ap.(y) est isomorphe a Z d’apres (ii), il existe m,n € Z* tels que o} = o7 . Les trois
égalités ci-dessus donnent 7™ = 4{"", ce qui prouve qu'un multiple entier de ¢; est

(librement) homotope & un multiple entier de ¢ . O

8 Appendices : Rappels sur les espaces Gromov-hyperboliques

8.1 Mise au point sur les écarts numériques entre les textes de base

Ces écarts numériques sont essentiellement dus au fait que les différents textes de base (par ex. [Gd90],
[CDP90], [BH99]) partent de définitions différentes (équivalentes, mais & une constante multiplicative
pres) de la d— hyperbolicité et ont des méthodes variées pour démontrer les résultats de base de la théorie
des espaces Gromov-hyperboliques, d’ou des différences d’un facteur multiplicatif dans les constantes
(différences qui ne sont pas génantes quand on travaille & quasi-isomérie pres, mais qui sont quelque peu
insécurisantes quand on recherche des bornes universelles explicites d’invariants géométriques). Notre
propos est ici de donner un cheminement qui permet de contréler ces constantes multiplicatives de
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maniére indépendante de l'espace (pourvu que celui-ci soit — hyperbolique). Comme ces résultats sont
(& un facteur multiplicatif prés) classiques, la démonstration de chaque Lemme sera laissée au lecteur.

Dans un espace métrique géodésique (X, d), un triangle géodésique A = [x,y,z] est la réunion
de trois segments géodésiques [x,y], [y, 2] et [z, z]. Pour tout triangle géodésique A = [z,v, 2],
il existe toujours un tripode Ta = [cz']| U [cy’] U [c2'] (c.a.d. un arbre métrique & trois branches,
ayant pour “point de branchement” le point ¢) et une application surjective fa : A — Ta qui
envoie les sommets x,y,z du triangle respectivement sur les extrémités z’,%’,z’ des branches
du tripode et dont la restriction a chaque coté de A est une isométrie. Le produit de Gromov,
défini par
(|Y)zo == % (d(xo,:c) + d(zo,y) — d(a?,y))

permet d’exprimer aisément les longueurs des trois branches de Ta. En effet, il existe trois points
. € [1,y], ¢z € [y,2] et ¢, € [z,x] appartenant & fx'(c), dits points internes du triangle A,
tels que

d(z,cy) = d(z,c;) = dr(a',c) = (y2)s
d(y,c;) = d(y,c.) = dr(y', c) = (z|2),
d(z,¢;) = d(z,¢y) = dr (¥, c) = (zy)-

(o dp indique la distance dans Ta ). La preuve des inégalités suivantes est immédiate :

Lemme 8.1. Soit A = [z,y, 2] un triangle géodésique et fa Uapplication tripode associée :
(i) En restriction au coté [x,y] (resp. au cété [z, z], resp. au coté [y, z] ) Uapplication fa
est une isométrie.
(i) siu,v € A, alors dr(fa(u), fa(v)) < d(u,v);
(iii) si u € [x,y], alors d(u,z) > (x|u), > (x|y), .

Un triangle géodésique A de (X,d) est dit d—fin si, pour tout u € Ta et pour tous les
z, y € fa'({u}), ona d(z,y) <4.

Définition 8.2. On dira qu’un espace métrique géodésique propre (X,d) est d—hyperbolique
si tous ses triangles sont d—fins.

Tous les espaces d—hyperboliques que nous considererons ici seront donc supposés géodésiques et
propres, sans qu’il soit nécessaire de le répéter.

Le résultats suivants sont bien connus, et ils sont souvent pris comme définition méme de la
d-hyperbolicité ; on pourra en retrouver la preuve (avec des constantes variables, dépendantes de
la définition choisie) dans tous les textes classiques, cf. par ex. [Gd90], [CDP90], [BH99]).

Lemme 8.3. Soit (X, d) un espace 6-hyperbolique.

(i) (Lemme d’approximation) Pour tout triangle A = [x,y] U [y, 2] U [z, x|, Uapplication
tripode associée fa : A — Ta satisfait :

d(u,v) =0 < dp(fa(u), fa(v)) < d(u,v) .

(ii) (Lemme de Rips) Pour tout point u € [z,y], on a :
d(u, [y, z] U lz,z]) < 6.

(#ii) (Lemme de la moyenne) Pour tous les xg,x,y,z € X, on a

(@|2)ae = Min [(2(y)a, » (Yl2)ae] — 6.

En particulier, pour tout triangle géodésique A = [xg,x,y| et pour tout point z € [x,y],
on a d(zg,z) > (2]|2)ze = (@|Y)z, -
(iv) (Lemme du quadrilatére) Pour tout les x,y,z,w € X , on a
d(z, z) + d(y, w) < Max(d(z,y) + d(z,w) ; d(z,w) +d(y, 2)) + 29 ,;

st de plus [z,y], [y,z], [z,w] et [x,w] sont des segments géodésiques reliant entre eux
les sommets du quadrilatére [z,y, z,w], alors pour tout v € [x,w] on a :

d(v, [z,y] Uy, 2] U [z,w]) < 2§ .
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8.2 Projections

Définition 8.4. Si F est un sous-ensemble fermé d’un espace métrique (X, d) et si x € X est
un point quelconque, on appelle projeté de x sur F n’importe quel point T € F tel que

d(z,z) =d(z, F) := zuelzfr d(z,z) .

La continuité de la distance implique qu’il existe toujours un projeté sur un compact, mais celui-
ci n’est généralement pas unique.

En revanche, il n’existe pas toujours un projeté sur un fermé; une hypothese suffisante pour
qu’il existe un projeté sur un fermé F est que espace (X, d) soit propre. Cependant, lorsque le
fermé F' est I'image d’une géodésique, cette hypothese est inutile, comme le démontre le lemme
8.5 ci-dessous, dont la preuve (élémentaire) est laissée au lecteur :

Lemme 8.5. Dans un espace métrique (X,d), si ¢ est un segment, ou un rayon, ou une droite
géodésique, tout point x € X admet (au moins) un projeté sur l'image Im(c) de c.
De plus, Uapplication x +— d(z,Im(c)) est lipschitzienne de constante de Lipschitz égale a 1.

Lemme 8.6. Dans un espace 0—hyperbolique (donc géodésique et propre) (X,d), considérons
un triangle de géodésiques quelconque A = [z,y,z], dont les cotés sont notés [x,y], [y,z] et
[z, 2] ; pour tout n >0 tel que d(z,[y,z]) > d(x,y) —n, on a

(1) d(y,cy) <2641, ot ¢, ¢y, ¢z sont les points des cotés respectifs [z,y], [z, 2], [y, 2]
tels que d(x,c,) = d(z,¢y), d(y,c.) =d(y,cz) et d(z,cy) =d(z,¢c,) (voir la formule qui
précéde le Lemme 8.1),

(i1) d(z,z) > d(z,y) +d(y,z) —2(n+9).

Preuve : Notons (Ta,dr) le tripode métrique associé au triangle A et fa : A — Ta Vappli-
cation tripode associée. Notons respectivement z’,y’, 2" les extrémités fa(z), fa(y), fa(z) des
branches du tripode Ta . Par construction, le point central de branchement c¢ de ce tripode
vérifie fa(c:) = fa(ey) = fa(cz) = c. Le fait que ¢, € [y, 2], le fait que fa soit une isométrie
en restriction a chacun des c6tés de A (cf. le Lemme 8.1 (i)) et le Lemme d’approximation 8.3
(i) impliquent que

drp(z',y') = d(z,y) < d(x,c) +n < dp(a’,c)+0+1,

dont on déduit que dr(y’,¢) < d+n, ce qui a deux conséquences :

— d’une part, en vertu du Lemme d’approximation 8.3 (i), on a d(y,c,) < 26 + 7, ce qui
prouve la partie (i),

— d’autre part, en vertu du fait que I'application fa est une isométrie en restriction a
chacun des cotés de A (cf. le Lemme 8.1 (i)), cette inégalité permet de conclure la preuve
de la partie (ii) en démontrant que

d(z,z) =dr(z',2") = dr(2,c) + dr(c,2) = dr(2',y') + dr (v, 2") — 2dr (v, ¢)

>d(x,y)+dy,z) —20+n) . O

Le Lemme 8.5 (ii) (en y remplagant 1 par 0) a pour corollaire immédiat le Lemme 8.7 qui suit :

Lemme 8.7. Dans un espace §—hyperbolique (X, d), pour toute géodésique ¢, pour tout point
x € X et tout point y de limage de ¢, on a d(x,y) > d(z,z) + d(Z,y) — 25, ou T est un
projeté de x sur limage de c.

Le Lemme qui suit signifie que I'inégalité triangulaire est une presque-égalité dans le cas ou les
deux points intermédiaires sont des projetés.
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Lemme 8.8. Dans un espace d—hyperbolique géodésique (X,d), considérons quatre points

x, Yy, T,y tels que T et iy soient des projetés de x et de y sur un des segments géodésiques
(noté [z,y] ) joignant T et y, alors

d(z,5) > 36 = d(x,y) > d(z,z) +d(z,7) +d(g,y) —66 .

Preuve : Le Lemme 8.7 donne d(z,7) > d(z,Z) +d(Z,5) — 26 et d(y,z) > d(y,7) +d(g,T) —26.
De ceci et de I'hypothese d(Z,g) > 36 on déduit :

et, en utilisant cette derniere inégalité et le lemme du quadrilatere 8.3 (iv) :
d(z,z)+2d(Z,7)+d(y,y) =66 < d(z,§)+d(y,z)—26 < Max (d(x, ) + d(y,y) ; d(z,y) + d(Z,7))

<d(x,y) +d(z,7) ,

ce qui conclut. [

8.3 Géodésiques asymptotes et divergentes

Les points (i) et (ii) de la Proposition qui suit sont classiques : en effet, d’apres la définition du
bord idéal (Définition 7.1, p. 117 de [Gd90], qui est équivalente & la définition donnée au chapitre
2 de [CDP90], en vertu de la Proposition 7.4 p. 120 de [Gd90]), il est équivalent de dire que
deux géodésiques v, et v, vérifient I'égalité ~i(4+00) = y2(+00) et de dire que la distance de
Hausdorff entre 71 ([0, +00[) et y2([0,+00[) est finie, la méme équivalence étant vérifiée du coté
de —oo sous les hypotheses faites en (i) ; nous nous contentouns ici de préciser les constantes qui
interviennent dans ces deux résultats (i) et (ii), c’est la raison pour laquelle nous ne donnerons
pas leur démonstration.

Le point (iii) de la Proposition qui suit sera démontré ici, bien qu’il soit proche d’un résultat
connu, qui s’exprime de la maniere suivante : étant données une fonction de Busemann b,
(associée & un rayon géodésique donné ~) et deux autres géodésiques v, et v, telles que
1 (400) = v5(+00) = y(+00) alors, pour tout ¢ > 0, les valeurs de la fonction de Busemann
by aux points v;(t) et v,(t) different d’une constante qui, une fois les origines des géodésiques
convenablement choisies, ne dépend que de la constante d’hyperbolicité §. Le point (iii) qui suit
est cependant plus précis sur les conséquences quantitatives de cette idée

Proposition 8.9. Dans un espace d—hyperbolique géodésique propre (X,d),

(i) si 1 et v2: R — X sont deur droites géodésiques telles que v1(+00) = vyo(+00) et
71(—00) = Y2(—00), alors, pour tout t € R, il existe un s € R tel que d(v1(t),2(s)) <
26.

De plus il existe des choixz d’origines ty et sg sur 1 et -2 (respectivement) tels que,
pour tout t € R, d(~v,(to +1),72(s0 +1)) <46,

(i1) si y1 et y2 : [0,+00[— X sont deuz rayons géodésiques tels que 1 (+00) = ya(400)
alors, pour tout t € [d(v1(0),72(0)), +o0[, il existe un s € [0, +o0[ tel que d(y1(t),y2(s)) <
26,

(#ii) si y1 et v : [0,4+00[— X sont deux rayons géodésiques tels que v1(+00) = ya(400),
il existe deux mombres réels ti,to > 0 wvérifiant t1 + to = d(71(0),72(0)) et tels que
d(yi(ty +1t),72(te +1)) <28 pour tout t € RT .

Preuve de (ii1) : D’apreés (ii), si ¢’ est choisi suffisamment grand [on aura donc en particulier ¢’ >
d(71(0),72(0)) +246], il existe un s’ tel que d(v1(t'),72(s)) < 26 . Pour simplifier, posons z =
7(0), yo = %2(0), z =1 ({t'), y = 12(s") et considérons les deux triangles A = [zg,x,yo] et
A" = [z,y,y0] (ayant le coté [z,yp] en commun) et leurs approximations par les tripodes associés :
fa: (A,d) = (Ta,dr) et far: (A',d) = (Tar,d7) (selon la construction décrite en début de
section 8.1), les points centraux de branchement de ces tripodes étant notés respectivement c
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et ¢ ;ona f;l({c}) = {co,c1,02}, 00 ¢p, ¢1 et co appartiennent respectivement & [z, yo], &
[0, 2] et & [yo,x]. Posons

t1 = d(xo0,c1) = d(xo,co) = dr (fa(zo),c) , t2=d(yo,c2) = d(yo,co) = dr (fa(yo), c) ,

ou t1 + to = d(xg,yo) et ou, d’apres ce qui précede et le Lemme 8.1 (i),
t1 —to = dr (fal(wo),¢) = dr (fa(yo),c) = dr (fa(zo), fa(z)) — dr (fa(yo), fa(@))

= d(7,(t"), z0) — d(71(t), y0) ; (64)

comme v, (t1) = c1, le Lemme d’approximation 8.3 (i) implique que d(v(¢1),c2) <0 et, pour
tout t € [0, — 2§ — t1], le point ~,(¢t; +t) appartient & [c1,z], donc le point fA(’Yl(tl + t))
appartient a la branche [e, fa(z)] du tripode T. Notons u le point du segment géodésique
[c2, %] C [yo, 2] tel que fa(u) = fa(y1(t1 +t)), donc tel que d(co,u) = d(c1,v,(t1 +1t) =t
(cette derniere égalité découlant du Lemme 8.1 (i)); le point w vérifie donc les trois propriétés
suivantes :

d(yOau):t2+t ) d(xvu):t,_tl_tZQ(s ) d(71(t1+t)7u)§57 (65)

en effet, la premiere propriété de (65) découle des égalités d(co,u) =t et d(yo,ce) =t et du fait
que ¢y € [yo, u| , la deuxieéme et la troisiéme du fait que fA (u) = fa ('yl (t1+1) ) ce qui implique
(en utilisant le Lemme 8.1 (i)) que d(z,u) = dr(fa(z) u)) =d(z,v,(t1+1)) =t —t; —t et
(en utilisant le d’approximation 8.3 (i)) que d (v, (t1 —|— t),u) <4.

Comme u € [x,yo], la construction du tripode d’approximation (cf. le début de la section 8.1)
assure que le point fas(u) appartient a la réunion des deux branches [¢/, fas(2)] et [¢/, far(yo)]
du tripode 7T”. En rappelant que d(z,y) = d(71(t'),72(s")) < 24, en nous appuyant sur le
Lemme 8.1 (i), sur la deuxiéme des propriétés (65) et sur la définition de ¢, nous obtenons :

dre (far(x), ) < dpv (far(@), far(y)) = d(z,y) <20 < d(z,u) = dr (far(2), far(w) ;

nous en déduisons que fas(u) €], fa(z)], donc que fas(u) est situé sur la branche [¢/, far(yo)]
du tripode T . 1l existe par conséquent un point u’ € [yo,y] (qui s’écrit donc v’ = y2(s), ol s €
[0,5]) tel que far(v') = fas(u), donc tel que d(u,v') < § (d’apres le Lemme d’approximation
8.3 (i)); de plus le Lemme 8.1 (i), 'égalité far(u’) = fas(u) et la premitre des propriétés (65)
impliquent que s = d(yo, w) = d+ (far(30), far (1)) = d{yo, w) = ta-+t, donc que u' = 7y (tz-+1) ;
I'inégalité triangulaire et la derniére des propriétés (65) donnent alors d (v, (t1 + 1), vo(t2 + 1)) <
d(y,(t1 +t),u)+d(u,v') < 26§. En faisant tendre t' vers +o00,, nous en déduisons que I'inégalité
d(y1(t1 + 1), 79 (t2 + 1)) <26 est vérifiée pour tout ¢ € [0, +oo[. O

Pour toute géodésique ¢ de (X,d) et pour tout point x € X, notons m.(z) '’ensemble des
projetés du point x sur image Im(c) de ¢ ; le Lemme 8.5 assure que, si ¢ est un segment, ou
un rayon, ou une droite géodésique, alors, pour tout z, m.(x) # 0.

L’image d’un ensemble E C X par la projection sur cette géodésique ¢ (notée m.(E)) est définie
comme la réunion des ensembles m.(z) quand x parcourt E. On a la

Proposition 8.10. Dans un espace d—hyperbolique (donc géodésique et propre) (X,d), si deux
droites géodésiques c1 et cy sont telles que {c1(—00), ¢1(+00)}N{ca(—00), ca(+00)} =0, alors

(i) Uensemble des s tels que c1(s) appartienne d la projection 7., (Im(cz)) de limage de
co sur ci1 admet une borne supérieure et une borne inférieure finies,

(i) il existe un point xo = c1(so) de la droite géodésique c1 ayant les propriétés suivantes :
pour toute suite (t,),cy tendant vers +oo, il eriste une suite (€,), oy — 0 de réels
positifs telle que, pour tout t € R et pour n suffisamment grand, on ait

d(c1(t), ca(tn)) = d(ca(tn),xo) + d (xo,c1(t)) =55 — ey
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(i) il existe un point xy = c1(s1) de la géodésique c1 ayant les propriétés suivantes : pour
toute suite (t;,),cn tendant vers —oo, il existe une suite (e,), .y — 0 de réels positifs
telle que, pour tout t € R et pour n suffisamment grand, on ait

d(ci(t), ca(ty)) = d(ca(ty), z0) + d (20, 1 (t)) =55 — &y,

Preuve de (i) : Nous allons démontrer que la borne supérieure de =, (Im(cg)) est finie, la
démonstration étant la méme pour la borne inférieure, puisque la borne inférieure devient la
borne supérieure quand on change ’orientation de la géodésique c; .
Pour cela, nous raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe une suite (s,)nen tendant vers
+oo et telle que ¢1(s,) appartienne & 7., (Im(cz)) ; il existe alors une suite (¢,)nen telle que
c1(8n) € e, (ca(tn)) et alors

— s0it (tn)nen est bornée, mais alors d (c1(0), c2(tn)) est bornée par une constante D > 0,

et

d(ca(tn), c1(sn)) = d(ca(tn), Tm(cr)) < d(c1(0), c2(tn)) <D,

ce qui implique que s, = d(c1(0),c1(s,)) < 2D, ce qui est en contradiction avec le fait
sp tend vers +oo quand n tend vers +oo ;

— soit (tn)nen admet une sous-suite (que nous continuerons a appeler (t,)nen ) qui tend vers
+oo. Quand n tend vers 400, comme ¢;(s,) et ca(t,) tendent respectivement vers deux
points distincts ¢1(4+00) et ca(fo00) du bord idéal, le produit de Gromov (c;(sy)|c2(tn))
(pour une origine en ¢;1(0)) est borné par une constante D’ ce qui implique que

sn < d(1(0), c1(sn)) + d (c1(0), ca(tn)) — d(c2(tn), Im(cr))
< d(c1(0),¢1(sn)) + d(c1(0), c2(tn)) — d(c2(tn), c1(sn)) <2D"

ce qui est en contradiction avec le fait s, tend vers +o0o quand n tend vers +oo.
La seule possibilité pour lever ces contradictions est donc que toute suite (sp)nen telle que
c1(sn) appartienne & m., (Im(cg)) soit bornée. [

Preuve de (ii) : Notons K; l'adhérence de ., (c2([t, +o0[)) et posons K = Nyen K, . Pour
toute suite (t,),cy tendant vers +oo, on a encore Nyeny Ki, = K car, pour tout n € N, il
existe un p, € N tel que p, <1, <p, +1, ce qui implique que K, 1 C K; C K, .

Chaque Ky, est borné car la propriété (i) assure que ., (c2(] — 00, 400[)) est borné, donc que
Tey (€2 ([tn, +00[)) est borné; comme (X,d) est propre, nous en déduisons que chaque Ky, est
compact et que K est un compact non vide comme intersection de compacts emboités.
Bornons le diametre de K : soient z et z' deux éléments de K, alors ce sont les limites
respectives de deux suites (z,),cy €t (2,),en, OU X, o), € Te, (c2([n, +00])) : en effet, =
(resp. z’) étant dans I'adhérence de m., (c2([n,+00[)), il suffit de choisir z,, (resp. 7, ) dans
I'intersection (non vide) de m, (cz([n, +o0[)) et de Bx (z, ) (resp et de Bx (z/,1)).

Il existe donc des éléments t,, t), € [n,+oo[ tels que x, (resp. z),) soit un prOJete de ca(ty)
(resp. de ca(t),)). La propriété du quadrilatere (Lemme 8.3 (iv)) donne

d (wn, ea(t))+d (2, €2(tn)) =20 < Max [d (wn, 27,) + d (c2(tn), c2(t,)) 5 d (2, c2(tn)) + d (2, ca(ts,
ce qui induit, en appliquant le Lemme 8.7,
d(x),co(t))) +2d(xpn,x)) + d (T, ca(ty)) — 66
< Max [d (2n, 27,) + d (c2(tn), c2(5)) 5 d (2, c2(tn)) + d (2, ca(£))] - (66)
Or l'inégalité triangulaire permet d’affirmer que, pour n assez grand,

d(zp,ca(ty)) > tn —d(xp,c2(0)) > t, —C , d(z),ca(t))) >t, —d(z),c2(0) >t —C |

no

car la propriété (i) assure que d(x,,c2(0)) et d(a),,c2(0)) sont bornées supérieurement par une
constante notée ici C'. Comme ¢, +t,, — |t, — t,| = 2 Min(t,,t,) > 2n, lorsque n est assez
grand, on a

d (2, co(tn))+d (), ca(t))) >ty +t, —2C > |t,—t,|+2n—2C > d(ca(tn), ca(t),)) +d (zn, z)) ,
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ol la derniere inégalité découle de la propriété (i), qui assure que d(z,,c1(0)) et d(x,c1(0))
sont bornées supérieurement par une constante notée ici C', I'inégalité étant donc valable dés
que n > 2C'. En injectant cette derniére série d’inégalités dans la formule (66), nous obtenons

d(xy, c2(ty)) +2d (2, 27,) + d (2, c2(tn)) = 60 < d (2, C2(tn)) + d (2, €2(L,))

ce qui implique que d (x,,z]) < 33 donc, par passage a la limite, que d(x,2’) < 3¢§. On conclut
que K est inclus dans un segment de longueur 34 de la géodésique ¢ ; notons z( le milieu de
ce segment, on a d (zg,z) < %6 pour tout x € K.

De plus, pour toute suite (t,),.y tendant vers 4oo et toute suite (zy),cy d’éléments z, €
Tey (C2([tn, +00[)), la distance d(z,, K) tend vers zéro quand n tend vers 4oo : en effet dans
le cas contraire, il existerait une sous-suite (que nous appellerons (zp,),cy) et un € > 0 tels que
le e—voisinage de K (noté U.(K) ) sur la géodésique ¢; (ou plutdt sur son image) ne contienne
aucun des z,, ; les K,, \ U-(K) seraient alors des compacts emboités non vides d’intersection
vide, ce qui introduirait une contradiction.

Pour tout ¢ € R et toute suite (t”)neN tendant vers +o0o, si z, est un projeté de ca(t,), comme
Zn € ey (Co([tn, +00[)), la majoration ci-dessus du diametre de K implique que d(xg,z,) <
%5 +d(zp, K), et le Lemme 8.7 permet d’en déduire que, pour tout t € R,

d(c1(t), c2(tn)) = d(ca(tn), zn) +d (2n, €1 (1)) =26 = d (ca(tn), x0) +d (20, c1(t)) =50 —2d(2n, K) ,
ce qui termine la preuve. [

Preuve de (iii) : On change lorientation de co, i. e. on remplace la géodésique co par la
géodésique ¢, définie par ¢a(t) = c2(—t). Comme, pour toute suite (t7,), .y tendant vers —oo,
la suite (—t,), cy tend vers 4oc, on peut appliquer la propriété (ii) au couple de géodésiques
¢1 et é, ce qui prouve lexistence d'un point z(j = ¢1(s1) de la géodésique c; tel que, pour
toute suite (t;,),cy tendant vers —oo, il existe une suite (e7,) de nombre réels strictement
positifs tendant vers zéro telle que, pour tout ¢t € R, on ait

neN

d(er(t), ea(—t,)) = d(Ex(—ty,), 20) + d (zg,c1(t)) =50 — &,

ce qui démontre (iii). O

8.4 Isométries et déplacements
8.4.1 Sous-groupes discrets du groupe des isométries

Pour savoir ce qu’est une action “propre” ou une action “discrete”, nous renvoyons aux Définitions
2.1, I’équivalence entre ces deux notions étant donnée par la

Proposition 8.11. Sur un espace métrique (X,d), toute action (par isométries) fidele et propre
est discréte. Réciproquement, si (X, d) est un espace propre, toute action (par isométries) fidéle
et discrete est propre.

Preuve : Considérons un groupe I' qui agit fidélement par isométries sur (X,d), que nous
pouvons donc identifier & un sous-groupe du groupe Isom(X,d) des isométries de (X,d). Si

cette action est supposée propre, considérons n’importe quelle suite convergente (uniformément
sur tout compact) (7v,),cy d’éléments de I' et notons g € Isom(X,d) sa limite. Il existe alors
un N € N tel que, pour tout p € N, on ait d(a:,’y]_vl YN+p :c) = d(ny T, Y N+p x) <1l,etla
suite (7&1 TN +p>pEN parcourt un sous-ensemble fini de T' (& savoir Uensemble des v € T' tels

d(xz,vz) < 1); comme cette suite est par ailleurs convergente, elle est stationnaire, ce qui prouve
que la suite initiale (v,,), oy est stationnaire, donc que I' est discret (et fermé).

Réciproquement, si ' est un sous-groupe discret de Isom(X,d) et si (X,d) est propre, fixons
arbitrairement un point zo € X ; rappelons que, pour tout R >0, X r(zo) désigne 'ensemble
des v €T tels que v g € Bx(zo, R). Supposons qu'il existe un Ry > 0 tel que Xpg,(xg) soit
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infini, le Théoreme d’Ascoli démontre que, pour tout R > 0, Xp, (o) est relativement compact
dans I'ensemble des applications continues de Bx (1o, R) dans X , muni de la topologie de la
convergence uniforme : en effet les hypotheses du Théoreme d’Ascoli sont vérifiées, car
— Bx(x,R) est compacte et (X,d) est un espace métrique complet car (X,d) est propre,
— tout v € Xg(zo) est une application continue de Bx(zg, R) dans X,
— Y g(zo) est une famille équicontinue car incluse dans 'ensemble des isométries de (X, d),
— Pour tout x € Bx(zo, R), l'ensemble {yz:v € Sg(x)} est relativement compact dans
(X,d), car inclus dans la boule compacte Bx(xg, Ro + R).
Comme X, (xg) contient une suite d’éléments distincts, nous pouvons en extraire une premiére
sous-suite qui converge uniformément sur By (g, R) ; comme l'image de cette sous-suite par
I'application v +— v~! est encore une suite d’éléments de g, (zo), nous extrayons, de cette

premiére sous-suite, une seconde sous-suite (que nous noterons (75”) n EN) telle que (vff)n eN et

(('y,}f)_l) . convergent (uniformément sur By (xg, R)) vers deux applications continues de
ne

Bx(w, R) dans X, que nous noterons respectivement fr et hg. En donnant & R la valeurs

Rj;, = k et en extrayant la sous-suite ('75” "“) de la sous-suite précédente ('yﬁ”k) nous
neN

construisons deux suites d’applications fx et hy telles que fry1 (resp. fx ) soit la limite uniforme
de (’yf’““) sur Bx(wo,k+1) (resp. sur Bx(xo,k)) et que hpy1 (resp. hy ) soit la limite
neN

neN’

1 o —

uniforme de ((%}fk“) ) sur Bx(zo,k + 1) (resp. sur Bx(zo,k)), ce qui prouve d’'une
neN

part que fri1 prolonge fi et construit une application continue f: X — X qui coincide avec

chaque f;, sur chaque boule Bx(zg, k), et d’autre part que hjy1 prolonge hy et construit une
application continue h: X — X qui coincide avec chaque hj; sur chaque boule Bx(xg,k).

Dans chaque sous-suite (’yfk)n N il existe une infinité d’éléments distincts v2* tels que

sup  d(f(z), v (z)) <1/k et sup d (h(av)7 (ﬁf"‘)il (a:)) <1/k;

z€Bx (z0,k) zEBx (x0,k)

parmi ces éléments, il est donc possible d’en choisir un (noté ~5*) qui n’appartienne pas

Ry

Ry .y (o . o
il Yne_y } des éléments précédemment choisis. Nous obtenons ainsi une

a lensemble {~

. R 5212 .. R, Ry 1
sous-suite () pen+ @’éléments distincts telle que ('ymj)k R ((’yn:) )keN* convergent
uniformément (respectivement) vers f et h sur toute boule fermée. Un passage a la limite

prouve que f et h préservent la distance et que ho f et f o h sont les limites uniformes
de (75“:)71755 = idx et de 'yﬁ: (’y,’f:)fl = idx sur chacune des boules fermées, donc que
hof = foh =idx, ce qui prouve que f appartient & Isom(X,d). Par ailleurs la suite

-1 R . . 14 . . .
(q/ff:) Yneii converge également vers ho f = idx et, comme I'élément neutre idx est isolé
Ry _

dans T, cette suite est stationnaire, ce qui prouve que v,;* = 'yf,fjll lorsque k est suffisamment
grand, en contradiction avec le fait que la suite (wﬁj)k e st constituée d’éléments distincts.
Il s’ensuit que Xp(zg) est fini pour tout R. O

Lemme 8.12. Pour toute action propre (par isométries) d’un groupe T' sur un espace métrique
(X.d),
(i) Uespace quotient T\X est un espace métrique pour la métrique-quotient d définie par
J(F T, r. y) = inf’yGF d(l’,’y y) ;
(i) si (X,d) est un espace propre et si T\X est de diamétre fini, alors T\X est compact,

(iii) si T est sans torsion, alors laction est fidéle, discréte et sans point fize.

Preuve : La fonction d est symétrique car inf,er d(x,y y) = infy er d(gx,7 y) . Dans les égalités
(i) définissant d, I'infimum est atteint puisqu’il porte sur un nombre fini de valeurs : en effet
I'ensemble {v : d(z,vy) < infyerd(z,v y) + 1} est fini car 'action est propre. On en déduit
facilement que, si infyer d(z,v y) =0, alors x €Ty et Tz =Ty et que inf, jerd(y x,92) <

inf,er d(y =,y) + infyer d(y, g 2) , donc que d est une distance. Ceci démontre (i).
L’espace (X,d) étant propre, toute boule fermée Bx(z,R) de rayon R supérieur ou égal au
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diametre de I'\ X est compacte, donc son image I'\X par l’application-quotient est compacte.
Ceci démontre (ii).

L’action étant propre, le stabilisateur de tout point est un sous-groupe fini de IT', il est donc
trivial lorsque I' est sans torsion, ce qui implique que ’action est a la fois fidele et sans point
fixe; en appliquant la premiere partie de la Proposition 8.11, nous en déduisons que l'action est
discrete, ce qui démontre (iii). O

La Remarque suivante est bien connue des spécialistes de ’algebre des groupes

Remarque 8.13. Tout groupe non trivial, sans torsion et virtuellement cyclique est isomorphe
a (Z,+).

Preuve : Notons G le groupe considéré, comme il est non trivial et sans torsion, il est infini et
il contient un sous-groupe H d’indice fini (donc infini) et cyclique, donc isomorphe & Z. Pour
tout g € G, en posant o(g)(¢'H) = (gg')H , on obtient un morphisme ¢ de G dans le groupe
(fini) des permutations de G/H dont le noyau est un sous-groupe normal de G, inclus dans
H et est d’'indice fini dans G ; en remplacant H par le noyau de g, nous sommes ramenés au
cas ou H est un sous-groupe normal d’indice fini de G, isomorphe a Z, dont nous fixons un
générateur, noté 7. Notons 7 : G — Aut(H) le morphisme défini par r(g)(h) = ghg™! ; on a
alors r(g)(1) = 7%!. Sl existe un g € G tel que 7(g) # idy, on a alors grg~' = 77! et,
par conséquent, ghg~' = h™! pour tout h € H ; comme par ailleurs il existe un n € N* tel
que g" € H, on en déduit que gg"g~' = ¢~", donc que ¢g>" = e, ce qui est incompatible avec
I’hypothese “sans torsion”. On en déduit que ghg—' = h pour tous les (g,h) € G x H, donc que
H est inclus dans le centre de G. Si N := #(G/H), il existe un morphisme V : G — H (le
morphisme de transfert) tel que V (k) = h"¥ pour tout h € H ; comme tous les h € H sont sans
torsion, Ker(V) N H est trivial et le morphisme Ker(V) = Ker(V)/(Ker(V)NH) — G/H est
injectif. Ceci implique que Ker(V) est un sous-groupe fini de G, donc que Ker(V) est trivial
car sans torsion; il s’ensuit que V' est un isomorphisme de G sur un sous-groupe infini de H ,
lui-méme isomorphe & Z. [

8.4.2 Isométries et déplacements des espaces Gromov-hyperboliques

Soit (X,d) un espace d—hyperbolique (donc géodésique); notons 90X le bord idéal de (X,d)
(pour une définition de ce bord et de sa topologie, voir la Définition 7.1 p. 117 de [Gd90], qui est
équivalente a la définition donnée au chapitre 2 de [CDP90]). Toute isométrie v de (X,d) se
prolonge en une application continue (et méme Lipschitzienne pour une métrique convenable) de
0X dans lui-méme (voir par exemple la Proposition 11.2.1 p. 134 de [CDP90]). Une isométrie
v de (X,d) est dite :

— de type elliptique si, pour au moins un point = € X (et par conséquent pour tout point
x € X ), Uorbite (’ykx)kez est bornée,

— de type parabolique si, pour au moins un point z € X (et par conséquent pour tout
point z € X ), Porbite (Wka:)kez admet un et un seul point d’accumulation, situé sur le
bord idéal 0X de X ; nous noterons v ce point d’accumulation ; par définition de la
topologie de 9X , ce point d’accumulation ne dépend pas du choix du point z de départ
(remarquer que, pour tout = € X, v est la limite de vz quand p — +00),

— de type hyperbolique si, pour au moins un point & € X (et par conséquent pour tout point
x € X)), Papplication k — «v*x est une quasi-isométrie de Z dans X .

Toute isométrie de (X,d) est soit de type hyperbolique, soit de type parabolique, soit de type
elliptique (pour une preuve de ce fait, voir par exemple [CDP90], Théoréme 9.2.1 p. 98).

Si v est de type hyperbolique (resp. de type parabolique), c’est un résultat classique [voir
par exemple [CDP90], Proposition 10.6.6 p. 118, (resp. [Gd90], Théoréeme 17 au Chapitre 8)]
que laction (prolongée comme ci-dessus) de v sur X U 9X admet exactement 2 points fizes
distincts, que nous noterons T et 7, qui sont (pour tout point z) les limites de Pz et
de v Pz quand p — +oo (resp. un seul point fixe : le point d’accumulation ~*° précisé dans
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la définition ci-dessus). La remarque qui suit est bien connue des spécialistes, la démonstration
(triviale) est laissée au lecteur.

Remarque 8.14. Si (X,d) est un espace d—hyperbolique et si T' est un sous-groupe discret du
groupe des isométries de (X,d), alors

(i) un élément de T* est elliptique si et seulement si il est de torsion; si T' est sans
torsion, chacun de ses éléments est donc de type hyperbolique ou parabolique ;

(ii) si g € T, pour tout k € Z* tel que g* # idx , g est hyperbolique (resp. parabolique,
resp. elliptique) si et seulement si g* est hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique) ;
de plus, si g est hyperbolique ou parabolique, alors gF a exactement les mémes points fizes

que g.

Lorsque l'isométrie v considérée est de type parabolique, il est connu que tout point d’une
horosphere centrée en y*° s’envoie sur un point situé a distance bornée de cette horosphere; le
Lemme suivant précise cette idée :

Lemme 8.15. Soit v une isométrie parabolique d’un espace §—hyperbolique (X,d) dont l'unique
point fize (situé sur le bord idéal) est noté v>° . A tout rayon-géodésique c vérifiant c(400) =
7, on associe une valeur T = T(y) < d(c(0),v0c(0)) telle que d(c(t),y (c(t))) < 76 pour
tout t € [T, 4o00[.

Preuve : Appliquons la Proposition 8.9 (iii) aux géodésiques ¢ et yoc : on vérifie aisément que
Phypothese est vérifiée car yoc(+00) = y(7*°) = v = c¢(400), on en déduit qu’il existe deux
nombres réels t1, to > 0, vérifiant ¢ +t2 = d (c(0),v0¢(0)), tels que d(c(t1+1t),yoc(ta+t)) <
26 pour tout ¢t € R*, ce qui équivaut & d(c(t +t; —t2),v0c(t)) <28 pour tout t € [t, +ool.
On est alors dans un des deux cas suivants :

Cas 1: Si |ta — ¢1] < 39, fixons n’importe quel nombre ¢ € [ty,+00[, la derniere inégalité
ci-dessus et 'inégalité triangulaire donnent :

d(c(t),yoct)) <d(ct),c(t +t1 —t2)) +d(c(t +t1 — t2),yoc(t)) < |t —t1| +26 <54,
ce qui acheve la preuve dans ce cas.

Cas 2 : Si |to —t1] > 30, fixons n’importe quel nombre ¢ € [ta, +00[ et considérons le triangle
géodésique A = [c(t+t1 —ta), yoc(t), c(t)] et son approximation par le tripode associé :
fa i (A,d) = (Ta,dr), le point central de branchement de ce tripode étant appelé e et
les longueurs des trois branches du tripode d’extrémités respectives fa (c(t +t1 — tg)) ,
fa(yoc(t)) et fa(c(t)) étant notées o, B et . Le Lemme 8.1 (i) et le fait que d(c(t+
t1 —t2),y0c (t)) < 24 impliquent que

Oé+"/:‘t2—t1| ) Oé+ﬁ§25 ’ ’7+B:d(c(t),’700(t)),

et, par conséquent, que v — 8 = (a+75) —(a+8) > [ta —t1] =25 > 6 > 0. On en
déduit que, si m; désigne le milieu d’une géodésique [c(t),y o ¢ (¢)], alors (par construction
du tripode) le point fa(m;) est situé sur la branche [e, fa(c(t))] du tripode T et il
existe par conséquent un point m; du segment-géodésique [c(t),c(t + 1t — tg)] tel que
fa(my) = fa(my), et donc (en vertu du Lemme d’approximation 8.3 (1)) d(ms,mj}) < 4.
En appliquant cette derniere inégalité, l'inégalité triangulaire, puis le Lemme 8.19, nous
en déduisons que

d(ml, v my) < d(me,y my) +28 <(y)+55 =56,

ou la derniére égalité découle du fait que, puisque + est parabolique, on a £(v) 0.
Comme m} est de la forme c(s(t)), ot s(t) est compris entre ¢ et ¢+t —to, s(t)
tend vers 4+o0o en méme temps que t et s(tz) < T, ou T := max(t1,t2). Pour tout
t € [T,4o0[, il existe donc un t3 tel que ¢ € [s(t2),s(t3)] et, en utilisant la convexité (&
25—pres) de la distance entre les géodésiques ¢ et ~yoc, nous obtenons :

d(c(t), v oc(t)) < Max [d(c[s(t2)], v oc[s(t2)]) ; d(cls(ts)], y ocls(ts)])] + 28 =
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= Max [d(my,,ymy,) ; d(mj,,ymy,)] +26 <76 . O

Lorsque 'isométrie v considérée est de type hyperbolique, il peut exister plusieurs géodésiques
qui joignent les deux points fixes v~ et v* de v, c’est pourquoi nous avons introduit (dans les
Définitions 4.1) 'ensemble G(v) des géodésiques orientées qui joignent v~ a ' et la réunion
M(v) C X de ces droites-géodésiques.

Remarque 8.16. Soit (X,d) un espace §—hyperbolique et v une isométrie de (X,d) de type
hyperbolique, si ¢ € G(v), alors Y*oc € G(v) pour tout k € Z. Par conséquent M(y) est
globalement invariant par v* .

Définitions 8.17. A toute isométrie v non triviale d’un espace d—hyperboliqgue (X, d), on
associe :

1
— son déplacement moyen £(v) , défini comme la limite®? (quand k — +o00 ) de z d(x,v* )

— son déplacement minimum s(y), défini comme inf,ecx d(z,v ).

Remarquons que, pour tout k € Z, on a £(v*) = |k| (7).

Pour toute isométrie v (non triviale) d’un espace d—hyperbolique (X,d), rappelons que ~ est
de type hyperbolique si et seulement si () > 0 (voir par exemple [CDP90], Proposition 10.6.3,
p. 118) et que® £(y) < s(v) ;

Lemme 8.18. Soit (X,d) un espace d—hyperbolique et g une isométrie de (X,d) alors, pour
tout x € X,

(i) d(z,g*r) <d(z,gx) +{(g9) + 26 ,
(ii) Ype N d(z,¢*z) < d(z,gx) + (27 — 1) L(g) +2pd ,

(iii) ¥neN*  d(z,¢"z) < d(z,gz) + (n— 1) (g) + 4 511?1?;; .

Preuve de (i) : La preuve de (i) est une simple adaptation de la preuve du Lemme 9.2.2 pp 98-99
de [CDP90] : on pose a, = d(x,g"x) et on applique I'inégalité du quadrilatére aux quatre points
z, gz, g°c et g"x, ce qui donne

as + an—1 < Max(a1 + an—2, a1 +a,) +20 (67)

pour tout n > 3, et donc pour tout n > 2.
Supposons qu’il existe un point = tel que d(x, g*x) > d(x,gx)+£(g)+27, ce qui se traduit par
Pexistence d'un a > ¢(g) tel que

as > a1 +a+265 (68)

I'inégalité (67) entraine alors
Yn>2, ap—1+a < Max(an—2, a,) - (69)
Montrons que ceci implique la propriété
YneN app1 >an+a (70)
la preuve de cette derni¢re inégalité se fait par récurrence; en effet, I'inégalité (70) est vérifide

lorsque n =1 (ceci découle de 'inégalité (68)). Par ailleurs, puisque ag = 0, 'inégalité (68) et
linégalité triangulaire impliquent que ap+a+ a1 +26 < ay < 2ay, donc que 'inégalité (70) est

22. Par sous-additivité, cette limite existe et, par I'inégalité triangulaire, elle ne dépend pas du choix du point
z € X, cf. [CDP90], Proposition 10.6.1 page 118);

1
23. En effet, pour tout x € X et tout k € N, 'inégalité triangulaire donne % d(z,v* ) < d(z,v x).
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également vérifiée lorsque n = 0. Si on suppose que a,+1 > a, + a, 'inégalité (69) permet d’en
déduire que Max(ant2, an) > Gpy1 + @ > a, +2a, donc que a2 > ant1 + «, ce qui termine
la démonstration de (70).

Une conséquence de U'inégalité (70) est que a,, > na, donc que

n—-+oo n

>a>Lg) ,

ce qui est contradictoire avec la Définition 8.17 de #(g). Pour lever cette contradiction, il faut
donc que, pour tout point z, on ait d(z,g*z) < d(x,gz)+€(g) +25. O

Preuve de (ii) : L'inégalité de (ii) est trivialement vérifiée lorsque p = 0 et, en vertu de (i),
lorsque p = 1. Si l'inégalité (ii) est vérifiée a 'ordre p, alors elle l’est aussi a l'ordre p+ 1 car,
en vertu de (i) et du fait que £(¢g") =né(g), on a

op+1

d(z, 9% x) < d(x,¢* 2) + 2P 0(g) + 26 < d(x,gz) + (2P —1)l(g9) +2(p+1)7 ,

ce qui prouve (ii) par récurrence. [

Preuve de (iii) : De (ii) on déduit que I'inégalité (iii) est vérifiée lorsque n est de la forme 27,
ou p € N ; pour démontrer (iii), il nous suffit donc de démontrer, pour tout = € X et pour tout
p € N\ {0,1}, la propriété :

(Py) VneN* telque 2° <n<2PT'  d(z,g"z) <d(z,gz)+ (n—1)4(g) +45p .
Pour tout tout p € N* et pour tout n tel que 2P < n < 2P*! le Lemme 8.3 (iv) du quadrilatere
implique que :

1 gp+1

d(a, g"x)+d(g” @, g #)=26 < Max |d(z, ¢%'x) + d(g"z, ¢ @) s d(a, ¢ @) + d(g"2, ¢*')]

< Max [d(az, g% x) +d(g"z, g2p+1x) cd(z, g% ) 4+ 2P €(g) + 26 + d(g"z, gQPm)} ,
ou la seconde inégalité découle de (i). En simplifiant, nous en déduisons que

+1

d(z, g"z) < Max {d(a:, g ) 2P 0(g) + 26 + d(x, g”fsz)} +246 . (71)

Appliquant I'inégalité (71) au cas p=1 et n = 3, nous en déduisons que
d(z, g*r) < 26+ Max [d(z, gx); 24(g) + 26 + d(x, gz)] = d(z, gz) +24(g) + 46 ,

ce qui prouve que la propriété (Pp) est vérifiée lorsque p=1.

Montrons que, si p > 2 et si la propriété (Pk) est vérifiée pour tous les k& < p — 1, alors
la propriété (”Pp) est vérifiée. Supposons donc que la propriété (Pk) est vérifiée pour tous
les k < p—1 alors (en tenant compte de cette hypothese et de (ii) ) I'inégalité d(x,g'z) <
d(z,gz) + (i —1)l(g) + 45 (p — 1) est vérifiée pour tout i € N tel que 1 < i < 2P, ce qui
implique que, pour tout n € N* tel que 2P <n < 2P*L,

ortl_p

d(z, g :1:)Sd(x,gx)Jr(2p+17n71)€(g)+4(p71)5,

d(z, g" %" z) <d(z, gz)+ (n—2" = 1) L(g) +4(p— 1)6 ,

car les nombres 2PT1 —n et n — 2P sont tous deux compris entre 1 et 2P — 1. En reportant ces
deux dernieres inégalités dans (71), nous en déduisons que

d(z, g"z) < d(z, gz) + Max [(2°T' —n— 1) £(g9) +4(p—1)6; (n—1)L(g) +2 (2p— 1) 6] + 26

<d(z, gz)+Max [2°T' —n—1,n—1] £(g) + 4ps < d(z, gz) + (n — 1) £(g) + 4p3,

o la derniere inégalité découle du fait que n—1 > 2P > 2P+ —n . Ceci prouve que, si la propriété
(Pk) est vérifiée pour tous les k < p — 1, alors la propriété (Pp) est vérifiée, ce qui prouve la
propriété (Pp) pour tous les p € N* et, en y joignant (ii), acheéve de démontrer (iii). O
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Lemme 8.19. Soit (X,d) un espace d—hyperbolique et g une isométrie de (X,d), alors, pour
tout © € X, si m est le milieu d’une géodésique [x,gx], on a

Max [0, d(z, g°z) — d(z, g z)] < d(m,gm) < Max [0, d(z,g*z) —d(z,gz)] + < £(g9) + 36 .

Preuve : La preuve consiste a adapter la preuve du Lemme 9.3.1 p. 101 de [CDP90]. Une
fois choisis deux segments-géodésiques [x,gx| et [x,g%x], considérons le segment-géodésique
[gx, g%x] qui est 'image par g de [z,gz], alors gm est le milieu de [gx,g%z]. Appliquons
le lemme d’approximation au triangle A = [z,g2,¢%z] qui est la réunion de ces trois seg-
ments géodésiques. Notons (Ta,dr) le tripode métrique associé, dont les longueurs des branches
d’extrémités fa(z), fa(gz) et fa(g?x) sont notées o, B et . Notons ¢ le point central de
branchement de ce tripode.

Le fait que application fa soit une isométrie en restriction & chacun des cotés de A (cf. le
Lemme 8.1 (i)) implique que

a+ B =dr(fa(@), falgz)) = d(z,g2) = d(gz,¢*x) = dr (falgx), falg®z)) = B+,
donc que v = « ; cette méme propriété implique aussi que

a+p

dr(fa(m), fa(z)) = dr(fa(m), fa(gz)) = 5 = dr(falgm), fa(gx)) - (72)

— Si B> a (i.e si dz,g*r) < d(z,gx)), les égalités (72) impliquent que d'une part les
points fa(m) et fa(gm) appartiennent tous deux & la branche [c, fa(gz)] du tripode
et que d’autre part les points fa(m) et fa(gm) sont & la méme distance de I'extrémité
fa(gx), donc sont confondus; d’apres le lemme d’approximation 8.3 (i), ceci implique
que 0 <d(m,gm) <9§.

— Si B<a (i. e si d(z,g%r) > d(x,gx)), alors les égalités (72) impliquent que les points
fa(m) et fa(gm) appartiennent respectivement aux branches [c, fa(z)] et [c, fa(g?2)]
du tripode; le fait que fa soit une isométrie en restriction & chacun des cotés de A (cf.
le Lemme 8.1 (i)) et le Lemme d’approximation 8.3 (i) permettent d’en déduire que

d(z,g%z)~d(z, g x) = a—f = dr(fa(2), fa(g®x)) —dr (fa(m), fa(x))—dr(falgm), falg®))
= dr(fa(m), falgm)) .
Le Lemme d’approximation 8.3 (i) permet d’en déduire que
d(z,g%z) — d(w,gx) < dr(fa(m), falgm)) < d(m, gm)

< dr(fa(m), falgm)) +6 < d(z,g*x) — d(z,92) + 6 ,

ce qui acheve la preuve des deux premieres inégalités du Lemme 8.19, la troisieme inégalité
découle alors de la deuxieme et du Lemme 8.18 (i). O

Lemme 8.20. Soit g n’importe quelle isométrie non triviale d’un espace d—hyperbolique géodésique
(X,d), alors

(i) L(g) < s(g) < L(g)+4,
(i) si s(g) > &, pour tout p € N* | on a la propriété :

(Q)  VzeX d(z.g¢*z)>dx,gx)+ (2" —1)(s(g) — )

(#i3) si s(g) > 30, pour tout x € X, la suite (d(x,g”x))neN* est strictement croissante.

Preuve de (ii) : Notons m, le milieu d’une géodésique [z, gz].Si s(g) > d,ona d(my,gmy) >0
et le Lemme 8.19 prouve alors que

Vee X  s(g) —6 <d(mg,gmy,) — 0 <d(z,g%c) —d(z,gx) . (73)
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Nous allons démontrer par récurrence la propriété (Qp) , dont un corollaire immédiat est
s(g%") — 6> 2" (s(g) =) . (74)

La propriété (Qp) est vérifiée quand p = 1 d’apres (73), supposons-la vérifiée jusqu'a l'ordre
p, alors on en déduit que son corollaire (74) est aussi vérifié jusqu’a 'ordre p, en particulier on
a s(g2p) > § et on peut appliquer I'inégalité (73), puis la propriété (Qp) et son corollaire, ce
qui donne :

2P+1

d(z,g* ) > d(x,ngx) + s(g2p) —6>d(z,gz)+ (22T — 1) (s(g9) — 6) ;

ceci prouve que (Q,) = (Qp+1) , et donc que la propriété (Q,) est vérifiée pour tout p € N*.

Preuve de (i) : La démonstration du fait que £(g) < s(g) a été donnée apres les Définitions 8.17
de ces deux notions. Démontrons maintenant que s(g) < ¢(g) + 9 :si s(g) < d, cette inégalité
est trivialement vérifiée, nous nous placerons donc dans le cas ou s(g) > d§, ce qui nous permet
d’appliquer la propriété (Qp) , dont on déduit :

(g) = lim 27pd(z,g2px) >s(g)—96.

p—+—+00

Preuve de (iii) : Remarquons que ’hypothése s(g) > 34 implique (d’apres (ii)) que ¢(g) > 24,
donc que g est une isométrie hyperbolique. En appliquant I'inégalité (73), puis la propriété du
quadrilatére (Lemme 8.3 (iv)), nous obtenons :

d(z,g" ') +d(z,gx) +5(9) =6 < d(z,9" x) +d(z, g%x) = d(z,g" ') +d(g"x, 9" 2x)

< Max [d(m,g”x) + d(g”+1x,g”+2x) , d(m,g"+2x) + d(g"x,g"“x)} +26.

Posons d,, = d(ac,g"x) , nous en déduisons que d, 1 < Max [dy,, dp+2]+30—s(g9) < Max [dy,, dp+2]
lorsque s(g) > 3. Comme dy < dy par I'inégalité (73), nous en déduisons que la suite (d,)
est strictement croissante. []

neN*

8.5 Sous-groupes élémentaires

Dans cette section on s’intéresse aux sous-groupes discrets d’isométries G d’un espace Gromov-
hyperbolique (X, d). Une classification de ces groupes a été esquissée par M. Gromov [Gro87]
(voir aussi [DSU17], [CCMT15)), en utilisant leur ensemble limite LG (i. e. 'ensemble des points
d’accumulation d’une orbite quelconque de 'action G sur X ); il les regroupa dans les catégories
suivantes 24 :

— les groupes elliptiques (aussi dits bornés) : les groupes finis, dont toutes les orbites sont
donc bornées ;

— les groupes paraboliques ou (selon la terminologie originale) horocycliques : groupes infinis
dont ’ensemble limite LG est réduit a un point ; un groupe parabolique ne contient donc
que des éléments paraboliques ou elliptiques 2°.

— les groupes “lineal” : les groupes dont I’ensemble limite LG contient exactement 2 points;
un groupe “lineal” ne contient donc que des éléments hyperboliques ou elliptiques (voir
par exemple la sec. 3.4.2 de [Coul6] pour une preuve).

24. On ne considére ici que les groupes agissant discrétement ; on négligera donc les groupes focauzx, groupes
non-dénombrables ayant un point fixe global dans 90X, mais qui n’agissent pas de maniére discrete.
25. En effet, pour tout groupe G contenant une isométrie hyperbolique g, les points fixes gt et g~ de cette

isométrie sont des points d’accumulation de la suite (gk x)kez , donc des points de ’ensemble limite LG .
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— les groupes de type général : les groupes G dont I’ensemble limite LG a plus que deux
points (et est donc infini), ce qui équivaut a dire?® que G contient aux moins deux
éléments hyperboliques (que nous noterons ici g; et g ) dont les ensembles de points
fixes respectifs F(g1) et F(g2) sont disjoints.

Dans les trois premiers cas, l'action de G sur X est dite élémentaire; on appelle également
élémentaire un groupe hyperbolique dont le bord contient au plus deux points.

Notons que, si G est élémentaire, pour tout élément non elliptique g € G, ensemble F(g) des
points fixes de g coincide 2" avec ’ensemble limite LG de G.

Dans les deux propositions qui suivent, nous allons rappeler les propriétés basiques des groupes
élémentaires, qui résultent presque immédiatement de la classification ci-dessus; ces résultats
sont bien connus des spécialistes, ils seront donc rappelés ici avec une simple référence, sans
démonstrations. Nous utiliserons ces résultats seulement dans le cas (plus simple) ol le groupe
G est sans torsion donc, en vertu de notre définition de la discrétude de l'action de G, sans
élément agissant de maniere elliptique.

Proposition 8.21. (Actions élémentaires) Soit G un groupe discret d’isométries d’un espace
hyperbolique X :

(i) si v1,7v9 € G sont deux éléments hyperboliques et ont un point fixre commun, alors ils
ont leurs deur points fives en commun, i.e. {v7,77}={v2,73} ;

(i1) si v € G est un isométrie hyperbolique, le sous-groupe G-, de G, formé des éléments
qui laissent globalement invariant I’ensemble {y~,yT} des points fizes de v, est le sous-
groupe virtuellement cyclique mazimal de G contenant ~y ; si de plus G est sans torsion,
alors G., est l'ensemble des v € G qui fizent les deux points v~ et v ;

(iii) si G est moyennable (e. g. virtuellement nilpotent), alors 'action de G est élémentaire ;

(iv) silaction de G est élémentaire et si G ne contient pas d’éléments paraboliques, alors
G est virtuellement cyclique ;

(v) si le groupe G est virtuellement nilpotent, ses éléments non elliptiques sont tous de
méme type (soit tous paraboliques, soit tous hyperboliques) et ont tous méme ensemble de
points fizes.

Pour la preuve des énoncés (i) et de (ii) de la Proposition 8.21, la référence est [Coul6], Proposi-
tion 3.21 et Proposition 3.27 ; remarquons cependant que cette derniére Proposition ne démontre
que la premiére partie de ’énoncé (ii), la seconde partie de (ii) découlant trivialement de la
premiére car absence d’éléments elliptiques (due & la discrétude et & I’absence de torsion, voir
la Remarque 8.14 (i)) assure qu’il n’existe pas d’élément g € G qui échange les points v~ et
7t : en effet, dans le cas contraire, g2 fixerait les points v~ et y* (et serait par conséquent
hyperbolique), donc g fixerait les points v~ et v* d’apres la Remarque 8.14 (ii).

La partie (iii) découle du fait que, si 'action de G n’est pas élémentaire, G contient un sous-
groupe libre (cf. [Del96], [Kou98], [CDP90] section 11 Prop. 3.1 et [DSU17] Prop. 10.5.4), ce qui
implique que G n’est pas moyennable.

Le point (iv) se déduit de la classification donnée en début de la sous-section 8.5 et revient a
dire qu’un groupe lineal G est virtuellement cyclique, car inclus dans ’ensemble des v € G qui
laissent LG globalement invariant, la virtuelle cyclicité découlant alors de la Proposition 3.27

26. Si on suppose que les deux ensembles de points fixes F(g1) et F(g2) correspondant & deux éléments g1
et g2 de G sont disjoints, une conséquence triviale est que I’ensemble limite LG contient plus de deux points
(puisqu’il contient F(g1) UF(g2)); la réciproque est prouvée par exemple dans [Coul6], lemma 3.7. Le fait que,
si #(LG) > 2 , alors LG est infini non-denombrable, est énoncé dans [Gro87], section 3.5, théoréme p.194; on
en trouvera une preuve dans [DSU17], Proposition 6.2.14.

27. En effet, pour tout groupe G parabolique (resp. lineal), pour toute isométrie parabolique (resp. hyper-
bolique) g € G les points fixes de g sont les points d’accumulation de la suite (g’C x)kez’ donc des points de
I’ensemble limite LG ; ceci prouve que F(g) C LG ; de plus, comme F(g) et LG ont le méme nombre d’éléments,
ona F(g) =LG.
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de [Coul6).

Le point (v) découle immédiatement du point (iii), de la classification, et de la remarque qui la
suit qui prouve que, dans tout groupe élémentaire, ’ensemble LG est 'ensemble des points fixes
de tout élément non elliptique.

Dans le cas cocompact, on a le résultat classique suivant :

Proposition 8.22. (Actions cocompactes, cf. [Gd90], [CDP90], [BH99])
Soit G un groupe discret cocompact d’isométries d’un espace hyperbolique X :
(i) G est un groupe de type fini, Gromouv-hyperbolique ;
(i) G ne contient pas d’ isométries paraboliques ;
(ii) G est élémentaire si et seulement si l’espace X est élémentaire ;
(iv) G est élémentaire si et seulement si il est virtuellement cyclique ;
(v) tout sous-groupe virtuellement nilpotent de G est virtuellement cyclique.

Pour le point (i), la référence est (par exemple) [Gd90] : en effet, dans le cas cocompact, I’espace
et le groupe sont quasi-isométriques, donc 'espace est Gromov-hyperbolique si et seulement si le
groupe lest 28,

Pour le point (ii), 'absence d’éléments agissant de maniere parabolique sur un groupe Gromov-
hyperbolique est démontrée dans [Gd90] (section 8, théoreme 29) et dans [CDP90] (section 9,
théoreme 3.4). Pour les groupes agissant de maniére cocompacte sur un espace hyperbolique
(X, d) le fait que la preuve se ramene au cas des groupes hyperboliques fait partie du folklore et
se déduit principalement du fait que Iespace et le groupe sont quasi-isométriques 2°.

Le point (iii) se déduit du fait que, dans le cas cocompact, ensemble limite LG est le bord idéal
0X tout entier.

Le point (iv) est conséquence de la Proposition 8.21 et des points (ii),(iii) précédents.

Le point (v) se déduit de (i), qui prouve que G est un groupe hyperbolique, et de [Gd90] (section
8, Théoreéme 37, p. 157) qui prouve qu’un sous-groupe virtuellement nilpotent infini G’ de G
contient un sous-groupe infini cyclique d’indice fini.

28. Remarquons que deux systémes finis de générateurs d’'un méme groupe définissent deux distances algébriques
équivalentes (& une constante multiplicative pres, dépendant des deux systémes générateurs); en revanche, le
rapport entre les constantes d’hyperbolicité § et &’ associées a ces deux systémes générateurs étant égal a la
méme constante multiplicative, il n’est pas controlé.

29. Plus précisément, le caractére d’une isométrie g de (X, d) (appartenant & G') est déterminé par son action
et ses point fixes sur X mais, puisque le bord G de G (pour la métrique des mots) s’identifie & 60X via un
homéomorphisme G-equivariant, le caractére de g est (de maniére équivalente) determiné par son action sur 9G,
il est donc forcément elliptique ou hyperbolique.
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