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REGULATEURS MODULAIRES EXPLICITES
VIA LA METHODE DE ROGERS-ZUDILIN

par

Francois Brunault

Résumé. — Nous calculons le régulateur des éléments de Beilinson-Deninger-Scholl en termes de
valeurs spéciales de fonctions L de formes modulaires en utilisant la méthode de Rogers-Zudilin.

1. Introduction

Soit N > 3 un entier. Soit Y(NN) la courbe modulaire ouverte et E la courbe elliptique
universelle sur Y (V). Pour un entier n > 0, notons E" la puissance fibrée n-iéme de E au-
dessus de Y(N). Pour tout u € (Z/NZ)?, avec u # 0 si n = 0, Beilinson a défini le symbole
d’Eisenstein

Eis"(u) € H ' (E™, Q(n +1)).
Le symbole d’Eisenstein est & la base de la preuve par Beilinson et Deninger-Scholl de la
conjecture de Beilinson pour les valeurs non critiques des fonctions L des formes modulaires.

Plus précisément, donnons-nous un entier k > 0, et choisissons une décomposition k = k1 + ko
avec ki, ks > 0. Considérons les projections canoniques

Ekl +ko

y {4
EM .

Soient uy,us € (Z/NZ)?, avec u; #+ 0 si k; = 0. Généralisant les constructions de Beilinson et
Deninger-Scholl, Gealy [7] définit un élément dans la cohomologie motivique de E*

(1) Eis® " (u1,ug) = pi Eis™ (uy) U p3 Eis™ (uy) € HE2(E*, Q(k + 2)).

Dans le cas k = 0, on retrouve les éléments de Beilinson-Kato (cup-produits d’unités de Siegel)
dans le K5 de la courbe modulaire Y (V). Considérons le régulateur de Beilinson & valeurs dans
la cohomologie de Deligne-Beilinson

rs : H?(BY, Q(k +2)) > Hp*(E* /R, R(k +2))
et 'application analogue pour la compactification lisse Ek de E* définie par Deligne. Soit f
une forme parabolique primitive de poids k + 2 pour le groupe I'; (V). Notons K le corps des

coefficients de f, et wy € QF1(E") ® K la forme différentielle associée a f. Classiquement, le
régulateur de Beilinson associé a f est défini au moyen de ’accouplement issu de la dualité de
Poincaré

(w;): HE2(E /R, R(k +2)) > K; ®C.

L’auteur est partiellement supporté par le projet ANR Régulateurs ANR-12-BS01-0002.
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En utilisant les éléments (1), Deninger-Scholl [5] et Gealy [7] montrent qu’il existe un élément
v de HE2(E" Q(k +2)) ® K tel que

{rs(x),wr) = QL (f,0)

ol Q} est la période réelle de f. Le calcul est basé sur la méthode de Rankin-Selberg. Cela
permet de démontrer la conjecture de Beilinson pour la valeur spéciale L(f, k +2).

Dans cet article, nous proposons une approche nouvelle, et totalement explicite, pour calculer
le régulateur. Au lieu d’intégrer le régulateur de Beilinson contre une forme parabolique, nous
pouvons l'intégrer le long des (k + 1)-cycles explicites fournis par la théorie de Shokurov [16].
Plus précisément, considérons le cycle de Shokurov X*{0, 0o} (voir la section 4). Dans la section
6, nous définissons une forme différentielle explicite Eis%’]”(ul,uQ) représentant le régulateur
de Beilinson de Eis™

@) Y (OS]

Contrairement au cas k = 0, 'intégrale (2) ne converge pas absolument en général. Pour remédier
a ce probléme, nous introduisons un parameétre complexe s € C et considérons l'intégrale

®) Sy I B ).

" (uy,u,). Considérons alors I'intégrale

Nous montrons que l'intégrale (3) converge pour R(s) < 0 et se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, holomorphe en s = (0. Définissons alors I'intégrale régularisée

(4) ‘ﬂ_ Eist ™ (u;, u5)

#{0,00}

comme la valeur en s = 0 de cette fonction.
Soit H le demi-plan de Poincaré. Pour £ > 1, a,b € Z/NZ, définissons la série d’Eisenstein

G((fjl))(T) = CL()(GC(L?)) + Z mf—lqmn + (_1)K Z mé—lqmn (7_ c ,H, q= 62”7—)

m,n>1 m,n>1
m=a,n=b(N) m=-a,n=—b(N)
avec
0 sia=b=0
G0iap 1-{&} sia#0etb=0
2 N
0 sia+0etb+0,

et pour £ > 2,

0y - [V g
@70 sib#0,

ou {z} = x —| x| désigne la partie fractionnaire de x, et By est le {-iéme polynoéme de Bernoulli.
La fonction G((fz est une forme modulaire (quasi-modulaire si £ =2 et a = 0) de poids ¢ pour le
groupe I'1(N?).

Etant donnée une forme modulaire F = ¥ a,,¢" pour I'; (M), notons

A(F,s) = M*2(21)*T'(s) i ann*

n=1

la fonction L complétée de F', et notons A*(F,0) la valeur régularisée de A(F,s) en s =0 (voir
la définition 3.13).
En utilisant la méthode de Rogers-Zudilin, nous montrons le résultat suivant.
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Théoréme 1.1. — Soit k >0 un entier, et soient ki, ko >0 tels que k = ki + ky. Soit N 23 un

entier, et soient uy = (a1,b1), us = (ag,by) € (Z/NZ)?. Supposons u; + (0,0) si k; =0, et b; # 0

si k; =1. Alors

) ki+2)(ky+2

/ EiSle’k2(U1,U2) _ ( 1t )( 2+ )(QW)k+1ik1—k2+1A* (G(k’2+1)G(k1+1) _ G(k’2+1)G(k1+1) O) ‘
X

k{0,00} 9 Nk+2 b2,a1 b1,—az2 ba,~a1 ~b1,az

Remarques 1.2. — (1) Lorsque k; = ko = 0, on retrouve la formule pour le régulateur du
cup-produit de deux unités modulaires |2, 19|.

(2) La forme modulaire de poids k + 2 apparaissant dans le membre de droite de (5) est &
coeflicients rationnels. Il est naturel de se demander si toute forme parabolique primitive est
combinaison linéaire de telles formes modulaires.

(3) Si~yestun (k+1)-cycle de la forme y = 3, n;(X*{0, 00})|g; avec n; € Z et g; € GLo(Z/NZ),

alors on peut calculer 'intégrale de Eis%"”(ul, us) le long de v au moyen de la formule

*

*Eiskl’]€2 Uy, Up) = n,»f* * Bishhz (y ,Up) = nzf Eiskk2 (4 iy UG;).
L p (U1, uz) EZ: Xk{O,oo}gZ p o (u1,us) EZ: Xk{0o0) D (w19, u2g:)

(4) Soit Fy, . = Géfi”Ggf}f;j - Ggf?f;f@gf};) la forme modulaire apparaissant dans le

membre de droite de (5). Alors Fy, ,,(7) = Fy, 4, (7/N) est modulaire pour le groupe T'(N).
Supposons de plus det(uy,uz) = 0, c’est-a-dire a1by — agb; = 0. Alors Fy,, ., € Q[[¢V]], de
sorte que Fy, (T + 1) = Fy 0,(7), et donc F,, ., € Myo(T1(N)). Remarquons en outre
que pour tout g € GLy(Z/NZ), avec uig # (*,0) si k; = 1, on a det(uig,u2g) = 0 et donc
Fu1g,uzg € Mk+2(F1(N))'

(5) Dans le cas ou k; =1 et b; =0, on a un résultat partiel pour le calcul du régulateur, voir
le théoreme 9.5.

Cet article est organisé comme suit. Dans les sections 2 et 3, nous introduisons les notations
concernant la fonction zéta de Hurwitz et les séries d’Eisenstein-Kronecker, et rappelons les
résultats principaux les concernant. Dans les sections 4 et 5, nous rappelons la définition des
cycles de Shokurov et la formule donnant la réalisation du symbole d’Eisenstein. Dans la section
6, nous définissons les éléments de Deninger-Scholl et explicitons leurs réalisations en cohomo-
logie de Deligne-Beilinson. Dans la section 7, nous exposons la méthode de Rogers-Zudilin dans
un cadre suffisamment général. Dans la section 8, nous calculons le développement de Fourier
de certaines séries d’Eisenstein analytiques réelles. Enfin, nous effectuons le calcul proprement
dit du régulateur dans la section 9.

Ce travail doit beaucoup & Anton Mellit et Don Zagier, qui ont les premiers proposé une for-
mulation analytique générale de I'astuce de Rogers-Zudilin. Je remercie Anton Mellit de m’avoir
invité a 'université de Koln en novembre 2011, et pour les discussions trés constructives que
nous avons eues. Je remercie Odile Lecacheux pour des échanges trés stimulants autour de ces
questions, Loic Merel pour avoir porté mon attention sur les cycles de Shokurov, Wadim Zudi-
lin pour ses encouragements lors de la rédaction, et Michael Neururer pour ses commentaires
et la relecture de ce texte. Enfin, je remercie le rapporteur pour ses remarques utiles pour
I’amélioration de ce texte.

2. Fonction zéta de Hurwitz

Pour x € R/Z, on définit la fonction zéta de Hurwitz

Cls)= 2 vy (R(s)>1)

y>0
y=z(1)
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et la fonction zéta périodique
((z,s) = Y eXmin (R(s)>1).
n=1

On a donc ¢(0,s) = ((0,s) = ¢(s). La fonction s = ((x,s) se prolonge en une fonction mé-
romorphe sur C, avec un unique pole simple en s = 1, de résidu égal a 1 [10, Corollary 2

(a)].

Définition 2.1. — Pour z € R/Z, on pose
1
“(x,1) =1 -—).
¢ 1) = lim (Gas) - — )

Pour z € R/Z, x # 0, la fonction s (A (z,s) se prolonge en une fonction holomorphe sur C
[10, Corollary 2 (c)|. Pour tout entier N > 1, en notant (y = eV on a les relations suivantes

Dy GRC(5+9) = N*(5;9)
>, SCIDERENICN

La formule de Hurwitz [10, (2), Corollary 2 (b)] est une équation fonctionnelle reliant ¢ et

(:

—F(S) -5 +e2 ((~a,s
(6) C(s1=9) = o (¢ F ) + % ((-0.9)
(2m)°

L(s) (e o)

<7> 6(1’,5) = (eiiWS/ZC(lUl _3) _eiWS/QC(_xal _S))‘
Rappelons maintenant les résultats concernant les valeurs spéciales de ( et 5 aux entiers. Les
polynémes de Bernoulli B, (x) sont définis par

tert ad tr

=0

On a By(z) =1, Bi(z) =z - %, Bo(z) =% -z + §.
Pour z € R, on note {x} =z — |z| la partie fractionnaire de x.
Pour x e R/Z et n>2, on a
_Bu({z})
o

((z,1-n)=
On en déduit, pour r e R/Z et n>2 :
- . 24"
am)+ (1) m) = -

Bn({z}).

Pour x € R/Z, on a
I {z} siz=#0
g(xao):{il { }

2
On déduit de la formule de Hurwitz que pour x € R/Z, x + 0, on a

®) (1) = (1) = 2ir (3 ()

six=0.

€2i7r:c +1

9 (x,1) = (—2,1) =im— .

) ¢, 1) = ¢ (-0, 1) = i
Notons les relations suivantes : pour tout n > 1 et tout x € R/Z, avec x #0sin=1, on a

(1()) C(—a:,l—n) = (_1)nC($71_n)

(11) ((—z,1-n) = (-1)"((x,1-n).
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Définition 2.2. — Pour u € Z/NZ, définissons les fonctions J,, Oy : Z/NZ - C par

1 sin=u (mod N)
Ou(n) = {O sin#u (mod N)
S = T G = G

2¢Z/NZ

3. Séries d’Eisenstein-Kronecker

Nous définissons dans cette section les séries d’Eisenstein-Kronecker classiques [3, §1.3], |9,
§3|, |14, Chap. VII|, [18, Chap. VIII].
Pour k£ > 0 un entier, 7 € H, z,u € C, on pose

I'(s) (T—?)S"“ 5 wrz p(2i7r(wﬂ—wu))‘

(=2im)k \ 2im |w + 2|2

Ki(s,7,z,u) =

weZ+T1Z T—T

wE—2
Cette série converge pour s € C, R(s) > 1 + % et posséde un prolongement méromorphe au
plan complexe, holomorphe sur C sauf éventuellement des poles simples en s =0 (si k =0 et
zeZ+1Z)etens=1(sik=0etueZ+7Z). La fonction Ky(s,7,z,u) est périodique en u de
période Z + 77, et vérifie

ICk(s,T,z+)\,u)=exp( Ki(s,7,2,u) (NeZ+7TZ).

2im(\u — )
T—T
En particulier la fonction z — Kx(s,7,2,0) est (Z + 7Z)-périodique. La fonction K vérifie
I'équation fonctionnelle [18, Chap. VIII, (32)]
2ir(uF — T
Ki(s,7,z,u) =exp (M) Ki(k+1-3s,7,u,z).
T-T
Pour k> 1, N > 1 un entier, a,be Z/NZ, T € H, on pose

b
EQ() =K (1.7, 2 0)

Pour 7 € H et o € Q,, on pose g = e2imoT,

PO - K (170, 2722).

Lemme 3.1. — Supposons k > 1, k + 2. La fonction Eikb) est une série d’Eisenstein de poids
k pour le groupe T'(N), et son q-développement est donné par

E(Skb)(T) :aO(ngb))Jr Z nkflc]b\?qmn/N_,’_(_l)k Z nkflcifbnqmn/N

m,n>1 m,n>1
m=a(N) m=-a(N)
avec
0 sia=b=0
(Wy _ 114y ;o
ao(E,y) = e sia=0etb#0
1-{£} sia#0

et pour k > 3,
(L 1-k) sia=0
20y C(x
ol “’b) {0 sia%0.
Lemme 3.2. — Supposons k =2. La fonction Efb) est de classe C* sur H. Elle est modulaire

de poids 2 pour le groupe T'(N), et son développement de Fourier est donné par

1
- + annqmn/N + n(—bnqmn/N
47TJ(T) m,zn:)I N m,znzzl N

m=a(N) m=-a(N)

E®)(1) = ag(EY)) +
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avec R
((L,-1) sia=0,
L st a#*0.

ao(ED) = {

En particulier Efb) - Eé?o) est une série d’Eisenstein de poids 2 pour le groupe I'(N).

12

Lemme 3.3. — Supposons k > 1, et (a,b) # (0,0) dans le cas k =2. La fonction Fa(lz) est une
série d’Eisenstein de poids k pour le groupe T'(N), et son q-développement est donné par

k k - m,- k-1 _mn -bm, k-1 _mn
Fcf,b):a’O(Fa(,b))-l-le Z Cg’v nk 1q /N+(_1)k Z CNb nk lq /N

mynz1 mynz1
n=a(N) n=—a(N)
avec
0 sia=b=0
b
aO(FCflb)): %?g{,\’ sia=0etb#0

’ SN

s—{%} siaz0

et pour k > 2,
Be({%})
FOYo (L 1y = NI
a[]( a,b ) C(N’ ) k
Lemme 3.4. — |9, Lemma 3.7 (1)(iii)] Soit k > 1 un entier. Soit (a,b) € (Z/NZ)?, avec

(a,b) # (0,0) dans le cas k = 2. Alors pour tout g € SLo(Z), on a Fcf’lz)hg = F((fi)g.
Nous allons maintenant définir des séries d’Eisenstein dont le g-développement est rationnel.
Définition 3.5. — Pour k> 1, a,be Z/NZ, on pose

Gikb) (1) = GO(G,(I{CI,)) + Z mk’lqm" + (_1)k Z mk*lqmn

m,nx1 m,nz1
m=a,n=b(N) m=—a,n=—b(N)
avec
0 sia=0=0
00(GD) = 1-{%} sia=0etb+0
0\ ab 1-{2) sia#0etb=0
2 N
0 sia#+0et b+0,

et pour k > 2,
~NE ZUED g2

G(k) _
a0(Gap) {0 sib+0.

Lemme 3.6. — Soit k> 1, avec a +0 si k =2. Alors la fonction G((lkb) (7/N) est modulaire de
poids k pour T'(N).
Démonstration. — On vérifie I'identité
k - e~k
F& ()= N©E S kG (r/N).
ceZ/NZ
Par inversion de Fourier, il vient
k - —be (k
GU)(7IN)=N¥2 5 (RS (r).
ceZ/NZ
Le résultat suit alors du lemme 3.3. O

Lemme 38.7. — Si G(7/N) est modulaire de poids k pour le groupe T'(N), alors G(1) est
modulaire de poids k pour le groupe I'y(N?).
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-1

Démonstration. — Cela résulte de 'inclusion (](\)[ (1)) 1 (N?) (](\)[ ?) c'(N). O
On en déduit le lemme suivant.

Lemme 3.8. — Soit k> 1, avec a+0 si k=2. Alors Gflkb) est une forme modulaire de poids k

pour T'1(N?).
Rappelons que l'involution d’Atkin-Lehner Wy sur M (I';(IV)) est définie par

(W) = N2t (<o) (F e MTa (V)

Définition 3.9. — Pour k> 1, a,be Z/NZ, on pose

Hc(fb)(T) = aO(Héi)) + Z (gj:[am—bn + (_l)kCX[mArbn)nk_lqmn

m,nz1
avec
0 sia=b=0
—1“% sia=0etb=0
ao(HY) =1 jie | i
’ —51_%(1 b sia+0etb=0
—% igg %) sia+0et b+0,

et pour k > 2,
k ~ b
aO(HC(L,b)) = C(_Na 1-k).
Notons 'identité Hfi?_b = (—l)ng?.

Lemme 3.10. — Soit k> 1, a,be Z/NZ. Dans le cas k =2, supposons a + 0. Alors

ik

Wi (G)) =

(k)
Ha7b .

En particulier HC(LIZ) est une forme modulaire de poids k pour I'y(N?).

Démonstration. — Le cas k = 1 est traité dans [2, Lemma 13]. Supposons donc k > 2, avec a # 0
si k = 2. Par définition, on a

Enr—k - 1
Wi (G () = NGl (55

£k —k ATk-2 ~be (k) 1
=i{"N"r "N Y (VFud (——).
c€Z|NZ NT
D’aprés le lemme 3.4, il vient

WNQ(Gg’fg)(T):ikN-kT-ka-2 S ANTRFES (NT)

ceZ/NZ

=iPNF2 S R (NT)
c€Z/NZ
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En utilisant le développement de Fourier de F*) (lemme 3.3), on obtient

Wi (GI))(7) = NE2 S (Peag(FLE))

c€Z/NZ
+ 7;ka*2 Z C]K[chlik Z (Sa(m)éc(n) + (_1)k87a(m)570(n)) nkflqmn
c€Z/NZ m,nx1
SIENR?S (1 k)
ceZ/NZ N
" R A ) )
i ZN Z>1 (0a(m)oy(n) + (=1)*0_a(m)o_y(n)) n* g™

) % (é(_%7 L=k)+ 3 (da(m)d(n) + (=1)*0_a(m)d_s(n)) nk’lqmn) .

m,n>1

Dans le cas du poids 2, on a également les résultats suivants.

Lemme 3.11. — Soient b,b' € Z|NZ. La fonction G((fb),(T/N) - G(()?b)(T/N) est une forme mo-

dulaire de poids 2 pour T'(N). En particulier Gézb), - G(()gb) est modulaire pour T'1(N?). De plus
on a

1
(12) Wi (GG = Giy) =~ (s — Hgy)).

En particulier HéQb), - Hé? est une forme modulaire de poids 2 pour I';(N?).

Démonstration. — Le caractére modulaire de Gé’zb), - G((fb) résulte de la formule explicite
2 2 Mo r—bey (2
Gy (r/N) - GRTINY = 3 (G = G ER (7).
ceZ/NZ
c+0
Un calcul analogue au lemme 3.10 méne alors a (12). ]

Pour terminer cette section, nous déterminons la fonction L associée a Hé? (voir [9, 3.10]
pour le cas des séries E(gkb) et FCEIZ) ).

Rappelons que si f =Y a,(f)g" est une forme modulaire de poids &k > 1 pour I';(N), alors
la fonction L de f est définie par L(f,s) = Yoy an(f)n~* pour R(s) > k.

Définition 8.12. — Pour f € M (T'1(N)), on pose f* = f—ao(f).
La fonction L complétée de f est définie par
M8) = N (m) T (L) =N [ (i
Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C qui vérifie I’équation fonctionnelle
A(f,s) =AWnfk=s)  (f e Mp(T1(N))).
De plus, la fonction A(f,s) + @ + % est holomorphe sur C [11, Thm 4.3.5|.

Définition 3.13. — Les valeurs régularisées de A(f,s) en s =0 et s = k sont définies par

N (1.0) =ty (a7, + D)

A (F, k) = m(/\(f,s) . %)

Notons que A*(f, k) = A*(Wy f,0) pour tout f e Mi(I'y(N)).
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Lemme 3.14. — Soitk>1 et a,be Z/NZ, avec a +0 si k =2. Alors
k < s ~a ~ b A a ~ b
ACHL ) = N*(20) 1) (G490 s = 1) + (D) (s =k 1)),
Dans le cas k =2, soient b,b' € Z|NZ. Alors
2 2 s s 2 b A ~ b b
ACHE) - 5) = N*2m) “T()0(5) (G- D +C s = D =L = D) = Exps = 1)

Démonstration. — Cela résulte des définitions. ]

4. Cycles de Shokurov

Soit N > 3 un entier. Soit Y (/N) le courbe modulaire de niveau N définie sur Q, et soit E la
courbe elliptique universelle au-dessus de Y (V). Fixons un entier n > 0. Notons E™ la puissance
fibrée n-iéme de E au-dessus de Y (V). C’est une variété abélienne de dimension relative n sur
Y (N). Les points complexes de E™ sont décrits par l'isomorphisme [4, (3.6)]

E™"(C) = (Z*" % SLy(Z))\(H x C" x GLy(Z/NZ)).
On note o = ((1) _01). Pour tout entier 0 < 7 < n, on définit le cycle de Shokurov

XY "73{0, 00} = {(4y;it1y, - - -, ity tists ooy tn;0) 1y > 0t ..o t, €[0,1]}.

C’est un (n + 1)-cycle sur E*(C), muni de l'orientation produit. Il est naturellement fibré
au-dessus du symbole modulaire {0, co}. Notons f;: X7Y"77{0,00} - {0, 00} cette fibration.

Définition 4.1. — Pour y > 0, on note v, ; la fibre de f; au-dessus du point y.

On a donc
P)/y,j = {(2y7lt1y, e ,itjy,tj+1, Ce ,tn,O') : tl, Ce ,tn € [0, 1]} .

5. Symbole d’Eisenstein
On note X (N) la compactification de Y (IV), et on note X* = X(NN)-Y (NN) l'ensemble des

pointes de X (NN), vu comme sous-schéma fermé de X (N). On a une bijection
P(Z/NZ)\GLy(Z/NZ) > X
[g] = goo

. . 1
ou P est le sous-groupe algébrique de SL, formé des matrices de la forme :I:( ) Pour tout

*
0 1
entier n > 0, on définit
* *

QL1 - {r:6Luzive) - Qs ((5 1)) - 1o - Coracal.

Ce groupe est (non canoniquement) isomorphe au groupe des diviseurs sur X .
Fixons un entier n > 0. On dispose d’une application résidu
Res" : HY Y (E™, Q(n+1)) - Q[X*=]™.

généralisant 'application diviseur pour n = 0. Notons Vj le sous-groupe de Q[ X *®](® formé des
diviseurs de degré 0, et notons V,, = Q[X*°](™ pour n > 1. L’image de Papplication Res" est
égale a V), (généralisation du théoréme de Manin-Drinfeld). Le symbole d’Fisenstein, construit
par Beilinson, est une application canonique

B":V, - HY (E™,Q(n+1))
telle que Res" oB™ = idy,.
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Notons w” : Q[(Z/NZ)?] - Q[X>=]™ I'application horosphérique, définie par
W(e)g) = D ¢(9_1U)Bn+2({ 1)
ve(Z/NZ)?
Dans le cas n = 0, application w® induit une surjection de Q[(Z/NZ)?\{0}] dans V}; dans le

cas n > 1, Papplication w™ est surjective [13, 7.5| (la preuve donnée dans cet article marche
egalement pour n = 0).

Définition 5.1. — Soit u € (Z/NZ)?. Dans le cas n =0, on suppose u # 0. On définit
(13) Eis"(u) = B" ow"(¢,) € Hy ' (E™, Q(n+1))
ou ¢, est la fonction caractéristique de {u}.

Notons que Eis(u) n’est autre que I'unité de Siegel g, ® % |9, §1].

Par définition, on a Res"(Eis"(u)) = w™(¢,); 'application horosphérique donne donc les
résidus des symboles d’Eisenstein.

Le groupe G = GLy(Z/NZ) agit a gauche sur E™. Sur les points complexes, cette action est
induite par v-(7, z,g) = (7, 2, gy). On en déduit une action a droite de G sur H3;'(E™, Q(n+1)).
Les applications Res" et b" étant G-équivariantes, on a le lemme suivant.

Lemme 5.2. — Pour tout g € G, et pour tout u e (Z/NZ)? (avecu+0 sin=0), on a
(14) g* Eis"(u) = Eis" (ug).

Dans la suite de cette section, nous rappelons la description explicite de la réalisation du
symbole d’Eisenstein en cohomologie de Deligne [1, 4, 5].

Commencons par quelques rappels sur la cohomologie de Deligne H: (X /R, R(j)) associée
a un schéma X lisse et quasi-projectif sur R. Notons S (X, R(n)) le complexe des formes dif-
férentielles C> sur X (C) a valeurs dans R(n) = (2i7)"R vérifiant ¢*w = (-1)"w, ou ¢ désigne
la conjugaison complexe sur X (C). Par la résolution des singularités, il existe une compacti-
fication lisse X de X telle que X* := X — X soit un diviseur a croisements normaux. Pour
un entier m > 0, notons QZ(X*) le C -espace vectoriel des m-formes holomorphes sur X (C) a
singularités logarlthmlques le long de X*(C). Pour toute forme différentielle v et tout entier
n € Z, notons m, (o) = (o + (-1)"@).

Proposition 5.3. — |5, (2.5.1)] Pour tout entier n >0, on a un isomorphisme
{¢ € S"(X,R(n))|d¢ = m,(w) avec w e QX )}
ds"1(X,R(n)) ‘

Pour décrire la réalisation du symbole d’Eisenstein en cohomologie de Deligne, considérons
maintenant ’application régulateur notée rg gis, définie par Beilinson

rems: Hy'(E™, Q(n+1)) > Hp''(E"/R,R(n +1)).

D’aprés la proposition 5.3, les ¢léments de H* (E™/R,R(n + 1)) sont représentés par des n-
formes différentielles sur £7(C). Nous noterons (7;z1, ..., 2,;¢9) les coordonnées naturelles sur
E"(C),avec T e H, z;€ C, g € GLy(Z/NZ), et nous poserons q = 2. Pour tous entiers a,b > 0
tels que a + b =n, déﬁnissons la n-forme différentielle sur C»

L/J = n— Z 8(0‘)(1—0(1) VANRRRIVAN dzo(b) N dza(b+1) VARERIVAN dzo(n).

*0e6G,

HE Y (X/R,R(n+1)) =

D’aprés [4, (3.12), (3.28)] et [8, Remark after Lemma 7.1|, on a la proposition suivante.

Proposition 5.4. — Soitue (Z/NZ)?, avec v #0 dans le cas n = 0. L’élément rp gis(Eis" (u))
est représenté par une n-forme différentielle Eisp(u) vérifiant

_ c(gu)1+d(gu)2
_ nl(n+2)7-7 & / N
Eis™ = — a,n—a dd 7d_'

(W) =~ nN 9 ZE) (((%Zg (c7 + d)**1(cT + d)ni-a ) Yan-o mod &, dT
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De plus, on a
d Eisp (u) = mn (Eisjio) (u))
ou Eisy (u) est la série d’Eisenstein holomorphe de poids n + 2 définie par

+9)! clgu)i+d(gu)z 4
Eispo (u) = —% zl CN—JrQ—q Adzy A A dzy,.
(2im)2N iz (cT+d)"? g
Remarque 5.5. — Pour n =0, les séries intervenant dans Eisy(u) et Eis),(u) ne convergent

pas absolument et on a recours a la sommation d’Eisenstein ou de Kronecker pour leur donner
un sens |18, Chap. VIII, §9].

6. Eléments de Deninger-Scholl

Dans cette section, nous rappelons la définition des éléments de Deninger-Scholl et calculons
explicitement leurs réalisations en cohomologie de Deligne.

Soit k£ > 0 un entier. On choisit une décomposition k = ki + ko avec ki, ks > 0. Considérons les
projections canoniques p; : EF1k2 — Ekt et py 1 EFitk2  [k2 Les éléments suivants, définis par
Gealy dans [7], sont une généralisation des éléments de Beilinson-Kato et Deninger-Scholl.

Définition 6.1. — Soient uy,us € (Z/NZ)?. Dans le cas ou k; = 0, on suppose u; # 0. On pose
(15) Eis"™ " (u1,ug) = pi Eis™ (uy) U p3 Eis™ (uy) € HE2(E*, Q(k +2)).

Dans le cas k£ = 0, on retrouve les éléments de Beilinson-Kato dans le K, de la courbe
modulaire Y (N) [9]. Notons également la relation Eis®*(ug,u;) = (=1)*1 Eis®(uy,us), qui
découle du caractére commutatif gradué du cup-produit |5, (1.3) Thm (2)].

Pour décrire la réalisation de ces éléments en cohomologie de Deligne, considérons le régula-
teur de Beilinson

5 HYZ2(EF, Q(k +2)) - HE(E* /R, R(k +2)).

Les éléments de HE?(E*/R,R(k +2)) sont représentés par des (k + 1)-formes différentielles
fermées sur E*(C). En effet, comme E* est de dimension k + 1, il n’y a pas de (k + 2)-forme
holomorphe sur E*(C), et la proposition 5.3 entraine un isomorphisme

HEP2(EF IR, R(k+2)) 2 H"(S(E*/R,R(k +1))).

klv

Lemme 6.2. — L’élément rg(BEis™ " (uy,us)) est représenté par la forme différentielle fermée

Eisi ™ (uy, ug) = pi Bish (u1) A 7y 1 (p3 Eist? (us))

(16) . .

+ (1) (pf EistL (ur)) A p3 Eish2 (us).
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 5.4 et de la formule pour le cup-produit en
cohomologie de Deligne |5, (2.5)]. O

7. La méthode de Rogers-Zudilin

Rogers et Zudilin [12] ont introduit une nouvelle méthode permettant de calculer certaines
mesures de Mahler en termes de valeurs de fonctions L. Cette méthode est basée sur un chan-
gement de variables astucieux dans une intégrale le long du symbole modulaire {0, c0}. Dans
cette section, nous expliquons cette méthode dans un cadre assez général (voir également 1'in-
terprétation proposée dans [6]). L’identité obtenue (Proposition 7.2) est la clé de notre calcul
du régulateur.

Introduisons, pour des fonctions «, 5 : Z/NZ — C et des nombres complexes ¢, u € C, la série
suivante

(17) Ses(1) = 3 2 a(m)B(n)ymntq™™N (g =e*).

m21nz1
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Cette série définit une fonction holomorphe sur H.

Lemme 7.1. — Pour s € C, R(s) > 0, la fonction y — S;’%(iy)ys‘l est intégrable sur ]0,+ool,
et on a

S sty = G TELans - 0L s )

Pour s € C, R(s) <0, la fonction y — a’%(é)ys—l est intégrable sur 0, +oo[, et on a
< ot i sdy 2 s
f 5 (L = (ZE)D(=s) L(a, -5 — £) L(B, -5 - u)
0 Py y N

Démonstration. — (Voir [6, §3].) La fonction Siuﬁ(zy) décroit exponentiellement lorsque y —
+00, et croit au plus polynomialement en i lorsque y — 0. La premiére intégrale converge donc

pour R(s) > 0, et une simple interversion somme-intégrale méne alors au résultat. La seconde
assertion résulte d’un calcul similaire. ]

Nous pouvons maintenant énoncer la proposition-clé a la base de la méthode de Rogers-
Zudilin.

Proposition 7.2. — Soient t1,uy,ts,us, 5 € C des nombres complexes, et soient oy, 51, g, Bo
Z/NZ — C des fonctions. On a

o u u S Ul ,U S Z sdy
(13) st (S) st L= [ steansiy ()T
Démonstration. — Voir [6, Thm 3.2]. O

8. Quelques développements de Fourier

Dans cette section, nous calculons le développement de Fourier de la réalisation du symbole
d’Eisenstein en cohomologie de Deligne. Commengons par rappeler le développement de Fourier
de Eisp, (u), qui a en fait déja été déterminé dans la section 3.

Proposition 8.1. — Soit n >0 un entier, et soit u € (Z/NZ)2 (avec uw#0 sin=0). Alors

2
Eisp(u) = (—1)””&(22'%)”}7(&2;2)( ) T Adzy neen dz,.

Démonstration. — Par définition, on a

;o gohrdlen:(gjpyns2

(eiyeze (€T +d)™? ~ (n+1)!

Koo (n +2.7.0, —(QU)2§V+ (gu) )

_ (—2271')” (n+2)
BCES)] F s (gu (7)
(—Qiﬂ)” (n+2)
= —Fcr u .
(n+1)! =% (7)
On en déduit le résultat. O]

La forme différentielle Eisp,(u) étant invariante par 7 — 7+ N, elle posséde un développement
de Fourier en la variable ¢'/N = e2in7/N

Introduisons, pour des entiers a,b > 0, et u = (uy,uz) € (Z/NZ)?, les séries d’Eisenstein
analytiques-réelles suivantes

1
Ea,b _ / e H |
’ (T) (mvn)f(%:ﬂm)(N) (mT + n)a“(mF + n)b+1 (T )
/ mui+nug
Epi(r)= ) - (T eH).

(m.m)ez (mT +n)*H(mT +n)b+!
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On a donc

(19) F{f’b _ Z o +yuz pab

(zy)
z,yeZ/NZ
D’aprés la proposition 5.4 et la définition de F’, on a

n(n+2)7 T

(20) Eisp(u) = 2N

Z Fom (T )bam-o mod dr,d7.

Pour des entiers k, ¢ € Z et des fonctions «, f: Z/NZ — C, nous poserons également

Sy = SPL () = 3 S a(m)B(n)mFntg N,

m21n2z1

Proposition 8.2. — Pour a,b>0 et uy,us € Z/NZ, on a

(21)

E?ublm)(r)=50(u1)N‘“‘b‘2(((%,a+b+2) (1)a+bg( a+b+2))

+(- )bNiiZz(aZb)(C(“—]\}mbH) (1 (<R ar b)) (romy et

(D) ¢ (a+b-j)!

. J+1
+ Z ; (_22_71—) (7— 7-) a-b- 1+](SJ aab 17](7_)+( 1)a+bSJ a-b-1,j

5y Buy

N

u1 10-ug

o 5 gl a-j)!

13

(—1)b+1 b (CL + b—j)' ( 20 )j+1 b-1+j —j—a-b-1,5 —j—a—-b-1,j
+ . a— S 1 a+bS
P Vs Tl Gl A A RSO R G B
Démonstration. — On suit la méthode classique [14, Chap 11, §2| pour déterminer le dévelop-

pement de Fourier des séries d’Eisenstein. Pour a,b> 0, 7€ C-R et z € R, posons

(b(l,b,T(x) = Z !

G (T+n+2)" N (T +n+x)bt!

Cette série converge et définit une fonction 1-périodique de x. Rappelons le calcul classique de

son développement de Fourier

Gapr () = Y cr(Bapr )™,

reZ
Lemme 8.3. — On a
( L i ioo(=1)7 (?Er: ]])),' (7 = 7)1 (24mr)ie?m T siTeH,r>1
G 1> 2im Yo S (7 = F)me-b 143 (2 )i 2T siTeH,r<
{Fasr) = (—1)62m( i b) (r - 7)1 siTeH,r=0
(-1)**Pc_p(Pap,-r) siTe-H.
Démonstration. — Voir [15, Lemma 1] et [17, Lemma 5].

. : b
Exprimons maintenant £y en termes de ¢,4,. On a

-1

Y

(7))

(7))-
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1 1
E®" () = 6o T
(Ul,UQ)( ) “ OnzuggN) narbr? m=uy(N) nez (mT + Uz + Nn)a+1(m? + Uz + Nn)b+1
m#0
1 1 1
- . |+ Ner2 _
ul T; na+b+2 n;1 na+b+2 e (N) n;Z (mz;fi—uz + n)a+1 ( m?;ug + n)b+1
n=uz(N) n=uz(N) m#0
_ Z ; + (_1)a+b Z ; + N—a—b—2 Z ¢ (0)
= Ouy=0 na+b+2 natb+2 ava%ﬁw
nxl nxl m=uy (N)
n=zuz(N) n=—uz(N) m=0
L 1 1 —abe
= Ul:ON b Z a+b+2 + (_1)a+b Z a+b+2 + N " Z ZCT((bll,b,m)
a&>0 x xi() 'y m=uy (N) reZ N
2=12(1) =22 (1) et

=y -gN707072 (C (%,a +b+ 2) +(~1)2%¢ (—%,a +b+ 2))

AR EPYEDILICHESVRCO AP MR ILICARES

m21l reZ m21 reZ
m=uy (N) m=-uq (N)

On distingue ensuite suivant la valeur de r, ce qui donne

0 = —a=b-2 Y2 qya+b [ Y2
Eor uny(T) = 0uy-oN (C(N,a+b+2) +(-1) (( N,a+b+2))

Cabe ~fa+b\(mr—-mT\ !
+ N b-2 Z (_1)b22ﬂ'( a )(T)

m21
m=uy (N)

PN (1 2 ( (s

m21
m=-uq(N)

+ N—a_b_Q Z Z Cr(qsa,b,%w) + (_1)a+b Z Z CT(¢a’b’ m‘r]\;”2 )

m21  r2l m21 r>1
m=u1(N) m=-uy(N)

F NN N (G mrne ) + (1) Y Zlcr(aba,b,w)'

m21l  r<-1 mz1 r<—
m=uy (N) m=-uy(N)

En utilisant I'expression des coefficients de Fourier de ¢, -, il vient
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Bliraun (7) = 5U1=0N_a_b_2(<(%aa+b+2) (1)“+bC(——a+b+2))
+(-1)° 2;7;2 (a;b) (C(%’a+b+ 1) (- 1)a+b<(__ a+b+1))(7_;)—a—b—1

s NTab2 S Z( 1)b za: (1)1 (a+b- 3)'(7"(7 T))_ - (2imr)ie 2y

m21  r2l b! 7=0 (CL j)‘ N
m=uy (N)
(=1)+ (-1)® (a+b-7)! (m(T T)) abld L mreu
2T 1)/ 2imr)! X TN
N a+b+2 r;1 T; bl jZ:;J( ) (a ]) N (
m=—ui (N)
—\ \ —a—b-1+j B
+ N—a—b—2 (m(T - 7—) ) 2271-71 jezlﬂ"f’( mT]\?uQ)
mZ;l r<— i '(b ])' N ( )
m=uy (N)
(=1)a+b (a+b—j)! (m(r—?))‘“""“j i ggrngmTeug
— 2 J p2imr(—x )'
m=—uy (N

On obtient

(u1 u2)(T) OuyoN 77" Q(C(%,G‘MHQ) (- 1)a+bC(—— a+b+2))

+ (- )bN2aZ+72+2 (a;rb) (C(%’a+b+1) (- 1)a+b<( a+b+1))(7_F)-a-b_1

( 1)b+1 a (G+b ])
ol gla-3)!

+

(T_F)—a—b—1+j Z Zm—a—b—ujrjcxuq%

m21  rxl
m=uq (V)

(7. _ F)—a—b—h—j Z Z m—a—b—1+jrj<&ru2q%

)
)
)

+

m=-u1(N)

+

(T_F)—a—b—1+j Z Zm—a b— 1+]7,J< ru2q nr

m21  r2l
m=u1 (N)

al = (b= j)!

(-5
o

(-1t & (a+b- ])'( 207\’
(-

(,7_ _ F)—a—b—l-#j Z Z m—a—b—1+jrj<—;\;tga%

m2l  rxl
m=—u1(N)

al 5% j!(b‘j)-
d’otu le résultat. N

Proposition 8.4. — Pour a,b>0 et uy,us € Z/NZ, on a
(22)

(u1u2)( T) = C( a+b+2)+( 1)“”’(( g a+b+2)
+(-1)*2im (a;b)(go(ug)(T_F)abl (é(%,a+b+1) (- 1)a+b<( a+b+1))

—1)b+1 @ a+b-7)! 2\t bl b1 . b
( b? -~ (jv(a_j))v (__) (-7 JN(ngul,ij(TH (-1) +bS§u176i217](7—))
| & !

N

D) b (a+b- ) 2im\T! wbols a-b-1, wabai-a-b-1

S Z(j'(b—j)? (-5) AN () () 0)
I L !

+
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Démonstration. — On utilise la proposition 8.2 et 'identité (19). O

On déduit le développement de Fourier de Eis7,(u) de la formule (20) et de la proposition
8.4.

9. Calcul du régulateur

Le calcul de lintégrale de Eisy ™ (uy,us) le long du cycle de Shokurov X*{0, 00} procede en
trois étapes. Dans un premier temps, nous intégrons ElsD 2(u1, uy) sur les fibres v, 5, du cycle
de Shokurov. Dans un deuxiéme temps, nous intégrons le résultat obtenu le long du symbole
modulaire {0, oo}, a I’aide de la méthode de Rogers-Zudilin. L’expression obtenue (33) comporte
six termes : un terme principal (noté A) et cing termes supplémentaires (notés B a F') provenant
des termes constants des séries d'Eisenstein. Dans un troisiéme temps, nous montrons que tous
les termes supplémentaires se simplifient.

Soit p: E*(C) - Y(N)(C) la projection canonique. On a une application naturelle v : H —
Y (N)(C) donnée par v(7) = [(7,0)], qui nous permet de voir le chemin {0,00} comme une
sous-variété de Y (N)(C). Considérons la sous-variété W = p~1({0,00}) de E¥(C). On a

W= U i) = Utin) « (7207 ) <40}

y>0 y>0

Soient u; = (ai,b1), us = (ag,by) € (Z/NZ)?. Nous allons calculer la restriction de
EISD 2(ul,uQ) a W. D’aprés la proposition 5.4, on a

kil(ky +2
Eis (uy) = %ﬂ( )ZFg“u’fl “(T)ak,-a mod dr,dT.
Comme Eis} (u;) est invariante par o : (7, 2, g) + (-1, T,Jg) il vient
kal(ky +2
Bish (u1) = 0* Eisk (uy) = —— ( L )~( -) Z Fakiza( *aF-’Wwa,kl,a mod dr, d7.

En restreignant a W il vient

kl (kl + 2)

P} Bisg (u1)|w = ZF-“J? ’ (@y) “(=iy) P Ya,-a mod dy

k\(ky+2 e aki—a o
—iLLlywwthﬁ<><nhp%hamw@
2rN =

En utilisant la proposition 8.4, il vient

a —a l -a k +
F—iﬁl (§)=oz1+(—1)k1 (1)51yk1 !

(23)

(_1)k1+1 ¢ (k ' 2um + 1—-1+ 1 1 1
S VS R R (s ) - (s ()
(-1)kitl-a ke (] — ) 2T, et (R gkl i
SN L S G B QoS )
avec
. b e 2, 01
o = C(—N,kl +2)+(-1) 1((—,k1 +2)

By = i, o(2i) ! ( (=32 ky+ 1) + (1) b + 1)).
En reportant dans (23), il vient
(24) P Eisk (uy)lw = 10 + 1
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avec
Mo = ——kllgﬁj\; Q)i_kl i}((_l)kl_aaly_kl_l + (]Zl) ﬁl)]ﬁ%,kla
(25) m=<—1>’“”k12(f13+2)2( S+ (RS ()
+(—1)’“”1k12ff1§2) ( fé,fj!i( )+ (- 1)’“55 " M(Z))Qe mod dy

ou l'on a posé, pour tout 0 < £ < ky :

Q= ( E) (47T)e+1 e pﬁba ki-a

4 a@(lﬁ—a)'(a ol

D’autre part, en utilisant la proposition 8.1, on a

i Bist () = (~1)1 2222 ( )R Flgin? (7 )— A D5Uras0
ko+1 kQ +2 . ko+1 (k2+2) *
= (=1)"" ———(2im)"" Fogu, " (7)AT A P3¢y 0
d’ou
k’2 +2 kot pa+2) .
s Bis? (ua)lw =i (=2im)™ " Fy ™ (iy)dy A p3tdi, o
puis
/{32 +2 Ko+l (k2+2) « (k2+2)
k1 (03 Bisyi (u2) ) |w = 15 (=2im)* dy n (FS22 (i)pstnn0 - Fruy - ()Piton,)
Lemme 9.1. — Soit 0 < a < ky un entier. On a
(26) Pitaki-a A PsUiy0 = (=1)17%(iy)"
Vy,k
(27) PiVaki-a A D3k, = (-1)F(iy)*
Yy, k
Démonstration. — Cela résulte d’un calcul direct. O
Lemme 9.2. — Pour tout entier 0 << ky, on a

0 si b < /{51
g—(ﬁﬁ)’ﬁ*ly’” sil=Fk;.
0 S’i€<l€1
(~1)k i (A astyks si 0= fy.

{
{0 sil <k
{

QA p3tiy0 = {

Yy, k

QA p3tbog, =

Yy, k

Q_Z Ap;¢k2 0=

Yy,k

(1) Ayt i 0=,
0 SZ£<I€1

(- 1)k () tlyke sl =Ky

Q_zz A D3k, =

Yy,k
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Démonstration. — On applique le lemme 9.1 avec m = k = ky + ko, ce qui donne
0 Apigo = D ATy, fz : Do A D3k
Vy,k (kl - )'(a—ﬁ)' Vy,k

- &(47”@1 & (F)kima(iy)*
14 az(kl—a)!(a—ﬁ)!

(ki =0 Am ,0q _ Rl (—1)ki-t-a
T ( )y ()" ;) (ky —Z—a)!a!

{0 sil< k’l

DALY LI sy

()Y si =y

Les autres cas se traitent de maniére similaire. ]

On intégre 7o A Thy+1 (5 Bisy? (uz)) sur les fibres de X#{0, 00} - {0, 00} grace au lemme 9.1,
ce qui donne

(28) Mo A Thy+1 (D5 Eisﬁil(@))

Yy,k

kl!(k1+2)7;7 l{2+2

=—(-1)=
(=1) 2N

2 2m)k2”dyz(< )0yt (k)ﬁ)

* o+ (k‘2+2)
Pitas-a n (FS 2)(2y)p2wkzo— (iy)pstion )
Yy, k
kl(k+2) k2+2 i k
= (=1 k1 2 ka+1 1 ki-a k1- 1 .
(oD o B2 iy 5 (o« () 5

(k‘2+2)

(FED ) (-1 “(zy)k (i) (-1)*(iy)" )
_—(—1)'“1]61!(2]:]\;2)2'_ k2+2( 27T)k2+1z(( 1)k1 ag y (]21)51).

(D (i) (FU (i) + (1) F D (i) dy

_ —(—1)k1 kq! ;kl]\‘:: 2)2k2+1 kz + 2 )k2+1 Z ( ka-1 (_1)k17a (Zl) Bl@/k)‘

k‘2+ ( +2)
(P4 i) + <1>k2+lF 2 w)

(i
_ _(_1)k1 ki!(ky ';]2\22(162 +2) (27 )k2 ((kl i) Oé1y +5k1:051yk)‘
(i

(k2+2)
(PO Gy) + (-1)=FLE Gy) ) dy

On intégre n; A Thy+1 (p5 Bisf? (u2)) sur les fibres de X#{0, 00} - {0, 00} grace au lemme 9.2,
ce qui donne

(29) 8 k771 A 1 (D3 Eisﬁfﬂ(uz))
_ (kl + 2)(k2 + 2) 1+ko+1
i o e O L |
(57 GRSt O RS, )45 )

(k2+2)

(PP Gy + ((1TFL (iy) )y dy.



REGULATEURS MODULAIRES 19

Puisque gffﬂ(;) SH( ) et comme d, = &, et (5 = 0_q, il vient

1y oLk l gLk —Lki 1
Saigbl(y) ( 1)k5 1?‘5 (_) ( 1)k S‘Lap ( ) a17551( )
-1 kl k1 -1 k‘1 k1 -1 /Cl -1 kl 1
S5 () (DRSO (G5t ()
s 3‘
day +0_ay 0y, +(~1)F15_y, (y)

En mettant ensemble (28) et (29), il vient

1 Eis% (u1) A 7Tk2+1(p§ Eisﬁil(uz))

Yy, k
Ey!(ky+2) (ko +2 _ (ka+2)
- (et 202 (gt (4 D)y + ) (FEE i) + (18 FE i) ay
(k1 +2)(k2 +2) (ko1 oLkt K L1k +2) ,
' 4Nk1+2 (27T)k g +1S5a11f5—a176b1+( 1)k15 by (y) (F—(u§+2) (/Ly) ( 1)k 1F , (Zy)) yk dy

2)

D’autre part, d’aprés le lemme 3.3, le terme constant de la série d’Eisenstein F_(]EJ' est réel,

et on a
FUEP (i) + (-1)M TP (i >
‘C(—— ~ky=1) + (- 1)kelg(-22 —kz—l)

(k2+2)

+ N—k‘Q—l Z <]7Vb2mnk2+1€_27”% + (_1)k2 Z Cb2m k2+1 _27rmny

m,nz1 m,nz1
n=—az(N) nEaQ(N)

+ (=1)k2r L Nkt Z Cme k2+1€—2”§$”y+(_1)k2 Z Cbgm P

m,n>1 m,nz1
n=—az(N) n=az(N)
0,ka+1
- (L4 ()PP = D e NS L (i),

k2+2) —(k2+2)

Lemme 9.3. — Pour s € C, R(s) <0, la fonction y — ( N (iy) + (Z1)R E

est intégrable sur ]0,+oo[, et on a

(iy) )y

(S Gy + (R T G >) = *2(2m) R (s hy + 2):
0

. (é(%, sk +2) = (-2 s ko + 2)) (g(—b—N%, st1)+ (_1)k2+1g(b—]\j, o+ 1)) |

Démonstration. — L’hypothése SR(s) < 0 entraine que I'intégrale converge lorsque y — +00. On
ko+2
(,;; 22( y) = F_(Zfﬁ) (iy). Pour montrer 'intégrabilité lorsque y — 0, on effectue le change-

ment de variables y — 1/y et on utilise le lemme 3.4 avec g = o, ce qui donne

FU=%2) (ify) = (iy)=2 2 FG22) (i),

—a2 bz —b2 az

Il en résulte
ko+2 ko+2 e
(P22 Gl + (-1 FS2 2 i) )y

ko+2) /- ko+2 _g—
= (i)™= (FS20 (i) + (~1)= F2® (iy) )y
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Le terme constant de la série d’Eisenstein F", (k2+2) + (- 1)"‘2+1F(k2+2) est nul, ce qui montre la

convergence de l'intégrale de départ pour 9%(5) < 0. Par changement de variables dans cette
méme intégrale, on obtient

(PG i+ 1y F Y ) )L

ko+2 ko+2 —s dy
_ ka2 [0 ( —(bjzg)(ly) + (- 1)k2+1Fb(2 Z;r )(zy)) y +k2+2?'
D’apres le lemme 3.3, on a

FG22) Giy) + (1) E2 2 (iy)

—bQ as b2 a

SN (S (i) (1SR (i) + (1S (i) - 52 (i)

6—(1276— ag,9by a276 bo

0,k2+1 .
= N ka1 g0z ).
S(s—az 5(1276— +(_1)k2+16b2 ( y)

Grace au lemme 7.1, on en déduit

. e Eo+2 Eo+2 s dy
Zk2+2—/(; ( —(bgz_(:,g)(ly) + (- 1)k2+1Fb(22;r)(2y))y +k2+2?

Zk2+2 o) 0 k2+1 ) _8+k2+2 dy
- Nk2+1 / SSﬂIZ_SaQ75_b2+(_1)k2+16b2 (Zy)y -

ik2+2 o o ho -
- Nk2+1(N) > F(S_k2+2)L(5—a2— any =S+ ko +2)L(6_p, + (-1)" 6y, —s+ 1)
= iF2*2(27) R0 (=5 + Ky + 2) ( (— ~5+ky+2) - C(—— —s+ky+ 2))

( (—— —S+1)+(—1)k2+1C(N2,—3+1)).

Pour fR(s) « 0, on en déduit

S : k * . k
oy VP BB (1) A a0 Bt (12))

- (opei B D oy [ (G i) + (-0 F T )

2N?2
. ((k1 + Dayy™" + 5k1:0513/k2) y*dy
k (k’l + 2)(k'2 + 2) (27r)k1+k2+1 [oo SA—l,k{ i (1)
4Nk‘1+2 0 5a1+6—a176b1+(_1) 1§7b1 y

a

((1+( 1)’“2“)4“(—— k= 1)+ N S i st 2(zy)) y 2y,
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En appliquant les lemmes 7.1, 9.3 et la proposition 7.2, on obtient
EIR mE 1k
-/Xk{&w} y°pi Bisp (u1) A Trye1 (p5 Eisy?y (u2))

_ (_1)k1 (k‘l + 2)!(2]{32 + 2) (2i7T)k2a1(27T)S_2F(—8 + 2)_

2N
. . b b
(G #2825+ 2)) (G Roms R v 1)+ (DR -5 - o+ 1)
k’2+2

+ 5k1=0/61W(2i7T)k2(27T)5_1F(—S +1)-

. . b b
(G s+ 1) - CE s+ D) (G s =) 4 (D5 )
ik (k?l + 2)(]62 + 2)
v 4Nk1+2
(G s -k + &
ik (k‘l + 2)([€2 + 2)
t 4Nk1+2

(2ot (1 (1)) C(- 52,y = 1) ()™ T (=5~ by = 1)

se kg)) Nkl (g(%,—s k1) (S ke 1))

N N

(27.‘.)k1+k,‘2+1N—k;2—1_

(30)

() )
k2,0 . k1,—s [
sk - (iy) St Dyyrthady.
/(; baq +0-a; 75b2+(_1)k2+15-b2( y) 6b1+(_1)k15*b1 ’5—02‘502(y)y Y

L’expression précédente est une fonction méromorphe de s, et tous les termes qui la composent
sont holomorphes au voisinage de s = 0, excepté les termes suivants :

(1) L’expression C(i%, —s—ko + 1) a un pole simple lorsque ko = 0. Mais dans ce cas

(-2 ms ot 1)+ (D)2 s =y 4 1) = (-2 s+ 1) = (2,5 +1)

est holomorphe en s = 0; sa valeur est ¢*(-%2,1) - ¢*(%,1).

(2) Le facteur I'(-=s—ko—1) a un podle simple. Mais ce terme n’intervient que si ks est impair,
et dans ce cas on a

ooy s (g oy Bl BrealRD)

N k+2 k+2

L’expression précédente est donc holomorphe en s = 0. Nous allons calculer I'intégrale (30)
pour s = 0, soit

+(=1)* 0.

- .
k2,0 . k1,0 v\ k

I::[ ghao  (iy)St Lyytdy.

0 5“1 +6“11 ’éb2+(71)k2+157b2 ( y) 61)1 +(_1)k16—b1 767042 _50,2 ( y )y y

Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant |2, Lemmas 8 and 9].

Lemme 9.4. — Soit f =Y qanq" € Mp(T1(M)) et g =37 0bag™ € My(I'y(M)) avec k, 0> 1.
Soit h =Wy (g). Alors on a

(31) M [ g (35D = A5+ 0) = aoh (s + )~ A (T 5).
0 My Y
En particulier, on a
B2) M [T g (5 o Y = Ak £) oA (h b+ 0) = boA* (1),
0 v’y

En faisant le changement de variables y - Ny dans I, on a

_ nTka+1 oo k2,0 . k1,0 L k
I = N 2 \/(; SsalJrS—al73b2+(71)k2+18*b2 (ZNy)S§b1+(_1)k15_b1757(12_5&2(Ny)y 2dy
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Par définition, on a

a0 ) _ pylka+l)* . (ko+1),% /.
SSal +8"“1’5b2+(_1)k2+15-b2 (ZNy) = Hbz,a1 (Zy) + I-IbQ’_a1 (Zy)
k1,0 Z _ (k1+1)7>(— 7/ (k}1+1)7>(— 7/
6:1+(71)k15’b1 0-a5~0ay ( Ny) - Gblv_a2 (N_zy) - Gb1,a2 (N_Qy)

En utilisant le lemme 9.4 avec M = N2, f = HF2*D Hlffz’_“) et g = GFD _ gkt 1 Gent

b2,a1 ai b1,~a2 b1,a2
I= Il + _[2 + ]3
avec
I =N (f-Wha(g), k+2)
= A" (Wn2(f)-9,0)
=i INA((Gh + G (G - G, 0)
Iy = —ag(f)N(Wi2(9), k +2)
I3 = —ao(g)A*(f k2 +1).

Calcul de I,. Grace aux lemmes 3.10 et 3.14, on a

Tk1+1
A(Wz(g), k +2) = %A(H(k“l) ~ g8 g4 9)

b1,~a2 bi,az

'k:1+1
- %N’ﬁﬂ(%)-k-?r(k +2).

(5(_%, B+ 282k +2) + (DR k4 22, by +2)
kD2 4 2) + ()L K 20 s 2))
b N () H2 )4 1) (5(—%, B+ 2)+ ()R ks 2))
(é(%, b+ 2) = (-2 b + 2)) |
On obtient donc

Iy = M INFY(2m) 2 (e Dlag (2D + HD).

bz2,a1 b2,~ay

(G2 + (1 hr2)) (G2 e+ ) - C- 2 kv 2)).

Calcul de I3. Si k; > 1 et ay # 0, alors ag(g) = 0. Si as =0, alors g = 0. On peut donc supposer
k1 =0et az #0. Si by # 0, alors ag(g) = 0. On peut donc supposer b; = 0. Alors

oo~ (5-(3)-G- - (3153

ACS9) = V2@ T(6) (S - = k) + (1) (G ) - )
(R = ) + (DT - )

= () () (G528 + (D)) (s ) + s 1))

De plus
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Comme a; # 0, les fonctions ¢ (%.5) et ¢ (=%, s) sont holomorphes sur C, d’oil

A (Foky +1) = A(f, ko + 1) = NE2#1(27) R 1, '(g(— Tyt 1)+ (<12 k2+1))~
~, A A aq
-(c(ﬁ,nw(—ﬁ,n)'
On a alors

]3 = 5k1=06a2¢05b1:ONk2+1(27T)_k2_1k2! (1 B 2 {%}) '

(G2 1+ (DR R ) (G D + -5 )

Alors Vintégrale régularisée de pi Eish (u1) A gy (p Eist? (ug)) le long de X*{0, 00} est
donnée par

(33) Lk{o P EiSE (1) A Moy (9 Bis(fy (w)) = A+ B+ C+ D+ B+ F

avec

A= Akl’k2 (Ul, 'LLQ)

_ ik1*k2+1 (kl + 2)(k2 + 2)
B ANk1+k2+2

B-= Bkl’kQ(Ul, UQ)

_( 1)k1(k1+2)2§\/;322+2)(2 )k2 (C(_ /{:1+2) ( 1)1@16(%7]{:14_2)),

(6522 -8 2.2) (€O )+ (=1~ + 1)
C = Ckvk2(qyy Uz)

(27_‘_)k;1+k2+1Ax_((G(k:2+1) G(k2+1))(G(k1+1) G(k1+1)) 0)

b2,a1 b2,~ay b1,~a2 b1,a2

2 i) (U T

(G20 =22 0) (-2~ + (DR )
D = DFR2(yy uy)
o (2 D 02) gyt () G- k).
k= 1)l (M= k= 1) (€5 = k= 1)+ (CRCFs -k D))
E = EMF2 (uy,uy)
ik (k1 +2) (k2 +2)

— ( W)k1+k2+lek2f1[2
4Nk21+2

_ ( 1)k1 (kl + 2)(:;;}3)(1{7 + 1)

(G e+ R k) (G +2) - L2k +2)

= 5k1 =06b1 =06a2 ¢0

—5k2 1(2)?

(H(k2+1) H(k2+1))

b2,a1 ba,—a1
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F = FFvk2 (g uy)

=ik (b +2) (k2 +2) kitha+1 n—ka-1
- ANF1+2 (2m) N I3
kol(ko + 2 a

(G Dy (e e D)) (A D + ).

Dans la formule pour B, le symbole ((*) indique que I'on prend la valeur régularisée lorsque
ko = 0.
Montrons maintenant que les termes C' et F' se simplifient. D’aprés la formule (8), on a

(34 (-2 -2 (5-{2)).

D’autre part, en appliquant la formule de Hurwitz (6) en s = ko + 1, il vient

|
C(‘b—z@"@):<zfi;2+l(( (-2 k2+1>+zk2+lc( /@”))

Nko+l 20 k2 i ko+1 n
- (i) e (5 b+ D+ (DU ).

De méme, on a

C(%F@) = (—Z')krd#ﬁ2+1 (C(?\Qf ko +1)+ (- 1)k2+1C( k2 N 1))

On en déduit

(35) C(- 58 + (-0 ) =28 (C- B b 1)+ () (b 1)

En reportant (34) et (35) dans le terme C', on obtient

C= 5k1:06b1:06a2¢0 h 2(22 )" (C(_ 1)+ C(— 1))

.gm(%-{%}ﬁ%(@( ?jkgu) L] 2+ 1)

%(é( D)

1-2 C(—— ko+1)+ (- 1)k2+1§(b—2,k2+1)
- _F N

= 5k1 =0 51)1 =0 5(12 +0

Nous allons maintenant simplifier d’autres termes, en distinguant les cas suivant k.
Premier cas : kg = 0.
On a alors D = 0. Nous allons montrer que B+ E =0. On a

G e (TR G k1+2>)

(e o-i2)(cern-c@)

et
(kf1+2)
47NZ

(e 2+ (DRCG b+2)) (62,2 -4 2.2).

(H(l) H(l)

E = ( 1)k1 ba,a1 ba, a1).
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Si by =0, alors Hé}a)l +H[§71_)a1 =0 et donc B = E = 0. Nous pouvons donc supposer by, # 0. D’aprés
la formule (9), on a

b2 2
+1 1+C
Nb2 m b
N -1 C

¢ (— 1) -¢ (— 1) =
D’apreés la définition 3.9 et en utilisant I'identité

1+¢y 1+

+ =0 aeZ|/NZ-{0}),
e R EUNCE LA ()
il vient
1+Cb2
(D) g 1SN
(Hb2 a1 b2 al) - _ Cbg

En reportant dans B et E, on obtient B + E =0. Au final, on a donc dans ce cas

ka{o }p1 EISD (u1) A Tho+1 (p3 Elshol(u2)) A

(k) +2) * k i
_ kel ]i/vk +2( )k1+1A ((G[();)a1 Gl(;;) o )(Gl(311+al2) G(()llc:;l)) 0)

Second cas : kQ

Puisque ((-%, —k:2 +1) = (-1)"¢(%,-ky + 1), on a B = 0 (lorsque ky = 1, on utilise ici
I'hypothése by # 0).

Comparons les termes D et E. On a

(k1 +2) (ko +2)(k+1)! s aq
L (6T k) + {G ) )

(c(——m) DR R D)) (CR R+ - (-2 +2)

E=(-1)"

D’aprés (11), on a C( ) +C( ,—k2) =0 si ky est pair. Donc E est nul dés que ks est pair,
et nous supposons desormals ko impair. Par la formule d’Hurwitz en s = ky + 2, on obtient

as _ (kg +1)! Kot2 ko +2
(ke 1) = (s ()2 ke +2) 472 (R k- 2)

%(C( e +2) = {20 +2)).

Appliquons maintenant la formule d’Hurwitz aux termes & l'intérieur de la limite dans D. Il
vient

Q(b—]\lf,S—/{i—l) = W(e—f(kﬂﬂ)é( k‘+2—s)+e2 (k+2- s)C( k’+2—8))
C(__ - —1): %(6 I (k+2- S)C( ]f+2—$)+62(k+2 S)C( k+2—8))

d’ou 'on déduit

(Gt 5=k =1) + (1)~ 25— 1)

F(k?+2_3) AT (4 9—g —ims\ bl Iy iTs\ ~ bl
T (2m)kees (6 (e )C(N’k+2_s)+62(+ (-e )g(_ﬁ’k+2_s))
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Lorsque s >0, on a I'(s —ky — 1) ~ ms*l et 1—e*™ ~ Firs d’ou

i (1= o = 1) (G- k= 1)+ ()P - k- 1)

k+1)! pao. 2D aas o nz, D
" (ky +( 1)!(2)7r)k+2 ((_Z)k (G 2) ) e 2))
NG it k)
B (k'2+1)!(2ﬂ')k+2 C(N’k+2)+( 1) C( N7k+2) .
En reportant dans D, on obtient

D= _ik (k)1 + 2)(/{32 + 2) (271_)k1+2k2+2 (é(%’ —k‘g) 4 é(_%) —kz)) .

2N?

ko+2 k (AN ~
e (b 2) - (k)

k+ DV (=0)52im (2, by !
'((k2+)1)(!(2)7r)k+2 (C(Nak+2)+(—1) C(_N7k+2>)

(ki +2) (ko +2)(B+ 1) (5 a4y Aoy

=t 7 N2 (g(ﬁ,—k2)+((—ﬁ,—k2))-
-(5(%,@”)—5(—%,@&)).
-(5(%,k+2)+(-1)k1§(-%,k+2>)

=-F.

Au final, on a donc dans ce cas

* * 1k * ek
[Xk{opo}lh Eisp (Ul) A 7Tk2+1(p2 Elshil(uz)) = A.

Dans tous les cas, on a donc

ka{o }pf Eis% (ul) A Wk“l(p; Eisﬁil(w)) = Akl’kQ(Uh U2).

Démonstration du théoreme 1.1. — Rappelons que la forme différentielle Eis%’kQ(ul,UQ) est

donnée par

Eisyy ™ (u1, up) = pi Bisp (u1) A wy1 (p5 Bis? ()
+ (-1t o (pf Bist (u1)) A p3 Eisk2 (ug)
= p; Eisht (u1) A Ty 1 (03 Bis? (ug))
+ (=1)Fre DD s Tigh2 (1) A g, 41 (p3 Eisp? (1))
Notons 6 : E¥ — E* I'isomorphisme défini par
0: EF = B" xy(yy EM 5 EM xy () B = EF.

Cet isomorphisme laisse stable le cycle de Shokurov X*{0, 00} en multipliant l’orientation par
(=1)k1k2 11 vient donc

¥ * Tk * 1k
/;(k{o,w} D2 EISDQ(U2) A Tki+1 (pl Elshél(ul))

SR [0 (R B () A e (0 Bl ()

= (=1)krke Ak2k (g, ay1).
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On obtient ainsi

*

s k1,ke

/ Eisp ™ (u1, us)
Xk{0,00}

— Ak:l,k‘z (U17U2) + (_1)l€1+k‘2+1Ak‘2,kJ1(uQ,U1)

(k1 +2)(k2 +2) oy — . ka+1 ka+1 k1+1 ke +1
- ANE+2 (27T)k+1 (Zkl k2+1A ((Gl(ni; ) + Gl(iz,Qjal))(Gl(n,l—Jraz) B Gl()1,1a+2 ))’ O)
ho— * k1+1 ki+1 ko+1 ko+1
(R (Gt s G eg) - e o))

b1,a2

_ (k1 +2) (kg +2) (27T)k+12'k17k2+1.

ANF+2
* ko+1 ko+1 k1+1 ki1+1 ki1+1 k1+1 ko+1 ko+1
A (@D + G - D) (G - G e ~ 6l 0)

bz,a1 b2,—ay

(k1 +2)(k2+2) b o { r(kat1) (ki 41)  (kat1) o (hieD)
- 2 Nk+2 (27T)k+12k1 A (Gb2,2a+1 Gb1,l—+t12 _Gb2,2—+!l1 Gb1,1a+2 ’0)'

]

Nous terminons par un résultat partiel pour le calcul du régulateur dans le cas ou k; =1 et

bz‘=0.

Théoréme 9.5. — Soit k > 0 un entier. Soit N > 3 un entier, et soient a,a’,b,c € Z/NZ.
Supposons (a,b), (a’,b) #(0,0) si k=0, etb+0 si k=1. Alors

Lk+1{0 oo} Eis'llcﬁl (0,7 b)v (C; O)) = Eis%l((a” b)) (C, 0))
3(k +2) L +
= S (2m)FEA ((Géch ~G)GED - (6D, - 62,)GED, 0)

L. . . 2 . . . e
Notons que les séries d’Eisenstein G(()g sont seulement quasi-modulaires, mais que les diffé-

rences G((),ch - G(()Qg, sont modulaires.

Démonstration. — On a comme dans le calcul précédent

oo P (Bish(a,) ~ Eish (1) A (0 Bish(c:0))
= A% ((a,b),(c,0)) = A%((d,),(c,0)) + B*((a,b),(c,0)) = B*'((d',0), (¢, 0))

+ Ohl((av b), (C7 0)) - Ck’l((a’,? b)= (C, 0)) + Dk’l((a’v b)v (07 0)) - Dk71((a,7 b)v (Cv 0))

+ EMY((a,0), (¢,0)) = EF((d',b), (¢,0)) + F*'((a,b), (¢,0)) = F*!((d',), (c,0)).
Comme B*1((a,b),(c,0)) ne dépend pas de a, on a B*!((a,b),(c,0)) - B51((a’,b),(¢,0)) = 0.
On a également

C*((a,b),(c,0)) + F*((a,b),(c,0)) =0
C*1((a',b), (c,0)) + F*L((a’,b),(c,0)) = 0.

Par ailleurs les termes D et E ne font pas intervenir by, donc le calcul précédent montre que

D*((a,b), (c,0)) + E*'((a,b),(c,0)) =0
D®((d',b), (c,0)) + E¥((d’,b), (c,0)) = 0.
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Il reste
vy i Eish(a.5) = Bisb(@'.0)) A ma(r Eish(e.0))
=AM ((a,0), (¢, 0)) - A% ((d,b), (c,0))
o) =D oy (G2 - G+ 02, - 6P (G0 - G 0),
D’autre part, en notant ¢, : E** — E et ¢o : E1** — E* les deux projections canoniques, il vient
ooy 4 Eisb(e.0) A s (g5 (Bish (0.) ~ Bish (@)

= AH((¢,0), (a,)) = AM((€,0), (a',0)) + BY((¢,0), (a,5)) = B((c,0), (a',1))
+C((e,0), (a,b)) = CY((c,0), (a',)) + DV*((c,0), (a,b)) = D**((c.0), (a',b))
+ El’k((cvo)a (a’vb)) - El,k((c’0)7 (alv b)) + Fl’k((070)7 (CL?b)) - FLk((CvO)’ (a,7b))'

On vérifie directement que tous les termes B a F' sont nuls, et il reste

S IS0 AT a5 (Fish ) - By (e, 0)
= AM((¢,0), (a,5)) = A (¢, 0), (a',))
_ 0k 3(k+2)

(37) @m)* A ((GP, -G, - G + GINGE + Gy, 0).

ANFE+3
D’apreés (36) et (37), on obtient finalement

[X ) Eis! ((a,b), (¢,0)) - Eish!((a',b), (¢,0))

k’+1{0700}

= AR ((a,D), (¢,0)) = AR ((@,b), (¢,0)) + (=) (A((c,0), (a,5)) - A™*((c,0), (a,1)))

3(k+2) 2k A% k k
= S (PR (G - e el - (66, - Gi2, )G o).

Références

[1] A. A. BEILINSON — « Higher regulators of modular curves », in Applications of algebraic K-
theory to algebraic geometry and number theory, Part I, II (Boulder, Colo., 1983), Contemp.
Math., vol. 55, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1986, p. 1-34.

[2] F. BRUNAULT — « Regulators of Siegel units and applications », J. Number Theory 163 (2016),
p. 542569,

[3] P. COLMEZ — « La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique », Astérisque (2004), no. 294,
p. ix, 251-319.
[4] C. DENINGER — « Extensions of motives associated to symmetric powers of elliptic curves and to

Hecke characters of imaginary quadratic fields », in Arithmetic geometry (Cortona, 1994), Sympos.
Math., XXXVII, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1997, p. 99-137.

[5] C. DENINGER & A. J. SCHOLL — « The Beilinson conjectures », in L-functions and arithmetic
(Durham, 1989), London Math. Soc. Lecture Note Ser., vol. 153, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge, 1991, p. 173-209.

[6] N. DiamANTIS, M. NEURURER & F. STROMBERG — « A correspondence of modular forms and
applications to values of L-series », Research in Number Theory 1 (2015), p. 1-12.

[7] M. T. GEALY — « On the Tamagawa Number Conjecture for Motives Attached to Modular
Forms », Phd thesis, California Institute of Technology, December 2005, http://resolver.
caltech.edu/CaltechETD:etd-12162005-124435.

[8] A. HUBER & G. KINGS — « Dirichlet motives via modular curves », Ann. Sci. Ecole Norm. Sup.
(4) 32 (1999), no. 3, p. 313-345.



19]
[10]
[11]
[12]
[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
[18]

[19]

REGULATEURS MODULAIRES 29

K. KATO — « p-adic Hodge theory and values of zeta functions of modular forms », Astérisque
295 (2004), p. ix, 117-290, Cohomologies p-adiques et applications arithmétiques (I1I).

M. KNopP & S. ROBINS — « Easy proofs of Riemann’s functional equation for ((s) and of
Lipschitz summation », Proc. Amer. Math. Soc. 129 (2001), no. 7, p. 1915-1922.

T. MIYAKE — Modular forms, english éd., Springer Monographs in Mathematics, Springer-Verlag,
Berlin, 2006, Translated from the 1976 Japanese original by Yoshitaka Maeda.

M. ROGERS & W. ZUDILIN — « From L-series of elliptic curves to Mahler measures », Compos.
Math. 148 (2012), no. 2, p. 385-414.

N. SCHAPPACHER & A. J. SCHOLL — « The boundary of the Eisenstein symbol », Math. Ann.
290 (1991), no. 2, p. 303-321.

B. SCHOENEBERG — FElliptic modular functions : an introduction, Springer-Verlag, New York-
Heidelberg, 1974, Translated from the German by J. R. Smart and E. A. Schwandt, Die Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften, Band 203.

G. SHIMURA — « On the holomorphy of certain Dirichlet series », Proc. London Math. Soc. (3)
31 (1975), no. 1, p. 79-98.

V. V. SOKUROV — « Shimura integrals of cusp forms », Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 44 (1980),
no. 3, p. 670-718, 720.

J. STURM — « Special values of zeta functions, and Eisenstein series of half integral weight »,
Amer. J. Math. 102 (1980), no. 2, p. 219-240.

A. WEIL — Elliptic functions according to Eisenstein and Kronecker, Classics in Mathematics,
Springer-Verlag, Berlin, 1999, Reprint of the 1976 original.

W. ZUDILIN — « Regulator of modular units and Mahler measures », Math. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 156 (2014), no. 2, p. 313-326.

F. BRUNAULT e FE-mail : francois.brunault@ens-1yon.fr, ENS Lyon, UMPA, 46 allée d’Italie, 69007

Lyon, France



