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• Equation de diffusion–convection ou équation de transport

∇ · (− ¯̄K∇⃗u + β⃗u) = f in Ω

Où ¯̄K : le tenseur de conductivité, u : la variable étudiée, β⃗ : le champ des vitesses and f
: le terme source.
Champs d’applications:
• Transport de soluté au sein d’un fluide
• Transport de chaleur au sein d’un fluide où des milieux solides/poreux
• Ecoulement au sein des milieux poreux (Loi de Darcy)

Contexte – 1

Construction d’un flux stabilisé aux frontières des éléments:

⃗̂σh · n⃗e = σ⃗h · n⃗e + τe(uh + ûh) (1)

Dans notre cas nous avons:

τe = n⃗t
e

¯̄K n⃗e + max(−β⃗ · n⃗e, 0) (2)

Le choix du paramètre τe aux frontières de chaques éléments permet d’agir directement
sur les propriétés de la concervation de la masse et sur l’expresion de la continuité du flux
à l’interface des éléments. [1]

Grands principes des HdG – 2

Pk(A) désigne l’ensemble des polynômes d’ordre k dans un domaine A. Pour tout éléments
K de Th nous définissons les espaces d’approximations tels que:

Qk
h = {q ∈ L2(Ω) : q |K ∈ Qk (K ) ∀K ∈ Th},

et nous ajoutons l’espace des traces de uh:

Mk
h = {µ ∈ L2(εh) : µ |e∈ Pk(e) ∀e ∈ εh}

Bases d’approximations polynomiales – 3

Solution exacte u(x, y) =

[

x + (e
β1x

ε −1)

(1−e
β1
ε )

]

·

[

y + (e
β2y

ε −1)

(1−e
β2
ε )

]

tenseur de diffusion ¯̄K = ε · ¯̄I

Solution numérique pour ε = 1 · 100, β1 = 2 et β2 = 1 (51200 éléments pour
k = 0 | CPU = 18.38s):
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Solution numérique pour ε = 5 · 10−3, β1 = 2 et β2 = 1 (51200 éléments pour
k = 0 | CPU = 18.44s):
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Ecoulement dans un milieu poreux – 6

Expression générale de la base vectorielle de dimention d et d’ordre k sur un élément A
[2]:

(RT k
h)d(A) = (Pk)d(A) + Xd × Pk (A) (3)

Définition des degrés de liberté sur un élément quelconque A dont les frontières sont
notées ∂A et tel que ω⃗ ∈ (RT k

h)d(A):

⟨ω⃗i · n⃗j , µl⟩∂K = δijδil ∀µl ∈ Pk (4)
(
w⃗i, p⃗j

)
K = δij ∀p⃗j ∈ (Pk−1)d (5)

Propiétés des bases de Raviar–Thomas – 4

Trouver (σ⃗h, uh, ûh) ∈ RTk
h × Qk

h × Mk
h tel que:

(
⃗̃σh, ω⃗h

)

A
− (uh, ∇ · ω⃗h)A + ⟨ûh, ω⃗h · n⃗e⟩∂A = 0 (6)

(
σ⃗h − ¯̄K ⃗̃σh − β⃗uh, ω⃗h

)

A
= 0 (7)

(∇ · σ⃗h, qh)A + ⟨τ(uh − ûh), qh⟩∂A = (f , qh)A (8)
⟨!⃗̂σ", µh⟩∂A = 0 (9)

Avec :
σ⃗h = − ¯̄K∇⃗uh + β⃗uh

σ⃗h =
ddl∑

i=1
σiω⃗i uh =

∑ddl
i=1 uiqi ûh =

ddl∑

i=1
ûiµi (10)

Formulation faible discrète – 5

Solution exacte u(x, y) = ecos(x−y) tenseur de diffusion ¯̄K = ¯̄0 Champ de vitesse

β =
[
1
1

]
(6480 éléments pour k = 0 | CPU = 2s)
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Tableau 1 : Historique de convergence

h−1 || u − uh ||2 Ordre || σ⃗ − σ⃗∗
h ||2 Ordre

8 9.37 · 10−2 – 1.49 · 10−1 –
16 4.56 · 10−2 1.04 7.35 · 10−2 1.02
32 2.33 · 10−2 0.97 3.73 · 10−2 0.98
64 1.20 · 10−2 0.96 1.91 · 10−2 0.97

Transport de masse sans diffusion – 7

• Flux stabilisé aux interfaces des éléments
• Souplesse de passage du régime elliptique vers le régime hyperbolique
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Conclusion – 8
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