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Motivations et plan

Les notes qui suivent correspondent a un cours de M2 recherche donné par les auteurs a 1I’Université
Joseph Fourier en 2014-2015 mais ont été complétées pour aller plus loin qu’un cours de niveau master.
On s’y consacre a I’analyse dans les espaces métriques mesurés, en se concentrant essentiellement sur
les questions de différentiabilité dans les espaces métriques et contient aussi bien des résultats et outils
classiques (lemmes de recouvrement, fonction maximale, différentiation de mesures) que des dévelop-
pements récents concernant la théorie géométrique de la mesure et le calcul des variations, les espaces
de Sobolev et les inégalités de Poincaré dans les espaces métriques.

Les espaces de Sobolev dans des ouverts de R™ jouent depuis longtemps un rdle essentiel dans diverses
branches des mathématiques (analyse, équations aux dérivées partielles, géométrie). Rappelons que, si
1 < p < +4ooetU C R" est un ouvert, une fonction u € LP(U) appartient a 1’espace de Sobolev
WLP(U) si, et seulement si, u posseéde un gradient faible (au sens des distributions) qui appartient a
LP(U). Les propriétés de base de cet espace (densité des fonctions lisses, prolongement en une fonction
de W1P(R"), regle de composition, changement de variables, existence de la trace sur U, plongements
dans des espaces LP ou des espaces de fonctions holderiennes) sont bien connues et classiques (voir par
exemple [1, 22, 45, 102, 154]). Certaines propriétés de ces espaces (notamment les inégalités données
par les plongements de Sobolev) ont pu étre étendues a des contextes géométriques plus généraux. En
particulier, certaines inégalités de Sobolev sont reliées au comportement du semigroupe de la chaleur
engendré par I’opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés, et des phénomenes comparables ont été
découverts dans des contextes discrets (groupes, graphes). On se reportera a [145] pour ces différents
contextes géométriques.

La théorie des espaces de Sobolev dans des espaces métriques a commencé a étre développée a la fin
des années 1990. Une motivation de ce développement était 1’étude (motivée elle-mé&me par des ques-
tions de rigidité en géométrie hyperbolique par exemple) des applications quasi-conformes dans les
espaces a géométrie bornée. Rappelons que, dans R™, un homéomorphisme quasi-conforme entre des
domaines de R™ est différentiable presque partout et appartient localement 2 W™, La notion d’ap-
plication quasi-conforme s’étend sans difficulté aux espaces métriques. Toutefois, I’identification des
conditions géométriques sur 1’espace qui permettent de donner une description analytique des applica-
tions quasi-conformes dans un espace métrique a été une étape essentielle du développement de 1’analyse
dans les espaces métriques mesurés, mettant en évidence le role central joué par la condition de double-
ment et les inégalités de Poincaré sur les boules. Ceci a amené a la notion d’espace de Loewner, ce qui
est devenu un cadre général pour traiter de questions d’analyse géométrique.

Un objectif majeur de ce cours est de présenter des développements récents de 1’analyse dans les espaces
métriques, en mettant I’accent sur la différentiabilité dans les espaces métriques, la théorie géométrique
de la mesure et la calcul des variations, les espaces de Sobolev et les inégalités de Poincaré. On com-
mencera toujours par rappeler la situation classique, c’est a dire dans les espaces euclidiens munis de le
mesure de Lebesque. Puis, nous expliquerons comment 1’étendre a d’autres contextes géométriques (es-
paces de Banach, groupes de Carnot, espaces métriques a géométrie bornée, ...). Ces notes ne prétendent
pas donner une présentation exhaustive de 1’analyse dans les espaces métriques, un domaine qui a connu
un fort développement ces dernicres années. Le cours est accessible a tout étudiant ayant un niveau M1
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et comporte notamment les compléments nécessaires en théorie de la mesure. Nous insisterons sur les
aspects “géométrie métrique”. Ainsi, des connaissances en géométrie riemannienne ne sont pas néces-
saires (méme si elles peuvent étre utiles parfois, voir le chapitre 4 pour une introduction a la notion de
courbure). Plus de 70 exercices et problemes sont aussi proposés.

On décrit maontenant brievement le contenu des 4 chapitres. Le premier présente des résultats fonda-
mentaux d’analyse dans les espaces de nature homogene. Ces espaces ont été introduits dans les années
1970 par Coifman et Weiss ([28]) comme un cadre général pour faire de 1’analyse harmonique (sans
théorie des représentations). Un espace de nature homogene est un espace métrique (X, d) muni d’une
mesure de Radon p qui vérifie la condition de doublement, i.e. u(B(x,2r)) < Cpy u(B(z,r)) pour une
certaine constante uniforme C'py > 0 (appelée souvent constante de doublement). On commence par
donner des compléments de théorie de la mesure et d’analyse (théorémes de représentation de Riesz, de
Radon-Nikodym, d’Egoroff, lemme d’Urysohn, inégalité isodiamétrique,...). On introduit ensuite les es-
paces de nature homogene et décrit un exemple fondamental qui sera repris plusieurs fois dans le cours :
le groupe d’Heisenberg (ou plus généralement les groupes de Carnot). On démontre les théoremes de
recouvrement classique (lemme 5r, Vitali, Besicovitch, ...) et on en donne des applications : théoréme de
différentiation de Lebesgue, fonction maximale de Hardy-Littlewood, dérivation de mesures, fonctions
absolument continues... Ce chapitre doit étre considéré comme un prolongement des cours classiques
d’analyse et d’intégration de L.3 et M1.

Le chapitre 2 porte sur les fonctions lipschitziennes et propose une introduction a la théorie géométrique
de la mesure et au calcul des variations. On démontre les principales propriétés des fonctions lipschit-
ziennes dans le cas euclidien : théoreme de Rademacher sur la différentiabilité, théoreme de Kirszbraun
sur I’extension, théoreme de Whitney (approximation par des fonctions lisses). Les cas non euclidiens
(espaces de Banach, groupes de Carnot, espaces métriques) sont toujours discutés a la suite des résultats
classiques. Apres avoir défini les notions de mesures et dimension de Hausdorff, on définit les concepts
fondamentaux autour de la théorie de la rectifiabilité et puis on discute de ses applications en analyse
réelle (intégrales singulieres), analyse complexe (effagabilité pour les fonctions holomorphes bornées),
segmentation d’images (minimisation de fonctionnelles de type Mumford-Shah), autour du probleme de
Kakeya (comment retourner efficacement une aiguille) ou des problemes de type Plateau en lien avec
la théorie des courants et des varifolds... La derni¢re partie du chapitre concerne les formules d’aire et
de coaire qui sont des outils fondamentaux en théorie géométrique de la mesure. Nous insistons sur le
fait que nous présentons toujours dans un premier temps les résultats classiques. Le lecteur doit bien les
assimiler avant de s’attaquer aux généralisations dans des cadres non euclidiens qui sont discutées dans
la suite.

Le chapitre 3 est consacré aux espaces de Sobolev dans les espaces métriques. On commence par dé-
crire les espaces de Sobolev WP dans les ouverts de R™ et leurs principales propriétés (densité des
fonctions lisses, extension, trace, plongements de Soboley, ...). Puis on explique comment étendre cette
théorie dans le cadre des espaces métriques. Une approche passe par la notion de gradient supérieur,
qui généralise la longueur de gradient dans le cas euclidien et que I’on présente d’abord. Cela permet
de définir les espaces de Newton N ' sur un espace métrique (introduits par Shanmugalingam, [134]),
dont on montre les propriétés principales. Ces espaces coincident avec WP dans le cadre euclidien, et
permettent notamment de caractériser les fonctions de WP en termes d’absolue continuité. Une autre
approche des espaces de Sobolev dans le cadre métrique, via une inégalité faisant intervenir la fonction
maximale de Hardy-Littlewood, est celle due 4 Hajtasz ([54]). On obtient ainsi les espaces M P qui gé-
néralisent eux aussi les espaces WP du cadre euclidien. Ce chapitre et le suivant décrivent des travaux
récents (remontant aux années 1990).

Le chapitre 4 concerne les inégalités de Poincaré dans les espaces métriques et leurs applications. Apres
avoir présenté le cas euclidien et le lien avec les inégalités de Sobolev (déja évoqué au chapitre 3), on
décrit la situation dans le cas des espaces métriques. On donne des propriétés des espaces métriques



qui admettent des inégalités de Poincaré : quasiconvexité, persistance sous la convergence de Gromov-
Hausdorff mesurée, ... On présente ensuite des exemples d’espaces de Loewner (c’est a dire des espaces
métriques Ahlfors-réguliers qui vérifient des inégalités de Poincaré) : Géométrie des poids forts Ao,
au sens de David-Semmes, groupes de Carnot, espaces a courbure de Ricci positive (critere de Bakry-
Emery pour les diffusions, condition de courbure-dimension au sens de Lott-Villani-Sturm en transport
optimal, espaces d’ Alexandrov en géométrie métrique, ...). On discute aussi du cas des groupes et des
graphes discrets. On termine par des applications dans les espaces de Loewner : théoreme de Cheeger
de différentiabilité des applications lispchitziennes, théorie quasiconforme de Heinonen-Koskela et ap-
plications a la géométrie hyperbolique (théoréeme de rigidité de type Mostow par exemple pour I’espace
hyperbolique réel), fonctions harmoniques a croissance polynomiale, estimations gaussiennes du noyau
de la chaleur. Ce chapitre est peut-étre plus ambitieux que les précédents mais propose une ouverture
vers des sujets de recherche trés actuels.

Le premier auteur a bénéficié pendant la rédaction de ces notes du soutien financier des projets ANR
“GEOMETRYA” et “SRGI”.
Les auteurs tiennent a remercier Claude Sabbah et les éditions EDP Sciences, qui ont accepté le principe
de ce livre et en ont accompagné la rédaction, ainsi que les relecteurs anonymes dont les nombreuses
remarques et suggestions ont grandement contribué a enrichir le texte. Nous remercions aussi Gilles
Lancien, Antoine Lemenant et Luca Rizzi pour des discussions stimulantes concernant le contenu de ce
livre.
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Notations

Espaces métriques

Si X est un ensemble, une distance d sur X est une application d : X x X — R qui vérifie
(i) Pour tous z, y dans X, d(z,y) = 0 si et seulement si x = y ;

(ii) Pour tous z, y dans X, d(z,y) = d(y,x);
(iii) Pour tous z,y, z dans X, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

L’axiome (iii) s’appelle I’inégalité triangulaire et jouera un r6le important dans ce livre.

Siz € X et R > 0, onnote B(x, R) la boule ouverte de centre = et de rayon R, c’est a dire
B(z,R) = {y € X;d(z,y) < R}. Laboule fermée de centre x et de rayon R sera notée By(z, R) =
{y € X,d(z,y) < R}. Nous rappelons qu’un espace métrique est dit propre si ses boules fermées sont
compactes.

Structures euclidiennes

On supposera toujours R™ muni de la base canonique notée (eq, ..., e,). Un point = de R™ sera
associé a ses coordonnées (1, ..., 2,,) dans la base canonique et on écrira souvent x = (1, ..., Zp).

Siz = (z1,....,xn) ety = (Y1, ..., Yn ), on définit leur produit scalaire usuel par (z,y) = > 1" T;y;.
La norme euclidienne de x est alors

[zl = /{2, 2) =

Pour tous z,y € R", la distance euclidienne de = a y, qui vaut ||z — y||, sera notée |z — y|, et, sauf
mention du contraire, R™ sera muni de la distance euclidienne.

Mesures

Les mesures que nous utiliserons le plus souvent dans ce livre sont :
- les mesures de Dirac en un point 2z d’un ensemble X, c’est a dire 6,(A) = 1siz € Aetd,(A) =0
sinon (pour tout sous-ensemble A de X). On notera d’autre part x 4 la fonction caractéristique de A,
c’estadire xya(z) = 0,(A).
- la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle notée £ dans le cas X = R".
- la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle notée H° dans le cas d’un espace métrique quelconque
(X,d).
On note a(n) := L™*(B(0,1)).
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Si y1 est une mesure sur X, A C X, L A est la restriction de ;1 a A.
On écrira qu’une propriété (P) est p-presque partout vraie (ou u-pp) si I’ensemble des points pour
lesquels la propriété (P) n’est pas vérifiée est de y-mesure nulle.

Si p est une mesure sur 1’espace métrique (X,d) etsi f : X — R est une fonction localement
intégrable, sa moyenne (si elle existe) sur la boule B(x, R) sera définie et notée par

1
][B(x,R) fu= m /B(wﬁ) .

Espaces fonctionnels

Soit (X, d) un espace métrique. On notera C'(X) I’espace des fonctions continues f : X — R et
C:(X) I’espace des fonctions continues f : X — R a support compact dans X.

Dans le cas ot X = R", on note C?(R"™) I’espace des fonctions de f : R"™ — R de classe C? et
CP(R™) I’espace des fonctions f : R” — R de classe C? a support compact dans R"™. On englobe ici le
cas des fonctions C'*°, ¢’est a dire pour p = 0.

Si X est muni d’une mesure p, on note [|f, = (/x ]f(:r)|pdu(m))1/p sip < ooet ||fll, =
inf{C; [f(z)| < C pour p — presque tout z € R™}. On note alors LP(X) = {f; [| ||, < oo}

Si f est une fonction différentiable sur un ouvert de R", on note D f sa différentielle, J f sa matrice
jacobienne et % ses dérivées partielles. Si f est a valeurs réelles, on note V f le gradient de f. Enfin,

2 .
onnote A =31 88? le laplacien.
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Chapitre 1

Eléments de théorie de 1a mesure

1 Mesures

Le matériel présenté dans cette section est principalement issu de [45, Chapter 1].

1.1 Définitions et propriétés générales
Si X est un ensemble, on notera P(X ) 1’ensemble des parties de X.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une mesure positive sur X est une application p : P(X) —
[0, +o0] telle que

L u(@) =0,
2. pour toute suite (Ay)r>1 de parties de X et tout A C U Ag,
k>1
u(4) < 3 ulAp).

k>1
On dit aussi que (X, 44) est un espace mesuré.
On donne ici des premiers exemples de mesures.

Exemple 1.2. Soit X un ensemble.
1. Pour tout x € X, on définit d, sur X par d,(A) = xa(z) (ot x4 désigne la fonction indicatrice
de A). On vérifie facilement que ¢, est une mesure sur X, appelée mesure de Dirac au point z.
2. Pour toute partie A C X, on pose u(A) = A, ot §A désigne le cardinal de A dans [0, 400].
L application p est clairement une mesure sur X, appelée mesure de comptage sur X.

Remarque 1.3. 1. La définition d’une mesure donnée dans la définition 1.1 correspond a ce qui est
souvent appelé une mesure extérieure. Ici, 1(A) est définie pour toute partie A de X, méme si A
n’est pas mesurable (cette notion d’ensemble mesurable n’a pas encore été définie). Voir aussi la
remarque 1.14 plus bas.

2. Si u est une mesure sur X, alors pour toutes parties A C B C X, ona pu(A) < u(B).

On définit maintenant la restriction d’une mesure a une partie :

Définition 1.4. Soient X un ensemble, 1 une mesure sur X et A C X. On définit la mesure p restreinte
a A, notée ul_ A, par
pl-A(B) = u(AN B)

pour tout B C X. On notera que L A est encore une mesure sur X.
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Si (X, ) est un ensemble mesuré, certaines parties sont dites mesurables :

Définition 1.5. Soient X un ensemble et x une mesure sur X. Si A C X, on dit que A est mesurable
(ou p-mesurable) si, et seulement si, pour tout B C X,

1(B) = u(BNA) + u(B\ A).
Voici quelques propriétés des ensembles mesurables :

Proposition 1.6. Soient X un ensemble et ;¢ une mesure sur X.

SiAC Xetu(A) =0, alors A est mesurable.

Si A C X, A est mesurable si, et seulement si, X \ A est mesurable.

Si A C X, tout ensemble mesurable pour . est aussi mesurable pour L A.

Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables, alors U A et ﬂ A} sont mesurables.
E>1 E>1

5. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables deux a deux disjoints, alors

Iz (U Ak) = u(Ap).

k>1 k>1

W=

6. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ay, C Ay pour tout k, alors

o (U Ak) = Jimp(Ay).

k>1

7. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ay, D Ay pour tout k et ;1( A1) < +o0,
alors

k>1

La preuve est laissée en exercice (cf [45, Chapter 1, Section 1.1, Theorem 1]). On peut ajouter :

Proposition 1.7. Soient X un ensemble et ;4 une mesure sur X.
1. Si A, B C X sont mesurables, alors

1(AU B) + u(AN B) = p(A) + p(B).

2. Si (Ag)k>1 est une suite d’ensembles mesurables tels que, pour tous k,l > 1 avec k # [,
(A N A;) =0, alors

17 (U Ak) = u(Ag).
k>1 k>1

Démonstration. Pour 1, on remarque que AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB), A= (A\B)U(ANB),
B = (B\ A) U (AN B), et que ces unions sont disjointes. On en déduit la formule annoncée si
u(AN B) < 400 (car dans ce cas, (A \ B) = u(A) — (AN B)etu(B\ A) = pu(B) — u(AnN B)).
Siu(ANB) = +4o0,onaaussi u(A4) = pu(B) = u(AU B) = 400, et la formule est encore valable.

Pour 2, on vérifie par récurrence sur n et en utilisant 1 que, pour tout n > 1, u ( U Ak) =
1<k<n

Z ((Ag). On en déduit 2 car lim p U A | = p U Ay |, par le point 6 de la propo-
1<k<n noreet \icken k>1
sition 1.6.
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Remarque 1.8. Un cas particulier de la propriété 2 de la proposition 1.7 est le cas ou les A sont deux
a deux disjoints, rappelé en 5 de la proposition 1.6.

Voici une autre propriété ([98, Exercise 1.2]) :

Lemme 1.9. Soient X un ensemble et ;¢ une mesure sur X. Soient A C B C X. On suppose p(A) =
w(B) < 4o0. Alors, pour tout C' C X mesurable, u(ANC) = pu(BNC).

Démonstration. Comme C' est mesurable, on a u(A) = p(A\ C) + u(ANC) et u(B) = u(B\
C)+u(BNC).Comme A C B,onaaussi A\ C C B\ C,donc u(A\ C) < p(B\ C). Comme
p(A) = p(B) < 400, on obtient

W(BNC) = u(B) — (B C) < u(A) — u(A\ C) = (AN C),
et comme (AN C) < p(B N C) par inclusion, on obtient la conclusion. O

Définition 1.10. Soient X un ensemble et 7 C P(X). On dit que 7 est une tribu si, et seulement si :
L0eT,
2. pourtout Aec T,X\AeT,

3. pour toute suite (A)r>1 € 7, U AL eT.
k>1

Si (7;)icr est une famille de tribus de X, alors

ﬂ’ﬁ ={AC X; Ae T;pourtoutic I}

el
est aussi une tribu de X. Cela permet de définir la tribu engendrée par une partie A C P(X) comme
I’intersection de toutes les tribus de X contenant A. C’est la plus petite tribu (au sens de 1’inclusion)
contenant A.
On définit aussi la notion de classe monotone, qui servira pour la preuve du Lemme 1.47 plus loin :

Définition 1.11. Soient X un ensemble et M C P(X). On dit que M est une classe monotone si, et
seulement si :

1. X e M,
2. siA,Be MetAC B,alors B\ A€ M,

3. pour toute suite (A, )n>1 d’éléments de M avec A,, C A,,41 pour toutn > 1, U A, € M.
n>1
Comme dans le cas des tribus, on définit la classe monotone engendrée par une partie A C P(X) comme
I’intersection de toutes les classes monotones de X contenant A. C’est la plus petite classe monotone
(au sens de I’inclusion) contenant A.

On vérifie qu’une tribu est une classe monotone, et qu’une classe monotone stable par intersection
finie est une tribu.
On énonce ici le lemme des classes monotones :

Théoréme 1.12. Soient X un ensemble et A C P(X) stable par intersection finie. Alors la classe
monotone engendrée par A et la tribu engendrée par A coincindent.

On pourra se reporter a [13, Théoreme 1.3.3] pour la preuve. Une conséquence importante de ce
théoreme est le résultat suivant d’unicité des mesures :

Corollaire 1.13. Soient X un ensemble, A C P(X) stable par intersection finie et 7 la tribu engendrée
par A.
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1. Soient p, v deux mesures sur X, telles que pu(X) = v(X) < +oo. On suppose que p(E) =
v(E) pour tout E € A. Alors p(FE) = v(FE) pour tout £ € T .
2. Soient p, v deux mesures sur X. On suppose que p(E) = v(E) pour tout E' € A et qu’il existe
une suite croissante (X, ),>1 € A telle que U X, = X etmu(X,) = v(X,) pour tout n > 1.
n>1
Alors u(E) = v(E) pour tout E € T.
Démonstration. On commence par le cas 1. Soit M I’ensemble des E € T tel que p(E) = v(E). On
vérifie que M est une classe monotone. En effet, X € M car u(X) = v(X). Soient A C B dans M.
Alors, comme p(B) < +ooetv(B) < +oo,

B\ A) = u(B) — p(4) = v(B) — v(4) = v(B\ A).

Soit enfin (A,,),>1 une suite d’éléments de M avec A,, C A, pour tout n > 1. Alors

() =t =t (Y )
Comme M est une classe monotone contenant .4, M contient donc la classe monotone engendrée par
A, qui est égale a T par le théoreme 1.12.

Pour 2, soit n > 1. D’apres le cas 1, les mesures L X, et v X,, coincident sur 7, ce qui signifie
que, poutout £ € T ettoutn > 1, u(ENX,,) = v(E N X,). Il suffit alors de faire tendre n vers +oo
pour conclure que u(E) = v(E). O

Remarque 1.14.
Une mesure est souvent définie sur une tribu et non sur I’ensemble de toutes les parties d’un ensemble
donné. Le lien entre la notion usuelle de mesure et celle présentée ici est le suivant. Si X est un ensemble
et i est une mesure sur X au sens de la définition 1.1, alors I’ensemble des parties mesurables pour p
forme une tribu de X (proposition 1.1) et :

L u(@) =0,

2. pour toute suite de parties mesurables deux a deux disjointes (Ay)x>1,

Iz (U Ak) = u(Ap).

E>1 E>1

Cet énoncé est attribué a Carathéodory (voir [89, Theorem 1.15]). Réciproquement, si 7 est une tribu de
Xetu: T — [0,+00] vérifie les propriétés 1 et 2 précédentes pour toute suite de parties deux a deux
disjointes (Ay)x>1 appartenant a 7, et si on définit, pour toute partie A C X,

u*(A) = Be%?fBJAM(B)’ (1.15)

alors p* est une mesure au sens de la définition 1.1 (exercice, voir [98, Chapter 1, Section 1.1]). On a
w*(A) = p(A) pour toute A € T.

On vérifie de plus que, si F € T, alors F est mesurable pour p*. En effet, soient A C X etk > 1.1l
existe B D A appartenant a 7 tel que pu(B) < p*(A) + % Alors, comme B et F appartiennent a 7,

1

p(A) 2 w(B) ~ 1 = w(BNE) ~ (B\ )~ 1 > u*(ANE) ~ i (A\ B) - 1,

et comme c’est vrai pour tout £ > 1, on obtient
P (A) > p (ANE) —p (A\ E),

et comme la majoration p*(A) < p*(ANE) — p*(A\ E) est vraie par inclusion et sous-additivité de
1*, on obtient bien que F est mesurable pour y*.
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Définition 1.16. Soient X un ensemble et 1 une mesure sur X. On dit que p est o-finie si, et seulement

si, il existe une famille dénombrable de parties (Xj)r>1 C X telles que X = U X et u(Xg) < 00
E>1

pour tout £ > 1.

Définition 1.17. Soit (X, d) un espace métrique. La tribu engendrée par les ouverts de X s’appelle tribu
borélienne de X. Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.18. Soient X un ensemble et 4 une mesure sur X.

1. La mesure p est dite réguliere si, et seulement si, pour tout A C X, il existe un ensemble
mesurable B D A tel que u(A) = u(B).

2. Si (X, d) est un espace métrique, p est dite borélienne si, et seulement si, tout ensemble borélien
est mesurable.

3. Si (X, d) est un espace métrique, 4 est dite borélienne réguliere si, et seulement si, x est boré-
lienne et, pour tout A C X, il existe un borélien B D A tel que u(A) = u(B).

4. Si (X, d) est un espace métrique, u est une mesure de Radon si, et seulement si, 1 est borélienne
réguliere et 1 (K) < +oo pour tout compact K C X.

Remarque 1.19. On revient a la remarque 1.14. Soient X un ensemble et 1 une mesure sur X (au sens
de la définition 1.1). On commence par restreindre 4 aux parties mesurables, puis on définit z par (1.15).
Alors i(A) = p(A) pour toute A C X si, et seulement si, u est réguliere. En effet, si  est réguliere et
A C X,ilexiste B D Atel que u(B) = u(A), donc j1(A) = u(A). Réciproquement, supposons i = /i
et soit A C X. Pour tout k > 1, il existe Ay D A mesurable tel que p(Ay) < p(A) + 1. On pose alors
B := ﬂ Ay, qui est mesurable. On a bien B D A et u(A) < u(B) < u(Ag) pour tout k£ > 1, de sorte

k>1
que pu(B) = p(A).

La propriété suivante sera utilisée par la suite :

Proposition 1.20. Soient (X, d) un espace métrique et ;1 une mesure borélienne réguliére sur X. Soit
A C X mesurable avec (1(A) < +o0. Alors v := ;1L A est une mesure de Radon.

Démonstration. 11 est clair que v(K) < +oo pour tout compact K C X et que tout borélien est v-
mesurable (proposition 1.6, assertion 3).
On peut supposer que A est borélien. En effet, il existe un borélien B tel que A C Bet u(A) = u(B) <
—+o00. Alors

plA=pul B. (1.21)

En effet, comme A est u-mesurable,

w(B\ A) = u(B) — u(A) = 0.
De plus, pour tout C' C X,

(kLB)(C) = wBNC)
wW(CNBNA)+u((CNB)\ A)

w(CNA)+u(B\A)

(L A)(C).

Al

Comme on a aussi clairement (@ A)(C) < (uL_B)(C), on obtient bien (1.21).

On peut donc supposer A borélien. Soit C' C X. Comme p est borélienne réguliere, il existe un borélien
E > AnCtel que u(E) = p(ANC). On définit D := EJ(X \ A), qui est un borélien qui contient
C. De plus,

(WL A)(D) = W(AN D) = p(AN E) < u(E) = p(ANC) = (ul-A)(C),
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et I'inégalité (ul_A)(C) < (ploA)(D) est immédiate. Ainsi, (uL_A)(D) = (uL-A)(C), ce qui
termine la preuve. 0

Voici une variante :

Proposition 1.22. Soient (X, d) un espace métrique et x4 une mesure de Radon sur X. Soit A C X
borélien. Alors v := u L A est une mesure de Radon.

Démonstration. 11 est clair a nouveau que v(K) = u(AN K) < u(K) < +oo pour tout compact
K C X (car p est de Radon) et que tout borélien est v-mesurable (proposition 1.6, assertion 3).

Soit C' C X. Comme p est borélienne réguliere, il existe un borélien £ D A N C' tel que u(E) =
w(ANC). On définit D := E[J(X\A), qui est un borélien (rappelons que A est borélien par hypothése !)
qui contient C'. De plus,

(n-A)(D) = p(AND) =p(ANE) < p(E) = p(ANC) = (pl-A)(C),

et I'inégalité (ul-A)(C) < (uloA)(D) est immédiate. Ainsi, (uL_A)(D) = (uL-A)(C), ce qui
termine la preuve. 0

Un phénomene important concernant les mesures boréliennes est constitué par leurs propriétés d’ap-
proximation ([98, Theorem 1.10]) :

Lemme 1.23. Soient (X, d) un espace métrique, x une mesure borélienne sur X et B C X un ensemble
borélien.

1. Si pu(B) < 00, alors pour tout £ > 0, il existe un fermé F' C B tel que u(B \ F) < e.

2. S’il existe une famille dénombrable d’ouverts (V},),>1 tels que p1(Vj) < 400 pour tout & > 1 et

B C U V., alors pour tout € > 0, il existe un ouvert U D B tel que (U \ B) < e.
k>1

Démonstration. Pour 1, on pose v := pl_ B. La mesure v est borélienne et finie (i.e. v(X) < +00).
On définit

F :={A C X; pourtout e > 0, il existe un fermé F' C Aetunouvert U D Atelsque v(U \ F) < e} J}

On vérifie d’abord que F contient tous les fermés de X . En effet, soient " un fermé de X ete > 0. Pour
tout entier k£ > 1, soit

1
Uy := {x € X;d(x, F) < k}’
qui est un ouvert de X. Pour tout k& > 1,

1
Vk::Uk\F:{:L‘EX;O<d(:L‘,F)<k}

estun ouvert de X, Vi1 C Vet n Vi, = 0. Comme v(V]) < +o0, il existe k > 1 tel que v(Vj) < ¢,
k>1

ce qui donne la conclusion.

On vérifie ensuite que F est une tribu. En effet, ) € Fetsi A € F, X \ A € F. Enfin, si (Ay)x>1 est

une suite d’éléments de F et € > 0, alors, pour tout £ > 1, il existe un fermé Fj, C Ay et un ouvert

Uk D Ay tels que v(Uy \ F) < 5. Soit U := U Uk, qui est un ouvert de X. Comme v(U) < +o0,

k>1
im v U\ |J F| = v|JU\U F
merhe 1<k<m k>1 k>1
< v| U\ F)
k>1
< Y v(Up\ Fr) <e,
k>1
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de sorte qu’il existe un entier m > 1 tel que

V(U\ U Fk> <e,

1<k<m

U F}, estun fermé et U F,cAcCU.
1<k<m 1<k<m
Ainsi, F est une tribu contenant tous les fermés de X, donc tous les boréliens, ce qui termine la preuve

de 1.
Pour 2, par le point 1, pour tout k£ > 1, il existe un fermé Fy, C Vi \ B tel que u((Vi \ B) \ F) < o7
Soit U := U (Vi \ Fk), qui est donc un ouvert de X. On vérifie facilement que B C U et que

k>1
w(U\ B) < e. O

Théoreme 1.24. Soient (X, d) un espace métrique et | une mesure de Radon sur X.
1. Soit A C X. On suppose qu’il existe une famille dénombrable d’ouverts (Vi)i>1 tels que

w(Vi) < 400 pour toutk > 1 et A C U Vi, alors
k>1

u(A) = inf n(U),

U ouvert ,UDA

2. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts (K, )m>1 tels que X = U K.
m>1
Alors, pour tout ensemble -mesurable A C X,

n(A) = sup u(K).
K compact , KCA

On notera que A n’est pas supposé mesurable dans 1.

Démonstration. Pour 1, il suffit clairement de traiter le cas p(A) < +oo. Si A est borélien, et si e > 0,
le lemme 1.23 fournit un ouvert U D A tel que u(U \ A) < &, ce qui donne la conclusion car u(U) =
w(A) 4+ pu(U\ A) < +oo. Dans le cas général, il existe un borélien B D A tel que u(A) = u(B). 1l
s’ensuit que

A)=pu(B) = inf U
wA) = u(B) UOUVleI%t7UDBM( )
> inf u(U),

U ouvert , UDA

ce qui termine la preuve puisque 1’inégalité inverse est immédiate.

Pour 2, soit A un ensemble mesurable tel que p(A) < +oo. On définit v := pl_ A, qui est une mesure
de Radon par la proposition 1.20. Soit e > 0. Par le point 1 appliqué avec v et X \ A, il existe un ouvert
UDX\Atelquev(U) <v(X\A)+e=e.SiF=X\U,F estferméet F C A.De plus,

WA\ F) = v(X \ F) = v(U) < e,

si bien que
0 < pu(A) —p(F) <e.

On a donc établi

p(d) = sup  p(F). (1.25)
F fermé ; FcA
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On passe maintenant au cas ot y(A) = +oo. On peut supposer la suite (K, )n>1 croissante (remplacer

chaque K, par I'union des K pour 1 < [ < m), eton pose K|, := K, \ K,,—1 pour tout m > 2 et

K1 := K, de sorte que les K, sont deux a deux disjoints et X = U K],.Comme (A) = +00,0na
m>1

+oo=pu(A) =Y uwANKy).

m>1

Comme g est une mesure de Radon, (AN K),) < 400 et le cas précédemment traité fournit un fermé
Fn C ANK}, tel que p(Fp) > p(ANK},) — 5=.0na | | Fp C Aet

m>1

(U m) = n (U
1<m<l m>1
= Z N(Fm)

m>1

1

> ANK! ) — —
= +4oo.

Comme U F,,, est un fermé pour tout /, on obtient bien (1.25) également dans ce cas.
1<m<l
Enfin, comme, pour tout fermé F' C X, u(F) = liIJTrl u(F N Ky,) et F'N K, est compact, on obtient
m——+00

finalement la conclusion de 1’assertion 2 du théoreme 1.24. O

Voici des exemples de mesures de Radon :

Exemple 1.26. 1. La mesure de Lebesgue £, qui sera définie plus bas (section 2) est une mesure
de Radon sur R" (voir la proposition 1.46).
2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout x € X, la mesure &, (voir I’exemple 1.2) est une
mesure de Radon.
3. Soit (X, d) un espace métrique. La mesure de comptage sur A (voir I’exemple 1.2) est une
mesure borélienne réguliere. C’est une mesure de Radon si, et seulement si, tout compact de X
est un ensemble fini, ¢’est-a-dire X est un espace discret.

Pour poursuivre cette section, voici une condition nécessaire et suffisante pour qu’une mesure soit boré-
lienne :

Théoreme 1.27. [Critere de Caratheodory] ([45, Chapter 1, Theorem 5], [64, Lemma 3.3.5]) Soient
(X, d) un espace métrique et | une mesure sur X. Alors  est borélienne si, et seulement si, pour tous
A,B C X avec d(A,B) >0, ona u(AUB) = u(A) + pu(B).

Démonstration. On suppose d’abord . borélienne. Soient A, B C X avec d(A, B) > 0.On définit U :=
{z € X; d(x,A) < d(x, B)}. Alors U est un ouvert contenant Aet UNB =(.0Ona (AUB)\U = B
et (AUB)NU = A. Comme U est ouvert, U est borélien donc mesurable, de sorte que

AU B) = u((AUB)\U) + p((AUB)NU) = u(B) + p(A).

On suppose maintenant que, pour tous A, B C X avec d(A, B) > 0,ona u(AU B) = u(A) + u(B).
On cherche a montrer que w est borélienne. 11 suffit de montrer que les fermés sont mesurables, car les
ouverts le seront donc aussi, donc les boréliens. Soit donc F' C X un fermé. On veut montrer que F' est
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mesurable, ce qui signifie que, pour tout A C X, u(A) = u(A\ F) + u(AN F). On a clairement, par
inclusion et sous-additivité de p, u(A) < u(A\ F) + u(A N F). 1l suffit donc de vérifier

(AN F) + p(ANF) < p(A). (1.28)

11 suffit de le voir quand p(A) < +oc. Pour tout & > 1, soit
1

Fy = {ﬂs € X;d(x,F) < k:}

Comme d(A\ F,, ANF) > %, I’hypothese sur 4 montre que
WA\ Fy) + m(ANF) = p((A\ Fy) U (AN F)) < p(A).
11 suffit donc, pour terminer la preuve du théoréeme 1.27, de montrer que
lim p(A\ Fy) = u(A\ F). (1.29)
k—4o0

Pour cela, pour tout k£ > 1, on définit

1 1
= ¢ — <— .
Ry, {xeA,k+1<d(x,F)_k}

Pour tous ¢, > 1 avec j > i + 2, d(R;, R;) > 0. On a donc, pour tout m > 1 et en utilisant & nouveau
I’hypothese sur g,

u( U RQi) = > u(Ra),

1<i<m 1<i<m
et de méme
Z p (Rait1) < p(A),
1<i<m
de sorte que
ZN ) < 2u(A) < +o0. (1.30)
i>1

Comme F est fermé, pour tout z € X, x ¢ F si, et seulement si, d(x, F)) > 0. On a donc, pour tout
k>1,

A\F = (A\ Fy) U(UR)

m>k
si bien que
PANF) = > u(Ri) < p(A\ Fy) < p(A\ F),
m>k
et, en faisant tendre k vers 4oo et utilisant (1.30), on obtient bien (1.29). ]

On termine cette section en définissant le support d’une mesure.

Définition 1.31. Soient X un espace métrique séparable et ;1 une mesure sur X. On définit le support
de i, noté Supp(u), comme

spt == X \ {zx € X; il existe r > 0 tel que u(B(x,r)) =0}.
En d’autres termes, le support de p est le plus petit fermé F' tel que u(X \ F') = 0.
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1.2 Fonctions mesurables

Définition 1.32. Soient X un ensemble, Y un espace métrique et x une mesure sur X.Si f : X — Y,
f est mesurable (ou p-mesurable) si, et seulement si, pour tout ouvert w C Y, f~1(w) est yu-mesurable.

On notera que, si f est mesurable, alors pour tout borélien E C Y, f~!(E) est u-mesurable.

Proposition 1.33. ([45, Chapter 1, Section 1.1, Theorem 6]) Soit (fx)x>1 : X — [—00, +00] une suite
de fonctions mesurables. Alors supy, fx, infi fx, lim fj et lim f;, sont mesurables.

Dans cette proposition, [—o00, 00| est muni de la topologie, donnée par la métrique standard

d(z,y) := |arctan x — arctan y|, avec la convention arctan(—oo) = —§ et arctan(+o0) = 7.

1.3 Mesure image

Définition 1.34. Soient X, Y des espaces métriques, f : X — Y une application et ;1 une mesure sur
X . La mesure image, notée f3/1, de u par f est donnée par fyuu(A) = pu(f~*(A)) pourtout A C Y.

Il est laiss€ au lecteur le soin de vérifier que fx est une mesure sur Y. Si X et Y sont des espaces
métriques séparables et si 4 est une mesure de Radon sur X (a support compact), alors f;u est une
mesure de Radon (et Supp(fyit) = f(Supp(p))). Il est facile de voirque si f : X — Yetg:Y — RT
sont des fonctions boréliennes et si x est une mesure de Borel sur X,

[ adrn= [ (go pan (1.35)

En particulier, g est intégrable par rapport a f;/ si et seulement si g o f est intégrable pour 1. Voir [98]
chapitre 1 pour plus de détails.

1.4 Prolongements d’applications continues
On commence par le lemme d’Urysohn ([125, Theorem 2.12]) :

Lemme 1.36. [Lemme d’Urysohn] Soient (X, d) un espace métrique et F', G deux fermés disjoints dans
X. Alors il existe une fonction continue f : X — [0, 1] telle que f = Osur Fet f = 1 sur G.

Démonstration. 11 suffit de poser

pour tout x € X. O

Remarque 1.37. On peut donner une version de ce lemme pour des fonctions C'*°, voir I’exercice 1.232
plus loin.

Théoreme 1.38. [Théoréme de Tietze Urysohn] Soient (X, d) un espace métrique, K C X un compact
et f : K — R une fonction continue. Alors il existe une fonction F' : X — R continue bornée telle que
F(x) = f(z) pour tout x € F et

1 oo = 11flloo -

Démonstration. Comme f est bornée sur KX (fonction continue sur un compact), on peut supposer que
—1 < f(z) < 1 pour tout z € K. On définit

K+;_{xeK; f(z) > },K‘:_{xeK; f(x)g—;}.

W=
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Les ensembles K et K~ sont des fermés de X disjoints. Le lemme 1.36 fournit une fonction f; : X —
[—%, %} telle que fi(z) = % pourtout z € Kt et fi(z) = _% pour tout z € K. On a donc
2
|f(x) = fi(z)] < 3 pour tout x € K

et
1
|f1(z)] < 3 pour tout z € X.

On construit ainsi par récurrence une suite de fonctions ( f,,),>1 continues sur X telles que

‘f(x) S )

J=1

2 n
< (3) pour tout x € K

et
172 n—1
|fn(z)] < 313 pour tout x € X.

La fonction F'sur X définie par F'(z) := fn(z) pour tout z € X vérifie les conclusions voulues. [
n>1

1.5 Approximation par des fonctions continues

Théoreme 1.39. [Théoréme de Lusin] Soient (X, d) un espace métrique, p une mesure de Radon sur X
et f: X — R une fonction u-mesurable. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts

(Xm)m>1 tels que X = U Xm. Soit A C X mesurable avec p(A) < +o0. Pour tout £ > 0, il existe
m>1
un compact K C X tel que :

1. u(A\K) <e,

2. f|k est continue.

Démonstration. Soit (I,),>1 la famille dénombrable de tous les intervalles ouverts de R dont les bornes
appartiennent 2 Q ou valent +o0o ou —oo. Comme f~1(I,) et f~1(R\ I,,) sont mesurables, il existe,
par le théoréme 1.24, des compacts K,, et K, tels que K, C [~ () et u(f 1 (1) \ Kpn) < 551,
K, c fTYR\ L) et u(f~H R\ 1) \ K},) < 551, de sorte que p(A\ (K, UK],)) < 5. On
pose K := ﬂ (K, U K), qui est bien compact et vérifie u(A \ K) < e. De plus, la restriction de
n>1
f a K est continue. En effet, soientn > letx € f~!(I,) N K. Comme f(r) € I,etz € K,ona
r € U, := X\ K. Ainsi, z € KNU, et KNU, est ouvert dans K, ce qui montre bien que f~1(I,,)NK
est un ouvert de . Comme tout ouvert de R est une réunion d’intervalles I, (exercice 1.233 plus loin),
on a terminé la preuve. ]

Corollaire 1.40. Soient (X, d) un espace métrique, x une mesure de Radon sur X et f : X — R une

fonction pi-mesurable. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts (K, )m>1 tels que

X = U Kp,. Soit A C X mesurable avec y(A) < +oo. Pour tout € > 0, il existe une fonction
m>1

continue g : X — Rtelle que u ({z € 4; f(x) #g(x)}) <e.

Démonstration. Par le théoreme 1.39, il existe un compact K C A tel que u(A \ K) < e et f|x est
continue. Le théoreme 1.38 donne alors une fonction g : X — R continue telle que g(z) = f(x) pour
tout z € K, de sorte que

i({w € A5 f(a) # g(@)}) < p(A\ K) < .
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Théoréme 1.41. [Théoréme d’Egoroff] Soient (X, j1) un espace mesuré tel que pi(X) < 400 et (fn)n>1
une suite de fonctions mesurables de X dans R. On suppose qu’il existe f : X — R telle que f(z) =

li&l fn(x) pour tout x € X. Alors, pour tout € > 0, il existe E C X mesurable tel que n(X \ E) < €
n—-+0o

tel que fn, — f uniformément sur E.

Démonstration. Soit € > (. Pour tous j, k > 1, on pose

B = U {o € X: 1fila) - f@)] > 274}

2]

Comme f est mesurable, E; j, est mesurable. Soit & > 1. Pourtoutj > 1, E; 1 C Ejy et ﬂ Ej= 0,
j>1
de sorte qu’il existe J;, > 1 tel que, pour tout j > Jy, u(E;x) < £27% (on utilise ici le fait que
u(X) < 400). Ainsi, on peut construire une suite d’entiers (ji)r>1 strictement croissante telle que,
pour tout k > 1, u(Ej, ) < €27*. Posons alors E := U E;, k- Onabien u(E) < €. De plus, si k > 1
E>1
etx ¢ E, alors, pour tout i > jg, | fi(z) — f(z)| < 27%, ce qui montre bien la convergence uniforme de
(fi)i>1 vers fsur X \ E. O

On notera que la conclusion du théoréme 1.41 est fausse si on suppose p(X) = +oo (voir I’exercice
1.228 plus loin).

Dans la suite, on supposera connus les résultats de base concernant le calcul intégral : définition de
I’intégrale de Lebesgue, théoremes de convergence monotone, de convergence dominée et de Fatou. On
pourra se reporter a [45, 48, 125].

On rappelle toutefois la construction de la mesure produit :

Définition 1.42. Soient X,Y des ensembles, i une mesure sur X, v une mesure sur Y. On définit la
mesure u X v : X X Y — [0, +00] de la fagon suivante : si S C X x Y, on pose

(1 x v)(S) = inf (Z U(Ai)V(Bi))

i>1

ol la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables d’ensembles p-mesurables (A;);>1
inclus dans X et toutes les familles dénombrables d’ensembles v-mesurables (B;);>1 inclus dans Y
telles que
S C U A; x B;.
i>1

La mesure p X v est appelée mesure produit de 4 et de v.
On rappelle également le théoréme de Fubini :

Théoreme 1.43. ([45, Chapter 1, section 1.4, Theorem 1]) Soient X,Y des ensembles, | une mesure
sur X et v une mesure sur'Y (on ne suppose pas [ ni v réguliere).
1. La mesure pu X v est réguliere sur X x Y.
2. Si A C X est u-mesurable et B C Y est v-mesurable, alors A x B est u x v-mesurable et
(1 x v)(Ax B) = u(A)v(B).
3. Soit S C X XY, supposé o-fini pour n X v (voir la définition 1.16). Alors, pour v-presque tout
y €Y, 'ensemble S, := {x € X; (x,y) € S} est p-mesurable, pour p-presque tout x € X,
Iensemble S* := {y € Y; (z,y) € S} est u-mesurable, et

(1 x 0)(8) = [ wlS)av(w) = [ v(S7)du(a).
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4. Soit f : X xY — [0,+00| une fonction |1 x v-mesurable et o-finie (ce qui veut dire que
{r € X XY f(x,y) # 0} est une réunion dénombrable de parties de X x Y de mesure finie
pour la mesure v X v). Alors la fonction y — [ f(x,y)du(z) est v-mesurable, la fonction
x — [y f(z,y)dv(y) est p-mesurable et

/)(ny(x,y)d(MXV)(x,y)=L(/)( f(x,y)du(w)) dV(y)=/)((Lf(w,y)dV(y)> dp(z).
(1.44)

5. Soit f : X XY — R une fonction p x v-intégrable et o-finie. Alors, pour v-presque touty € Y,
Jx |f(z,y)| du(x) < 400 et la fonction y — [ f(x,y)du(z) est v-intégrable. Pour ji-presque
toutx € X, [y |f(z,y)|dv(y) < 400 et la fonction v — [y f(x,y)dv(y) est p-intégrable et
(1.44) est vérifiée.

On notera que les conclusions de 4 et 5 dans le théoréme de Fubini ne subsistent plus si on supprime
certaines hypotheses, voir I’exercice 1.231 plus loin.

2 La mesure de Lebesgue dans R"

2.1 Définition

On définit la mesure de Lebesgue dans R™ de la facon suivante :

Définition 1.45. 1. Un cube @ de R"™ est un produit d’intervalles ayant tous la méme longueur,
appelée longueur du c6té de Q.
2. Si Q C R™ est un cube, dont la longueur du coté est égale a [, on définit la mesure de Lebesgue

de @ par
L£Q) =1"

3. On définit, pour tout A C R", la mesure de Lebesgue L™ de A par

LMA) = inf Y L£(Q))

j=1

ol la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables de cubes (Q;);>1 de R"

telles que A C U Qj.
jzl

On rappelle les propriétés suivantes ([48, Theorem 2.40], [45, Chapter 1]) :

Proposition 1.46. 1. La fonction £ est une mesure de Radon sur R".

2. Si A C R™, A est mesurable pour L£" si, et seulement si, il existe des boréliens Ag C A C A3
tels que L™ (A1 \ Ap) = 0.

3. Pour tout ensemble mesurable £ C R", il existe des ensembles A, As, N1, N tels que £ =
A1 UNp = Ay \ No, L'(Ny) = L(N3) = 0, A; est une réunion dénombrable de fermés et A
une intersection dénombrable d’ouverts.

4. La mesure £" sur R™ vérifie la propriété de récurrence suivante : sin = k + [ avec k, [ € [1,n]
et si on considere que R” = R* x R/, alors £ = £F x L.

5. Les conclusions du théoréme 1.24 s’appliquent a la mesure £, et portent habituellement le nom
de “propriété de régularité de la mesure de Lebesgue”.
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2.2 Caractérisation de la mesure de Lebesgue

On termine ce paragraphe par une caractérisation de la mesure de Lebesgue dans R”™ comme mesure

borélienne invariante par translation :

Lemme 1.47. On note Q) := [0, 1[™. Soit m une mesure borélienne sur R™. On suppose que :
1. pour tout borélien A C R" et tout a € R", m(A + a) = m(A) (autrement dit, A est invariante

par translation),

Alors m(B) = L™(B) pour tout borélien B C R™.

Démonstration. On I’écrit pour n = 2, mais 1’argument est analogue en toute dimension.

Soient J, K > 1 des entiers. Comme
—1 7 k—1 k
Qo = U [‘7J7JJ|:X[K7K[7
1<5<J, 1<k<K

on a donc, d’apres I’invariance de m par translation,

w5 (P - (b

=>J=Jy A

Ainsi, toujours par invariance par translation, pour tous [, m € N,

({l l—I—l[ {m m—l—lD 1
mi|=— | X|= ——|)=—
JJ K K JK

Si maintenant L, M > 1 sont des entiers,

b,

0<I<L—-1, 0<m<M-1

i l—I—l[X{m m—i—l{
J o J ’

donc, en utilisant encore I’invariance par translation, on obtient

(o] o252

On a donc montré que, pour tous r, s > 0 rationnels,

m ([0, 7] x [0,s]) = rs.

1
K

)

(1.48)

Sir,s > 0, il existe une suite (7 )x>1 de rationnels qui converge vers r en croissant et une suite (S )x>1
de rationnels qui converge vers s en croissant, et on a donc encore (1.48). Une nouvelle utilisation de

I’invariance par translation montre alors que, pour tous a < a’ et tous b < ¥/,

m ([a,d'[ x [b,V']) = (¢' — a)(b' = ).

Enfin, comme la tribu borélienne est engendrée par les ensembles du type [a,a’[ x [b, b'[ (il suffit de
voir que tout ouvert de R? peut s’écrire comme réunion au plus dénombrable de tels ensembles, voir le
lemme 1.51 plus bas), on obtient bien, grice au corollaire 1.13, que m(B) = £2(B) pour tout borélien

B c R2.

O]

Corollaire 1.49. Soit m une mesure borélienne sur R” invariante par translation. Alors, si C' = m(Qo)

(ou Qo = [0,1["), on am(B) = CL™(B) pour tout borélien B C R".
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Démonstration. Si C' > 0, on applique le lemme 1.47 2 zm. Si C = 0, alors pour tous £y, ..., k, € Z,
par invariance par translation,

m ([k1, k1 + 1] ¥ ... [kn, kn + 1) = 0,

et comme
R'=  |J [k kr+ 1] x oo [kn, ko + 1],
k1,....kn€Z

onam(R") = 0. O

2.3 Changement de variables pour la mesure de Lebesgue

On commence par une définition :

Définition 1.50. Soient j € Z et n > 1. On appelle Q; la famille des cubes de R™ de la forme
[1i_q[ax2?, (ax +1)27] avec aq, ..., a, € Z. Un cube Q C R™ est appelé cube dyadique si, et seulement
si,Q € Q; pourun j € Z.

On vérifie que, si deux cubes dyadiques ont des intérieurs non disjoints, alors I’un des cubes est
inclus dans I’autre.
On aura besoin dans cette section du résultat suivant :

Lemme 1.51. Soit 2 C R™ un ouvert. Alors il existe une famille au plus dénombrable de cubes fermés
(Qk)k>1 d’intérieurs deux a deux disjoints tels que 2 = U Q.
E>1

Démonstration. Si§) C R™ estun ouvert différent de R™, pour chaque x € €2, il existe un cube dyadique
maximal (), contenant z et inclus dans 2, et pour tout point y € Q,, ), est aussi le cube dyadique
maximal contenant y et inclus dans €). Les cubes dyadiques ainsi obtenus ont des intérieurs deux a
deux disjoints par la remarque suivant la définition 1.50 et la propriété de maximalité, et ils forment une
famille dénombrable de cubes recouvrant €2. Enfin, si {2 = R", la conclusion est immédiate. O

Remarque 1.52. 1. La décomposition §2 = U Q) obtenue dans le lemme 1.51 est une décompo-
E>1
sition de €2 en cubes de type Whitney. Voir aussi I’exercice 1.234 plus bas et le théoréeme 2.59 du
chapitre 2.
2. Une version du lemme 1.51 dans les espaces métriques doublants sera donnée dans la proposition
1.216 plus loin.

On commence par considérer le cas de changements de variables linéaires :

Proposition 1.53. Soit T : R™ — R” linéaire. Alors, pour tout ensemble A C R™ mesurable,
LMT(A)) = |det T| L™(A).

Démonstration. SiT n’est pas un isomorphisme, alors T'(A) est contenu dans un sous-espace de R™ de
dimension au plus n — 1 et on a donc L™(7'(A)) = 0 comme annoncé. On peut donc supposer que 7" est
un isomorphisme.

On remarque d’abord que, pour tout borélien B C R™, T'(B) est borélien. Pour le voir, il suffit de
considérer { A C R™; T'(A) est un borélien}, qui est une tribu contenant tous les ouverts de R"™ (parce
que T est un homéomorphisme de R™ sur R™), donc les boréliens.

On définit alors, pour tout B C R”, m(B) := L"(T(B)). Alors m est une mesure invariante par
translation et C' := m(Qo) < +oo car T(Qo) est borné (on rappelle que Q)9 = [0, 1[™). Le corollaire
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1.49 montre que m = C'L™. Ainsi, on a montré que, pour tout isomorphisme 7, il existe C'(7") > 0 tel
que
LM(T(B))=C(T)L"(B) (1.54)

pour tout borélien B.
Il reste & montrer que C(T") = |det T'| pour tout isomorphisme 7" et que (1.54) reste valable pour tout
ensemble mesurable B C R".
Or on vérifie facilement que
C(Ty)C(Ty) = C(T} o T») (1.55)

pour tous isomorphismes 77, 75 de R™ sur R™. De plus, C'(Id) = 1.
Si T est une isométrie de R™, et si By est la boule unité euclidienne ouverte, comme 7'(By) = By, on a

C(T)L"(Bo) = L™(T(Bo)) = L£"(Bo),

etcomme L"(By) > 0,C(T) =1 = |det T).

Si T est de la forme T'(xy,...,2,) = (AiZ1,...,\nZp) avec A1,..,. A, # 0, on a C(T) =
L™ ([0, Ad1] X .. X [0, An]) = |A1...An| = |det T'| (noter que les \; peuvent étre négatifs).

Si T est diagonalisable dans une base orthonormée (f1, ..., f) et si (e, ..., ey,) est la base canonique
de R™, soit U I'isométrie telle que U(f;) = e; pour tout i € [1,n]. Alors T = U~ ToU ou T est
de la forme Tp(x1,...,25) = (A1Z1,..., \nZy). On a donc encore C(T') = |det T'|. Finalement, si T
est un isomorphisme, il existe une isométrie U et un isomorphisme symétrique S tels que 7' = US.
Comme S est diagonalisable dans une base orthonormée, on obtient que C'(7') = |det T'| en combinant
les observations précédentes.

On vérifie maintenant que (1.54) est encore vraie si B C R est mesurable (pour £"). Si B est un
tel ensemble, par la proposition 1.46, il existe des boréliens By C B C Bj tels que By \ By soit de
mesure nulle. On a alors T'(By) C T(B) C T(B1), T(Bo) et T(B;) sont des boréliens car T est un
homéomorphisme et

LM(T(B1) \T(Bo)) = L(T(B1\ By)) = |[det T'| L*(B1 \ Bo) =0,
ce qui termine la preuve. O

On étend la proposition 1.53 au cas ot 7" est un C! difféomorphisme entre ouverts de R™. Pour fixer les
notations de la suite, on rappelle la définition d’une fonction différentiable en un point de R™ :

Définition 1.56. 1. Soit U C R"™ un ouvert. Une fonction f : U — R™ est différentiable en x € U
s’il existe une application linéaire D f(x) : R™ — R™ telle que

fy) = f(@) + Df(x)(y — 2) + o(||lz — yl|) quand y — .

L application linéaire D f(x) s’appelle alors la différentielle de f en z.

2. On appelle matrice jacobienne de f en x la matrice de D f(x) dans les bases canoniques de
R™ et R™. Cette matrice, notée J f(x), est formée des dérivées partielles des coordonnées de f,
c’est-a-dire des %.

J

3. On dit que f est de classe C! sur U si f est différentiable sur U et = +— D f(z) est continue sur

U.

4. Lafonction f : R” — R™ est différentiable presque partout si I’ensemble des points z € R ou
f n’est pas différentiable est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue £".

5. Soient U,V C R”™ des ouverts. Un C''-difféomorphisme de U sur V est une bijection f : U — V
de classe C! telle que f~! soit aussi de classe C sur V.
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Théoreme 1.57. [Changement de variables dans l'intégrale pour la mesure de Lebesgue] Soient {2 C
RetT :Q — V :=T(Q) C R" un C'-difféomorphisme. Si f est une fonction mesurable sur 'V, alors
f o T est mesurable sur ). De plus, si f > 0ousi f € L*(V), alors

| swidy= [ (o T)@)|det IT(x) da. (1.58)
ou, pour tout x € Q, JT(x) la matrice jacobienne de T' au point x.

Démonstration. La premiere étape est de montrer que, si £ C € est un borélien, alors
LYT(E)) < / \det JT(2)] d. (1.59)
E

Soit @ C €2 un cube fermé de centre a. Pour tout x € Q,

T (z) = T(a)| < sup || DT (y)| |« — al

yeQ
(ici, |lw| = sup |w;| pour tout w € R™), donc
<i<n
LYT(Q)) < sup IDTW)|" £(Q)- (1.60)
ye

Soit S un isomorphisme de R™ sur R". Appliquant (1.60) avec S~—! o T" au lieu de 7T et utilisant la
proposition 1.53, on obtient

LM(T(Q)) = |det S| £7((S™" 0 T)(Q)) < |det S|sup |5~ o DT (y)|" £(Q).

Soit ¢ > 0. Comme T est C1, il existe § > 0 tel que, pour tous y,z € @ avec |y —z| < d, on
ait |[(DT(z)) "' o DT (y)|| < 1 + €. On peut trouver des cubes Q1, ..., @y d’intérieurs deux a deux
disjoints, dont la longueur des c6tés est inférieure a ¢ et dont la réunion vaut Q). Pour tout 7 € [1, N, il
existe x; € ; tel que

\det DT ()| £(Q;) = /Q |det DT ()] da.

En effet, on a

inf |det DT(2)| < / \det DT(2)| dz < sup |det DT(2)|,
Z€Q; Qi z2€Q;

et il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires & z — |det DT'(z)| sur @);. On a donc

LUT@) £ 3 LNT@)

N
< 3 |det DT(x;)| sup |DT(2:)™ o DT ()" £7(Q2)
i=1 yeli
N
< (1+2) Y et DT(x)| £°(Q)

=1
N

- (1+€)Z/ \det DT ()| dz
i1 7 @Qi

- (1+5)/Q\detDT(m)|dx.
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Comme cela est vrai pour tout € > 0, on obtient
LYT(Q)) < / et DT (x)| da. (1.61)
Q

On montre maintenant que (1.61) reste vraie si () C €2 est un ouvert. En effet, si () est un ouvert, on
peut trouver une famille (Q;);>1 dénombrable de cubes fermés d’intérieurs deux a deux disjoints tels

que Q = U ()j (lemme 1.51). On obtient (1.61) pour ) en I’écrivant pour (Q; et en sommant sur j.
Jj=1

Soit maintenant £ C 2 borélien avec L (E) < +ooc. Par régularité de la mesure de Lebesgue, il existe,

pour tout j > 1, un ouvert U; C 2 contenant E tel que L™(U; \ E) < 277, et on peut supposer tous les

U; inclus dans un méme ouvert de mesure finie. On a donc, pour tout j > 1,

£1(T(E) < £X(T(U) < [ |det DT (a)|d.
i
et en faisant tendre j vers +oo et utilisant le théoreme de convergence dominée, on obtient
LYT(E)) < /E et DT(x)| da. (1.62)
Cette inégalité reste valable pour tout borélien £ C (2, car E est une union dénombrable croissante de
boréliens de mesure finie inclus dans 2.

On déduit de (1.62) que, pour toute fonction g borélienne sur 2, positive et étagée (¢’est-a-dire combi-
naison linéaire de fonctions indicatrices de boréliens),

/ (goT_l)(x)dmg/g(w)|detDT(m)|daz. (1.63)
T(Q) Q

Le théoréme de convergence croissante montre que (1.63) reste vraie pour toute fonction g borélienne
positive sur 2. Soit alors f borélienne et positive sur 7'(€2). En appliquant (1.63) 2 g := foT', on obtient

/ f(z)dz < / (f o T)(x) |det DT()| da. (1.64)
T(Q) Q

Soit maintenant g une fonction borélienne positive sur 2. Appliquant (1.64) a g et au C'*-difféomorphismel]
T-1:7(Q) — Q, on obtient

/ g(z)dx < / (90 T71)() |det DT ()| da. (1.65)
Q T(Q)
Si f est borélienne positive sur T'(2), I’application de (1.65) 4 g := (f o T') |det DT ()| donne

/ (f o T)(z) |det DT(z)| da < / £(z) ‘det DT(T—l(x))] ‘det DT‘l(x)‘ dz,
0 J1(@)
et comme |det DT'(T~!(z))| |det DT (z)| = 1 pour tout = € T'(2), on obtient que

/ (f o T)(x) |det DT (z)| dz < / fz)de, (1.66)
Q

()
et la conjonction de (1.64) et (1.66) donne bien (1.58) pour f borélienne positive.
Il reste a étendre cette conclusion au cas mesurable. Soit £ C 2 mesurable. Il existe un borélien A et un
ensemble de mesure nulle N disjoints tels que £ = A U N. La conclusion (1.58) appliquée a x 4 donne

LYT(A)) = /A \det DT (x))| de.
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De plus, L*(T'(N)) = 0. En effet, il existe un borélien B de mesure nulle tel que N C B, de sorte que
T(N) C T(B) et (1.58) appliquée a x g montre que L™(T(B)) = 0. Ainsi, L"(T(N)) est de mesure
nulle et

LYT(E)) = £"(T(A)) = /A \det DT (x))| dor = /E \det DT (x))| da.

On raisonne alors comme dans le cas borélien pour obtenir que, si f est mesurable positive, alors f o T
I’est aussi et (1.58) est valable pour f mesurable positive. Si f est intégrable réelle, on raisonne avec fT
et f~,etsi f estintégrable et complexe, on passe par ses parties réelle et imaginaire. 0

Remarque 1.67. On peut affaiblir I’hypothese sur 7" dans le théoréme 1.57 en supposant seulement que
T est différentiable sur € et que 7! est continue sur 7(2), voir I’exercice 1.247 plus loin.
2.4 Inégalité isodiamétrique

Le but de cette section est de montrer 1’inégalité isodiamétrique pour L :

Théoreme 1.68. [Inégalité isodiamétrique] Pour tout A C R™,

(1.69)

£'(4) < afn)

ou

et diam(A) désigne le diameétre de A, c’est-a-dire

diam(A) = sup |z —y].
z,y€A

En d’autres termes, la mesure de A est inférieure a celle de la boule euclidienne de méme diamétre que

A.

La preuve de cette inégalité repose sur une construction géométrique, appelée symétrisation de Stei-
ner, que 1’on présente maintenant.
On fixe des vecteurs a, b € R™ avec |a| = 1. On définit

y ={b+ta; t € R}
et
P, :={z e R"; (z,a) =0}.

Définition 1.70. Soit a € R"™ avec |a| = 1. On définit la symétrisation de Steiner par rapport a 1’hyper-
plan P, de la maniere suivante : si A C R",

1
Seld)= | {b+ta; |t|g2cl(Ang)}.
bePa; ANLEAD

En termes plus intuitifs, on écrit A comme la réunion disjointe des ANL{ pour b € P,. Si ANL{ n’est
pas vide, on considere sa mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle, et on le remplace par le segment centré
en b, de mé€me direction que L{, de longueur totale égale a 1a mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle de
ANLE.

Voici des propriétés de la symétrisation de Steiner :

Proposition 1.71. [45, Chapter 1, Section 2.2, Lemma 2] On reprend les notations de la définition 1.70.
Alors :
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1. diam(S,(A)) < diam(A),
2. si A est mesurable, alors S, (A) Iest aussi, et L*(S,(A)) = L*(A).

Pour la preuve de la proposition 1.71, on aura besoin du

Lemme 1.72. Soit f : R™ — [0, +00] mesurable. Alors
A= {(z,y) R 0<y < f(a)}

est £ mesurable.

Preuve du lemme 1.72 : soient
B :={z e R"; f(z) = +o0}

et
C:={zeR"0< f(z) < +oo}.

Pour tout j € N et tout k£ > 1, soit

: i
Cik = {xGR"; ‘;Sf(fﬂ')<‘];g},

de sorte que, pour tout k > 1, C' = U C; k- On définit aussi

j=0
Dy = ]g) (CM X [0, ‘;D (B x [0, +00])
et B — go (Cj,k X [0, ‘7;;1]) (B x [0,+00))
et

D= |J Dy, E= () Ex.
k>1 k>1
Pour tout k& > 1, Dy, et E;, sont £7! mesurables et D, C A C E;,.Onadonc D C A C E, et les
ensembles D et F sont £ mesurables. De plus, pour tout R > O et tout k& > 1,

LY (E\ D)NB(0,R)) < L™ ((E \ Dx) N B(0,R)) < %ﬁ”(B(O, R)),

ce qui implique que £"*! ((E\ D) N B(0,R)) = 0, donc que £"*! (E\ D) = 0. Ainsi, £L*T1(A\
D) = 0, ce qui montre que A est L+ mesurable. O

Preuve de la proposition 1.71 : pour 1, il suffit de le faire quand diam(A) < +oo. Il suffit aussi de

supposer que A est fermé (en effet, en général, on aura S,(A) C S,(A), donc diam(S,(A)) <

diam(S,(A)) < diam(A) = diam(A)). Ainsi, on peut supposer A compact. Comme A est borné, donc
inclus dans une boule euclidienne de centre 0, S,(A) est inclus dans la méme boule, donc borné aussi.
Soiente > Oetx,y € S,(A) tels que diam(S5,(A)) < |z — y| + €. On décompose

xr=b+ (z,a)aety =c+ (y,a)a.
En d’autres termes, b (resp. c) est la projection orthogonale de x (resp. y) sur F,. On définit
r:=inf {t; b+ta € A},
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s =:sup{t; b+ta € A},
w:=inf{t; c+ta € A},
vi=sup{t; c+ta € A}.
On suppose que v — r > s — u (raisonnement analogue si v — r < s — u). Alors

1 1
v—r > i(v—r)+§(s—u)

1 1
= 5(3—7‘)—1—5(@—@

1 1
> 5,cl(A NLY) + §£1(A N LY.

Comme z € S,(A) et|(z,a)| = |z —b|,ona |[(z,a)| < LI (AN LY), et de méme |(y,a)| < 1LY (AN
L%). Ainsi,

v—r 2=z, +(ya) = [z, a) — (y,a)].
On a donc

(diam(S,(4)) - &)* o =y

b= +|{z, a) — (y,0)
lb—c|* + v —r|? (1.73)
[(b+ra) — (c+va)l?
diam(A)?,

carb+ra € Aetc+ va € A puisque A est fermé. Comme (1.73) est vraie pour tout € > 0, on obtient
bien 1.

Pour 2, il suffit de le faire quand a = e, = (0,...,0,1), par invariance de L™ par rotation (voir la
proposition 1.53). Ainsi, P, = R"!. Le théoréme de Fubini (théoréme 1.43) montre que, si f (b) :=
LY(AN L§™) pour tout b € R™™1, alors f est £~! mesurable et

VAN VANRVANSN IR VAN

Comme

S, (A) = {(b,y) eR": —

le lemme 1.72 montre que S, (A) est mesurable et

O]

Preuve du théoréeme 1.68 : 1’idée est la suivante : si A est inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et
de méme diametre que A, la conclusion est immédiate. Cette inclusion n’est pas vraie en général, mais
on va appliquer plusieurs symétrisations de Steiner a A pour le rendre symétrique par rapport a 0, ce qui
diminuera son diametre sans changer sa mesure, et on pourra conclure ainsi car I’ensemble obtenu par
ces transformations sera inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et de méme diametre que A.

11 suffit de faire la preuve quand A est de diametre fini. On note (ey, ..., e,) la base canonique de R",
Ay = 5¢,(A), A := Se, (Ak_1) pour tout k € [2,n] et A* := A,,.

On montre d’abord que A* est symétrique par rapport a 0. Pour cela, on vérifie par récurrence sur k que,
pour tout k € [1,n], Ay est symétrique par rapport a P, ..., P, . C’est clair pour k& = 1. Supposons
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que ce soit vrai pour Ag. Alors Ay 1 est clairement symétrique par rapport a P, . De plus, soient
J € [1, k] et S; la réflexion orthogonale par rapport a P . Soitb € P, . Alors, comme S;(Ax) = Ay,
par hypothese de récurrence,

k41"
LHAL N LMY = LY (AN Lg%).

Cela implique que
£l ({t; b+ tegt € Ak+1}) =r! ({t; Sjb + teg+1 € Ak+1}) .

Ainsi, Sj(Ak-H) = Ak+1-
Finalement, A* est symétrique par rapporta P, , ..., P. , donc par rapport a 0.
On en déduit que

A*CB (O, ;diam(A*)> . (1.74)

En effet, soit z € A*. Comme —x € A*, 2|z| < diam(A*), ce qui donne bien (1.74). On déduit de
(1.74) que
1 n
L(A%) < a(n) <2diam(A*)) .
Pour conclure (rappelons que A n’a pas été supposé mesurable dans les hypothéses du théoreme 1.68),
comme A est mesurable, la proposition 1.71 montre que

LA < " (@
< L) )
< an) (Qdiam((A)*))
< «a(n) (;diam(A))
= a(n) (;diam(A)) ,
ce qui termine la preuve de (1.69). U

L’inégalité isodiamétrique jouera un role central dans le chapitre suivant a propos de la mesure de Haus-
dorff.

Avant de passer aux lemmes de recouvrement, on propose ici une autre approche de 1’inégalité iso-
diamétrique, qui repose sur une inégalité importante concernant la mesure de Lebesgue : I’inégalité de
Brunn-Minkowski.

2.5 Une autre approche via I’inégalité de Brunn-Minkowksi

Nous allons donner une autre approche de I’'inégalité isodiamétrique, qui repose sur l’inégalité de
Brunn-Minkowski, que nous présentons maintenant.
Si A, B C R™, on définit la somme de Minkowski de A et B par

A+B={re€R" Jac Aetbe Btelsquez = a+ b}.

Proposition 1.75. Soient A, B C R" des ensembles mesurables non vides. On suppose A + B mesu-
rable. Alors X X )
LA+ B)n > LM(A)n + L(B)n.

Remarque 1.76. 11 peut arriver que A + B ne soit pas mesurable, méme si A et B le sont !
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La proposition 1.75 possede une version fonctionnelle, appelée inégalité de Prekopa-Leindler :

Proposition 1.77. Soient 6 € [0, 1] et u, v, w des fonctions mesurables positives sur R, telles que
w(fz + (1 - 0)y) > u(z)v(y)*? (1.78)

pour tous x,y € R™. Alors

/n w(z)dr > (/n u(m)dw>0 (/n U(an)d;n) 1_0. (1.79)

On va d’abord prouver la proposition 1.75 pour n = 1, puis la proposition 1.77 pour tout n > 1, et
enfin, la proposition 1.75 pour tout n > 2.

Preuve de la proposition 1.75 quand n = 1 : on suppose d’abord que A et B sont des compacts
non vides de R. Si on remplace A et B par A+ x et B + y respectivement (avec x, y € R quelconques),
A+ B est transformé en A + B + x + y, de sorte que les mesures de Lebesgue de A, B et A+ B restent
inchangées. Comme A et B sont compacts, on peut les translater de sorte que sup A = inf B = a € R,
et, quitte a translater encore, on peut supposer que a = 0, de sorte que A N B = {0}. On a donc
A+ B D> AU B, donc

LY A+ B)>LYAUB) = LY(A) + £Y(B),

ce qui termine la preuve dans ce cas.
Si maintenant A et B sont des ensembles mesurables quelconques de mesure finie, soit ¢ > 0. Par la
proposition 1.46, il existe des compacts A, et B., inclus respectivement dans A et B et tels que

LYA) > LYA) —eet£Y(B.) > £Y(B) — ¢

Alors
LYA+ B) > LYA: + B.) > LY (A) + £Y(B.) > £Y(A) + £Y(B) — 2,

et comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient I’inégalité voulue.
Enfin, si par exemple, Ll (A) = 400, A+ B contient un translaté de A, donc est aussi de mesure infinie,
ce qui rend I’inégalité triviale.

Preuve de la proposition 1.77 : on raisonne par récurrence sur la dimension. Commencons par le cas
n = 1. On suppose d’abord u et v bornées, et on peut donc supposer que ||ul| ., = [|v]|,, = 1. Soient
t € (0,1, x € R tel que u(x) > tety € R tel que v(y) > t. On a alors w(fz + (1 — 6)y) > t par
I’hypothese (1.78). Ainsi, d’apres le cas n = 1 de la proposition 1.75 et le fait que {u > ¢} et {v > t}
sont non vides,

LY{zeR; wz) >t}) >0L {z €eR; u(z) >t})+ (1 —0)L {y €R; v(y) >t}).

On en déduit, en utilisant (1.159), la proposition 1.75 pour n = 1 et I’inégalité arithmético-géométrique,
que

v

/01 L ({z €R; w(z) > 1)) dt

1 1
> 9/ L' ({z € R; u(z) >t})dt+(1—9)/0 L ({y € R; o(y) > 1)) di
_ 4 u(x)dx—i—(l—&)/v(a:)dx

R R

(/R u(a:)dx)e (/Rv(g;)da;>l_9

ce qui termine la preuve dans ce cas.

/Rw(a:)dx

v
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Dans le cas général, pour tout entier j > 0, on pose

wj(z) = { u(z) siu(z) <j,

10 si u(x) > 7,

et on définit v; de fagon analogue. Comme u; < wu et v; < v, I'inégalité (1.78) est vérifiée avec u; et
v; a la place de u et v dans le membre de droite. On en déduit (1.79) avec u; et v; dans le membre de
droite, et on obtient la conclusion en faisant tendre j vers +oc et utilisant le théoréme de convergence
croissante.

On suppose maintenant le résultat prouvé en dimension n — 1 pour un n > 2. On considere u, v, w
vérifiant I’hypothese de la proposition 1.77. Pour tout ¢ € R, on pose

ug(x) = u(z, q), ve(x) = v(x, q) etwy(r) = w(z,q)

pour tout x € R"~!. Le théoreme de Fubini (théoréme 1.43) montre que ugq, vq et wy sont mesurables
pour presque tout ¢ € R. De plus, par hypothese, pour tous gy, g1 € R tels que ¢ = fqo + (1 — )¢ et
tous z,y € R*1,

w0 + (1 = 0)y) > ugy () v, (y)' .

En appliquant I’hypothese de récurrence a wy, ug, et vq,, On obtient que

L (L i) )

D’apres I’inégalité en dimension 1 appliquée aux fonctions

q s wy(z)dx, ¢ — (/Rnl uq(:L')d:r> etq— </Rn1 ’Uq(iL')dl‘> ,

et le théoreme de Fubini, on obtient que

/n w(z)dz = /qeR </R"—1 wq(x)daj) dq 6 -
(o) ([ (L )
(/n u(z)dz) (/]R" v(z)dz> ,

ce qui termine la preuve. O

Y

Preuve de la proposition 1.75 pour n > 2 : tout comme dans le cas n = 1, on peut supposer que A et
B sont de mesure finie. On fixe § € [0, 1] et on applique la proposition 1.77 avec u = x4/, v = xp et
W = XgA'4(1-6)B OU A’ et B’ sont des parties mesurables de R™ qui seront choisies ensuite. L’inégalité
(1.78) est trivialement satisfaite et on obtient donc

LM (A 4+ (1 - 0)B') > £YAN LB . (1.80)

et ce pour tout choix de 6 € [0, 1]. Si on choisit maintenant

A=—' Aap=-—' B
Lr(A)x Lr(B)=
(1.80) signifie que
LMOA +(1-6)B") > 1. (1.81)
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Si on pose

g LA
Lr(A)x + Lr(B)r
on voit que
6A' +(1—6)B — ! _(A+B),
L(A)n + L7(B)»
et I’inégalité (1.81) donne bien la conclusion de la proposition 1.75. O

On explique maintenant comment déduire 1’inégalité isodiamétrique (Théoreme 1.68) de I’inégalité de
Brunn-Minkowski. Soit A C R™ une partie compacte. Il suffit de prouver (1.69) quand L™(A) = 1 (en
effet, dans le cas général, on peut bien siir supposer que L™(A) > 0; on pose alors A’ = A\A avec A > 0
et A~ = L"(A), et on obtient la conclusion en utilisant le fait que diam(A") = Adiam(A)).

On suppose donc A compact avec L"(A) = 1. Soit B := {x € R"; —z € A}. Par la proposition 1.75
(on note que %A et %B sont compacts, donc aussi %A + %B),

1
1 1 n 1 1
n (- - > o2 n -
L <2A—|—2B) >L <2A) + L <2B>

Comme L™ (%A) L (% ) on obtient donc

S=
S=

o @A + ;B) > £7(A) = £7(B).

On vérifie maintenant que d (% 1B) < 1. En effet, soient z,y € 1A + 1B Il existe x1x2, y1, Y2 €
Atels que z = (21 — 22) ety = 3(y1 — y2). On a donc

1
lz —y| = 5\(961 —x2)+ (y1 — )| < 1.

De plus, %A + %B est symétrique par rapport a 0, et est donc inclus dans la boule euclidienne de centre
0 et de rayon % Ainsi,

e e (jae o) < (o o)) -2

ce qui termine la preuve quand A est compact. Dans le cas général, il suffit de prouver 1’inégalité pour
A, comme dans la preuve donnée dans la section 3.142. O

3 Lemmes de recouvrement

Soient (X, d) un espace métrique. Pour toute partie A C X non vide, on rappelle que le diamétre de
A est défini par
diam(A) := sup d(z,y) € [0, +o0].
z,y€A
Soit B une boule fermée incluse dans X . On définit 5B comme la réunion des boules fermées B’ C X

telles que

B'N B # ( etdiam(B’) < 2diam(B).
Remarque 1.82. Dans le cas X = R” avec la distance euclidienne, si B = B(x,r), alors 5B =
B(xz,5r). En général, le centre et le rayon d’une boule ne sont pas déterminés de facon unique, ce
qui justifie la définition précédente. Par exemple, si X = N\ {2} muni de la distance usuelle, alors
B(0,1) = B(1,1) = {0,1} (on considére ici des boules fermées), alors que B(0,5) # B(1,5) (ce
dernier ensemble contient 6, ce qui n’est pas le cas de B(0, 5)).
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3.1 Un lemme de recouvrement 5r

Pour la preuve du lemme de recouvrement de cette section, on aura besoin du résultat suivant, qu’on
admettra ici et dont la preuve repose sur le lemme de Zorn :

Lemme 1.83. Soit (X, d) un espace métrique. Soit F une famille de boules fermées de X. Alors il
existe une sous-famille maximale G C F formée de boules deux a deux disjointes.

Par maximale, on entend que, si G C G’ C F etsi les boules de G’ sont deux a deux disjointes, alors
G =g.
Par ailleurs, on note que, si X est séparable (ce qui signifie que X possede une partie dense au plus
dénombrable) et si toutes les boules de F sont d’intérieur non vide, alors les boules de la famille G
fournie par le lemme 1.83 forment une famille au plus dénombrable. En effet, si A C X est une partie
dense et au plus dénombrable, alors, pour toute boule B € G, il existe x € B N A, ce qui permet de
définir une application injective de G dans A.

Proposition 1.84. [Lemme de recouvrement 5r] ([98, Theorem 2.1], [47, Section 2.8]) Soit (X, d) un
espace métrique séparable. Soit F une famille de boules fermées de X. On suppose qu’aucune boule de
X n’est réduite a son centre et que

sup diam(B) < +oc. (1.85)
BeF

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G C F telle que :
1. les boules de G sont deux a deux disjointes,
2. |JBc 5B
BeF Beg
On notera que la conclusion n’est plus vraie sans I’hypotheése (1.85). On peut considérer le cas
X = R" et les boules fermées Bf(0,n) pour tout entier n > 1. Par ailleurs, la proposition 1.84 ne fait
intervenir aucune mesure.

Preuve de la proposition 1.84 : on définit D := sup diam(B). Pour tout j > 1, on pose
BeF

D . D
On note que F = U Fj en raison du fait qu’aucune boule de F n’est réduite a son centre.
Jj=1
Soit G; C F; une famille maximale de boules deux a deux disjointes de 7, fournie par le lemme 1.83.
Soit k£ > 2. On suppose construites des familles G; C F; pour j € [1,k — 1]. Soit alors G une
sous-famille maximale de boules deux a deux disjointes de la famille

k—1
B € Fi; BN B = pourtout B € U gj ¢ -

j=1

Comme chaque famille Gy, est au plus dénombrable, ¢’est aussi vrai pour la famille G := U G, et les
E>1
boules de G sont deux a deux disjointes. On notera qu’il peut arriver que Gy, soit vide a partir d’un certain
rang.
Soit maintenant B € F et k > 1 tel que B € Fj,. Par maximalité de Gy, il existe B’ € U g;
1<j<k
telle que BN B’ # 0 (si B € Gy, il suffit de prendre B’ = B, si ce n’est pas le cas, il existe B’ €
U g; telle que B N B’ # (), car sinon, la famille G, |J {B} contredirait la maximalité de Gy,) .

1<j<k-1
Comme diam(B’) > L et diam(B) < 52+, on a diam(B) < 2diam(B’), ce qui montre que B C 5B
La preuve est terminée. O
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Remarque 1.86. On peut aussi remplacer les boules fermées par des boules ouvertes dans le lemme 57
([64, Section 3.3]).

Remarque 1.87. La preuve du lemme 5r montre que, pour toute boule B € F de rayon r, il existe une
boule B’ € G de rayon au moins % telle que B N B’ # {.

3.2 Unlemme de recouvrement de Vitali

Proposition 1.88. [Lemme de recouvrement de Vitali pour la mesure de Lebesgue dans R"™] ([98, Theo-
rem 2.2]) Soient A C R" et F une famille de boules fermées d’intérieurs non vides. On suppose que :

1. pourtout x € A, il existe B € F telle que x € B,

2. pourtoutx € A,
inf diam(B) = 0.
BeF; xeB
Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G C F telle que :
1. les boules de G sont deux a deux disjointes,

2. L" (A\ U B) =0,

Beg

Démonstration. On suppose d’abord A borné, de sorte que L"(A) < 4+00. Comme L est une mesure
de Radon (voir I’exemple 1.26) et par la régularité de la mesure de Lebesgue, il existe un ouvert U C R"
telque A C U et

LrU)<A+7")L"(A).
Notons qu’on peut supposer U borné car Rlim L'ANB(0,R)) = L"(A) et A C B(0,R) pour R

—+00

assez grand.
On vérifie d’abord que

Ac |J B (1.89)

BeF; BCU

En effet, soit z € A. Comme A C U, il existe » > 0 tel que B(z,r) C U (ici B(z,r) est la boule
ouverte de centre x et de rayon 7). Soit B = By(y,n) € F telle que n < § etz € B (ot By désigne la
boule fermée). Alors

xr € By(y,n) C By(x,n+ |z —y|) C By(x,2n) C B(z,r) C U,

ce qui prouve (1.89). La proposition 1.84, appliquée a la famille { B € F; B C U} (noter que les rayons
de ces boules sont uniformément bornés car U est borné), fournit donc une famille au plus dénombrable
formée de boules fermées appartenant a la famille 7, deux a deux disjointes et incluses dans U, notée
(Bi>i21’ telle que
AC U 5B;.
i>1
Alors
5TMLMA) <5 LMBB;) =Y LM(By).
i>1 i>1
Il existe donc k1 > 1 tel que
6 "LM(A) < DY LYB).
1<i<ks
Posons alors
A1 = A \ U Bz

1<i<ky
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On vérifie que

Lr(A) < L" (U\ U Bi>
1<i<ky
k1
- D)= > L)
< acr(a),

ota:=14+7"-6""<1.
k1
Comme A; est inclus dans R™ \ U B; qui est ouvert, par la régularité de la mesure de Lebesgue, il
i=1
7 "
existe un ouvert U; tel que A; C U; C R™\ U B; et
i=1

LMU) < (L+77")L"(Ay).

En raisonnant comme précédemment, on trouve un entier ko > k; et des boules fermées deux a deux
disjointes B; appartenant a F avec B; C Uy pour i € [k1 + 1, ko] et, si

A=A\ | Bi=4\ | B

k1+1<i<ko 1<i<ka

alors
L"(Ag) < al™(Ar) < aQE”(A).

On note aussi que les boules B; pour ¢ € [1, k2] sont deux a deux disjointes. Apres 1’étape m, on a
obtenu des boules B; deux a deux disjointes appartenant a F pour i € [1, ky,,] et telles que

oA\ | Bi| <amcha),
1<i<km

ce qui permet de conclure pour () et (ii) car 0 < o < 1.
Enfin, si on ne suppose plus A borné, on écrit

R"=J Qs
i>1
ol (Q;)i>1 est une famille dénombrable de cubes ouverts deux a deux disjoints. On applique le cas
précédent a chaque A N Q; et on utilise le fait que £ (A \ U Qi) =0. O
i>1

3.3 Un lemme de recouvrement de Besicovitch

La conclusion de la proposition 1.88 n’est plus vraie si on remplace la mesure de Lebesgue par d’autres
mesures de Radon dans R (voir I’exercice 1.235 plus loin).

11 est toutefois possible de donner une version du lemme de recouvrement de Vitali pour des mesures
de Radon générales (voir la proposition 1.95 plus loin). Dans I’exemple présenté dans 1I’exercice 1.235,
seules les frontieres des boules considérées rencontrent 1’ensemble considéré. On va voir dans la suite
que la situation est différente lorsque tout point de 1I’ensemble considéré est le centre (ou est proche du
centre) d’une boule de la famille considérée. C’est I’objet du lemme de recouvrement de Besicovitch.
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Proposition 1.90. [Lemme de recouvrement de Besicovitch] ([98, 2.7], [45, Chapter 1, Theorem 2])
Soit n > 1. 1l existe des entiers P(n) > 1 et Q(n) > 1 avec les propriétés suivantes. Soient A C R"
une partie bornée et F une famille de boules fermées de rayons strictement positifs telle que tout point
de A soit le centre d’une boule de F. Alors :

1. il existe une famille au plus dénombrable de boules (B;);>1 appartenant a F telle que A C U B;

i>1
et, pour tout point z € R™, le cardinal de {i > 1; = € B;} est inférieur ou égal a P(n),
2. il existe des sous-familles F1, ..., F(,,) de boules appartenant a . telles que

Q(n)
Ac |y UU B
i=1 BEF;
et, pour tout i € [1,Q(n)], les boules de F; sont deux a deux disjointes.

Remarque 1.91. 1. Contrairement au lemme 57, ’ensemble A est inclus dans une réunion de
boules de la famille F non dilatées. Par contre, les boules sélectionnées ne sont pas deux a
deux disjointes.

2. La conclusion de la proposition 1.90 est fausse si A n’est pas borné. Considérer, dans R, la
famille des boules Bf(n,2") pourn € Net A = N.

La preuve de la proposition 1.90 repose sur deux lemmes.
Lemme 1.92. Soient a,b € R? tels que 0 < |a| < |a — b et 0 < [b| < |a — b|. Alors

11
P
lal = [0]

‘B

% ona2(a,b) < |b|>. De méme, 2(a,b) <
%, %) < 1. On en déduit que |u —v|* =
ul® + [v]? = 2(u,v) = 2 — 2(u,v) > 1. O

Démonstration. Comme |a — b|* = |a|*+|b]* —2(a,b) > |a

la)®. Siu = fay etv = %, on a donc 2(u,v) < min(

Lemme 1.93. Il existe un entier N(n) > 1 avec la propriété suivante : si k > 1, ay,...,ar € R" et
r1,...,7 > 0 sont tels que
a; ¢ B(aj,r;) pour tous j # i

et

alors K < N(n).

k
Démonstration. Si x € ﬂ B(a;,r;), on a x # a; pour tout i € [1,k]. Quitte a remplacer a; par

=1

' k
b; = a; — x, on peut donc supposer que 0 € ﬂ B(aj,r;) eta; # 0 pour tout i € [1, k]. Alors, pour tous

i=1

i # j,]ai| < r; <laj — aj|. Pour tous ¢ # j, le lemme 1.92 appliqué dans le plan contenant 0, a; et a;
montre que
1 1

—a; — —aj| > 1.
Jail " oyl

Les points %ai sont situés sur la sphere unité de R” et sont mutuellement distants d’au moins 1, ce qui
donne la conclusion. O
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Preuve de la proposition 1.90 : pour tout x € A, soit r(x) > 0 tel que B(x,r(z)) € F. On peut
supposer que

M, :=supr(z) < 4o0.

TEF
En effet, si M7 = +o00, comme A est borné, on peut trouver 2z € A tel que A C B(x,7;) et la preuve
est terminée. On supposera donc que M7 < +o0o dans la suite de cette preuve et on note que M7 > 0.
Soit 1 € Atel que r(z1) > %Ml. Sij > 1letsixy,...,xj sont construits, on construit par récurrence
zj41 € Atel que
! 1
Tjt+1 € A\ U B(l‘l,T‘(xz)) et T(ijrl) > §M1

i=1
Cette construction s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes, car les x; sont des points de A mutuelle-
ment distants d’au moins %M 1 et A est borné. On a donc construit x1, ..., z, avec k1 > 1.
On pose alors

My = sup r(x).
k1
z€A\ U Bz, r(x;))

i=1

Par construction, 0 < My < %M 1, sinon la construction de I’étape précédente se serait poursuivie apres
k1. On choisit alors

k1
Tg+1 € A\ U B(l'u'r(xl))
=1

tel que (2%, +1) > 2 M>. On poursuit la construction des z; tels que

J
1
zj1 € A\ U B(x;, r(z;)) et r(xjp1) > §M2.
i=1

A nouveau, la construction s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes. On construit ainsi par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers kg = 1 < k1 < kg < ..., une suite strictement décroissante de
nombres strictement positifs (M;);>1 tels que 2M; 1 < M;, et une suite de boules B; = B(z;, r(z;)) €
F avec les propriétés suivantes. Si /; := [kj_1 + 1, ..., k;] pour tout j > 1, on a, pour tout j > 1 et tout
k>1,

1. $M; < r(z;) < M; pour tout i € I,

J
2. Tjy1 € A\ U B;,
i=1
3. ;€ A\ U U B pour tout i € Ij.
m#k j€1m

Seule la propriété 3 demande une justification. Soit i € I, m # ketj € I,,. Sim < k, i > j, de sorte
que z; ¢ Bj par la propriété 2. Si k < m, r(z;) < My, < %Mk < r(x;). De plus, i < j donc x; ¢ B;
par la propriété 2. Ainsi, |x; — x| > r(x;) > r(z;), ce qui montre que x; ¢ B;.
Comme lim M; =0,onaaussi lim r(z;) = 0 par la propriété 1 ci-dessus. Par suite,

1—>+00 1—>+00
AC U B;.
i>1
kj,1
En effet, soit z € A. Il existe j > 1 tel que r(z;) < 37r(z).Siz € A\ U Bi, alors, par définition de
i=1

M;, r(x) < M; < 2r(x;), ce qui donne une contradiction.
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Soit maintenant = € R", on suppose que
P
T E ﬂ By,
i=1

Pour tout ¢ € [1,p], soit j; > 1 tel que m; € Ij,. Soient k,l € [1,p] tels que ji # j;. D’apres la
propriété 3 ci-dessus, pour tout m # jj, et tout j € Ip,, xp,, ¢ Bj. En particulier, z,,,, ¢ Byy,,. De plus,
les boules B,,, sont d’intersection non vide. Le lemme 1.93 montre donc que

#{j > 1; ilexiste i € [1,p] tel que m; € I;} < N(n).
Pour terminer la preuve du point 1 de la proposition 1.90, il suffit donc de vérifier que, pour tout 5 > 1,
jj({ml,...,mp}ﬂfj) < 16™. (1.94)

Soit j > 1 et notons {my,....,mp,} N I; = {l1,...,14}. Les boules B (J;li, %r(wli)) pour 1 < i <gq
sont deux a deux disjointes et incluses dans B(z, 2M), par les propriétés 1 et 2 ci-dessus. Par suite, en
notant toujours a(n) := L"(B(0,1)),

go(n) <8J>n

]Zi:l Lr (B (ajli, ir(:cﬁ))

L"(B(x,2Mj))
a(n)(2M;)",

INIA

ce qui montre bien (1.94).

On prouve maintenant le point 2 de la proposition 1.90. Comme lim r; = 0, pour tout € > 0, I’en-
1—+00

semble des i tels que 7; > ¢ est fini. Quitte a réindexer, on peut donc supposer la suite (7;);>1 décrois-

sante. On définit By 1 := Bjp. Si on a construit des boules B 1, ..., By ; deux a deux disjointes avec
j > 1, on définit By ;11 = Bj, ou k est le plus petit entier tel que

J
BN (U Bl,i) = 0.

=1

On construit de la sorte une famille au plus dénombrable F; := {Bj ;} formée de boules deux a deux
disjointes. Si les boules de F; ne recouvrent pas A, on définit By 1 = B}, ol k est le plus petit entier tel
que By, ¢ Fi. Si on a construit des boules Bo 1, ..., B j deux a deux disjointes et n’appartenant pas a
F1avec j > 1, on définit By ;11 = B; ou [ est le plus petit entier tel que

J
Bl N (U Bgﬂ') = @
=1

On construit ainsi par récurrence des sous-familles F; de F, chaque F; étant formée de boules deux a
deux disjointes. Il reste 2 montrer qu’il existe m < 4" P(n) + 1 tel que

Ac | U B

1<j<m BeF;

Soit donc m tel qu’il existe z € A\ U U B. On veut prouver que m < 4" P(n). Soit  tel que
1<j<m BEF;

x € B;. Pour tout j € [1,m], B; ¢ F;. En raison de la décroissance des rayons et de la construction de

la famille 7}, il existe donc 7; tel que B; N Bj; ; #0etr; < 14,;- Pour tout j € [1,m], il existe donc
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une boule B;- de rayon %ri contenue dans (2B;) N Bj,ij. Pour tout x € R", le cardinal de I’ensemble des
j € [1,m] tels que z € Bj est inférieur a P(n), puisque B} C Bj;;. Cela s’écrit

xp: < P(n)x ;
1<;m B U B/
1<5<m

ou x g désigne la fonction indicatrice de £ C R™. On a donc

2"a(n)ry = L"(2B;)

)
1<j<m
- /R Xy g @@

1<]<m

> /R > xp (2)dL" (x)

1<5<m

= P(n)™! Z L"(B))

1<j<m
1 n
= mP(n) la(n) <2m> ,
ce qui termine la preuve. 0

On poursuit cette section par une version du lemme de recouvrement de Vitali pour les mesures de
Radon :

Proposition 1.95. [Lemme de recouvrement de Vitali pour les mesures de Radon] ([98, Theorem 2.8])
Soit 4 une mesure de Radon dans R”, A C R” et F une famille de boules fermées d’intérieur non vide.
On suppose que, pour tout x € A,
inf  r=0.
B(z,r)eF
En d’autres termes, tout = € A est le centre d’une boule de rayon arbitrairement petit et appartenant a la
classe F. Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G C F telle que :
1. les boules de G sont deux a deux disjointes,

2. M(A\ UB) = 0.

Beg

Démonstration. On utilisera 1’observation suivante : si X est un ensemble, 1 une mesure, (A4;);cs une
famille de parties deux & deux disjointes de X (indexée par un ensemble I quelconque) et s’il existe B
de mesure finie tel que A; C B pour tout i € I, alors {i € I; u(A;) > 0} est au plus dénombrable. En

effet, pour tout k > 1, si I, := {z el; u(A;) > %}, alors
Z ,U > ttllﬁ
i€ly,

ce qui montre que [, est fini, et 'ensemble {i € I; u(A;) > 0} est la réunion des Ij.

On passe donc a la preuve de la proposition 1.95. Si u(A) = 0, il n’y a rien a faire. On peut donc
supposer f(A) > 0. On suppose d’abord A borné, de sorte que p(A) < +oo. Il existe un ouvert
U C R” contenant A et tel que

p(U) < (1+ (4Q(n) ™) u(A),
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ol Q(n) est donné par la proposition 1.90. Comme dans la preuve de la proposition 1.88, A est inclus
dans la réunion des boules B € F qui sont incluses dans U. La proposition 1.90 fournit des familles
Flyeen, FQ(n) C F, chacune formée de boules deux a deux disjointes, telles que

Q(n)

Ac |y U BcU

j=1 BeF;

Par suite,
Q(n

p(A) < )M(U B>.

7j=1 BE]‘—j

Il existe donc j € [1,Q(n)] tel que

p(A) < Qn)p ( U B) :

BeF;

Il existe donc une sous-famille finie F ]’ C Fj telle que

p(A) <2Q(m)p | |J B

/
BE]'-]-

SiA;:=A\ U B, on a donc
Be}‘]’.

wA) < plUN U B
Be}‘J’.

= pU)-p| U B
Be}‘;

< au(4),

avec0<a:=1-— %Q(n)_1 < 1. On conclut comme pour la proposition 1.88.

Dans le cas général, soit (7,,),>1 une suite de rayons strictement positifs tels que 22m < < 92mtl
et £(0B(0, 7)) = 0. Noter qu’une telle suite existe bien : comme les frontieres de B(0,r) pour r €
[22m, 22m+1] sont deux a deux disjointes et incluses dans By (0,22 1) et pu(B#(0,22m 1)) < +o0,
I’ensemble des r € [22™,22mF1] tels que (OB(0,7)) > 0 est au plus dénombrable d’apres la remarque
initiale de cette preuve. On pose

Vo = B(0,ro) et Vi, = B(0,ry,) \ Bf(0,7,—1) pour m > 1.
On applique le cas précédent a chaque A N V,,,, en observant que

P(R™\ U Vin) < Z w(OB(0,7m)) = 0.

m>0 m2>0
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4 Espaces de nature homogene

4.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 1.96. Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré. On suppose que 4 est une mesure borélienne
réguliere sur X. Pour tout z € X et toutr > 0, B(z,r) := {y € X; d(y,x) < r} est la boule ouverte
de centre x et de rayon r, alors que Bf(x,7) := {y € X; d(y,x) < r} est la boule fermée de centre =
et de rayon r. On dira que (X, d, i) est un espace de nature homogene si, et seulement si :

1. pourtoutz € X ettoutr > 0,0 < u(B(z,r)) < +o0,

2. il existe C' > 0 tel que, pour tout z € X et tout r > 0,

p(B(x,2r)) < Cp(B(x,r)). D)

Une conséquence importante de (D) est qu’il existe D > 0 tel que, pour tout x € X, tout r > 0 et
tout @ > 1,
u(B(z,0r)) < COPpu(B(z,r)). (1.97)

En effet, posons D := % Soient # > letj € Ntel que 2/ < # < 2/F1, Alors, pour tout z € X et
tout 7 > 0, comme jInC' < D1Iné,

w(B(x,0r) M(B($72j+1T))
T u(B(w, 1))

CoP u(B(z,r)),

VANRVANIVAN

comme annoncé.

Remarque 1.98. Si (X, d, ) est un espace de nature homogene, alors la mesure y est de Radon. En
effet, 1 est borélienne réguliere et, si K est un compact, K est inclus dans une boule ouverte qui est de
mesure finie.

Remarque 1.99. Dans certains cas, on supposera seulement que d est une quasi-distance, ce qui signifie
que d est symétrique, d(x,y) = 0 si et seulement si z = y et il existe C > 0 tel que, pour tous
z,y,z € X,

d(z,2) < C(d(z,y) + d(y, 2)). (1.100)

Pour tout z € X et tout r > 0, on définit la boule ouverte B(z, r) comme dans le cas métrique. Si d est
une quasi-distance sur X, la topologie sur X associée a d est définie de maniere usuelle : si U C X, U
est ouvert si, et seulement si, pour tout x € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U.

Il peut arriver dans cette situation qu’une boule ouverte ne soit pas un ensemble ouvert. Pour le voir, on
considere la fonction s : [0, +oo[— [0, +o0o[ définie comme suit :

t osio<t<l,
s(ty=4¢ 2 sil<t<2,
t sit>2.

On vérifie que ¢t < s(t) < 2t pour tout ¢ > 0. Pour tous z,y € R, on pose d(x,y) = s (|z — y|). Alors
d est une quasi-distance sur R, qui définit la méme topologie sur R que la distance usuelle. Toutefois,
B (0, %) = [—1, 1] n’est pas un ouvert.

Il est important de souligner que tout espace de nature homogene est séparable :

Lemme 1.101. [64, Lemma 3.3.30]
1. Soit (X, d, i) un espace de nature homogene. Alors (X, d) est un espace métrique séparable.
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2. Plus généralement, soit 1 une mesure borélienne sur un espace métrique (X, d). On suppose que
X est 'union dénombrable d’ensembles ouverts de mesure finie et que toute boule ouverte est
de mesure strictement positive. Alors (X, d) est séparable.

Démonstration. 1l suffit clairement de prouver le point 2. On remarque d’abord ceci : si I est un en-
semble et («;);er est une famille de réels positifs, et si

S:=  sup Z o < +00,
Jcr; J fini jeg
alors {i € I; a; > 0} est au plus dénombrable. En effet, soient k¥ > 1 et J := {z el; oy > %} Si

J' C Jj, est une partie finie de .J, alors

1

jeJ’

de sorte que le cardinal des parties finies de Ji est uniformément borné. Ainsi, J; est fini et

{i € I, a; > 0} est la réunion des Jj.

Pour tout entier k > 1, soit (x¥);c;, une famille maximale de points dans X telle que d(z¥, mg‘/’) > 7

pour tous ¢ # j dans Ij (une telle famille existe par le lemme de Zorn). Soit (X;);>1 une famille

dénombrable d’ouverts de mesure finie tels que X = U Xj. Alors, pour tous k,j > 1, ’ensemble
Jj=1

keiel k} M X est au plus dénombrable. En effet, pour toute partie finie F,‘g de Ei,

El = {xi,
A
Z wl| B Tis o NX; ) < p(X;) < 4oo.
foFlg
Or, comme z¥ € X; et X, est ouvert, B (mf ) i) N X contient une boule ouverte de centre z? et de
rayon strictement positif, si bien que (B (wf, i) NnxX j) > 0. La remarque faite au début de la preuve

permet de conclure.
k.

7

{xf; k>1,1¢€ Ik} est dense dans X. ]

On en déduit que {x 1€ 1 k} est dénombrable, et il est facile de vérifier que I’ensemble des points

Voici des exemples d’espaces de nature homogene ([29, Section 2]) :

Exemple 1.102. 1. Si X = R", d est la distance euclidienne et x la mesure de Lebesgue, alors

(X,d, ) est un espace de nature homogene.

2. Si X =[0,1[, d(x,y) est la longueur du plus petit intervalle dyadique fermé a gauche et ouvert
a droite (voir la définition 1.50 ou seuls des cubes fermés sont considérés) contenant x et y et
p = L' 1a mesure de Lebesgue, alors (X, d, i) est un espace de nature homogéne.

3. Si X = [0,400], d est la distance euclidienne et du = " 1dr avec n € N, n > 1, alors
(X, d, p) est un espace de nature homogene.

4. On considére X = R3, qu’on munit de la loi de groupe suivante : si x = (z1,z2,t) ety =
(y1, Y2, ), on pose

T1Yy2 — x2y1)

T-y:i= ($1+yl,x2+y2,t+s+ 5

On notera H = R3 muni de cette loi. Le groupe H est appelé groupe de Heisenberg.
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Pour tout A > 0 et tout « € H, on pose
Th(z) := (Az1, Azg, A2t).

Pour tout A > 0, T} est un automorphisme de groupes, appelé dilatation.

Pour tout = € I, on pose
ol i= ( (o +3)" + )

On vérifie immédiatement que ||z~ !|| = ||—z|| = ||z pour tout z € H. De plus, pour tout A > 0
ettout z € H,
[Txzl] = All]l - (1.103)

Enfin, il existe C' > 0 tel que, pour tous x,y € H,

- yll < C (]l + llyll) -

En effet, il suffit de le voir quand ||z|| > ||y||, puis, en raison de (1.103), on peut supposer que
|lz|| = 1 et ||y|| <1, et on conclut par compacité.
On définit alors, pour tous x,y € H,

dary) =y o]

On vérifie que d est une quasi-distance sur H, et que d est invariante a gauche, ce qui signifie
que, pour tous a, z,y € H, d(a - x,a-y) = d(z,y). Enfin, si = £3 est la mesure de Lebesgue,
on montre que (H, d, ;1) est un espace de nature homogene. Plus précisément, pour tout z € H
et tout > 0, par I'invariance a gauche de la distance, (B(x,r)) = u(B(e,r)) := V(r) eton
vérifie ([59, Theorem 9.27]) qu’il existe des constantes 0 < ¢ < C telles que

crt <V (r) < Cr? pour tout r > 0.

. Soit GG un groupe. On suppose qu’il existe s > 1 et v, ...,vs € G tels que G soit engendré par
Y1, -+, Vs- On note e 1’élément neutre de G. Pour tout x € G, on définit p(x) comme le plus

petit entier n tel que x = ...z, avec x; € {e, v L 7;“}. On définit une métrique d sur

G par d(z,y) := p(y~'z). On munit G de la mesure de comptage, i.e. m(A) = §A pour tout

A C G. On dira que G est a croissance polynomiale d’ordre D > 0 si, et seulement si, il existe
0 < ¢ < Ctels que cr”? < m(B(e,r)) < CrP pour tout r > 0. Dans ce cas, (G, d,m) est un
espace de nature homogene. Un théoréme de Gromov affirme que cela se produit si, et seulement
si, G contient un sous-groupe nilpotent d’indice fini ([32, Section 1]).

. Soit (X, d, ;) un espace métrique mesuré. On suppose que 4 une mesure borélienne réguliere
sur X. On dit que (X, d, ) est Ahlfors régulier ([59, Section 8]) si, et seulement si, il existe
C,Q > 0 tel que, pour tout x € X et tout r > 0,

C~ 4@ < u(B(z,r)) < Cré.

Si (X, d, p1) est Ahlfors régulier, alors c’est un espace de nature homogene.
. Plus généralement, soit (X,d, 1) un espace métrique mesuré. Soit & > 0. On dit que p est
a-homogene s’il existe une constante C' > 1 telle que

p(Ba,r) _ oy (T
e 2 (7) (L

pour tout z € X ettout 0 < r < R. Si p est a-homogene, alors (X, d, i) est un espace de nature
homogene.
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8. Soient (X,d, ;1) un espace métrique mesuré et s > 0. On suppose que  est une mesure de
Radon non identiquement nulle. On dit que p est s-uniforme si, et seulement si, il existe C' > 0
tel que, pour tout = appartenant au support de p et tout > 0,

0 < w(B(z,r)) =Cr.

Sous cette hypothese, (X, d, i) est un espace de nature homogene. On retrouvera cette notion au
chapitre 2 (voir la section 5.1).

Voici une remarque utile :

Remarque 1.105. On suppose (X, d, ) de nature homogeéne. Alors il existe C' > 0 tel que, pour tout
x € Xettoutr >0, u(By(x,2r)) < Cu(By(x,r)). En effet, comme, pour tout z € X et tout s > 0,

1 1
By(x,s) = m Blxz,s+ k),de sorte que p(By(x,s)) = kEIJIrlOO <B (a:, 5+ k>) On a donc, pour
k>1

toutz € X, toutr > Oettoutk > 1,

(B (x,2r)) < p (B (x o+ /i)) < Cu (B (w + ;)) ,

et on obtient la conclusion en faisant tendre k vers +oo.
On termine ce paragraphe avec le résultat suivant :

Proposition 1.106. Soit (X, d, ;1) un espace de nature homogéne complet. Alors (X, d) est propre (ce
qui signifie que toute boule ouverte est relativement compacte).

Démonstration. Cette preuve est reprise de [106, Proposition 2]. Soient xyp € X et rg > 0. Comme
(X, d) est complet, il suffit de montrer que B(xq, ) est précompacte. Soit donc ¢ > 0. Par le lemme
5r, il existe une famille au plus dénombrable de points (z;);c; € B(xo,70) tels que les boules B(z;, €)
soient deux a deux disjointes et B(xq, ) C U B(z;, 5¢). On en déduit que

il

1(B(zo,m0)) < CY w(B(wse))
iel

< Cu(B(xg,r0 +€).

Si I est infini, il existe donc une suite (i, ),>1 € I telle que

lim p(B(x;,,e) =0. (1.107)

n—+00
Or, pour toutn > 1,0 < p(B(xo,70)) < pu(B(zs,,2r0)) < C'u(B(x;,,€), ce qui est en contradiction
avec (1.107). Ainsi, I est fini, ce qui termine la preuve. O
4.2 Espaces doublants

Définition 1.108. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Soite > 0. Si A C X, on dit que A est e-séparé si, et seulement si, pour tous x,y € A,
d(z,y) > e.
2. Soit N > 1 un entier. On dit que X est doublant de constante /V si, et seulement si, pour tout
r € X ettout 7 > 0, toute partie 5-séparée dans la boule B(z,r) a au plus IV points.

Voici une observation utile :
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Lemme 1.109. Soit (X, d) un espace métrique doublant de constante N. Soient k > 1,z € X etr > 0.
Alors tout ensemble 2~ *7-séparé dans la boule B(x, ) posséde au plus N* points.

On vérifie facilement :
Proposition 1.110. Soit (X, d, ;) un espace de nature homogene. Alors X est doublant.

Démonstration. Soient x € X etr > 0. Soient z1, ..., 7, des points de B(z,r) tels que d(z;, ;) > §
pour tous 7 # j. Alors les boules B(xz;, 7) sont deux a deux disjointes et incluses dans B(z, 2r), et, pour
tout ¢ € [1, k], B(z,2r) C B(x;,3r), de sorte que

k
kp(B(x,2r)) < C Y u(B(xi, %)) < Cu(B(z,2r)),
=1

ce qui donne la conclusion car 0 < p(B(x,2r)) < 4o0. O
Réciproquement, on peut montrer (voir [92]) :

Théoreme 1.111. Soit (X, d) un espace métrique doublant complet. Alors il existe une mesure p sur X
telle que (X, d, p) soit un espace de nature homogéne.

Ce théoreme découle (comme le lemme de Frostman) d’arguments de convergence faible de suites de
mesures (voir la section 2.6 du chapitre 2). En réalité, dans la conclusion du théoréme 1.111, la mesure
4 peut étre construite a-homogene pour un o« > 0 (voir la condition (1.104) plus haut). On notera aussi
que la conclusion du théoreme 1.111 est fausse sans hypothése de complétude, méme pour des ouverts
de R"™ (voir [126]).

4.3 Un lemme de recouvrement de Vitali dans les espaces de nature homogene

On poursuit cette section en donnant un lemme de Vitali dans les espaces de nature homogene :

Proposition 1.112. [Lemme de Vitali dans les espaces de nature homogene] ([59, Theorem 1.6]) Soient
(X, d, i) un espace de nature homogeéne, A C X et F une famille de boules fermées d’intérieur non
vide. On suppose que, pour tout z € A,

inf  r=0. (1.113)
By(z,r)eF

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G C F telle que :
1. les boules de G sont deux a deux disjointes,

2. u(A\ UB) = 0.

Beg

Démonstration. On suppose d’abord A borné. On peut aussi supposer que les rayons des boules de F
sont bornés (sinon, A, qui est borné, est inclus dans 1’une des boules de F). Le lemme 5r permet de
trouver une sous-famille dénombrable G C F formée de boules deux a deux disjointes et A C U 5B

Beg
(on rappelle que (X, d) est séparable, voir le lemme 1.101). On note que, comme A est borné et les

rayons des boules de F sont bornés, les boules de G sont contenues dans une boule fixe. En notant
G = {Bi; i > 1} et en utilisant la remarque 1.105, on en déduit que

> u(3B) <CY u(Bi) = p (U Bi) < oo,

i>1 i>1 i>1
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donc

li 5B;) = 0.
Nﬁl\riloo z;\flu( z)

Il suffit donc, pour conclure, de montrer que

A\ |J Bic | 5B (1.114)

1<i<N i>N

En effet, comme ;1(A) < 400, on aura alors

M(A\UBi) zNgglmu(A\ U B@-> = 0.

i>1 1<i<N

Montrons donc (1.114). Soitx € A\ U B;. Comme U B; estun fermé de X et x ¢ U B;,
1<i<N 1<i<N 1<i<N

il existe o > 0 tel que By(x, ) N B; = 0 pour tout r €]0, ro[. Par (1.113), il existe donc r > 0 tel que

By (z,r) € F et By(zx,r) N B; = () pour tout ¢ € [1, N]. De plus, la famille G est construite de sorte

qu’il existe j > 1 tel que B; soit de rayon au moins § et By(x,7) N B; # () (voir la remarque 1.87). On

adonc j > N et By(x,r) C 5B, ce qui termine la preuve dans le cas ot A est borné.

On traite ensuite le cas général comme dans la preuve de la proposition 1.95. O

Remarque 1.115. La conclusion du lemme de recouvrement de Besicovitch n’est pas satisfaite dans
un espace métrique de nature homogene en général. Cette conclusion est fausse en particulier dans le
groupe de Heisenberg ([78, 1.4]). L’inégalité isodiamétrique n’est pas non plus satisfaite dans le groupe
de Heisenberg (au sens ol les boules ne maximisent pas la mesure a diametre fixé, [123]). Il est toutefois
possible de donner une description de certains ensembles isodiamétriques ([88]).

4.4 Théoreme de plongement d’Assouad

On présente ici un théoréme de plongement pour les espaces doublants. On précise d’abord ce qu’on
entend par plongement :

Définition 1.116. Soient X, Y des espaces métriques.
1. Un plongement de X dans Y est une application f : X — Y qui est un homéomorphisme de X
sur f(X).
2. Si f est un plongement de X dans Y, on dit que f est bilipschitzien si, et seulement si, il existe
K > 1tel que, pour tous x,y € X,

%d(w,y) <d(f(z), f(y) < Kd(z,y).

Si K =1, f s’appelle un plongement isométrique.

Théoreme 1.117. [Théoréme de plongement d’Assouad] ([8]) Soit (X, d) un espace métrique. Alors
(X, d) est doublant si, et seulement si, pour tout ¢ €0, 1], il existe un espace euclidien dans lequel
I’espace métrique (X, d°) posséde un plongement bilipschitzien.

Remarque 1.118. 1. On vérifie que, pour tout € €]0, 1], d° est une distance sur X.
2. On ne peut pas prendre ¢ = 1 dans le théoreme 1.117. Le groupe de Heisenberg H, muni de
la métrique décrite dans I’exemple 1.102, ne posséde pas de plongement bilipschitzien dans
un espace euclidien. En effet, d’apres [113], toute application lipschitizienne de H dans R"
est presque partout différentiable et sa différentielle en presque tout point est un morphisme
d’algebres de I’algebre de Lie de H dans R" (voir la section 5 pour la définition de 1’algebre de
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Lie). Si f est un plongement bilipschitzien de H dans R", comme 1’algebre de Lie de H n’est pas
commutative alors que R™ est commutatif, cela oblige D f(x) a &tre non injective pour presque
tout x, ce qui est impossible puisque f est bilipschitzienne. Plus généralement, le groupe de
Heisenberg ne possede aucun plongement bilipschitzien dans un espace de Banach possédant la
propriété de Radon-Nikodym. On pourra aussi consulter [5, 106]. On reviendra sur ces questions
au chapitre 2, voir le théoreme 2.85.

D’autres exemples d’espaces doublants qui ne posseédent aucun plongement bilipschitzien dans
un espace euclidien se trouvent dans [18, 26, 82, 131].

La preuve du théoreme 1.117 utilise le produit tensoriel de deux espaces euclidiens, que nous présentons
brievement ici. Soient F, E5 deux espaces euclidiens. Si u; € FEj et ug € FEs, on définit u; ® uo :
Ey x Fy — Rpar

(ug ® ug) (w1, w2) := (u1, 1) (U2, T2)

pour tout (x1,x2) € E1 x Es. 1l s’agit d’une forme bilinéaire sur £} x Eo. On note £ le sous-espace de
I’espace des formes bilinéaires sur £} x E5 engendré par les u; ® uo. On définit une forme bilinéaire
sur £ par

<’LL1®U2,U1 ®U2> = <U1,U1><’LL2,U2>. (1.119)

On vérifie qu’il existe bien une unique forme bilinéaire sur £ vérifiant (1.119), et que cette forme bili-
néaire est en fait un produit scalaire sur £. On appelle £ le produit tensoriel de F et F» et on le note
E; ® E5. On vérifie enfin que, si (f1, ..., fx) est une base orthonormée de F et (g1, ..., g;) est une base
orthonormée de E», alors la famille (f; ® g;)1<i<k, 1<j<i est une base orthonormée de 1 ® Ej.

Preuve du théoréme 1.117 : on suppose d’abord que, pour tout € €]0, 1], il existe un espace euclidien
dans lequel I’espace métrique (X, d®) posséde un plongement bilipschitzien. Soit f un plongement
bilipschitzien de (X, d'/?) dans RY pour un entier N > 1. On note £ = f(X) c RN. Il existe
C > 0 tel que, pour tous =,y € X, cd"/?(x,y) < |f(x) — f(y)| < Cd'/?(z,y). Soit B C X une boule
de rayon r > 0. Alors f(B) est une partie de F de diamétre inférieur ou égal a 2C71/2, que I’on peut

recouvrir par une famille de boules By, ..., By de rayon % (g)l/ 2, avec k < C’, ou C’ > 0 ne dépend

que de N.Ona B C U fH(By) et, pour tout i € [1,k], diam(f~(B;)) < %. Ainsi, (X, d) est
1<i<k

doublant.
On suppose maintenant (X, d) doublant. Soit Ny C X un ensemble 1-séparé maximal (en utilisant le
lemme 1.109, on vérifie que Ny, qui existe par le lemme de Zorn, est au plus dénombrable). Il existe un
entier M > 1 tel que, pour tout x € X, #(No N B(x,12)) < M.
On construit d’abord une application « : Ng — {e1,...,enr} (ol eq,...,eps est la base canonique de
RM) telle que

k() # k(y) sid(z,y) < 12. (1.120)

Pour cela, on note Ny = {a;; i > 0}. On choisit x(ap) arbitrairement. Si on a construit x(ag), ..., K(a;)
vérifiant (1.120), comme
ﬁ{al, cees ai} N B(ai+1, 12) <M-1

(en effet le membre de gauche est inclus dans (No N B(a;+1, 12))\{a;+1}), on peut donc choisir k(a;+1)
de sorte que (1.120) soit encore satisfaite.
On définit alors, pour tout x € X,

wo(x) == Zmax(2 —d(z,a;),0)k(a;) € RM

i>0

Cette fonction est bien définie. En effet, soit x+ € X. Comme X est doublant et I’ensemble Ny est 1-
séparé, B(x,2) N Ny est un ensemble fini, ce qui montre que la somme définissant o (z) n’a qu’'un
nombre fini de termes non nuls.
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Siz,y € X sonttels que 4 < d(x,y) < 8, alors

lpo(z) — @oly)| > 1.

De plus, pour tous z,y € X,

lpo(z) — wo(y)| < Cmin(d(z,y), 1).

Pour vérifier ces propriétés, on pose A;(z) := max(2 — d(z, a;),0) pour tout i > 0 et tout z € X. Pour
tout x € X ettout i > 0, soit By := {i > 0; A;(z) # 0}.

Soient z,y € X tels que 4 < d(x,y) < 8. Alors B, N By, = (), ce qui implique que x(a;) # k(a;) pour
tous 4, j € B, U By tels que i # j. On a donc

2

[po(@) — o) = | D (Ailz) — Ai(y))s(as)
1€BLUBy
= Z |Ai(z) — Ai(y)|2
i€B,UB,y
> 1.

Soient x,y € X quelconques. Pour tout i > 0, |A;(z) — A;(y)| < 2min(d(z,y),1). Comme « est
injective sur {a;; i € B, } et sur {a;; i € By}, onadonc (B, U By) < 2M. Ainsi,

[po(x) —wo()l < D |Ai(2) — Ai(y)] < Cmin(d(z,y), 1).

i€B,UB,

Soit j € Z. En appliquant ce raisonnement a I’espace (X, 2’d), on obtient une fonction pj X — RM
telle que, si 2,y € X sont tels que 8 x 277971 < d(z,y) < 8 x 277, alors

lpj(z) —@i(y)] > 1.

De plus, pour tous z,y € X,

lp(2) — ¢;(y)| < Cmin(2/d(z,y),1).

On peut choisir les ¢; de fagon a ce qu’il existe zop € X tel que ¢;(xo) = 0 pour tout j € Z.

Soit maintenant N > 1 (qu’on fixera plus tard). On considere une famille de vecteurs (¢€;);ez € R2N
telle que m = ¢&; pour tout j € Z et (é1,...,ean) est une base orthonormale de R2N . On définit,
pour tout x € X,

o(x) == Z 2 p;(z) ® & € RM @ R?Y.
JEZ
La fonction ¢ est bien définie car

Y27 (@)l =27 (@) — pj(wo)| < O 272 min(d(x, z0),1) < +o0.
jez jez jez

Soient z,y € X etk € Ztel que 8 x 27F~1 < d(z,y) < 8 x 27%. Alors

lo(@) =) < Y 27 [pi(a) — i)l + D27 [pi(x) — wi(y)|
ikt i<k
< C (2“21c + 2k(1_8)d(:r, y))
< Cd(z,y)°.
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De plus,

lp(z) —o(y)| > S 27(pi(m) — wi(y) ® &
—N+k<j<N+k
=Y 27 () — ¢;(y)]
j>N+k ’
- > 27 i) — ¢i(y)
J<TN+k
> 27 (@) — pr(y)|
_0275(N+k) _ 6275(7N+k)27N+kd(x’ y)
_ 1
> 27 pr(@) — en(y)| — 527
> 27 > cd(z,y)°,

ce qui termine la preuve. On a utilisé le fait que les vecteurs (€;)_ Nyr<j<nN-+k sont deux a deux ortho-
gonaux et de norme 1 dans R*Y, de sorte que les vecteurs ((p;(x) — ¢;(y)) ® €j) _Nihej<nik SODL

deux & deux orthogonaux dans RM @ RV, O

Remarque 1.121. 11 est possible de montrer ([37]) que, si (X, d) est doublant, alors il existe N >

1 tel que, pour tout € € (%,
La différence avec le théoréme 1.117 est que N ne dépend pas de ¢, mais cela n’est possible qu’en

restreignant I’intervalle de €.

1), on peut trouver un plongement bilipschitzien de (X, d°) dans RY.

Pour terminer cette section, on indique que les espaces de nature homogene jouent un réle crucial vis-a-
vis des inégalités de Poincaré, voir le chapitre 4.

5 Compléments sur les groupes de Lie

Le groupe de Heisenberg est un exemple de groupe de Lie non commutatif, et appartient a la classe
des groupes de Carnot ([56, Section 11]). On donne ici quelques définitions et énoncés a ce sujet, souvent
sans preuve. Cette présentation s’inspire de [15, Chapter 1]. On pourra aussi consulter [24, Chapter 2],
[137, Chapter 12] et [58].

5.1 Champs de vecteurs

Définition 1.122. Soient {2 C R" un ouvert.
1. Un champ de vecteurs sur € est un opérateur différentiel de la forme

X= > aj5- (1.123)

oll ai,...,ay : £ — R sont des fonctions.
2. Pour toute fonction f différentiable dans ) et tout x € €2,

N
= a;(x) (1.124)

ot 8.7}]

Si les a; sont C°°, on dira que X est un champ de vecteurs C'°°. Dans ce cas, X f est C* si f
est C et f — X f estlinéaire de C'°°(£2) dans lui-méme. On notera T'(R™) I’espace de tous les
champs de vecteurs C'*™ dans R".

3. Si X etY sont des champs de vecteurs C'°°, on notera XY le produit qui consiste a composer
X et Y comme opérateurs différentiels.
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4. Si X est donné par (1.123), on notera aussi X[ I’application de R™ dans R" qui, a x € R",
associe le vecteur (aq(x), ..., an(x)). Onadonc XI(x) = (ai(x), ..., an(x)).

On définit maintenant les courbes intégrales associées a un champ de vecteurs.

Définition 1.125. Soit X un champ de vecteurs C*° sur R"™. Soit I un intervalle de R. Une application
7 de classe C' de I dans R™ est appelée courbe intégrale de X si, et seulement si, pour tout ¢ € I,

V(t) = XI(v(t)).
Si X est un champ de vecteurs C™ et x € R", le probleme de Cauchy
~'(t) = XI(y(t)) pour toutt
1(0) =2

possede une unique solution maximale, notée yx (-, z) et définie sur un intervalle /(X x). Cette solution
est de classe C° sur I (X, z).
On peut vérifier que, pour tout k > 1,

7B (0) = X*I(z).
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral, on a donc, pour tout 5 > 1, tout z € R" et tout
tel(X, ),
y(t, x —x—i—z k|X’“I + = / sY XTI ((s, z))ds.

On est conduit a définir l’apphcatlon exponentielle d’un champ de vecteurs de la fagon suivante :
Définition 1.126. Soit X un champ de vecteurs C'°°. Avec les notations précédentes, on pose
exp(tX)(z) = (¢, z),
pour tout x € R et tout t € I(X, x).
On vérifie que, pour tout x € R™, pour toutt € I(—X, z), —t € I(X, z) et
exp(—tX)(exp(tX)(x)) = x.
On en déduit que = — exp(tX) est un C* difféomorphisme de R" sur R".

Définition 1.127. Soient X,Y deux champs de vecteurs C* sur R". On définit le crochet de Lie de
X,Y, noté [ X,Y], par
(X, Y] =XY -YX.

On notera que [X, Y] est encore un champ de vecteurs C° sur R (en effet, le calcul de [ X, Y] f montre
que les termes faisant intervenir des dérivées de f d’ordre 2 s’annulent).

5.2 Algebres de Lie

Définition 1.128. On appelle algebre de Lie un espace vectoriel V' muni d’une application bilinéaire
V x V — V, appelé crochet de Lie, notée (X,Y) — [X, Y] et vérifiant :

1. pourtout X € V, [X, X]| =0,

2. pourtous X, Y, Z € V, [X,[Y, Z]| + Y, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

L’espace T'(R™), muni du crochet de Lie, est une algebre de Lie. On appelle sous-algebre de Lie de
T'(R™) tout sous-espace vectoriel A de T'(R™) tel que, pour tous X,Y € A, [X,Y] € A.

Définition 1.129. Soit B C R", on appelle algebre de Lie engendrée par B I’intersection de toutes les
sous-algebres de Lie de T'(R™) contenant B. C’est, au sens de ’inclusion, la plus petite sous-algebre de
Lie de G contenant B, noté Lie(B). On définit, pour tout x € R™, le rang de Lie(B) en = comme la
dimension du sous-espace de R™ engendré par les ZI(x) pour Z € Lie(B).
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5.3 Groupes de Lie
On définit maintenant les groupes de Lie dans R".

Définition 1.130. Un groupe de Lie sur R™ est la donnée d’une loi de composition, notée (z,y) — z -y,
de R™ x R™ dans R", telle que :

1. R™, muni de -, est un groupe,

2. Tapplication (z,y) — z - y de R™ x R™ dans R" est C*°,

3. I’application z +—+ z~! de R” dans R™ est C°.
On notera G le groupe de Lie R™ muni de cette loi.

On supposera toujours dans la suite que 1’élément neutre de (G, -) est 0.

Définition 1.131. Soit G un groupe de Lie sur R".
1. Soit a € G. La translation a gauche de vecteur a est ’application 7,(x) := a - x de G dans G.
La translation a droite de vecteur a est I’application 7, (x) := z - a de G dans G.
2. Soit X un champ de vecteurs C*° sur R™. On dit que X est invariant a gauche sur G si, et
seulement si, pour toute f € C°,

X(fory) =(Xf)or,.

On notera G ’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche sur GG. On vérifie que G est une
sous-algebre de Lie de T'(R"™), appelée algébre de Lie de G.
On peut caractériser les champs de vecteurs invariants a gauche sur G de la fagcon suivante :

Proposition 1.132. Soient G un groupe de Lie sur R” et X un champ de vecteurs C'*° sur R". Alors X
est invariant a gauche sur G si, et seulement si, pour tout ¢ € R",

(XI)(a-x)=Jre(x) - (XI)(x)

pour tout z € R™. On a noté J7,(x) la matrice jacobienne de 7, au point z € R™ et (X I)(z) désigne le
vecteur colonne des a;(x), si X est donné par (1.123).

Une conséquence importante de cette proposition est que, si X est invariant a gauche sur (G, alors
pour tout x € R",
(XI)(z) = J72(0) - (XT)(0).

Ainsi, un champ de vecteurs invariant a gauche sur G est enticrement déterminé par sa valeur en 0.
Réciproquement, si 7 € R™ est un vecteur, alors le champ de vecteurs

XI(x) = J715(0) - n
est invariant a gauche sur G. On en déduit :

Proposition 1.133. Soient G un groupe de Lie sur R™ et X un champ de vecteurs C'* sur R”. Alors X
est invariant a gauche sur G si, et seulement si, pour tout x € G,

(XI)(z) = J72(0) - (XI)(0).

Si G est un groupe de Lie sur R™, I’algebre de Lie de G est isomorphe & R™ (isomorphisme d’espaces
vectoriels). Plus précisément :

Proposition 1.134. Soient G un groupe de Lie sur R™ et G I’algébre de Lie de G. Pour tout n € R”, on
définit le champ de vecteurs J(n) par

JmI(x) == Jr:(0) -

pour tout x € R™. Alors :
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1. pour toutn € R™, J(n) € G,
2. T’application J : R™ — G est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, G est de
dimension n.

Revenons au cas du groupe de Heisenberg H. On considere les champs

0 0 0 0
Xi=—+2x9—etY = — — 22, —
g e T By M
dont on vérifie qu’ils sont invariants a gauche. Si 7' := [ X, Y], on vérifie que T' = —4%. D’autres choix

pour X et Y sont possibles et se trouvent dans les références citées plus haut.

On vérifie que I’algebre de Lie de H est engendrée (en tant qu’espace vectoriel) par X, Y et T'. En effet,
X,Y et T sont linéairement indépendants, et la proposition 1.134 montre que 1’algebre de Lie de H est
de dimension 3.

On précise le lien entre rang d’un systéme de champs de vecteurs et rang d’un systéme de vecteurs :

Proposition 1.135. Soient GG un groupe de Lie sur R™ et G 1’algebre de Lie de G. Soient X1, ..., X} € G.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Xq,..., X} sont libres dans G,

2. X11(0),..., XxI(0) sont libres dans R",

3. il existe z € R™ tel que X11(z), ..., X3 I(x) sont libres dans R”,

4. pour tout x € R", X1I(z), ..., XiI(x) sont libres dans R".

On notera que la conclusion de la proposition 1.135 est fausse pour des champs de vecteurs non
invariants a gauche. Prenons

0 0
Xy =y —
17 2 $1ax2

qui sont des champs de vecteurs dans R?. Les champs de vecteurs X et X5 sont libres, mais les vecteurs
X11(0) et X51(0) ne le sont pas dans R?, ce qui montre qu’on ne peut pas munir R? d’une loi de groupe
de Lie pour laquelle X et X seraient invariants a gauche.

5.4 Application exponentielle

On peut maintenant définir 1’application exponentielle entre un groupe de Lie et son algebre de Lie :

Définition 1.136. Soient G un groupe de Lie sur R” et G son algebre de Lie. On définit 1’application
exponentielle de G comme 1’application Exp : G — G donnée par

Exp(X) := exp(1X)(0).

Autrement dit, on considere ~y solution de

et on pose (1) := Exp(X).
On montre que, pour tout X € G,
Exp(X) - Exp(—X) = 0.
En d’autres termes,
Exp(—X) = (Exp(X))™".

Reprenons le cas du groupe H. On a vu qu’une base de 1’algebre de Lie de H est X, Y, T. Un calcul sans
difficulté montre que, si Z est un champ de vecteurs sur H invariant a gauche, Z = t1 X + toY + t37T
pour un unique (t1,t9,t3) € R3 et

EXp(Z) = (tl,tz, —4t3).

On remarque que Exp est une bijection de 1’algébre de Lie de H sur R,
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5.5 Distance de Carnot

On introduit maintenant la distance de Carnot associée a des champs de vecteurs. On aura besoin
pour cela de la notion de fonction absolument continue :

Définition 1.137. Soient n > 1, I un intervalle de R et f : I — R™. On dit que f est absolument

continue sur [ si, et seulement si, pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout N > 1 et
N

tous intervalles deux a deux disjoints Jag,bx[C I (1 < k < N) tels que Z |br, — ar| < 0, on ait
i=1

Z £ (be) — flar)| <e.
Une fonction absolument continue est clairement uniformément continue. On montrera dans la sec-

tion 7.3 que toute fonction absolument continue f : I — R™ est dérivable presque partout, et que, si f’
est intégrable sur tout segment inclus dans I, alors

[ 5w =50) - @

pour tous a < b € I.
Pour la suite, on se donne des champs de vecteurs X7, ..., Xj, de classe C'*° sur R™. On pose

1/2
|XI(x)| := <Z|XI ) .
Définition 1.138. Soient X1, ..., X} des champs de vecteurs sur R”. Une courbe absolument conti-
nue v : [0,7] — R™ (avec T' > 0) est dite admissible si, et seulement si, il existe des fonc-
tions mesurables ¢y, ...,cx : [0,7] — R telles que, pour presque tout ¢t € [a,b], Z 2 < let
i=1
% 3
=D ci()XI(v(1)).
j=1
On remarque que, par Cauchy-Schwarz, si v : [0, 7] — R"™ est une courbe admissible, alors
|7 (¢)| < |XI(~(t))| pour presque tout ¢ € [0, T]. (1.139)
On en déduit qu’une courbe admissible est lipschitzienne. En effet, si vy : [0,7] — R™ est une courbe

admissible, alors, pour tous a < b € [0, 77,

b
(8) = ()| < [T/ (0] d < mae 1XTG0)] b~ (1.140)

On peut a présent définir la distance de Carnot associée a des champs de vecteurs.

Définition 1.141. Soient X, ..., X des champs de vecteurs sur R™. Pour tous x,y € R", on définit
d(x,y) comme la borne inférieure des 7' > 0 tels qu’il existe une courbe admissible y : [0,7] — R"
telles que v(0) = x et y(T') = y. Si une telle courbe n’existe pas, on pose d(x,y) = +oo. La fonction
d s’appelle la distance de Carnot associée a X7, ..., Xk.

Il peut arriver que d(z,y) = +oo. Par exemple, si on prend seulement X; = 8%1 dans R?, alors
d(z,y) = |z —y|siy —x € R(1,0) et d(x,y) = +o0 sinon. Si on prend X; et Xy = 8%2, alors d est
la distance euclidienne usuelle.
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Proposition 1.142. Avec les notations précédentes, on suppose que d(z,y) < 400 pour tous z,y € R".
Alors :

1. d est une distance sur R,

2. pour tout compact K C R", il existe cx > 0 tel que, pour tous z,y € K,

|z —y| < cxd(z,y).
Pour prouver cet énoncé, on commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 1.143. Soientx € R" etr > 0. Onpose M := sup |XI(y)|.Si~y:[0,7] — R™ est une
yeB(z,R)

courbe admissible telle que v(0) = x avec T’ < %, alors v([0,7) C B(z, R). Ici, B(z, R) désigne la
boule euclidienne (et non pour la métrique d) de centre x et de rayon R.

Preuve du lemme 1.143 : on suppose que la conclusion n’est pas satisfaite. Soit alors ¢g le plus petit
t €]0,T) tel que |z — ~(to)| = R. Alors, en utilisant (1.139), on obtient

to to
R= o=t =| [" 7o) de < [ X160 < M1,
contrairement a 1’hypothese. O

Preuve de la proposition 1.142 : on commence par le point 2. Soient z,y € K et : [0,7] — R™ une

courbe admissible telle que v(0) = x et y(T') = y. Soient e > 0, K¢ := {z € R"; d(z,K) < e} et

M := sup |XI(z)|. Soit R := min (|z —y|,¢), de sorte que B(z,R) C K ety ¢ B(x,R). Le
zeK¢®

lemme 1.143 montre alors que

R |z —y|
7>
M= M

avec ¢ := min ( ) Cela termine la preuve du point 2. Le point 1 en résulte facilement.  []

13
1, diam(k)

5.6 Groupes de Carnot

On décrit une classe de groupes de Lie, appelés groupes de Carnot, pour lesquels on peut définir une
distance de Carnot qui est une “vraie” distance, au sens ol d(z,y) < 400 pour tous , .

Définition 1.144. 1. Soit V une algebre de Lie. On pose V() := V et V(1) = [V, V|;)] pour
tout j > 1, ot [V, V;)] désigne le sous-espace de V engendré par tous les [v, v;] avec v € V et
vj € V;. Sim > 1, on dira que V' est nilpotente d’ordre m si, et seulement si, V(,,,y # {0} et
Vv(m—l—l) = {0}

2. Soit G un groupe de Lie sur R™. On dit que G est nilpotent si, et seulement si, I’algebre de Lie
de G est nilpotente.

3. Soit G un groupe de Lie sur R™. On dit que G est un groupe de Carnot (ou un groupe stratifié)
si, et seulement si, G possede une stratification, c’est-a-dire que G = V1 @ ... @ V},,, ou chaque
V; est un sous-espace vectoriel de G, Vi1 = [V4, V;] pour tout i € [1,m — 1] et [V, V;,,] = {0}.

On vérifie qu’un groupe de Carnot est nilpotent, et que, si m est comme dans le point 3 avec V,,, #
{0}, alors G est nilpotente d’ordre m. Si (X7, ..., X) est une base de V;, alors I’algebre de Lie G est
engendrée par X, ..., Xj. Le groupe de Heisenberg H est un groupe de Carnot, dont 1’algebre de Lie
est nilpotente d’ordre 2. Ici, V; est engendré par X et Y, et Vo par T = [ X, Y].

Un fait important est que, pour un groupe de Carnot, Exp est un difféomorphisme global :

Théoreme 1.145. Soient G un groupe de Carnot et G son algébre de Lie. L’application Exp est un C'*
difféomorphisme de G sur G, dont la réciproque est notée Log.
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Ce théoréme permet notamment de définir des dilatations sur un groupe de Carnot.

Définition 1.146. Soient G' un groupe de Carnot et G son algebre de Lie, décomposée comme dans la
définition 1.144.
1. Pour tout i € [[1,m], tout X € V; et tout r > 0, on définit la dilatation d, par

5T(Xz) = ’I“ZXl

2. On définit ainsi une dilatation linéaire 9, : G — G, qui est un automorphisme.
3. Six € G, on écrit x = ExpX pour un unique X € G, et on pose 0,(z) = Log(d,(X)).

Un autre fait important est que, sur les groupes de Carnot, la distance de Carnot est finie pour tout couple
de points :

Théoreme 1.147. Soit G un groupe de Carnot, dont I’algébre de Lie G possede la stratification G =
Vi@ ...® Vi, avec Vip1 = [V1, Vi| pour tout i € [1,m — 1] et [V1, Vin] = {0}. Soit (X1, ..., Xi) une
base de V1. Alors, si d est la distance de Carnot sur G associée aux champs X1, ..., X}, :
1. d(z,y) < 400 pour tous x,y € G,
2. d est invariante a gauche, ce qui signifie que, pour tous a,x,y € G, d(z,y) = d(a - x,a - y),
3. pourtous x,y € G,
d(.%’, y) = d(y_l T, 0)

et

d(z~",0) = d(z,0),
4. pourtous x,y € G et tout r > 0, d(d,x, 6,y) = rd(z,y).
On peut aussi considérer des “normes” sur un groupe de Carnot.

Définition 1.148. Soit G un groupe de Carnot. On appelle norme sur G toute application x — ||z|| de
G dans [0, +oo| telle que :

1. ||z|| = ||« pour tout z € G,

2. ||0,x|| = r ||z|| pour tout x € G et tout r > 0,

3. ||z|| = 0 si, et seulement si, z = 0.

Par exemple, ||z|| := d(z,0) est une norme, si d est la distance de Carnot considérée plus haut. On
résume ici les principales propriétés des normes sur G (voir [50, Chapter 1]) :

Proposition 1.149. Soient G un groupe de Carnot, ||-|| une norme sur G et |-| la norme euclidienne sur
R™.
1. Nexiste 0 < ¢ < C'tels que, pour tout zz € G avec ||z|| < 1, on ait

clz| < ||lz]| < CJal™

ou m est comme dans la définition 1.144.
2. Sip(z,y) = ||z~ - yl|, p est une quasi-distance (voir la remarque 1.99).
3. Pour tout x € G et tout r > 0, B(x,r) est 'image de B(0,r) par la translation 7. De plus,
B(0,7) = 6,(B(0,1)).
4. Pourtout £ C Gettouta € G, L"(1,(F)) = L™7,(E)) = L™(FE), ot 7, (resp. 7.) est la
translation a gauche (resp. a droite) de vecteur a (voir la définition 1.131).
m

5. On définit Q) := Z jdim Vj. L’entier Q s’appelle la dimension homogene de G. Pour tout
j=1
E C G, L6,(E)) = r?L"(E) pour tout r > 0. En particulier, | B(x,r)| = Cr%.
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6. Si ||-||’ est une autre norme sur G, alors il existe 0 < ¢ < C'tels que, pour tout = € G,
cllall < 2" < Clll-

Voici un autre exemple de norme sur G : si x € G et x = Exp(X) avec X € G, on décompose

m
X = ZX]- et on pose
j=1

m
Ui
lall = Y- 1,107
j=1
ol |-|; est la norme euclidienne sur RAim ;.

5.7 Mesure de Haar

Pour les résultats présentés dans ce paragraphe, on pourra consulter [49, Chapter 2]. On donne
d’abord la définition d’une mesure de Haar dans un groupe de Lie :

Définition 1.150. Soit G un groupe de Lie sur R™. On appelle mesure de Haar a gauche sur G toute
mesure de Radon p sur (G, non identiquement nulle et invariante par translation & gauche, c’est-a-dire
telle que, pour tout borélien A C G et tout a € G,

1(7a(B)) = p(B).
On a le résultat d’unicité suivant pour les mesures de Haar :

Proposition 1.151. Soient (G un groupe de Lie sur R™ et y, v des mesures de Haar & gauche sur G. Alors
il existe A > 0 tel que v = Ap.

On peut effectivement construire des mesures de Haar a gauche sur les groupes de Carnot (et ces
mesures sont aussi invariantes par translation a droite !). Soient GG un groupe de Carnot et G son algebre
de Lie. La mesure de Haar m sur GG est la mesure image, par I’application exponentielle, de la mesure
de Lebesgue sur G ([24, p.16]). Dans le cas du groupe de Heisenberg, la mesure de Haar coincide avec
la mesure de Lebesgue £3 ([24, p-14]). On peut montrer ceci ([24, p.22]) :

Proposition 1.152. 1. la mesure m est Ahlfors-réguli¢res d’exposant (), la dimension homogene
de G,
2. la mesure m est Q-homogenes vis-a-vis des dilatations, au sens ou, pour tout A C G et tout
A >0,

HP (63 (A)) = APHO(A) et SP(6y(A)) = ACSP(A).

6 Fonction maximale de Hardy Littlewood

Soient 1 une mesure de Radon sur R” et v une mesure borélienne sur R™. Pour tout x € R"™, on
pose

B
My(@) = sup B )’

avec la convention % = 0et § = +oo siu €0, +oc]. La fonction M, v est appelée fonction maximale
centrée (de Hardy-Littlewood).

Lemme 1.153. La fonction M, v est borélienne.
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Démonstration. On commence par vérifier que, pour tout » > 0, la fonction x — v(B(x,r)) est
semicontinue inférieurement, ce qui signifie que, pour tout A > 0, {x € R"; v(B(z,r)) > A} est un
ouvert. En effet, si v(B(z,7)) > Xetsi (r;)r>1 est une suite strictement croissante de rayons qui tend
vers 1, alors v(B(z,7)) = kgrfoo v(B(z,r)), ce qui fait qu’il existe & > 1 tel que v(B(z, 7)) > A.

Alors, pour tout y € B(z,r — ), v(B(y,r)) > v(B(z,rr)) > A. La méme conclusion vaut pour
x — pu(B(z,1)).
On vérifie maintenant que, pour tout x € R™,

_ g AB@7)
Mu(e) = swp Bl

B
11 suffit de vérifier que M, ,uy(x) <  sup w
>0, re@ M(B(z,1))
strictement croissante de rationnels qui tend vers . Si u(B(z, 7)) > 0, on a clairement

. Soient x € R", 7 > 0 et (1})r>1 une suite

lim v(B(x,rg)) _ v(B(z,r))
k—+oo u(B(x,1))  p(B(wx,r))

Si u(B(x,r)) = 0, on a aussi u(B(z,r,)) = 0 pour tout k. Si v(B(z,r)) > 0, 0n a v(B(z,r;)) > 0
pour k assez grand, de sorte que (1.154) est satisfaite (les deux membres valant +o0). Si v(B(x,r)) = 0,
onav(B(z,r;)) = 0 pour tout k, de sorte que (1.154) est encore satisfaite (les deux membres valant 0).

. u(B(ar)) v(B(z,s))
AINSL L) = S (Be, s))
Comme, pour tout r > 0, la fonction x — :Eggi:g% est borélienne (comme quotient de fonctions boré-

(1.154)

, ce qui termine la vérification.

liennes), z — M, v(x) est borélienne comme borne supérieure d’une famille dénombrable de fonctions
boréliennes. O

uite, on va s’inté ux 16té nuité v .

Dans la suite, on va s’intéresser a ropriétés de continuité de M, dans des espaces LP. On commence
. . Py 1 .

par introduire I’espace L,, () :

Définition 1.155. On appelle espace de Marcinkiewicz, et on note L}, (1), I’espace vectoriel des fonc-
tions py-mesurables f : R™ — R pour lesquelles il existe une constante C' > 0 telle que

plfe e R f@) >3 < S

pour tout A > 0. Etant donné f € L} (1), on note

1l gy = sup A ({z € R™; [f(x)] > A}).

On notera que L’ (11) est un espace vectoriel, qui contient L' (1). L’inclusion est stricte en général
(exercice 1.236 plus loin).
L’application f ~— || |11 () n’est pas une norme. On a par contre

£+ allzyg <2 (11l + llollzyg) -
Lemme 1.156. On suppose v(R™) < +o0. Alors M,,v € L% (1) et
||MMVHL11U(M) < P(n)v(R"™),
ol P(n) est donné par la proposition 1.90.
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Démonstration. Soient A\ > 0 et O := {x € R"; M,v(x) > A}. Pour tout x € O, il existe r, >

0 tel que v(B(x,ry)) > Au(B(z,75)). Soit R > 0. Les boules B(z,r;) recouvrent O N B(0, R),

qui est borné. On applique le lemme de Besicovitch (proposition 1.90), qui donne une famille au plus

dénombrable de points x; € O tels que O N B(0, R) C U B(x;,ryg,) et, pour tout x € R™, le cardinal
i>1

de I’ensemble des ¢ > 1 tels que x € B(x;,7,,) est inférieur ou égal a P(n). Alors

p(ONB(O,R)) < > uB(wi,rs,))

2>1

< —Z (zi,72,))

i>1

- ¥ | X8 (@)av@)

z>1

= ZXB (@4,72;) (:U)

R>1
&

IN

v(R"™).
Comme c’est vrai pour tout /2 > 0, on obtient la conclusion voulue. O

Un cas particulier important est celui o il existe f € L}, .(u) telle que dv = | f| du. Dans ce cas, on
note M, v = M, f et on a donc

1
My f (@) = sup s /B o MW dtw)

pour tout x € R™. Un corollaire immédiat du lemme 1.156 est :

Corollaire 1.157. Si f € L*(p), alors M,,f € L}, (1) et

1M1l iy < P11l
On donne maintenant une version LP du corollaire 1.157 :

Théoreme 1.158. Soit p €]1,+00]. Il existe C > 0 ne dépendant que de n et p avec la propriété
suivante : pour toute mesure de Radon j dans R™ et toute fonction f € LP(u), M, f € LP(u) et

1My < C 11l

La preuve utilise :

Lemme 1.159. [Principe de Cavalieri] Soit 1 < p < co. Pour toute mesure de Radon p sur R™ et toute
fonction f € LP(u),

1l =p [ A € B [£(a)] > A} ax

Preuve du lemme 1.159 : par le théoreme de Fubini (noter que la mesure u est o-finie),
Wiy = [ 1@ duta)
[ f ()] 1
-/ / PN dNdp)

:p/ Apl/ dp(z) dA.
0 {z:lf(@)[>X}

63



Preuve du théoreme 1.158 : on remarque d’abord que le cas p = 400 est immédiat. On supposera

1 < p < +o0 dans la suite de cette preuve et il suffit de considérer le cas f > 0. Soit A > 0. On pose,
pour tout x € R",

_f fla) sif@) = I

9(x) = { 0 si f(x) < 5.

Comme f < g+ %)\, M,f < M,g+ %)\, de sorte que

DO 0| =

1
{x e R"; Muf(z) > A} C {x e R"; Mug(z) > 2)\},
donc, par le corollaire 1.157,

pfe e B Muf@) > ) < u({r eRY M) > 32})

IN

Par le lemme 1.159,
“+00
1My = » [ W e € R Muf(a) > A} da

+oo
< P [N 2( /{%Rn;ﬂx)w}f@)du(w)) dA

(z)
= art) [ ) ([ 00 duto

_ 2°pP(n) p
= S0 [ rapduta).

ce qui termine la preuve. O

Remarque 1.160. La conclusion du théoréme 1.158 est fausse si p = 1, voir I’exercice 1.251 plus loin.

Diverses variantes de ces résultats peuvent étre donnés. On peut considérer une version non centrée de
la fonction maximale. Si 1 et v sont comme plus haut, pour tout z € R™, on définit

ou la borne supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes B contenant z. De méme, on définit M , f
si f € L}, (u). On vérifie facilement que, pour tout A > 0, {ﬂs eR™ M,v(z) > )\} est ouvert, si bien

que M ,v est borélienne.
On fait I’hypotheése que (R",d, i) est un espace de nature homogene (d désignant la distance eucli-
dienne), ce qui signifie que p vérifie (D) (voir la section 4).

Lemme 1.161. On suppose v(R") < +o0 et que x vérifie (D). Alors M v € L. (). Plus précisément,
pour tout A > 0,

— C —
L ({:v eR" Myv(x) > A}) < TV ({ZL‘ eR" Myv(x) > )x}) ,
ou C' ne dépend que de la constante apparaissant dans (D).
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Démonstration. Soit R > 0. On notera Mﬁy la fonction maximale définie comme Muu, ou la borne
supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes de rayon inférieur ou égal a R. On note O :=
{x eRY, M y( ) > /\}. Pour tout © € Opg, il existe une boule ouverte B, contenant x et de rayon
inférieur ou egal a R, telle que v(B;) > Au(Bz). La version du lemme 5r pour des boules ouvertes
(voir la remarque 1.86) donne une famille au plus dénombrable de points (x;);>1 dans Op tels que les
boules B, sont deux a deux disjointes et Or C U 5B;,. Alors, en utilisant (D) dans la deuxieme ligne,

i>1
i>1
< CY u(By,)
7,>1
= *Z (1.162)
i>1

e (HB%)

< %1/ ({w eR™ M,v(z) > A}) .

La derniere inégalité se justifie ainsi : si x € By, M, v(x) > E g > \. Ainsi,

U B,, C {x eR™ M,v(z) > )\}.

i>1

Pour terminer, on observe que {a: eR™ M,v(z) > )\} est la réunion croissante des ensembles Op, et
on passe a la limite dans I'inégalité (1.162). g

En raisonnant comme pour le théoréeme 1.158, on obtient :

Théoreme 1.163. Soient p €]1,400] et p une mesure de Radon sur R™ vérifiant (D). 1l existe C > 0
ne dépendant que de p et de la constante apparaissant dans (D) avec la propriété suivante : pour toute

fonction f € LP(n), M, f € LP(u) et
[37,1] .., < €1

On peut également donner des versions du lemme 1.161 et du théoréme 1.163 dans le cadre général
d’espaces métriques mesurés de nature homogeéne. Plus précisément, soit (X, d, ;) un espace de nature
homogene. Pour toute fonction f € L}, .(X), on définit la fonction maximale (non centrée) de f en z
par

M ) dp( 1.164
f(z) = %ggu /If Ndp(y ( )

ou la borne supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes contenant x. On a alors :

Théoreme 1.165. Soir (X, d, ) un espace de nature homogene. Alors il existe C > 0 ne dépendant
que de la constante de (D) et, pour tout p €|1,400], il existe C), > 0 ne dépendant que de p et de la
constante de (D) tels que :

1. pour toute f € L*(X) et tout X > 0,

p (s> 20 < S [ 15wy,

65



2. pour toute f € LP(X),
[ aspan<c, [ 1.
X X

La preuve est analogue a celles du lemme 1.161 et du théoreme 1.163. I suffit de remarquer que
(X, d) est séparable (lemme 1.101), si bien que le lemme 5r (version pour des boules ouvertes) donne
bien des familles de boules au plus dénombrables. On utilise aussi le principe de Cavalieri (lemme
1.159), valable dans ce contexte car la mesure p est o-finie (il suffit d’écrire X comme la réunion des
boules B(xg,n), ot xg € X).

Une autre variante de la fonction maximale dans R™ consiste a considérer la fonction maximale dya-
dique, voir I’exercice 1.249 plus loin.

7 Différentiation de mesures

7.1 Le théoreme de différentiation de Lebesgue

On commence par le théoréme de différentiation de Lebesgue dans R™ :

Théoreme 1.166. [Théoreme de différentiation de Lebesgue dans R™] ([64, Section 3.4]) Soit [ €
L} (R™) (pour la mesure de Lebesgue). Alors, pour presque tout x € R",

loc

. 1
) S B o, )~ S@dy =0 (1.167)

Par conséquent, pour presque tout x € R",

. 1
f(x) = }%UL(BM/B(I,T) f(y)dy.

Les points x € R" en lesquels (1.167) est vérifiée s’ appellent les points de Lebesgue de f.

Démonstration. La deuxieme assertion provient facilement de la premiere car

1
f(z) — W/B(x,r) f(y)dy

On prouve donc la premiere assertion. On peut supposer que f € L!(R"). En effet, si f € L}, .(R"),
IXBo,r) € L' (R™) pour tout R > 0, ce qui permet de montrer le résultat pour presque tout = € B(0, R)
et de considérer ensuite les boules B(0,n) avec n > 1.

Si f est continue, la conclusion est claire. Si f € L'(R™), on définit, pour tout z € R",

1
< 27(B(z.1) /B(x,r) |f(y) — f(2)| dy.

— 1
wx::limi/ — f(z)| dy.
1) = T ) Sy W)~ S dy
On vérifie que wy, 4 < wy + wy pour toutes fonctions f, g € L'(R™). De plus,

Enfin, si f est continue sur R", alors wy = 0.
Soient f € L'(R") et ¢ > 0. Il existe g continue 4 support compact dans R” telle que || f — g|| Li®n) <
. Alors

wf Swp g t+wyg=wr g <|[f —gl+ Men(f —g).
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Par conséquent, pour tout A > 0, d’apres le Corollaire 1.157,

(e wi) > A < £ ({ee®y 10— 9@ > 32})
L ({:r € R™; Mea(f — g)(z) > ;)\D

2
< 3 1f = gl gny + B 1f = 9l L2 (mmy
< &
- A
Comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient que wy(x) < A pour presque tout z € R", et on en déduit
que wy = 0 presque partout, ce qui est le résultat attendu. O

7.2 Le théoréme de Radon Nikodym
On commence par rappeler la définition suivante :

Définition 1.168. Soient 1, v des mesures boréliennes positives sur R™. On dit que v est absolument
continue par rapport a p si, et seulement si, pour tout A C R", si u(A) = 0, alors ¥(A) = 0. On note
alors v << p.

Remarque 1.169. Si f € L} (i), la mesure v = fdpu est absolument continue par rapport a /.

loc

On peut traduire 1’absolue continuité par une propriété analogue a la définition d’une fonction abso-
lument continue :

Proposition 1.170. Soient i, v des mesures boréliennes positives sur R™. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. v <<y,

2. pour toute > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout borélien B C R, si u(B) < 0, alors v(E) < e.

Démonstration. On suppose 1. Soit € > 0. Si la conclusion de 2 est fausse, alors, pour tout k£ > 1, il
existe un borélien By, C R tel que u(By) < 2% etv(By) > €. Pourtout k > 1, on pose Cf, := U B;,
i>k+1
de sorte que p(Cj) < 2% et v(C)) > €. Si maintenant C' := ﬂ Cg,onadonc u(C) =0etv(C) > ¢,
k>1

contrairement a I’hypothese 1.

On suppose maintenant 2. Si £ C R est un borélien avec p(FE) = Oetsie > 0,ona u(E) < 6 ou §
est donné par la condition 2, donc v(F) < ¢, ce qui donne 1. O

Soient v et i des mesures de Radon dans R™. Pour tout x € R" et tout » > 0, on pose

v(B(x,r))

Durle,r) = B e, m)

et, pour tout x € R",

D,v(z) = lim D,v(x,r
() = Tim Dy (z, 7)
et

D, v(r) = lim Dyv(z,r).

r—0

Si, pourun z € R", D,v(x) = D, v(x), cette quantité est notée D, v(x) et est appelée dérivée de v par
rapport a y au point .
On vérifie, comme dans la section 6, que ces fonctions sont boréliennes. On va montrer :
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Théoreme 1.171. [98, Theorem 2.12] Soient i, v des mesures de Radon sur R™. Alors :
1. pour p-presque tout v € R™, D, v(x) existe dans [0, +oc],
2. pour tout borélien B C R",

/B Dv(2)du(z) < v(B), (1.172)

et siv << u, il y a égalité dans (1.172),
3. v << u si, et seulement si, pour v-presque tout x € R", Quz/(x) < 400.

La preuve utilise :

Lemme 1.173. Soient 4, v des mesures de Radon sur R”, ¢ €]0, +oo[ et A C R™. Alors :
1. si D,v(x) <t pour tout z € A, alors v(A) < tu(A),
2. si D,v(z) > t pour tout z € A, alors v(A) > tu(A).

Preuve du lemme 1.173 : on se contente de 1’assertion 1, la preuve de 2 étant analogue. On peut sup-
poser p(A) < +o0, sinon la preuve est triviale. Soit € > 0. Comme p est une mesure de Radon, par le
théoreme 1.24, il existe un ouvert U contenant A tel que pu(U) < p(A) +e.

L’hypothese entraine que, pour tout x € A, il existe 1, > 0 tel que, pour tout r €]0, n,[, B(z,7) C U et
v(B(x,r)) < (t +e)u(B(x,r)). Le lemme de recouvrement de Vitali (proposition 1.95) montre qu’il
existe une famille au plus dénombrable de points (x;);>1 dans A et une famille au plus dénombrable
de réels strictement positifs (r;);>1 tels que les boules B(z;, ;) sont deux a deux disjointes et incluses

dans U, v(B(z;,7i)) < (t+e)u(B(zi,r;)) pourtouti > letv | A\ U B(z;, rz)> = 0. On en déduit

i>1
que
v(A) < Z v(B(zi,7i))
i>1
< (t+e) Y u(Blairi))
i>1

< (t+ou()

< (E+e)(u(A) +e),
et en faisant tendre ¢ vers 0, on conclut que v(A) < tu(A). O

Preuve du théoréeme 1.171 : soient 0 < s <t < +oo et R > 0. On définit
A(s,t,R) :== {:p € B(0O,R); Dyv(z) <s<t< E#y(x)}

et
E(t,R) := {& € B(0, R); Dyuv(x) > t}.

Par le lemme 1.173,
tu(A(s,t, R)) < v(A(s,t,R)) < su(A(s,t,R)) < +oo,
ce qui implique que p(A(s,t, R)) = 0. Toujours par le lemme 1.173,
tu(E(t, R)) <v(E(t, R)) < v(B(0, R)),

ce qui montre que

u( N E(t,R)):O.

t>0, teQ
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Or, si R > 0, le complémentaire dans R" de I’ensemble des x € B(0, R) tels que D, v (x) existe dans
[0, 400 est égal a

( U A(s,t, R)) U ( N E(th)) ,

0<s<t<+00, 5,t€Q t>0, teQ

ce qui montre que D, v(z) existe dans R pour p-presque tout z € B(0, R). On applique cela pour tout
R entier, ce qui conclut pour le point 1.
Soit maintenant B C R™ un borélien et

C :={z € B; Dyv(x) €]0,+oo[}.
On fixe t > 1. Pour tout entier k € Z, on définit

By, = {:L’ € B; t" < D,v(zx) < tk'H} cC,

de sorte que C' = U By,. Alors, en utilisant le fait que D, v existe et est fini pour p-presque tout point

keZ
et I’assertion 2 du lemme 1.173,

[, Du@iu@) = [ Duv@)dut)
= 3 [ Duvwydnta)

keZ

< D (B
keZ

<ty v(By)
keZ

< tv(B).

En faisant tendre ¢ vers 1, on obtient que [z D, v(x)dp(z) < v(B).
On suppose maintenant que v << . On note que

p({z € R"; D,v(x) n’existe pas ou vaut 4 co}) =0

de sorte que
v ({z € R"; D,v(z)n’existe pas ou vaut + co}) = 0.

De plus,
{zx e R"; Dyv(x) =0} ={x € R"; D,u(xr) = +oo},

ce qui montre que
v({z € R"; Dyv(xz) =0}) =0.

Il s’ensuit que, si ¢ > 1, en appliquant a nouveau le lemme 1.173,

v(B) = Y v(By)

keZ

< > ot u(By)
keZ

< tY [ Duvlaydu()
kez ' Bk

< t/ Dyv(x)du(x).
B
On fait tendre ¢ vers 1 pour conclure la preuve du point 2.
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On passe maintenant au point 3. On suppose d’abord que v << u. Pour p-presque tout x € R",
Quy(x) < +00, donc aussi pour v-presque tout x € R"™.

Réciproquement, on suppose que D, v(x) < 400 pour v-presque tout z € R". Soit A C R" un borélien
tel que 1(A) = 0. Pour tout entier £ > 1, le lemme 1.173 montre que

v({z €A D) <k}) <kp(4) =0,
de sorte que, par ’hypothese sur v,
v(A)=v ({x € A; D,v(r) < —i—oo}) =0,
ce qui termine la preuve. O

Un corollaire du théoréme 1.171 est une extension du théoreme de différentiation de Lebesgue pour les
mesures de Radon :

Corollaire 1.174. Soit ;2 une mesure de Radon sur R™. Soit f € L} (11). Alors :
1. pour u-presque tout x € R”,

. 1 -
W ) Sy TV = 1)

2. pour p-presque tout x € R”,

) 1 _
li s /B o, [T W) = F@ du) =0,

Remarque 1.175. On notera que la conclusion de 1’assertion 2 est plus forte que celle de 1’assertion 1.
Toutefois, on va utiliser 1 pour prouver 2.

Preuve du corollaire 1.174 :  pour 1, il suffit de faire la preuve quand f > 0. On définit la mesure v par
v(A) := [, f(x)du(x) pour tout borélien A C R™, puis, pour A C R" quelconque, v(A) := inf v(B)
ou la borne inférieure est prise sur tous les boréliens B contenant A (voir la remarque 1.14). Il s’agit
d’une mesure de Radon positive, absolument continue par rapport a p. Pour tout borélien borné B C R™,
I’assertion 2 du théoréme 1.171 montre que

/DV Ydu(x /f )du(z

ce qui implique que, pour u-presque tout x € R", f(x) = D,v(x), ce qui exactement la conclusion
attendue.
Pour 2, soit p € Q. On applique la conclusion de 1 a la fonction |f — p|, ce qui donne

1

lim /B o, ) = pldnty) = 7)ol

pour p-presque tout € R”™. 1l existe donc un ensemble A C R™ avec u(A) = 0 et tel que, pour tout
x € R"\ Aettout p € Q,
1
lim ——— / —pld =|f(z) —p|.
M B @) Jaen [f(y) = pldu(y) = |f(x) — pl
Soient x € R™\ Aete > 0. Il existe p € Q tel que |f(z) — p| < €. On a donc

— 1 T 1
lim 7)) /B(LT) If(y) — f(2)|dp(y) < }%m /B(GUJ’) |f(y) = pldu(y) + |f(x) — pl

I u(Blar
= 2|f(x)_p| <2€7

et comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient la conclusion. O
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Remarque 1.176. Soient 1 une mesure de Radon sur R” et A C R™ un ensemble p-mesurable. En
appliquant la conclusion du corollaire 1.174 avec f = x 4, on obtient que

p(ANB(z,r))

lim ————= =1 1.177
M a(Ble.r) A7
pour p-presque tout x € A, alors que
ANB

r—0  u(B(x,r))

pour p-presque tout x € R™ \ A.

La conclusion (1.177) est vraie méme si A n’est pas supposé mesurable. En effet, il suffit de le voir
quand p(A) < +oo (en effet, comme R™ est une réunion dénombrable de boules de ;-mesure finie, il
suffit de le voir quand x appartient a une boule, et comme on peut supposer r < 1, B(z, r) reste incluse
dans une boule fixe, et on peut donc remplacer A par I’intersection de A avec une boule, qui est un
ensemble de p-mesure finie). Il existe alors un borélien B tel que A C B et u(A) = u(B), et on a donc,
pour p-presque tout x € B, donc aussi pour p-presque tout x € A,

lim w(B N B(xz,r))

=0 p(B(z, 1)) =L

Or, d’apres le lemme 1.9, u(AN B(z,r)) = w(B N B(z,)), ce qui termine la preuve.

On peut a présent énoncer une version du théoreme de Radon-Nikodym. On aura besoin de la défi-
nition suivante :

Définition 1.178. Soient yu,v des mesures de Radon sur R”. On dit que p et v sont mutuellement
singulieres si, et seulement si, il existe un ensemble A C R" tel que 0 = p(A) = v(R™ \ A).

Remarque 1.179. Soient p et v des mesures de Radon mutuellement singulieres sur R™. On suppose que
v << p. Alors v = 0. En effet, soit A C R" tel que v(A) = 0 et u(R™\ A) = 0. Alors v(R" \ A) =0,
de sorte que v = 0.

Théoreme 1.180. [Théoréme de Radon-Nikodym] ([98, Theorem 2.17], [45, Chapter 1, Theorem 3]
Soient i et v des mesures de Radon sur R™. Alors :

1. il existe une unique mesure de Radon v, et une unique mesure de Radon v telles que vy, << p,
W et vs sont mutuellement singuliéres et v = Vg + Vs,

2. il existe une unique fonction borélienne f localement intégrable et positive -presque partout
telle que, pour tout borélien B C R",

vaeB) = [ F@ydu(a).

Démonstration. On commence par les résultats d’unicité. Pour 1, on suppose que v = Vg, + Vs =
Uge + Vs, OU Vg, et Uy sont des mesures de Radon absolument continues par rapport a et vg et U sont
des mesures de Radon telles que u et v sont mutuellement singuliéres et p et U5 sont mutuellement
singulieres.

Alors, Sim 1= Vye—VUye = Us— Vs, m est une mesure de Radon absolument continue par rapport a p et m
et 1 sont mutuellement singulieres (en effet, si A C R™ est tel que v(A) = u(R™\ A) = 0et A C R" est
tel que vg(A) = pu(R™\ A) = 0, alors m(ANA) = 0et u(R™\ (ANA)) = p((R*\ A)U(R™\ A)) = 0).
Par la remarque 1.179, m = 0.
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Soient maintenant f et g des fonctions boréliennes positives, localement p-intégrables et telles que
Jg f(@)dpu(z) = [z g(x)dp(x) pour tout borélien B. Si h := f — g, h est borélienne et localement /-
intégrable et [ h(x)dp(z) = 0 pour tout borélien B tel que ;1(B) < +o0. Cela implique que h(z) = 0
pour p-presque tout z € R”™.

En effet, si B est une boule fermée de R", k > 1 et By := {m € B; h(z) > %}, onal =
I, Ma)dp(z) > +11(By,), done pu(By) = 0. Cela montre que h(z) < 0 pour presque tout = € B,
et de méme, h(x) > 0 pour presque tout z € B. On conclut en remarquant que R"™ est une réunion
dénombrable de boules fermées. On a prouvé 1’unicité pour 2.

On passe maintenant aux résultats d’existence. On définit

A= {33 eR™ D, v(z) < +oo}
puis
Voe :=vL Aetvg :=vL (R"\ A).

On note que A est borélien, car, si, pour tout entier k,
Ay = {x eR™ D,v(r) < k} ,

Ay, est borélien parce que D, est borélienne et A = U Ag.

k>1
On a bien v = v4. + V5 et 14 et 5 sont des mesures de Radon par la proposition 1.22. De plus, p et vg
sont mutuellement singulieres par 1’assertion 1 du théoréme 1.171. On vérifie aussi que v4. << p. En
effet, si B C R™ est tel que p(B) = 0, alors I’assertion 1 du lemme 1.173 donne

v(BNAg) <ku(BNAi) =0

pour tout entier £ > 1, de sorte que v,.(B) = v(B N A) = 0. Cela termine la preuve de 1.
Si on pose maintenant f(x) := D, vVqc(x), ’assertion 2 du théoréeme 1.171 assure que

vaeB) = [ f(@)duz)

pour tout borélien B C R™. O

7.3 Introduction aux fonctions absolument continues

On a déja défini les fonctions absolument continues (définition 1.137). On notera qu’une fonction
absolument continue sur [ est en particulier uniformément continue sur I.
On examine ici les liens entre absolue continuité et dérivabilité :

Théoreme 1.181. Soient a < bet f : [a,b] — R continue et croissante. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est absolument continue sur |a, b],

2. pour tout E C [a,b] avec LY(E) = 0, L(f(E)) =0,

3. f est dérivable presque partout sur [a, b, f' € L'([a,b]) et, pour tout x € [a,b],

ﬂﬂ#@zfﬂwt

La preuve utilise :

Lemme 1.182. Soit f : [a,b] — R une fonction croissante. Si A, B C [a,b] avec AN B = (), alors
f(A) N f(B) est au plus dénombrable.
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Preuve du lemme 1.182 : soit z € f(A) N f(B).llexiste x € Aety € Btels que z = f(z) = f(y).
On a, par exemple, x < y. Comme f est croissante sur [a, b], elle est constante sur [z, y], donc il existe
w € QN [z,y] tel que f(w) = z. On peut donc définir une application g : f(A) N f(B) — Q telle que,
pour tout z € f(A) N f(B), f(g(z)) = z. Cela entraine que g est injective, donc que f(A) N f(B) est
au plus dénombrable. O

Preuve du théoréme 1.181 : on suppose 1. Soit £ C [a,b] de mesure nulle. Soient ¢ > Oetd > 0
donnés par la définition 1.137. Il existe un ouvert w C [a,b] contenant E tel que £'(w) < 4. On
écrit w comme 1’union disjointe dénombrable d’intervalles |ay, b [. Comme f est continue et croissante,

N N
f(E) C U [f(ar), f(bg)]. Si N > 1, comme Z(bk’ —ay) < 0, on a donc Z(f(bz) — fla;)) < e.

k>1 k=1 i=1
N
Comme c’est vrai pour tout N > 1, on a donc Z(f(bz) — f(a;)) < e, donc LY(f(E)) < . Comme
i=1

c’est vrai pour tout € > 0, on en déduit que f(E) est de mesure nulle.

On suppose maintenant 2. Pour tout E' C [a, b] borélien, on définit u(E) := L1(f(E)). Les lemmes
1.7 et 1.182 montrent que, si (Ej)>1 est une famille dénombrable de parties mesurables de [a, b] deux
a deux disjointes, u(E) = Z w(Ey). De plus, p1([a,b]) < +oo. Si on étend maintenant p a toutes les

k>1

parties de [a, b] en utilisant la remarque 1.14, le prolongement, qu’on note encore i, est une mesure de
Radon. En effet, tout borélien de [a, b] est mesurable pour y par la remarque 1.14.

De plus, p est borélienne réguliere. En effet, si £ C [a,b] et & > 1, il existe Evk borélien contenant F

tel que pu(Ey) < pu(E) + 7. Alors ﬂ E}, est un borélien contenant E et (ﬂ E;) < u(E), ce qui
k>1 k>1

k>1
L’hypothése 2 montre que ;1 << L!. Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe b € L'([a, b]) tel
que, pour tout borélien E C [a, b,

montre que /4 ( ﬂ Evk) = p(E). Enfin, y est une mesure finie.

W(E) = /E h(t)dt.

En particulier, pour tout = € [a, b], comme f([a,z]) = [f(a), f(x)],

£(@) = (@) = £/ (a,2)) = ua,a]) = [ hit)at.

Le théoreme de différentiation de Lebesgue montre donc que f est dérivable presque partout et f/ = h.
Ainsi, 3 est montré.

On suppose maintenant 3. Pour tout E C [a, b] Lebesgue mesurable, on pose (E) := [ f'(t)dt. On
étend 1 en une mesure sur [a, b] en utilisant & nouveau la remarque 1.14. Alors p est une mesure absolu-
ment continue par rapport 2 £'. En conséquence (voir la proposition 1.170), si ¢ > 0, il existe § > 0 tel
que, pour tout £ C [a, b] vérifiant £1(E) < 4, on ait [ f'(t)dt < e. Si les intervalles (Jag, b[)1<r<n

N N bk
sont deux a deux disjoints et Z (b, — ag) < 0, alors Z f(b) — flag) = Z f'(t)dt < e.On
k

1<k<N k=1 =1"%
a donc 1. O

On va montrer dans la suite que tout fonction absolument continue (non nécessairement monotone) est
différentiable en presque tout point.
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Proposition 1.183. On suppose f : [a,b] — R absolument continue. Pour tout = € [a, b], on définit

N
F(x) = SUPZ |f(t:) — f(ti-1)l,
i=1

ou la borne supérieure est prise sur toutes les subdivisions a = ty < ... < t§y = x (la fonction F'
s’appelle la variation totale de f). Alors F, '+ f et F' — f sont croissantes et absolument continues sur
[a, b].

Démonstration. Soientz < y € [a,b], N > leta =ty < ... < ty = x. Alors F(y) > |f(y) — f(z)|+
N
Z |f(ti) — f(ti—1)], donc F(y) > |f(y) — f(z)| + F(z). Cela montre que F est croissante. Comme

ZF:’(ly) > fly) — f(z) + F(z), F — f est croissante. Comme F'(y) > f(z) — f(y) + F(x), F + f est
croissante.

On montre maintenant que F' est absolument continue. Soient ¢ > 0 et § > 0 fourni par la définition
N

1.137 pour f. Si (Jak, bx[)1<k<n sont des intervalles deux a deux disjoints avec Z(bk —ay) < 0, alors
k=1

N

la définition de F’ montre que Z F(bg) — F(a) < €. Ainsi, F est absolument continue, et comme f
k=1

I’est aussi, F' + f et F' — f le sont aussi. O

On en déduit :

Théoreme 1.184. Soit f : [a,b] — C. Alors f est absolument continue si, et seulement si, f est dérivable
presque partout, f' € L'([a, b)) et, pour tout x € [a, b,

f(x) = fla) = /j f!(t)dt. (1.185)

Démonstration. On suppose d’abord que f est dérivable presque partout, ' € L'([a, b]) et (1.185) est
satisfaite pour tout x € [a, b]. Alors I’argument utilisé pour la preuve de I’implication 3. = 1. dans le
théoréme 1.181 montre que f est absolument continue sur [a, b].

11 suffit de montrer la réciproque quand f est a valeurs réelles. On définit /' comme dans la proposition
1.183 eton pose g := 3(F+f), h := 1(F— f). Comme g et h sont absolument continues et croissantes,
le théoréme 1.181 montre qu’elles sont dérivables presque partout, que g’ et k' sont dans L'([a, b]) et
que, pour tout x € [a, b],

g@) ~g(@) = [ gt et h(x)~hia) = [ W,
et comme f = g — h, on obtient la conclusion. O

Une fonction lipschitzienne sur [a, b] est absolument continue. On a donc prouvé ceci :

Corollaire 1.186. Soit f : [a,b] — C lipschitzienne. Alors f est dérivable presque partout sur [a, b],
f' € LY([a, b)) et, pour tout x € [a, b], (1.185) est satisfaite.

Le corollaire 1.186 est la version en dimension 1 du théoréme de Rademacher, qui sera prouvé en
toute dimension au chapitre 2 (Théoreme 2.53).
En complément des résultats précédents :

Théoréme 1.187. Soit f : [a,b] — C dérivable en tout point x € [a,b]. On suppose f' € L'([a,b]).
Alors, pour tout x € [a,b], (1.185) est satisfaite. En conséquence, f est absolument continue sur |a, b|.
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Remarque 1.188. Le théoreme 1.184 affirme qu’une fonction absolument continue f sur [a, b] est déri-
vable presque partout et que (1.185) est vérifiée pour tout = € [a, b]. Dans le théoréme 1.187, on suppose
f dérivable partout sur [a,b] et f' € L*([a,b]), et on en déduit (1.185), puis que f est absolument conti-
nue sur [a, b].

Il peut arriver que f soit dérivable partout sur [a, b] sans que f’ ne soit intégrable sur [a, b] (exercice
1.252). 11 se peut aussi que f soit croissante et dérivable presque partout sur [a,b], que f’ soit nulle
partout ou elle est définie, sans que f ne soit constante, de sorte que (1.185) n’est pas satisfaite dans
ce cas (exercice 1.254). Il est méme possible (voir encore I’exercice 1.254) de construire une fonction
continue et strictement croissante sur [0, 1], dérivable presque partout et de dérivée nulle presque partout
sur [0, 1]. Enfin on verra a la fin de la présente section (théoreme 1.194) qu’une fonction croissante (non
nécessairement continue) est dérivable presque partout.

Pour prouver le théoréme 1.187, on rappelle les définitions suivantes (la semicontinuité inférieure a
déja été rencontrée dans la preuve du lemme 1.153) :

Définition 1.189. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit f : X —]— 00, +00]. On dit que f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, pour
tout A € R, {x € X; f(x) < A} est fermé.

2. Soit f : X — [—00,400[. On dit que f est semicontinue supérieurement si, et seulement si,
pour tout A € R, {x € X; f(x) > A} est fermé.

On vérifie ([22, Section 1.4]) :

Proposition 1.190. Soient (X, d) un espace métrique et f, g : X —] — 0o, +00]. Alors
1. f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, pour toute suite (z,),>1 dans X et tout
point x € X tels que x,, — x, lim inf f(z,) > f(z),
2. si f et g sont semicontinues inférieurement, alors f + g est semicontinue inférieurement,

3. si (fi)ier est une famille de fonctions semicontinues inférieurement sur X, alors sup f; est aussi
i€l
semicontinue inférieurement sur X,

4. f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, — f est semicontinue supérieurement.

Démonstration. On suppose f semicontinue inférieurement. Soient (x,,),>1 une suite dans X qui
converge vers * € X. Soit ¢ > 0. L’ensemble {y € X; f(y) > f(x) — e} est un ouvert conte-
nant x, donc il existe N > 1 tel que f(z,) > f(x) — e pour tout n > N, ce qui montre que
lim inf f(xy) > f(z) — e. Comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient que lim inf f(z,) > f(x).

On suppose réciproquement que, pour toute suite (z,)n>1 dans X et tout point z € X tels que x,, —
x, iminf f(x,) > f(x). Soit A € R et (z,,),>1 une suite de points de X telle que f(x,) < A
pour tout n > 1. On suppose que =, — x. Alors f(x) < liminf f(x,) < A, ce qui montre que
{y € X; f(y) < A} est fermé dans X.

Pour 2, soit (z,),>1 une suite de X qui converge vers z € X.On a

lim inf f(zy,) + g(x,) > liminf f(x,) + lim inf g(z,,) > f(z) + g(x),

ce qui montre que f + g est semicontinue inférieurement.
Pour 3, on note f(x) := sup f;(x) €] — 00, +o00]| pour tout z € X. Si A € R,
il

{zeX; fla) <A ={zeX; filz) <A}

il

est fermé comme intersection de fermés. Enfin, la preuve de 4 est immédiate. O
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La preuve du théoreme 1.187 utilise :

Proposition 1.191. Soient (X, d) un espace métrique et p une mesure de Radon sur X. Soit f €
LY(X, u) a valeurs réelles. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe des fonctions u et v avec :

1. u semicontinue supérieurement, v semicontinue inférieurement,
2. pour presque tout x € X, u(z) < f(z) < v(z),
3. [x(w(z) —u(z))du(z) < e.

Preuve de la proposition 1.191 : on suppose d’abord f > 0. Soit (sy,),>0 une suite croissante de fonc-

tions étagées positives qui converge vers f presque partout. Alors f = Z tn + Sspout, =S, — Sp—1,
n>1

et comme chaque t,, est une combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables,

tout comme S, il existe une famille dénombrable d’ensembles mesurables (E,),>1 et des coefficients
(cn)n>1 positifs ou nuls tels que, pour presque tout x € X,

f@) =" eaxs, (@) (1.192)

n>1

S eopl(Bn) = /X f(@)dp(x),

n>1

donc la série Z cnpt(Ey) converge. On peut supposer que u(FEy,) < 400 pour tout n > 1 (en effets,
n>1

si u(Fy) = +oo pour un n > 1, ¢, = 0, de sorte que le terme correspondant peut étre retiré dans

(1.192)). Pour tout n > 1, il existe un compact K, et un ouvert U, tels que K, C E,, C U, et

capt(Un \ Ky) < €271, On définit, pour tout = € X,

N
v(z) = Z enXu, (x) etu(x) = Z en XK, (T)
n=1

n>1

€ . . ..
pour N > 1 tel que Z enp(Ey) < 5 On vérifie en appliquant la proposition 1.190 que v est
n>N-+1
semicontinue inférieurement, u est semicontinue supérieurement, u < f < v et

N
v—u=Y en(XU, — XKa) T D XU S Y (XU, — XKn) F D, CnXEns
n=1 n>N+1 n>1 n>N+1
ce qui implique [y (v — u)(z)du(z) < €.
Dans le cas général, on décompose f = f — f~ et on applique le cas précédent (on prendra v = uj —vo
et v = v1 — ug avec des notations intuitives). O

Preuve du théoreme 1.187 : 1l suffit de faire la preuve pour = = b. Soit € > 0. Par la proposition 1.191,
il existe une fonction g semi-continue inférieurement telle que f’(z) < g(x) pour tout x € [a, b] et

b
[ g @)ds <.
Pour ¢ > 0 assez petit, si h := g + ¢, ona f'(x) < h(z) pour tout x € [a, b] et
b
/ (h— f')(x)de < c.
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Soit 7 > 0. Pour tout = € [a, b], on pose

Fy@)i= [ ht)dt ~ (5(z) - f(a) ~ (e - a)).

Pour tout x € [a, b[, comme g(x) > f'(z), par la semi-continuité de g et la définition de f’(z), il existe
dz > 0 tel que, pour tout y € [a, b] tel que |y — x| < 0y,

o 1Y) — f@)

hy) > f'(x) TR f'(x) +n.
Soity € [a, b] tel que |y — x| < d,. Alors
Fuw) = Fyla) = [ bty - (1) — f@) = nly — o) (1193)

> (y-a)f (@) - (y—2)(f'(z) +n) +nly —z) = 0.

Soit z := sup {t € [a,b]; F},(t) = 0}. On notera que x existe car F;)(a) = 0, et que, par continuité de
F,, Fy(xz) = 0. Siz < b, alors (1.193) montre qu’il existe y > z tel que F;)(y) > Fy(x) = 0. Si
F,(b) < 0, le théoreme des valeurs intermédiaires montre qu’il existe z €]y, b| tel que F;(z) = 0, ce
qui est contraire a la définition de =. On a donc F;)(b) > 0. Si « = b, on a F;(b) = 0. Finalement, dans
tous les cas, F},(b) > 0. Cela signifie que

$0) 5@ o)< [ nwyar < [ ey

Comme c’est vrai pour tout 7 > 0, on en déduit

b
O = f@) < [ f0dt e
a
et en faisant tendre € vers 0,
b
)~ @ < [ 1
a

Raisonnant de méme avec — f, on termine la preuve. O
On termine cette section en montrant que toute fonction monotone est dérivable presque partout :

Théoreme 1.194. Soient I C R un intervalle et f : I — R monotone. Alors f est dérivable presque
partout sur 1.

La preuve de ce résultat utilise la notion de dérivée au sens de Dini .

Définition 1.195. Soient I C Ret f : I — R une fonction quelconque. On définit, pour tout = € I,

D+f(:c) — yé@n f(y; : i(m) et D™ f(x) := yﬁ%q f(y; : i(x)
et

Dif(z):= lim MetD_f(a:) - gm LW =S@)

Y=, Y>T y—x y—x, y<z y—x

On montre d’abord que, si f est monotone, alors DT f et D™ f sont finis presque partout :

Lemme 1.196. On suppose f : I — R monotone. Alors D f(z) < +oc et D™ f(x) < 400 pour
presque tout x € [.
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Démonstration. on peut supposer que I =|a,b| avec a < b € R et que f est croissante sur |a, b[. On
définit £ := {x €]a,b]; DT f(z) = 400} et on va montrer que L' (E) = 0.

On suppose d’abord que f est bornée sur |a, b] : il existe M > 0 tel que | f(z)| < M pour tout x €]a, b|.
On fixe un entier m > 1 et un réel ¢ > 0. Soit Z la famille de tous les intervalles [z, y] C I tels que :

1. z € F,

2. x <y<b,
3. fW=f@) o
Yy—T

On vérifie que la famille Z satisfait les hypothéses du lemme de recouvrement de Vitali (proposition
1.88). Il existe donc une famille de segments ([, Yk]);>1, deux a deux disjoints et appartenant tous a

1, tels que
€

k>1

Par la proposition 1.6, assertion 7, il existe donc K > 1 tel que

Il suit que

donc

K

3 (o) = fa) 2 m (£1(8) ~<).
Comme f est croissante, les intervalles | f(xy), f(yx)[ sont deux a deux disjoints et tous inclus dans
[—M, M], donc

m (L'(B) —¢) < 2M.

En faisant tendre € vers 0, puis m vers oo, on obtient que £'(E) = 0. Ainsi DT f(x) < +oo pour
presque tout = €]a, b|.
Si f n’est pas supposée bornée, on applique cette conclusion a I’intervalle |a + %, b — %[ pour tout

entier n > 1. Enfin, en appliquant cette conclusion a = — f(—x), on conclut que D~ f(z) < 400 pour
presque tout = €|a, b|. O

On va maintenant établir que, si f est monotone, alors DT f = D~ f presque partout :

Lemme 1.197. Soit f : I — R monotone. Alors D f(z) = D, f(x) pour presque tout x € I et
D~ f(z) = D_ f(z) pour presque tout = € I.

Démonstration. La encore, on peut supposer I =|a, b] et f croissante. Soient r < s des rationnels. I
suffit de montrer que, si

B = {xz €la,b], Dif(x) <r<s<Df(x)},

alors L1(E) = 0. Soient ¢ > 0 et O un ouvert contenant E tels que £(O) < LY(E) + ¢. Soit Z la
famille de tous les intervalles [z, y] tels que :

1. z € F,
2. x <y,
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3. |z, y[C O,

4 L=t

On vérifie que la famille Z satisfait a nouveau les hypotheéses du lemme de recouvrement de Vitali
(proposition 1.88). Par le lemme de Vitali, il existe donc K > 1 et des intervalles ([, Yx|)1 << - deux
a deux disjoints, appartenant a la famille Z, tels que

1 (E\ U [xk,yk]> <e.
1<k<K

K K
> (Flyr) — Z Yk — Tk)-
k=1 k=1

On pose alors U := Uy << i) Tk, Yi[- On définit 7 comme la famille des intervalles [u, v] tels que
l.ue ENU,
2. u<w,
3. Ju,v[C U,
4 f@=f) ) (u) > s,

On a donc

Apphquant anouveau le lemme de Vitali, on trouve un entier M > 1 et des intervalles ([um, Vi) <<l
deux a deux disjoints, appartenant a la famille 7, tels que

c ((EHU)\ U um,vm)<s.

1<m<M

On a donc
M

M
Z (f(vm) - 2_: - Um

m=1

Comme f est croissante, les intervalles | f (), f(vm)] sont deux a deux disjoints. Comme chacun
d’entre eux est inclus dans un intervalle de la forme [f(xy), f(yx)] (toujours parce que f est croissante),
on a donc

M M K K
s Z (U — Up) < Z (vm) — fum)) < Z (yx) — f(zg)) Z Yk — Tk)- (1.198)
m=1 m=1 k=1

Mais les intervalles ]z, yx | sont deux a deux disjoints et inclus dans O, de sorte que

K
Z yr — x1) < LYO) < LYE) +e. (1.199)
k=1
De méme,
M
S Z —um) > s(LYENU) —¢) > s(LYE) — 2¢). (1.200)

Rassemblant (1.198), (1.199) et (1.200), on obtient
s(LYE) — 2¢) < r(LYE) +¢),
et en faisant tendre € > 0 et utilisant que r < s, on obtient que L' (E) = 0. O
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Le dernier lemme nécessaire pour la preuve du théoreme 1.194 affirme que, pour toute fonction f
(non supposée monotone), D_ f < Dt fet Dy f < D~ f en dehors d’un ensemble dénombrable :

Lemme 1.201. Soit f : I — R une fonction quelconque. Alors :

1. I’ensemble des x € I en lesquels f posséde un extremum strict est au plus dénombrable,

2. {z €I; DT f(z) < D_f(x)} et{z € I; D f(x) < D4 f(x)} sont au plus dénombrables.
Démonstration. il suffit de traiter le cas I =|a, b[. Soit & > 0. On définit I’ensemble
Es :={z € I; f posséde un maximum strict en x sur |x — d,z + [} .

Soient x1,22 € Es. On a f(x) < f(x1) pour tout z € |zy — 0,21 + O] avec  # x1. Ainsi, si
|xe — 1| < 6, alors f(z2) < f(x1). Par ailleurs, f(z) < f(x2) pour tout x € |xy — J, z2 + [ avec
x # x9, donc, si 1 # x9, alors f(z1) < f(x2), ce qui donne une contradiction. On a donc montré que,
si z1,z9 € E et sont différents, alors |z — x1| > 4, ce qui garantit que F est fini. Comme I’ensemble
des z € I en lesquels f posséde un maximum strict est égal a U E 1, cet ensemble est au plus dénom-
E>1

brable. En appliquant cette conclusion & — f, on obtient la méme conclusion pour I’ensemble des = € [
en lesquels f posséde un minimum strict.

Pour le deuxieme point, on pose A := {z € I; D" f(z) < D_ f(x)}. Comme

Ac {x eI, DYf(z) <q< D,f(:c)} = 4,
q€Q qeQ

il suffit de vérifier que, pour tout ¢ € Q, A, est au plus dénombrable. Or, si z € A, etsi g(y) =
f(y) — qy pour tout y € I, il existe § > 0 tel que g(y) > g(z) pour tout y €|z — 0,z + [\ {z}. En
d’autres termes, g posséde un minimum strict en x, et le point 1 donne la conclusion pour A. On termine
en appliquant cette conclusion a f. O

Preuve du théoreme 1.194 : d’apres les lemmes 1.196 et 1.197, f possede une dérivée a gauche et une
dérivée a droite en presque tout point, et le lemme 1.201 assure que ces dérivées sont égales presque
partout, ce qui termine la preuve. O

7.4 Différentiation de Lebesgue dans les espaces de nature homogéne

On termine avec une version du théoreme de différentiation de Lebesgue dans un espace de nature
homogene.

Théoreme 1.202. [Théoréme de différentiation de Lebesgue dans un espace de nature homogene] [64,
Section 3.4] Soit (X, d, pu) un espace de nature homogéne. Soit | une fonction mesurable telle que, pour
tout x € X, il existe r > 0 tel que f soit intégrable sur B¢(x,r). Alors, pour presque tout € X,

1
lim ———— d = f(x). 1.203
) /B oy J@) = 1) (1.203)

On a méme

) 1 _
ity ) /B o 1) = F@ ) = 0

pour presque tout x € X.
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Démonstration. La derniere assertion résulte de la précédente comme dans la preuve du corollaire 1.174.
11 suffit de faire la preuve quand f > 0. Comme X est une réunion dénombrable de boules, qui sont
toutes de mesure finie, il suffit de montrer le résultat pour presque tout = dans 1’une de ces boules, ce qui
permet de supposer que (X)) < +oo et que f € LY(X).

Premiere étape : on montre que, pour presque tout z € X,

1

li_ff(l) m /Bf(w " fy)du(y) < +oo. (1.204)

Pour cela, pour tout A > 0, on définit

1
E)\ = {x S X A%W /Bf(xﬂ”) f(y)d:u(y) > /\} :

Soit Uy C X un ouvert contenant E. Pour tout x € FE), il existe r; > 0 tel que, pour tout r €]0, 75,
By(x,r) C Uy et
1

B ) oy T >

Le lemme de Vitali (lemme 1.112) donne une famille dénombrable de points (x;);>1 € F) et de rayons
(ri)i>1 > 0 tels que les boules By (x;,r;) soient deux a deux disjointes et incluses dans U et p(E) \

U By (z,7;)) = 0, de sorte que
i>1

n(Ey) <A u(By(ws,m) <Z/

i>1 i>1"7 Br %“)

/fdu < [ Swntw),

ce qui donne bien (1.204) en considérant une suite (A, ),>1 strictement croissante de réels strictement
positifs.
Deuxiéme étape : soient s < t €]0, +oo[. On définit

. 1 1
Agyp = {a: € X; 7{%1[1] PERER)] /Bf(w) Fy)dp(y) < s <t <lim (B (o) /Bf(x,r) f(y)du(y)} I

On va montrer que
1(Ase) = 0. (1.205)

Soit /le,t C X un borélien contenant A ; tel que 1(As ;) = u(ﬁs,t). En raisonnant comme 2 la premiére
étape, on obtient que, pour tout ouvert U contenant A, ;,

tn(Ae) < [ F@du(y) /fdu+/ (1)-

Comme f € L*(X) et comme (U \ A, ;) peut étre rendu arbitrairement petit pour un choix convenable
de U, on en déduit que

Ao < [ F@)duly). (1.206)

s,t

Soit maintenant ¢ > 0. Comme f € L'(X), il existe § €]0,¢] tel que, pour tout borélien A C X
vérifiant p(A) < 6, [, f(y)du(y) < €. Soit U un ouvert contenant A, ; et tel que

U\ Ayy) < 6.
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Pour tout x € A, 4, il existe 7, > 0 tel que, pour tout r €]0, 7, [, By(x,7) C U et

1
2By /Bf(m fy)du(y) <s

Le lemme de Vitali (lemme 1.112) donne une famille dénombrable de points (z;);>1 € A, et de
rayons (7;);>1 > 0 tels que les boules By(x;,r;) soient deux a deux disjointes et incluses dans U et

(Agt \ U By¢(x;,7m)) =0.0na

i>1
 fW)duly) < /~ y)duly) + / u(y
/As,t ( ) lu’( ) As i\ UBf(ﬂfi"rl) /L ; By (i) ( )
/ = > (1.207)
y)duly) + / dp(y).
U\ U Bf(xiv’rl) 1>1 Bf 1‘277‘2
i>1
Comme

v (U\ U Bf(l'u?”ﬁ) = wU)— (U Bf xzarz))

IA
=S

ona

L\UBAWJJ“”@M”<E

i>1

Revenant a (1.207), on obtient que

| wduty) f
Ast i>1 By (zs,ri)

IN
™
+
—

S
QU
=
>

IA
™
_|._
Vo)

=
w
=
&8
E

e+sulU)
e+ 50+ p( Ay )
e(s+ 1)+ su(Asy).

ININ A

Comme c’est vrai pour tout € > 0, on en déduit
o @) < su(Au). (1.208)
s,t

Combinant (1.206) et (1.208), et utilisant le fait que s < t et /L(A&t) < +00, on obtient bien (1.205).
Troisiéme étape : soit & I’ensemble des x € X tels que la limite dans le membre de gauche de (1.203)
n’existe pas. Alors

1
EC ( U As,t> U {37 €X; }%W/B(%T) fy)duy) = +OO}. (1.209)

0<s<t; s,teQ
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Les étapes précédentes assurent que 1(E) = 0. On a donc montré que, pour presque tout € X,

, 1
lim W(Br@.) /chc,r) f(y)du(y)

existe, et on pose
1

g(w) := PL%/WW/BN%T) f(y)du(y).

Il reste a montrer que g(x) = f(x) pour presque tout z € X.
Quatrieme étape : on vérifie d’abord que g est mesurable. Pour presque tout x € X, par définition de
9. 9(x) = lim gn(x), avec

n—+oo

1
gn(x) = u(Bﬁ(:r,}L))/Bf(x,}l)f(y)dﬂ(y).

Il suffit donc, d’apres la proposition 1.33, de montrer que, pour tout n > 1, g,, est mesurable, ce qu’on
fera en montrant que, pour tout 77 > 0 et toute fonction h € L' (X) positive,

T h(y)dpu(y)
Bf($1n)

est mesurable. Soient A € R etz € X tels que fo(x o h@)du(y) < A 1l existe " > 7 tel
que [z, My)du(y) < A Pour tout y € B(z,n' —n), Bf(y,n) C B(z,n’), de sorte que
fo(y,n) h(y)du(y) < A. L'ensemble des x € X tels que fo(x,n) h(y)du(y) < A est donc ouvert,
donc mesurable. On vérifie de méme que x — (B (x,7)) est mesurable.

Cinquiéme étape : on vérifie maintenant que g = f presque partout. On note déja que g > 0. Soient
F C X mesurable et ¢ > 0. Pour tout entier n € Z, soit

Ay ={zeF; (14" <g(z) < (1 +e)H}.

On vérifie d’abord que
(I4+¢e)"u / fly)du(y (1.210)

En effet, A,, est mesurable. Soient 4 > 0 et U un ouvert contenant A,,. Pour tout z € A,, il existe
rz > 0 tel que, pour tout r €]0, [, Bf(x,r,) C U et m fo(a:,r) fy)du(y) > (1 +¢e)" — 0.
Par le lemme de Vitali, il existe une famille au plus dénombrable (z;);>1 € A, et une famille au plus

dénombrable (7;)s;>1 > 0 tels que (An \ U By (x;, rz)> = 0. Alors

i>1

(T+e)" =0)u(An) < ((1+e)" =8) Y u(By(ai,ri))

i>1

< Z/ dp(y)

i>17 By G

< /fyduy
U

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
(I4¢e)" / fy)du(y
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et en prenant la borne inférieure sur tous les ouverts U contenant A,,, on obtient bien (1.210). On en

déduit
g(@)dp(x) =
Jo z .0
< ZHe)"“u(An)
< (1+9% / F(x)dp(e
nez
= (+9) [ f@)dn(a).
F
On vérifie ensuite, comme pour (1.208), que
/ Fy)du(y) < (14" pu(An). (1212)

De plus, f{zeX g(=)=01 S ()du(y) = 0, car pour tout n € Z, I'inégalité (1.212) et le fait que p(Apn) <
w(X) < +o0 donnent

)du(y) < C(1
o R

k<n

et il suffit de faire tendre n vers —oco. On en déduit que

[ f@in) = Y [ radnte

ne”

< Z<1+e>"“u<An>
< (1+

e % /
= (1+9) [ g@)du(a)

En combinant (1.211) et (1.213), on obtient que, pour tout F' C X, [, f(z)du(z) = [ g(z)dp(z), ce
qui montre que f = g presque partout sur X. O

Remarque 1.214. En partant du théoreme 1.202, on peut développer une théorie de la différentiation
des mesures de Radon dans des espaces de nature homogene et obtenir une version du théoreme de
Radon-Nikodym dans ce cadre ([64, p.82]).

Voici une application importante du théoreme 1.202 : la décomposition de Calderén-Zygmund pour
des fonctions de L'(X).

Théoreme 1.215. [137, Chapter 1, Theorem 2] Soient (X, d, 1) un espace de nature homogene. Alors
il existe C > 0 et N > 1 avec les propriétés suivantes : pour tous f € L'(X) et X > (X) I fll, o
C est la constante apparaissant dans I’assertion 1 du théoréme 1.165, il existe des fonctlons g et b sur
X, une famille au plus dénombrable de fonctions (by)i>1 sur X et une famille au plus dénombrable de
boules (By;)>1 telles que :

1. pourtout x € X, x appartient au plus a N boules By,

2. pourtout v € X, f(x) = g(x) + b(z) et b(x) = _ by(w)
k>1

3. |g(z)| < CX pour presque tout x € X,
4. pour tout k > 1, le support de by, est inclus dans By, [p, bi(z)du(z) = 0et ||bg|l; < CAu(By),
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5% mBy) <

k>1

£l

> Q

La preuve utilise une version de la décomposition de Whitney dans les espaces doublants (voir le
lemme 1.51, ’exercice 1.234 et le théoreme 2.59 du chapitre 2) :

Proposition 1.216. [64, Proposition 4.1.15] Soit (X, d) un espace doublant (voir la définition 1.108).
Alors, il existe M > 1 avec la propriété suivante : pour tout ouvert O g X, il existe une famille au plus
dénombrable de boules (By,)x>1 telles que :

L |JBy=0,

k>1

2. tout point de X appartient au plus a M boules 25y,

3. pourtout k > 1,16B; N (X \ O) # 0,
o, pour toute boule B = B(z,r) ettout A > 0, AB := B(z, \r).

Preuve de la proposition 1.216 : pourtoutx € X, onpose d(x) = d(x, X \O). Alors, pour tout x € O,

d(x) > 0car O estouvert et d(x) < 400 car O # X.
,4—10d(x)) avecr € O et 271 < d(x) < 2/. Parle
lemme 57, il existe une famille G; C F; au plus dénombrable et formée de boules deux a deux disjointes,

et telle que
U Bc U 5B
BeF; Beg;

Pour tout j € Z, soit F; la famille des boules B (3:

On note (By,),>1 la famille des boules obtenues en réunissant toutes les boules 5B pour toutes les boules

Bde U G;. Les boules By, sont de la forme B(x, £d(z)), donc elles satisfont les propriétés 1 et 3.
Jj=1

On vérifie maintenant la propriété 2. Soit x € X. On suppose que x appartient aux boules 251, ...,2By

pour un N > 1. On peut supposer que d(x1) > d(x;) pour tout i € [2, N].

Soit i € [2, N]. Alors

d(xi,z;) < d(z1,z) + d(x,z;) < —(d(x1) + d(z;)), (1.217)

=

ce qui montre que d(z1) < d(z1, ;) + d(z;) < 1d(21) + 2d(z;), donc
d(;). (1.218)

De plus, par (1.217) et le fait que d(z;) < d(z1),

B (xi, id(xﬂ) CcB (xl, %d(:vl) + id(mﬁ) CcB (wl, id(wﬂ) .

Ces conclusions restent vraies si 7 = 1.
Si i # ket six;, x;, sont les centres de boules de la méme famille F;, les boules B(z;, %d(xi)) et
B(zy, 35d(z1)) sont disjointes, de sorte que

1 1 1
d(x;, zx) > min <40d(xi), 40d(azk)> > %d(xl),

ou la derniere inégalité provient de (1.218). Cela signifie que les x; qui sont les centres de boules
de la méme famille F; forment une famille %d(xl)—séparée de points appartenant tous a la boule

B (xl, %d(a:l)), donc il y a au plus L points dans cette famille, ou L > 1 est un entier ne dépendant que
de X (voir le lemme 1.109).
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Finalement, on suppose que 1 € F;,. Pour tout ¢ € [2, M],

d(z1) > d(z;) > d(21),

N |

de sorte que ‘ '
2172 < d(x;) < 271

Cela signifie que les points &1, ..., x s sont les centres de boules de la famille F;, ou de la famille F, _1,
donc que tout point = de X appartient au plus & 2L boules de la famille (By)x>1. O

Preuve du théoreme 1.215 : on définit
O:={zxeX; Mf(x)> A},

ou M est la fonction maximale de Hardy-Littlewood non centrée définie par (1.164). L’ensemble O est
un ouvert de X et, par le théoreme 1.165,

C
#(0) < Sl < w(X), (1219)

si bien que O # X. Soient (By) les boules fournies par le lemme 1.216, de sorte que la propriété 1 est
satisfaite. Pour tout £ > 1, on appelle y la fonction caractéristique de By. On observe que

IEIE [ xm@dn(e) < M) < S 161

ce qui donne bien 5.
On définit, pour tout k£ > 1, la fonction n;, par

o) k()
k() : S (o)

1>1
puis, pour tout x € X,

f(z) , siz ¢ O,
g(x) := gl (Bo) (/X f(y)nk(y)du(y)) Xi(z) siz €O,

et, pour tout k > lettoutz € X,

b () := f(@)xw(x) —

M(;k) (/X f(y)ﬁk(y)du(y)) Xk ().

La propriété 2 est clairement vérifiée. Si x ¢ O, le théoreme de différentiation de Lebesgue montre que
lg(@)| = |f(z)] < M f(z) < A
Six ¢ Oetsik > 1esttel que x € By, soity € 16BN (X \ O). Alors

C

[ S @metant)|xu(e) < s [ 15 dut) < CMF) < O

1
1(Bk)
et comme tout point de X appartient a au plus M boules By, on obtient bien 3.
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Les deux premieres conclusions de 4 sont immédiates. De plus, par le méme raisonnement,

[ @@l dute) = [ 1@ dp@) < Cau(Be)
X B

k

et

[ @@ du@) < [ 1£@) dute) < OBy,
X B

k
de sorte que

/. 1@l duta) < 200u(B0)

ce qui termine la preuve. O

8 Exercices

Les exercices qui suivent concernent les mesures et le calcul intégral.

Exercice 1.220. Soit X un ensemble non vide.
1. Quelle est la tribu de X engendrée par les singletons de X ?
2. On suppose que X a au moins 2 éléments. Quelle est la tribu de X engendrée par toutes les
paires de X ?
3. On fixe A C X. Quelle est la tribu de X engendrée par toutes les parties de X contenant A ?
4. Montrer que X est fini si, et seulement si, I’ensemble de toutes les parties finies de X est une
tribu.

5. Montrer que X est au plus dénombrable si, et seulement si, I’ensemble de toutes les parties au
plus dénombrables de X est une tribu.

Exercice 1.221. Soit X un ensemble.
1. On suppose que X = U X; ot les X; sont tous non vides et deux a deux disjoints.
1<i<n
(a) Montrer que la tribu de X engendrée par X1, ..., X, est exactement 1’ensemble des parties
de X de la forme U X;,oul C [1,n].
icl
(b) En déduire que cette tribu est finie et de cardinal 2".
2. On suppose maintenant que X = U X, ou les X, sont tous non vides et deux a deux disjoints.
n>1
Décrire la tribu de X engendrée par les (X,,)»>1 et montrer qu’elle n’est pas dénombrable.

Exercice 1.222 (Il n’existe pas de tribu dénombrable). Soit X un ensemble. Soit 7 une tribu sur X,

supposée finie ou dénombrable. Pour tout z € X, on pose T'(z) := ﬂ A. En d’autres termes,
ACX, Adz

T'(z) est I'intersection des parties de X appartenant & 7 et contenant z.

1. Montrer que, pour toutx € X, T'(z) € T.

2. Vérifier que, pour tout z € X, T'(z) est le plus petit élément de 7 (au sens de I’inclusion)
contenant .

3. Soient z,y € X. On suppose que y € T'(x). Montrer que T'(z) = T'(y).
4. Soient z,y € X. Montrer que T'(z) = T'(y) ou T'(z) N T(y) = 0.

5. Soit € I’ensemble des parties de X qui sont de la forme 7'(z) pour un x € X. Montrer que la
tribu de X engendrée par £ est 7.
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6. En déduire que 7 est finie.

Exercice 1.223. Soit 1 une mesure sur R™. Montrer que p est une mesure de Radon si, et seulement si,
w est borélienne réguliere et localement finie (ce qui veut dire que, pour tout z € X, il existe r > 0 tel
que p(B(z, 1)) < 400).

Exercice 1.224. [Lemme de Steinhaus] Soient n > 1 et A C R" tel que £™(A) > 0. On veut montrer
que 0 appartient a I’intérieur de A — A.

1. Justifier qu’il suffit de le faire quand £"(A) < +o0.

2. Vérifier qu’il existe un compact K et un ouvert U tels que K C A C U et 2u(K) > u(U).

3. Montrer qu’il existe un ouvert V' C R" contenant 0 tel que K +V C U.

4. Vérifier que, pour toutv € V, (K + v) N K # () et conclure.
Exercice 1.225 (Application du lemme de Steinhaus aux sous-groupes additifs de R™). Soit G C R"

un sous-groupe additif de R™. On suppose que G # R™ et que G est mesurable (pour la mesure de
Lebesgue). Montrer que £"(G) = 0.

Exercice 1.226 (Une partie de R non mesurable). Pour tous =,y € R, on dit que x ~ y si, et seulement
si, z —y € Q.
1. Vérifier que ~ est une relation d’équivalence sur R.

2. Pour toute classe d’équivalence C' pour ~, on choisit un élément = € C' N [0, 1] (pourquoi est-il
possible d’en trouver un dans cet intevalle ?). Soit A 1’ensemble ainsi obtenu.

3. Vérifier que
0,1c | A+qc[-1,2],
q€QN[-1,1]
et que, si q1 # qo avec q1,q2 € Q, alors (A4 q1) N (A + ¢2) = 0.
4. Montrer que A n’est pas mesurable.
Exercice 1.227 (Une variante du lemme d’Egoroff). Soient (X, 1) un espace mesuré de mesure finie,
(fn)n>1 une suite de fonctions mesurables sur X telle que [y | f,(2)|* du(z) < +oo pour tout n > 1

et f une fonction mesurable sur X telle que [y |f(z)|* du(x) < +oo. On suppose que f,(z) — f(z)
pour presque tout z € X . Montrer que, pour tout p €]0, 2],

tim [ 1fale) = f@) du(z) = 0,

n—+00
mais que cette conclusion n’est plus valable si p = 2.

Exercice 1.228. Pour tout n > 1 et tout entier j € N, on pose

1.0) ::{ 0 si0<j<n,

1 sinon.

Montrer que f,(j) — O pour tout j € N mais que la conclusion du théoréme d’Egoroff n’est pas
satisfaite dans ce cas.

Exercice 1.229. Soient (X, ;) un espace mesuré, 1 < p < o0, (fr)n>1 une suite de fonctions mesu-
rables sur X et f une fonction mesurable sur X telles que f,(x) — f(z) pour presque tout x € X et
[ fall, = If1|,- On veut montrer que || f» — f||,, — 0.

1. Justifier qu’il suffit de le faire quand | f,.|,, = || f[|, = 1 pour tout n > 1.
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2. Soite > 0.
(a) Justifier qu’on peut écrire X = AU Bavec ANB =0et [,|f(z)|” du(z) < e.
(b) Vérifier que lim [, | fn(2)|” du(z) <e.
(c) Conclure en utilisant le lemme d’Egoroff sur B.
3. Que se passe-t-il si on ne suppose plus || o[, = || f]|,, ?
Exercice 1.230. Soit (n),>; une suite d’entiers strictement croissante. On note F I’ensemble des
x € [0, 2n] tels que la suite (sin(ngz))x>1 converge.
1. Montrer que, pour presque tout x € E, sin(ngx) — j:% (on utilisera le fait que 2sin®u =
1 — cos(2u) pour tout u € R).
2. En déduire que £!(E) = 0.

Exercice 1.231. [Contre-exemples pour le théoreme de Fubini]

1. Soit (d,,)n>1 €]0, 1] une suite strictement croissante telle que lim 6,, = 1. Pour tout n > 1, soit
gn, une fonction continue sur [0, 1], & support compact dans |d,,, d,,+1[ et telle que fol gn(t)dt = 1.
Pour tous z,y € [0, 1], on pose

f(a?,y) = Z (gn(z) — gn-i—l(x))gn(y)'

n>1

Vérifier que f est bien définie et que

/01 (/Olf(:r,y)dy> dx # /01 </01 f(x,y)dg;> dy.

Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de Fubini dans ce cas ?

2. Pour tous z,y € [0, 1], on pose

1 sixz=y,

F,y) = { 0 sinon.

On note A la mesure de comptage sur [0, 1]. Vérifier que

[ ([ rwnm)aw # [ ([ sepae)

Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoreme de Fubini dans ce cas ?

Exercice 1.232. [Une version C*° du lemme d’Urysohn] Soient 2 C R™ un ouvert et K C 2 un
compact. On veut montrer qu’il existe ¢ € C2°(Q) telle que ¢(x) = 1 pour tout x € K. Pour cela, on
commence par fixer ¢ > 0 tel que, pour tout z € K, d(z,R™ \ 2) > 2¢ et on pose, pour tout 7 > 0,
K, :={x € R"; d(z, K) < n}, de sorte que Ko, C .

1. Vérifier qu’il existe ¢ continue sur R™, a support inclus dans Ko, telle que ¢)(x) = 1 pour tout
r € K..

2. Utiliser une convolution convenable de v pour conclure.

Exercice 1.233. Soit U C R un ouvert.
1. Montrer que U est une réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts deux a deux disjoints.

2. En déduire que U est une réunion d’intervalles dont les bornes sont rationnelles ou valent +o0o
ou —o0.
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Exercice 1.234. Soit () ; R"™ un ouvert non vide de R™. Pour tout & € Z, on définit D;, comme la
collection des cubes de Whitney de R de c6té 27%. On définit aussi

Q= {o € O 2/n27F < d(2,R"\ Q) < 2v/n27H}.

Enfin, soit 7' la collection des cubes Q C R™ tels que Q € Dy pourun k € Z et Q N QY # (.
1. Vérifier que 2 = Uz Q.
2. Montrer que, pour tout cube Q € F’, dont la longueur du coté est notée 1(Q), /nl(Q) <
d(Q,R™\ Q) < 4/nl(Q).
3. Vérifier que Q = Uger Q-
Pour tout cube Q) € F', soit Q™** le cube maximal appartenant a 7' qui contient ). On définit
F comme la collection de tous les cubes Q™2 ainsi obtenus.

4. Montrer que les cubes de la collection F ont des intérieurs deux a deux disjoints et que leur
réunion vaut ).

5. Vérifier que, pour tous cubes Q1 et Q2 dans F tels que Q1 N Q2 # 0, alors + < ﬁgg;g < 4.

6. Montrer enfin que, pour tout () € F, il existe au plus 12" cubes de la collection F dont 1’adhé-
rence rencontre celle de ().

On trouvera une approche un peu différente de ce résultat au chapitre 2, théoreme 2.59.
Exercice 1.235. Sur R?2, on considere la mesure suivante :

u(A) =L ({z € R; (2,0) € A})
pour tout A C R2,

1. Vérifier que p est une mesure de Radon.

2. Soit A := {(z,0); = € R}. On considere les boules Bf((x,y),y) C R? pour tout = € R et tout
y > 0.
(a) Vérifier que ces boules vérifient bien les hypothéses de la proposition 1.88.

(b) Montrer que, pour toute sous-famille dénombrable (B;);>1 de la famille de boules considé-
rée,
p| A\ Bi| = u(A).
i>1
(¢c) En déduire que la conclusion de la proposition 1.88 n’est pas satisfaite.
Les exercices qui suivent concernent les espaces LP.
Exercice 1.236. Vérifier que la fonction ¢ — 1 appartient a L., (]0, +-0c[) mais pas a L*(]0, +o0[).
Le but des exercices suivants est de présenter une approche de la dualité entre espaces LP, inspirée par
[149, Sections 14 et 16].

Exercice 1.237. Soit X un espace de Banach. On dit que X est lisse si, et seulement si, pour tout u # 0
ettout v € X, la limite suivante existe :

Lk el = ]
e—0 I3
En d’autres termes, la fonction F'(u) := ||u|| posséde, en tout u # 0, une dérivée directionnelle selon

tout vecteur. On note F”'(u)(v) cette dérivée.
On dit que X est uniformément convexe si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que,

pour tous u, v € X avec ||ul| = [[v]| = 1et ||u —v| > 2,
1
HQ(u—i—v) <1-0.
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1. Soit X un espace lisse. Montrer que, pour tout u # 0, v — F'(u)(v) € X'.

2. Soit X un espace lisse. Montrer que, pour tout u # 0,

Fluu) = Jul = | _max  F)

3. Soient X un espace lisse et f € X' non nulle. Si u € X, ||u|| = 1 et f(u) = || f||, montrer que
f= 171 F (w).

4. Soit X un espace uniformément convexe. Montrer que, pour tout f € X’ non nulle, il existe un
unique u € X avec ||ul| = 1et f(u) = || f]-

5. On suppose X lisse et uniformément convexe. Montrer que, pour tout f € X’ non nulle, il existe
un unique u € X avec |[ul| =1, f(u) = ||f]| et f = || f|| F'(u).

Exercice 1.238. Soient (X, 1) un espace mesuré et p €]1, +o0l. Soient f, g € LP(X, u).
1. On suppose 1 < p < 2. Montrer que

p P
1f+ gl + 117 = all? > (I£1, + lgll,)” = [1£1, = lall,|
On pourra considérer les fonctions
afr) =147+ (1—rp!

et
By = (k) () ot
pour 0 < r < 1.
2. On suppose p > 2. Montrer que

1f+ gl + 117 = gl < (11, + lgll,)” = [1£1, = lll,|

Exercice 1.239. Soient (X, 1) un espace mesuré et p €|1, +o0].
1. Montrer que LP(X, p) est lisse et que, pour tout u # 0 et tout v,

F'(u)(v) = IIUIIII,_p/X [u(@) P2 u(@)o(z)dp(z).

2. Montrer que LP(X, 1) est uniformément convexe.

3. En déduire que, pour toute L € (LP(X, 1)), il existe une unique g € L¥ (X, 1) telle que

L = [ g(a)h(z)du(a)

pour toute 1 € LP(X, p1) et [|g|| v (x .y = IIL]]- Lci, % + z% =1

L’exercice suivant utilise la :
Définition 1.240. Soit f : R™ — R™,
1. Sil € R™, z € R™, on dit que [ est la limite approchée de f en x si, et seulement si,

i £ € B, 1) 1 2 )
r—0 L(B(z,1))

On note ;1_% app f(y) =1L
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2. Siz € R", ondit que f est approximativement continue en x si, et seulement si, 1131 app f(y) =
Yy—x
f(z).
Exercice 1.241. On suppose que [, l2 € R™ sont les limites approchées de f en x. Montrer que 1 = (5.

Exercice 1.242. Soit f € L; (R™). Montrer que f est approximativement continue en presque tout
point z € R™. On pourra utiliser le théoréeme de différentiation de Lebesgue.

Exercice 1.243. Soit f : R — R™ mesurable. On veut montrer que f est approximativement continue
en presque tout point x € R™.
1. Justifier que, pour tout ¢ > 1, il existe un compact K; C R" tel que :
(a) K; N K; = () pour tous i # j,
() £ |R"\ |JK; | =0,
i>1
(c) pour tout i > 1, f|, est continue.

Indication : si K71, ..., K; sont construits, il existe un compact K; 11 C B(0,i+1)\ U K; tel

1<j<i
que L™ | B(0,i+ 1)\ U K;| < Z% et f|x,,, est continue.
1< <i+1

2. Vérifier que, pour tout ¢ > 1 et presque tout x € K,
_LM(B(x,r) \ Ki)
1 =0. 1.244
r0 L7(B(w,r)) (1249

3. On pose A := {z € R"; ilexiste i > 1 tel que x € K et (1.244) est vérifiée}. Montrer que

LM(R™\ A) = 0 et que, pour tout x € A, f est approximativement continue en z.

Exercice 1.245. Si L : R™ — R" est un opérateur linéaire, on pose A(L) := L™(L(Qq)) avec Qg :=
[0, 1]".

Soient 2 C R™ un ouvert et T : 2 — R une application continue et ouverte. Soit x € 2. On suppose
T différentiable en z. Soit ¢ > 0. On veut montrer qu’il existe § > 0 tel que, pour tout cube ) C (2
contenant z avec [(Q)) < ¢ (ou [(Q) est la longueur du c6té de @),

LNT(Q))
L£MQ)

1. Justifier quon peut supposer x = 0 et T'(x) = 0. Dans la suite, on pose L = DT'(0).

— A(DT(2))| < e. (1.246)

2. On suppose d’abord L inversible. Pour tout z € €2, on pose S(z) := L™(T'(z)). Soit 5 €]0, ]
tel que
l—e<(-2n)"< (142" <1+e.
(a) Vérifier que S est continue sur €2, différentiable en 0 et que D.S(0) = Id.
S(z) —z| <nlz|
(c) Soient A €]0, d] et @ un cube contenant 0 avec [(Q)) = A. Soient Q) (respectivement ()2) les
cubes de méme centre que @ tels que 1(Q1) = (1—2n) A (respectivement [(Q2) = (14+27)N).
i. Vérifier que S(Q) C Q2.
ii. Onpose F1 := Q1 NS(Q) et B2 := Q1 \ S(Q). Montrer que E; et Ey sont ouverts et
en déduire que Q1 C S(Q).

(b) En déduire qu’il existe § > 0 tel que, pour tout x € R™ avec |z| < 9,
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(d) Déduire de ce qui précede que, pour tout cube () contenant 0 avec [(Q) < 4,

‘5”(5 (@)
£MQ)

—1‘<5.

(e) Montrer que (1.246) est satisfaite.

3. On suppose maintenant L non inversible. Pour tout 7 > 0, on définit
E, :={z eR"; d(z,L(Qo)) <n}.

(a) Justifier qu’il existe n > 0 tel que L™(E,) < €.
(b) Montrer I’existence de 6 > 0 tel que, pour tout x € R" tel que |z| < ¢, |T'(z) — L(z)| <
n .
(c) Montrer que (1.246) est encore satisfaite.
Exercice 1.247. Soientn > 1, Q2 C R™ un ouvertet 7' :  — T'(€2) une application différentiable. On
suppose T injectif et 7! continu sur 7'(2).

1. Montrer que, pour tout borélien £ C €2, T'(E) est borélien. Dans la suite, on pose m(FE) :=
L™"(T(E)) pour tout borélien E C €.

2. Vérifier que m est une mesure borélienne sur §2.

3. En utilisant la conclusion et les notations de 1’exercice 1.245, montrer que, pour tout = € (2,
Dpnm(z) = A(DT(x)), la quantité Dn»m(x) étant calculée avec des cubes au lieu des boules
euclidiennes.

4. Montrer que m << L™ et que, pour tout ensemble borélien F C (2,
LYT(E)) = / A(DT(z))dx. (1.243)
E

5. Déduire de ce qui précede que, pour tout ensemble mesurable £ C 2, T'(E) est mesurable et
que (1.248) est encore satisfaite.

6. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive ou intégrable sur 7'(€2),
| sy = [ (Fo)@ADT (@) ds.
() Q

7. Montrer que A(DT'(z)) = |det DT'(x)| pour tout = € 2.
Exercice 1.249. [53, Chapter 2, exercise 2.1.12] Soit f € L}OC(R”). Pour tout z € R™, on pose

1
Maf(@) = s o [ 11wl

ou la borne supérieure est prise sur tous les cubes dyadiques contenant x.

1. On suppose f € L*(R™). Montrer que, pour tout A > 0,
n n 1
£ ({x € B \Maf (@) > ) < 5 [ 17(w)]dy.

2. Soit p €]1, 4+o00[. Montrer que

p
18 fllpoany < 525 1 1oge
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Exercice 1.250. Soit f € L} (R"). On suppose qu’il existe z € R" tel que M f(x) = 0. Montrer que
f est nulle presque partout.

Exercice 1.251. Soit f € L}, .(R™). On suppose que f(x) > 0 pour presque tout z € R" et que f n’est
pas nulle presque partout.

1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que, pour tout x € R™ avec |z| > 1, M f(z) > 5.

||

2. En déduire que M f ¢ L'(R").

Exercice 1.252. Pour tout = €]0, 1], soit f(z) = 2?sin (m%) et on pose f(0) = 0. Montrer que f est
dérivable sur [0, 1] mais que f’ ¢ L'([0,1]).

Exercice 1.253. [Ensembles de Cantor] Soit (o, )n>0 une suite de réels strictement positifs tels que

Z 2"ay, < 1. On pose Ag = [0, 1]. Si on a construit A, C [0, 1] pour un entier » > 0, comme une
n>0
réunion de 2" segments deux a deux disjoints, on construit A, C A, comme I’ensemble obtenu a
partir de A, en retirant, de chaque segment composant A,,, un intervalle ouvert centré de longueur «,.
On pose ensuite K = ﬂ Ap.

n>0

1. Montrer que K est un compact d’intérieur vide.

2. Montrer que £}(K) = 1— Z 2" av,. En déduire que K peut étre de mesure strictement positive.
n>0

3. Vérifier que K est en bijection avec R.

Exercice 1.254. On reprend la construction d’un ensemble de Cantor comme dans I’exercice 1.253.

Soit Ky = [0, 1]. Soit n € N. On suppose qu’on a construit ,, C [0, 1] comme une réunion de 2"
n
segments deux a deux disjoints, chacun de longueur (%) , inclus dans [0, 1]. On retire alors de chacun
de ces segments le tiers central et on note K, la réunion des 2"*! segments deux & deux disjoints
I 2\ t! 1772 17,72 1
ainsi obtenus, chacun de longueur (g) . Par exemple, K1 = [0, 3] U [5,1], Ko = [0,5] U [5,3] U

973
[%75] U [%J].Onpose aussi K := ﬂ K,.
n>0
3 n
gn ‘= <2> XKn

Fulz) = /Ox n(t)dt.

Pour tout n € N, on pose
et, pour tout z € [0, 1],

1. Montrer que £'(K) = 0.

2. Vérifier que, pour tout n € N, f,(0) = 0, f,(1) = 1, f,, est continue et croissante sur [0, 1],
constante sur chaque intervalle contenu dans [0, 1] \ K.

3. Soient n € Net I ’'un des 2" segments dont la réunion constitue K ,,. Montrer que
[ ottt = [ gurirae =27
4. En déduire que, pour tout = € [0,1] \ K, fnr1(x) = fn(z), et que, pour tout x € K,

| frt1(2) = fal@)] <2770
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5. Montrer que la suite (fy,),>0 converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue et
croissante sur [0, 1], vérifiant f(0) = O et f(1) = 1, et que f’ est dérivable de dérivée nulle en
tout point de [0, 1] \ K. Comparer avec les théoremes 1.184 et 1.187.

Remarque : prolongeons f en posant f(x) = 0 pour z < Oet f(z) = 1 pour 2 > 1. On note

alors ([ak, bg])x>1 la suite des segments dyadiques [0, 1], [0, 3], [, 1], [0, 1], [$, 3]... On définit
enfin
— Qg

On montre ([153]) que g est continue et strictement croissante sur [0, 1], et que g est dérivable et
de dérivée nulle presque partout.
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Chapitre 2

Applications lipschitziennes et théorie
géométrique de la mesure

1 Définition, exemples et propriétés élémentaires des applications lip-
schitziennes

Soient (X, dx), (Y, dy) deux espaces métriques et soit X > 0 un réel.

Définition 2.1. On dit que I’application f : (X,dx) — (Y, dy) est K-lipschitzienne si pour tous z,
y € X,ona
dy (f(2), f(y)) < Kdx (z,y). 2.2

Une application f : (X,dx) — (Y, dy) est lipschitzienne si elle est K -lipschitzienne pour un certain
K > 0. Dans ce cas, on appelle constante de Lipschitz de f, et on note Lip(f), la plus petite constante
positive K pour laquelle on a (2.2). Ainsi,

d
Lip(f) = sup —— ===
TH£Y dx ($7 y)

Si A C X estun sous-ensemble de X, I’application f est lipschitzienne sur A si I’estimation (2.2)
est vérifiée pour tous les x, y de A. En d’autres termes, f : (A,da) — (Y, dy) est lipschitzienne ol d 4
est la restriction de la distance dx sur A. Enfin, I’application f : (X, dx) — (Y, dy) est localement lip-
schitzienne si pour tout x € X, il existe un voisinage V,, de x dans X telle que f est lipschitzienne sur V.

Remarque 2.3. Dans le cas euclidien, une facon simple de démontrer qu’une fonction est lipschitzienne
est d’utiliser (si possible) I’inégalité des accroissements finis. On peut ainsi voir que les fonctions sinus
x — sin(z) et cosinus x — cos(z) sont 1-lipschitziennes. Voir ’exercice 2.186 dans lequel on se
propose aussi de démontrer des propriétés élémentaires des fonctions lipschitizennes..

Un point important est qu’il existe toujours des applications lipschitziennes entre un espace métrique
(X, d) (non vide) quelconque et R muni de la distance euclidienne. En effet, d’apres 1’inégalité trian-
gulaire, pour tout g € X, I’application f;, : X — R définie par f,,(x) = d(z, z¢) est lipschitzienne
avec une constante de Lipschitz égale a 1. Dans le cadre des espaces métriques généraux, les applica-
tions lipschitziennes sont les plus régulieres possibles et vont jouer le role des fonctions lisses (disons
de classe C'"™°, notion qui n’a pas de sens a priori dans un espace métrique) de 1’analyse euclidienne.
En particulier, la densité des fonctions lipschitziennes dans bon nombre d’espaces fonctionnels (sous
parfois certaines conditions sur I’espace métrique ambiant) sera trés utile dans la suite. Voir I’exercice
2.187 a la fin du chapitre pour voir ce qui se passe dans le cadre des espaces LP. Nous allons donner
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une autre illustration de I’importance des fonctions lipschtizennes en présentant la notion de partition de
I’unité. Elle sert parfois en analyse et en géométrie, dans la mesure ol elle permet de construire de facon
globale une fonction a partir de définitions seulement locales. Par exemple, la démonstration de théo-
rémes d’extension comme celui de Whitney (voir le théoréme 2.61) repose sur une partition de 1’unité
adaptée comme nous le verrons plus tard. Nous allons présenter deux versions de la notion de partition
de I'unité, I’'une dans le cas euclidien avec des fonctions lisses, 1’autre dans le cas métrique avec des
fonctions lipschitziennes.

Théoreme 2.4. Soit K un compact de R™. On suppose que K C Uj-vzl Uj oupour tout j = 1,..., N, U;
est un ouvert de R™. Alors, il existe des fonctions ¢y, ..., o € C°(R") telles que

(i) Pourtoutj =0,., N,0< ¢; <let >N ;¢;=1.

(ii) ¢o est a support dans R™ \ K et pour j =1,...,N, ¢; € C°(Uj).

Démonstration. Cette démonstration est tirée de [149], elle utilise le lemme d’Urysohn que nous utili-
serons sous la forme suivante (Voir le lemme 1.36 pour une version dans les espaces métriques).

Lemme 2.5. Soit U un voisinage ouvert d’un compact K de R™. Alors, il existe une fonction ¢ €
CPU)telleque 0 < ¢ < letsur K, ¢ = 1.

Comme K est compact, il existe un entier M € N et un recouvrement de K par des boules ouvertes
B(wg, ), k = 1,..., M, tels que pour tout k, il existe 1 < j(k) < M avec By(wy,2ry) C Ujgy.
Posons pour 1 < j < N,

Kj = Uj(k):jBf(xka 27‘14:) E = U{ylef(xk,rk.) U= Ué\/lle(.’L‘k, 2Tk).

Alors, le lemme précédent donne des fonctions ¢; € C°(U;),1 < j < N,avec 0 < ¢); < letyp; =1
sur K;. De méme, il existe ¢ € CX(U) telleque 0 < ¢ < 1 ety = 1 sur K. Pour conclure, il suffit de

poser g = 1—petpour0 < j < N, ¢; = ZA?]%Z) en notant que pour tout x € R”, Zszo Yrp(z) #0
k=0 ¥k
par construction. O

Soit (X, d) un espace métrique séparable muni d’une mesure doublante y. Nous allons considérer
des discrétisations raisonnables de X, puis leur associer des partitions de 1’unité en suivant une stratégie
comparable a celle de I’espace euclidien. Cette construction est due & S. Semmes (Voir [132]). Dans
divers problemes d’analyse et de géométrie, il est pertinent de discrétiser 1’espace ambient (voir par
exemple le chapitre 4 de [25]).

Fixons £ > 0. Par le théoreme 1.84, il existe un recouvrement de X par des boules B(z;,¢), i € 1,
de sorte que les boules B(z;,¢/5) sont deux a deux disjointes. Notons que pour tout k& > 0, il existe
une constante C'(k) ne dépendant seulement que de k et de la constante de doublement de ;1 (mais pas
de € ni du choix des x;) de sorte que tout point de X est contenu dans au plus C'(k) boules de la forme
B(z;, ke). En effet, si on considére x € X et I(z) I’ensemble des ¢ tels que = € B(x;, ke), alors
{zi,i € I(x)} C B(x,ke)etsii # j,d(x;,z;) > /5. Puisque p est doublante, B(z, ke) peut étre
recouverte par au plus C'(k) boules de rayon £/5 et ces boules contiennent au plus un z;, i € I(z).
Donc, le cardinal de I (x) est majoré par C'(k). Cette propriété est typique de la courbure positive et peut
étre vue comme une conséquence du théoréeme de Bishop-Gromov (Voir [25], Lemme 4.6 par exemple).
A noter que les théoremes de type Bishop-Gromov seront largement discutés dans le cas des espaces
métriques a courbure positive dans le chapitre 4. Nous allons maintenant associer a cette discrétisation
une partition de I’unité.

Théoreme 2.6. Avec les notations précédentes, il existe une collection de fonctions ¢; - X — R, ¢ € I,
de sorte que
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(i) Pourtouti € 1,0 < ¢; < 1.

(ii) Pourtouti € I, la fonction ¢; est Ce~-lipschitzienne oit C > 0 est une constante ne dépendant
que de la constante de doublement de y.

(iii) Pour tout i € I, ¢;(x) = 0 des que d(z,z;) > 2¢.
(iv) Pourtoutx € X, Y ;cr ¢i(x) = 1.

Démonstration. Les idées de preuve sont les mémes que pour le théoreme 2.4. Soit f : RT — [0, 1]
1

définie par f(t) = 1sit € [0,¢], f(t) = —=t+2sit € [g,2¢], et f(t) = 0sit > 2e. Alors, f est
€

£~ L-lipschitzienne. Posons maintenant v;(z) = f(d(z,;)) pour tout € X et tout i € I. La fonction

Vi, 1 € I, vérifie

- 1); is e~ !-lipschitzienne. En effet, si x, y € X, on a par I’inégalité triangulaire
[Yi(x) —di(y)| = [f(d(z,2:)) = fd(y, )]
1
g|d($,fﬂi) —d(y, z;)|

1
~d .
&_ (z,y)

IN

IN

- 0 < ¢; < 1 par définition de f et en particulier, ¢;(x) = 0 dés que d(x, ;) > 2c et ¢;(z) = 1
sid(z,z;) <e.
Cependant, la collection (1);) ne vérifie pas les propriétés requises (par exemple (iv)). Il est alors naturel
de considérer S(x) = > ,c;¢i(x) puis ¢;(x) = ;(x)/S(x) pour tout z € X et tout ¢ € I. Nous
pouvons alors conclure. Notons dans un premier temps que ’on a

- S(x) est bien défini pour tout x € X. En effet, nous avons déja vu que le nombre d’indices ¢
tels que x € B(x;, 2¢) est uniformément borné. Donc, la somme S(z) est finie et ||S||o < 0.
De plus, pour tout z € X, S(z) > 1 car X = U;B(x;,¢). Ainsi, si x € X, il existe j € I avec
x € B(xj,e)etS(x) > ¢j(x) = 1. En particulier, S(z) # 0 et pour i € I, ¢;(x) est bien défini.

- S est Ce~!-lipschitzienne. En effet, on a pour z, y € X,
|S(2) = S(y)l < Y Wilz) — ¢ily)] < Celd(z, ).
i€l

Ceci vient du fait que le nombre d’indices i tels que 1;(x) # 0 ou 9;(y) # 0 est uniformément
borné.
Il est maintenant clair que ¢; vérifie (i) et (iii) (puisque cette derniere propriété est satisfaite par ;) et
(iv) (par définition). Enfin, nous devons vérifier que ¢; est Ce~!-lipschitzienne. Pour voir cela, fixons ,
y € X. Alors,

1

|pi(z) — di(y)| = WWK@S(?J) —i(y)S(z)]
< [¥i(z)S(y) — ¢i(y)S(z)| (car S > 1)
< (@) (S(y) — S(@)| + [(Yi(z) — i(y))S(2)|
< [S(x) = SWI + ISllec|ti(z) — 1i(y)]
< Cﬂism‘)d(w,y)-
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La derniere inégalité vient du fait que S et v; sont respectivement Cc~!-lipschitzienne et e !-

lipschitzienne.
O

Nous renvoyons a [132], chapitre 2, pour des applications de ce type de partitions de I’unité dans les
espaces métriques.

2 Mesures et dimension de Hausdorff

2.1 Construction de Carathéodory, mesures et dimension de Hausdorff

On rappelle que si A est un sous-ensemble de R, alors sa mesure de Lebesgue est donnée par

LY(A) = inf Z diam(I;)

ol le inf est pris sur tous les recouvrements de A par des intervalles (ouverts) I;. On mesure donc la
“taille” de I’ensemble A en ne considérant que des recouvrements par des éléments d’une certaine classe
(ici, les intervalles de R) dont on mesure la taille par une jauge fixée (ici, la longueur d’un intervalle).
Nous allons appliquer les mémes idées dans un cadre plus général. Soit (X, d) un espace métrique
séparable. La séparabilité permet d’exhiber des recouvrements dénombrables de X. On se donne une
famille F de sous-ensembles de X (les recouvrements admissibles) et une application (la jauge) p :
F — R qui mesure la taille des éléments de F. On suppose que

(i) Pour tout § > 0, il existe une famille (F;);c; de F telle que pour tout i € I, diamF; < ¢ et

X = User Fi-

(i) Pour tout § > 0, il existe F' € F tel que p(F') < § et diam(F") < 4.
La premiere condition permet d’avoir des recouvrements d’un sous-ensemble arbitraire de X par des
éléments de F de taille aussi petite que 1’on veut. Ainsi, on peut poser pour 0 < § < ocoet A C X,

@5(14) = inf {Zp(EZ),A Cc U E;, B; € F, diam(EZ-) < 5}

puis

P(A) =sup @5(A) = lim $s5(A).
Notons que § = oo est autorisé. Dans ce cas, on considere tous les recouvrements possibles de A (sans
contrainte sur le diametre).

Théoreme 2.7. Sous les conditions précédentes, ® est une mesure borélienne. Si de plus, les éléments
de F sont eux mémes boréliens, la mesure ® est réguliere.

Démonstration. Le fait que ®5(()) = 0 est impliqué par la condition (ii) sur p. Il est facile de vérifer que
®; est monotone et sous-additive. Donc, ¢ est une mesure, ainsi que ®. Pour montrer que ¢ est une
mesure de Borel, on va appliquer la critére de Carathéodory (Voir théoreme 1.27). Soient A, B C X
avec d(A, B) > 0. On va montrer que ®5(A U B) = ®5(A) + ©5(B). En faisant tendre ¢ vers 0, on
obtient alors la conclusion cherchée, a savoir (A U B) = ®(A) + ®(B). Comme P; est une mesure,
on a déja I'inégalité¢ ®5(A U B) < &s5(A) 4+ $5(B). Pour 'inégalité inverse, on commence par choisir
d > 0tel que § < d(A, B)/2 puis on applique la condition (i) pour obtenir un recouvrement de A U B
par des (£;) dans F avec diam(E;) < ¢ pour tout ¢. Alors, un E; ne peut intersecter a la fois A et B.
On en déduit
DopE) = Y p(E)+ Y p(Ei) > Bs(A) + 05(B).
1

ANE; #£0 BNE; #0
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En prenant I’infimum sur tous les recouvrements possibles, on obtient I’inégalité recherchée ®5(A U
B) > ®5(A) + ®5(B). Pour montrer que & est réguliére, il faut exhiber pour un A C X un borélien B
de X tel que A C Bet ®(B) = ®(A). Pour cela, pour tout j € N*, on considere un recouvrement (E?)

. 1 )
de A par des éléments de F (donc des boréliens par hypothese) tel que diam(E]) < = et Z p(E)) <
J i
1 A
®y/;(A) + ~. Alors, B =N; U; E! convient. =
J

Si nous voulons considérer dans 1’espace métrique séparable (X, d) une mesure s-dimensionnelle,
il est naturel de considérer pour F I’ensemble des parties de X et pour A C X, p(A) = diam(A)® (a
une constante multiplicative prés). On obtient alors la s-mesure de Hausdorff.

Définition 2.8. Soit A C X et soit s > 0. La s-mesure de Hausdorff de A est donnée par

He () = lim H5(4)

ol H3(A) = inf {Z a(s)(diamFE;/2)%; A C U, E;,diam(E;) < 6}.
75/2

Ici, = —
ci, as) T2+
verrons plus tard que cette normalisation de H® permet d’avoir I’égalité H™ = L™ dans R". Rappelons

que le cas & = oo est autorisé et on a alors

ou I' est la fonction Gamma. Si s = n, on a a(n) = L"(B(0,1)). Nous

H2_(A) = inf {Za(s)(diamEi /2)% A C Ui E;, } .

i
Si A C X ets >0, onales équivalences suivantes :
H*(A) = 0 <= H3(A) = 0 (pour un certain 6 > 0) <= H: (A) = 0.

De plus, ces conditions sont équivalentes au fait que pour tout € > 0, il existe un recouvrement de A par
des (A;) avec Y_;(diamA;)* < e (voir exercice 2.188). Nous utiliserons ceci dans la suite.

Comme nous prenons pour la définition de H? tous les recouvrements possibles, nous ne pouvons pas
appliquer directement le théoréme 2.7 pour montrer que H° est réguliere. Cependant comme le montre
I’exercice 2.189, on peut se resteindre dans la définition de H° a des recouvrements que par des ouverts
ou que par des fermés. Ainsi, H° est une mesure de Borel réguliere. Cependant, la mesure H® n’est pas
en général une mesure de Radon (sauf si par exemple s = n dans R"™), car elle n’est pas localement finie.
D’autre part, si A est un ensemble #°-mesurable avec H*(A) < +oo, alors la restriction de H*® a A
est une mesure de Radon. Ceci découle de résultats généraux de théorie de la mesure (Voir proposition
1.20). Si s = 0, H° est la mesure de comptage. Elle n’a donc un intéret que sur les ensembles finis
(voir dénombrable), c’est a dire les ensembles de dimension 0. Considérons maintenant le cas s = n et
X = R”. On peut se convaincre que si € R”, r > 0, H"(B(x,r)) = L"(B(x,r)). Nous verrons
plus tard que 1’égalité H™ = L est vraie en général et donc H" n’a d’intéret que pour les ensembles de
dimension n. La mesure H° est donc s-dimensionnelle au sens ou elle n’est finie que sur les ensembles
de dimension s (et encore pas tous). Comme s n’est pas toujours un entier, nous devons préciser ce que
nous entendons par dimension et nous allons maintenant définir la dimension de Hausdorff.

Proposition 2.9. Pour 0 < s <t <ooetA C X,ona
(i) SiH?(A) < oo, alors H!(A) = 0.
(ii) SiH!(A) > 0, alors H*(A) = .
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Démonstration. 1l est clair que (i) implique (ii) mais nous avons préféré énoncer aussi (ii) dans la mesure
ol nous en aurons besoin pour I’équivalence des diverses définitions de la dimension de Hausdorff. Soit
A C X avec H*(A) < oo. Pour démontrer (i), on se donne un § > 0 et on considere un recouvrement
(E;) de A avec diam([;) < 0 pour tout i et ), oo(s)(diam(E;)/2)* < H;i(A) + 1. On a alors

Z )(diam(F;)/2)" < E?)ét SZ@(S)(diam( i)/2)° < E?)ét S(H5(A) +1).

En faisant tendre § vers 0, on obtient alors H'(A) = 0. O

Définition 2.10. Soit A C X. La dimension de Hausdorff de A C X, notée Hdim/(A), est définie par
Hdim(A) = sup{t;H'(A) >0}

sup{s; H*(A4) = oo}

inf{s; H*(A) < oo}
= inf{t;H'(A) = 0}

(Voir la figure2.1)

L’équivalence des définitions vient de la proposition 2.9. Si Hdim(A) = s, il y a trois cas pour
H5(A) :

(i) H*(A) = 0. L’ensemble A est alors négligeable pour H?*.

(i) 0 < H*(A) < oo. Ce sont ces ensembles qui nous intéresseront dans la suite.

(iii) H*(A) = oo. Ces ensembles ont une structure locale difficile a analyser et beaucoup de résul-
tats pour H® (par exemple de densité) ne s’appliquent pas dans leur cas.

H*(A)

FIGURE 2.1 — Graphe de s — H?®(A).

Notons enfin que si A C R™ (ot R™ est muni de sa structure euclidienne), 0 < Hdim(A) < n. Ceci
découle de Hdim(R™) = n. Pour ce dernier point, il n’est pas difficile de voir que H"(R™) = oo, mais
que H'™ est localement finie sur R™.

Il existe d’autres mesures que 1’on peut construire suivant un procédé analogue a celui utilisé pour la
mesure de Hausdorff, voir I’exercice 2.191 par exemple.

2.2 L’inégalité isodiamétrique dans R" et I’égalité H" = L"

On se place dans cette section dans I’espace euclidien R™. Par les propriétés d’invariance par les
translations partagées par la mesure de Lebesgue £" et la mesure de Hausdorff 7", il vient que les deux
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mesures sont proportionnelles sur les boréliens d’apres le corollaire 1.49, c’est a dire qu’il existe une
constante C), > 0 telle que pour tout borélien B de R", H"(B) = C,,L™(B). Le point est maintenant de
déterminer C),. En fait, la détermination de C,, découle de I’inégalité isodiamétrique (voir le théoréme
1.68 dans le chapitre 1).

Théoreme 2.11. Sur R", H"™ = L™, c’est a dire pour tout A C R", H"(A) = L"(A).

Notons que cette derniére égalité est vraie pour tous les sous-ensembles de R™ alors que 1’égalité
H™ = C, L™ obtenue via le corollaire 1.49 n’était vraie que pour les boréliens de R™.

Démonstration. On va diviser la preuve en deux parties qui donneront chacune une des inégalités.
1) Pour tout A C R", £L"(A) < H"(A). En effet, fixons 6 > 0 et considérons un recouvrement (E;) de
A avec diam E; < § pour tout i. Alors, par 1’inégalité isodiamétrique, on a

"(A) < Zﬁ” Z )(diamFE; /2)".

En prenant I’infimum sur tous les recouvrements, on obtient £L"(A) < H}(A) puis en faisant tendre 0
vers 0, on obtient L™ (A) < H"(A).
2) Pour tout A C R™, H"(A) < L™(A). On rappelle que si § > 0,

,Cn(A) = inf {Z ﬁn(QZ), Q; cubes , A C U;Q;, diam@Q); < (5} .

Cette définition est un peu différente de celle donnée dans la section 2 mais il n’est pas difficile de
voir que les deux coincident. On déduit alors facilement qu’il existe une constante C;, > 0 telle que
H"(A) < C,L"(A) pour tout A C R”™. En particulier, £L"(A) = 0 implique que H"(A) = 0. Nous
utiliserons ce résultat pour obtenir une conclusion plus forte. Soient 6 > 0 et ¢ > 0. Alors, par la
définition précédente de L™(A), il existe un recouvrement de A par des cubes @); de diametre < § tels
que >, £L(Q;) < L™(A) + €. Par le théoréme de recouvrement de Vitali (voir proposition 1.88), pour
tout 4 il existe une collection de boules (Bj,) contenues dans Q; telles que diamB;, < § pour tout k et
L(Qi \ UBL) = 0 = H™(Q; \ U B}) (La derniere égalité venant de I’absolue continuité de H" par
rapport a £™). On a alors

HY(A) < ZHg Qi) < ZZ% (Bi)
< Z Z dlamBk/Q) =>"> " r"B})
ik
< Zﬁ” Qi) < LM(A) +¢
On peut conclure en faisant tendre § et € vers 0. O

2.3 Exemples de calculs de dimension de Hausdorff
Courbes rectifiables

On commence par des généralités sur les courbes rectifiables dans un espace métrique (X, d). Nous
en aurons besoin dans les chapitres 3 et 4 pour parler de modules de familles de courbes et d’inégalités
de Poincaré généralisées par exemple.
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Définition 2.12. 1. Une courbe est soit une application continue v : I — X ou I C R est un
intervalle, soit son image I' = ~(I). On ne fera pas toujours de différence entre les deux. Si vy est
une application injective, on dit que y (ou I') est une courbe de Jordan. Si +y est lipschitzienne,
on dit que 7y (ou I') est une courbe lipschitzienne.

2. Si I = [a,b], la longueur de -y est définie par

n—1
() = sup Y _ d(y(tir1),v(t:)) € [0,+00),
1=0

ol la borne supérieure est prise sur tous les entiers n > lettouslesa =ty < t1 < ... < t, = b.
3. On dit que ~y est rectifiable si, et seulement si, [(7) < +oo. Si I n’est pas borné ou n’est pas
fermé, on pose /() = supl(7) o le supremum est pris sur tous les sous-intervalles fermés
bornés J de I. Ici, et dans la suite du paragraphe, 7| est la restriction de y au sous-intervalle
J de I. Ondit que v : I — X est localement rectifiable si sa restriction a tout sous-intervalle
fermé J de I est rectifiable. On notera Rect(X ) ’ensemble des courbes rectifiables de (X, d).

Soient 7 : [a,b] — X unecourbeet f : [¢,d] — [a, b] continue, croissante et surjective. Si7y := o f,
il est facile de vérifier (exercice !) que I(y o f) = (7).

Remarque 2.13. Si~ : [a,b] — X est une application quelconque, on peut définir la longueur de v de
la méme fagon que dans le cas continu. Si f est comme précédemment, I’égalité [(y o f) = I(~) reste
valable.

Un point essentiel est qu’on peut paramétrer une courbe rectifiable par longueur d’arc. On remarque
d’abord :

Lemme 2.14. Soit v : [a,b] — X une courbe rectifiable. Pour tout ¢ € [a,b], on pose s,(t) =

l <7| [a’t]>. Alors la fonction s., est croissante et continue.

Démonstration. 11 est immédiat que s, est croissante, ce qui implique que s, posséde une limite a
gauche et a droite en tout point de [a, b].

Soit ¢y €]a, b et supposons s~ (tg) — , tlint1<t 5y(t) > a > 0. Soit t; €la, ty[. On observe que
—o, 0
L(Vitnto) ) = 54(t0) = s5(t1) = 53, (to) > @ >0, (2.15)

Supposons que, pour tout k£ > 1 et toute suite t1 = ag < ... < ag < tg, on ait

k—1

Z d(v(ai+1),v(a;)) < a.

i=0
Alors, par continuité de v en £, on obtient que, pour tout £ > 1 et toute suite t; = ag < ... < a; = to,

k—1

Z d(y(aiv1),7(ai)) < a,

i=0
ce qui contredit (2.15). [l existe donc k > lett; = ag < ... < ag < to tels que

k-1
> d(v(air1),~(as) > o

=0

On pose to := ay. Alors [ (’Y’[tl,t2]> > aet

L(Vitate)) = s+(t0) = 54(t2) > v
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On construit ainsi par récurrence une suite (¢;);>1 strictement croissante avec a < t; < to pour tout
1> 1letl <7|[ti,ti+1]) > «. On a donc, pour tout i > 1,

! (7‘[t1,t0]) >1 (7’[1&1,1?1-]) > (i—1a,

ce qui contredit la rectifiabilité de . On raisonne de méme avec les limites a droite pour conclure que
s, est continue. ]

Théoreme 2.16. Soit v : [a,b] — X une courbe rectifiable. Alors il existe une unique courbe 7 :
[0,1(7)] — X telle que y = Yos.,. Pourtoutt € [0,1(7)], l(¥|j0,) = t. La fonction7 est 1-lipschitzienne
et s’appelle la paramétrisation de ~y par longueur d’arc.

Démonstration. On peut supposer a = 0. Pour tout ¢ € [0,1(7)], on pose h(t) := inf sJ " ({t}). Par
continuité de s, s, (h(t)) = t. De plus, comme u € s‘l({s (u)} pour tout u € [0,b], u > h( ~(u)).
On suppose que 7 a la propriété voulue. Alors, pour tout ¢t € [0,1(7)], ¥(t) = Y(sy(h(t))) = v(h(1)),
ce qui montre ’unicité de ~.

On définit maintenant 7 : [0, ()] — X par ¥(t) := ~y(h(t)). Soit t € [0,1(~y)]. Alors

d(y(), 7(h(s(1)))) < 57(t) — sy(h(s4(t))) = O,

de sorte que y(t) = y(h(s4(t))). Il en résulte que ¥(s+(t)) = v(h(s,(t))) = (t). De plus, pour tout
t€[0,1(v)],

! (7\[0,1:}) =1 (m[(),sv(h(t))]) =1 (’7 o 37|[0,h(t)]> =1 (7[0,h(t)}) = sy(h(t)) = t.

Notons qu’on ne sait pas, a ce stade, que 7 est continue, mais que ce calcul est justifié par la remarque
2.13. Cela entraine que, pour tous t1 < to € [0, b],

d(t1),7(t2)) <1 (Flppaa)) = t2 = 1,
ce qui signifie que 7 est 1-lipschitzienne (et donc continue !). O

Définition 2.17. Soit 7y : [a,b] — X une courbe. Si t €]a, b[, 1a vitesse (ou dérivée métrique) de ~y au

point ¢ est définie par
i A+ h), (1)
[91(t) = lim N

si cette limite existe.

Pour des exemples de calculs de dérivées métriques, voir I’exercice 2.192. Si |¥|(t) existe (preque
partout) et est constante, on dit que y est paramétrée a vitesse constante.

Théoreme 2.18. Soit vy : [a,b] — X une courbe lipschitzienne. Alors la vitesse (dérivée métrique) de ~y
existe en presque tout point de |a, b[ et
b
_ / 14](¢)dt. (2.19)
a

Démonstration. Soit (x,,),>1 un ensemble dénombrable et dense dans ([a, b]). Pour tout ¢ € [a, b], on
pose @, (t) := d(y(t), n) qui est lipschitzienne donc dérivable presque partout sur [a, b]. On définit
m(t) := sup |¢},(t)| € [0, +00]. On va montrer que |§|(t) = m(t) pour presque tout ¢ € [a, b].

n>1

Pour presque tout ¢ € [a, b],

¢ (1)] = lim on(t+h) = on®)| ) dOE+R) (@)
h—0 h h—0 |h|
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ce qui montre que

eyt + 1), ()
i) < =

Cela montre en particulier que, pour presque tout ¢ € [a,b], m(t) < K (ou K est une constante de
lipschitz de ), et en particulier que m € L!([a, b]).
Pourtous a < s <t < b,

A7 (0),71(5)) = sup ld(3(0), ) = dr (), )| < sup [ [ty )| du < [

n>1 n>1

Sit € [a, b] est un point de Lebesgue de m, on a donc

— dv(t+h t — 1 [t+h
lim (vt + 1), 7)) < lim —/ m(u)du = m(t).
h—0, h>0 h h—0, h>0 h

On raisonne de méme pour i < 0. On a bien obtenu que |§|(¢) = m(t) pour presque tout t € [a, b].
Soientk > leta =1ty < .. <t = b. Alors

tz+1
> d(y(tisn), v / u)du —/ 9](u
i=0 ti
ce qui montre que (7 / |9 (w)du.
Pour montrer I’inégalité inverse, soient ¢ > 0, k > 1 tel que b;“ <eett; == a+ 2% pour tout

i € [0, k]. Alors

[ et o < zd (t+ tegn) ot + 1)t

hk
,jk / 1) =17,

En faisant tendre k vers oo et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient donc
b—e
| iwa <,
a

b
et on conclut que / |7|(t)dt < I(~y) en faisant tendre € vers 0. O
a

Un corollaire important est :

Corollaire 2.20. Soit y : [a,b] — X une courbe lipschitzienne et ¥ sa paramétrisation par longueur
d’arc. Alors |¥|(t) = 1 pour presque tout ¢ € [0,1(7)].

Démonstration. Notons que v est rectifiable. Comme 7 est 1-lipschitzienne, |¥|(t) < 1 pour presque

i .
tout t € [0,1(v)]. De plus, I(y) = 1(7) = / |7|(t)dt, ce qui permet de conclure. O
0

Corollaire 2.21. Soit v : [a,b] — X une courbe lipschitzienne. Alors s, : [a,b] — [0,l(7)] est

lipschitzienne et ‘s ‘ = |¥|(t) pour presque tout ¢ € [a, b].
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Démonstration. Soient a < t1 <ty < b. Alors, si L est une constante de Lipschitz de ~,

[55(t2) = 55t = (V1)
t

= [ Kles

1
< Lty —t4],

ce qui montre que s est lipschitzienne, donc dérivable presque partout.

Il est immédiat que

sfy(t)‘ > |¥|(t) pour presque tout t. De plus,

b b
[ It =10) = 5,(0) = s, (@) = [ 5, (1),
ce qui termine la preuve. O

Voici une conséquence importante de ce qui précede, concernant I’existence de courbes minimisantes
pour la longueur dans un espace métrique :

Théoreme 2.22. Soit X un espace métrique propre (ce qui signifie que toute partie fermée et bornée de
X est compacte). On suppose que, pour tous x,y € X, il existe une courbe rectifiable joignant x a y.
Alors, pour tous x,y € X, il existe une courbe de longueur minimale joignant x a y.

Démonstration. Soient x et y et L la borne inférieure des longueurs des courbes rectifiables joignant
z ay.Si L = 0, alors pour tout ¢, il existe une courbe de longueur inférieure a € joignant = et y. Par
définition de la longueur d’une courbe, d(z,y) < &, donc z = y et la conclusion est évidente. On
supposera donc L > 0. Pour tout n > 1, soit v, : [a,b] — X une courbe telle que L < I(7y,) < L+ 1
et yn(a) = x, yo(b) = y. Pour tout n > 1, on note 7,, la paramétrisation de ~,, par longueur d’arc
et N (t) == n (tLTN) pour tout t € [0, L], ou Ly := (7). Pour tout n > 1 et tous s,t € [0, L],

d(nn(8),nn(t)) < |t — s| L2, ce qui montre que la famille (7,,),>1 est uniformément équicontinue sur
[0, L]. De plus, les fonctions 7,, sont uniformément bornées, car pour tout n > 1 et tout ¢ € [0, L],

Al (1), ) = dlm (1), 7 (0)) < “ 1.

D’apres le théoreme d’Ascoli (pour des fonctions continues a valeurs dans un espace métrique propre,
[115, Theorem 1.4.9]), il existe une fonction strictement croissante ¢ : N* — N* et une fonction
continue 7 : [0, L] — X telles que 7,,(,) — 7 uniformément sur [0, L]. La courbe 7 joint = a y et est de
longueur L. En effet, 7 est Lzl—lipschitzienne. Sit € [0, L] et si n et toutes les 7,, ont une vitesse en ¢

(cette propriété est satisfaite pour presque tout t), 7(t) = lim 7, (¢), donc

L L
I(n) =/ n(t)dt < m/ 1 (t)dt = L,
0 0
de sorte que [(n) = L par définition de L. 0

Remarque 2.23. On notera que la conclusion du théoréeme 2.22 est fausse si X n’est pas supposé propre
(considérer le cas de R? \ {(0,0)}). De plus, cette conclusion peut étre satisfaite dans des situations ot
X n’est pas localement compact. Par exemple, il suffit de supposer qu’il existe une autre topologie
localement compacte et métrisable sur X pour laquelle la distance d est semi-continue inférieurement,
voir [40, Theorem 3.6], [6, Theorem 4.5.9]. Voir aussi la définition d’un espace géodésique et d’un
espace de longueur donnée plus loin.

On définit maintenant I’intégrale d’une fonction borélienne le long d’une courbe rectifiable :
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Définition 2.24. Soient «y : [a,b] — X une courbe rectifiable et p une fonction borélienne de ~([a, b])
dans [0, +00]. On définit alors
1)
[
¥ 0

ou 7 est la paramétrisation de ~ par longueur d’arc.

Théoreme 2.25. Soient v : [a,b] — X une courbe lipschitzienne et p une fonction borélienne de
v([a, b]) dans [0, +oc]. Alors
/ p= / p(y(£))171(t)

Démonstration. Comme v = 7 o s, et s, est lipschitzienne avec s (t) = [§|(t) pour presque tout

t € [a,bl,
GO
[r = [ ot
o Ob
= / (s >>s;<u>du
= [ skl
ce qui termine la preuve. O

Si la courbe v est seulement localement rectifiable, on pose

/pzsgp/Np
Y Y

v

ol le supremum est pris sur toutes les sous-courbes rectifiables 7 de ~.

Nous allons maintenant démontrer que sous certaines conditions, si I' est une courbe de Jordan as-
sociée A une paramétrisation -y, alors () = H!(T"). Voir I’exercice 2.193 pour une autre preuve dans le
cas euclidien qui utilise les projections orthogonales. Ceci généralise en quelque sorte le fait que dans
R, H! = £!. Notre présentation suit celle de [6]. On commence par un lemme technique.

Lemme 2.26. Si~y : [a,b] — X est une application continue (donc définit une courbe sur X), alors

H' (([a,b])) > d(~(a),(b)).

Démonstration. On pose f(z) = d(z,7v(a)) pour tout x € X. Par I'inégalité triangulaire, f est 1-
lipschitzienne. On en déduit (exercice facile ou voir le paragraphe suivant) que H'(f(v([a,D]))) <
H(v([a,b])). Comme H! coincide avec la mesure de Lebesgue £1 sur R et que (f o v)[a,b] est un
intervalle de R, on a

H(f(([a b)) = LY(F(v([a,b]))
= sup f(y(1))

tela,b]

= sup d(y(t),v(a))
te(a,b]

d(v(a),~(b)).

A\
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Théoreme 2.27. Soit v : [a,b] — X une courbe rectifiable et soit T = ~([a,b]). Alors, H (T') < I(7)
et il y a égalité si et seulement si 1" est injective (c’est a dire I est une courbe de Jordan). En particulier,
si " est une courbe de Jordan rectifiable de X, Hdim(I") = 1.

Notons qu’ici, nous avons fait la différence entre et son image I'. En effet, la longueur est définie
pour un paramétrage fixé alors que la 1-mesure de Hausdorff est définie pour la courbe en tant qu’en-
semble. Cependant, le résultat précédent dit que si I est une courbe de Jordan rectifiable, sa longueur ne
dépend pas de la paramétrisation de I' choisie. Le théoreme 2.27 se généralise a d’autres sous-varietés
de R” par la formule de I’aire (voir I’exercice 2.221).

Démonstration. Par le théoréme de reparamétrisation (voir théoreme 2.16), on peut supposer que a = 0,
b = l(7y) et que la courbe est paramétrée a vitesse constante || = 1 presque partout sur [0, (y)]. On se

l
donne un § > 0 et on choisit un n € N de sorte que h = ) < 4. On pose alors J; = [ih, (i + 1)h]
n

pour ¢ = 0,....,n — 1. Comme + est 1-lipschitzienne, on a (exercice facile ou voir paragraphe suivant)
pour tout ¢,

diam(~(J;)) < diam(J;) < 6.

Il s’en suit que par choix des J;, on a
n—1
H3(T) < diam(J;) = I(7).
i=0

D’ou en faisant tendre J vers 0, il vient que H(T') < I(7).
Supposons maintenant que ~y est injective et soit a = ty < t1... < t,—1 < t, = b une subdivision de
[a, b]. Par le lemme précédent et par le fait que +y est injective, on a par additivité de H! que

n—1 n—1

> d(y(tir),(ty) < D0 H (Wt t]) < H(v([a, B))).
j=0 Jj=0

Comme la partition est arbitraire, on a /() < H*(T) et on peut conclure. O

Des courbes particulieres vont jouer un role important, en particulier dans le chapitre 4.

Définition 2.28. Une courbe 7 : [a, b] — X est un segment géodésique (ou une géodésique) dans (X, d)
sil(y) = d(y(a),(b)). On note Geo(X ) I’ensembles des segments géodésiques de X .

Cette définition est purement métrique et est différente de celle d’une géodésique dans le cas rie-
mannien (qui minimise seulement localement la longueur).

Définition 2.29. On dit que I’espace métrique (X, d) est géodésique si pour tous z, y € X, il existe un
segment géodésique reliant x a y. On dit que ’espace métrique (X, d) est un espace de longueur si pour
tous =, y € X, d(x,y) = inf [(y) ot I'infimum est pris sur toutes les courbes rectifiables dans X reliant
rety.

Exemple 2.30. Munis de la norme euclidienne, R™ est un espace géodésique mais R™\ {0} est seulement

un espace de longueur. Le groupe d’Heisenberg H' est un espace géodésique mais il n’y a pas toujours
unicité du segment géodésique reliant deux points.
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Ensembles autosimilaires

On rappelle (voir exemple 1.102) qu’une mesure p sur un espace métrique (X, d) est Q-Ahlfors-
réguliere s’il existe une constante C'4r > 0 telle que pour tout z € X, tout R €]0, diam X, CAT}%RQ <
w(B(z, R)) < CAgRe. 1l est clair qu’une mesure Ahlfors-réguliére est doublante (sans réciproque).
De fagon analogue, un ensemble 2 C R"™ est Ahlfors-régulier de dimension () s’il existe une constante
Car > 0 telle que pour tout = € E, tout R €]0,diamE][, on a

C 5RY <HP(EN B(x,R)) < CarRY.

Attention, cette notion n’implique pas de régularité de I’ensemble concerné. Nous verrons en effet que
cette propriété est vérifiée par une large classe d’ensembles auto-similaires qui ont une structure fractale.

Remarque 2.31. Si £ C R", alors E est Ahlfors-régulier de dimension () si et seulement si £ supporte
une mesure g qui est ()-Ahlfors réguliére (voir I’exercice 2.196).

Proposition 2.32. Soit £ C R" un ensemble Ahlfors-régulier de dimension ). Alors, Hdim(E) = Q.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en deux parties, chacune fournissant une borne différente
sur la dimension de Hausdorff dans le cas d’un espace métrique. La proposition suivra des deux estima-
tions et de la remarque précédente.

(1) Soit 1 une mesure borélienne (localement finie) sur un espace métrique (X, d). On suppose qu’il
existe une constante Cy > 0 telle que pour tout z € X, tout R > 0, u(B(z, R)) > Cy 'RY. Alors
Hdim(X,d) < Q. En effet, on peut sans perte de généralité supposer que X est borné (sinon consi-
dérer le cas de X N B pour toute boule B de X). Soit § > 0. Par le lemme de recouvrement 5r (voir
la proposition 1.84), il existe des boules B; de rayon R; < ¢ telles que X = U;B; et pour tout ¢ # 7,

1 1
gBi N gBj # (). On en déduit alors

HF (X) < 3 a(Q)(diam(B,)/2)9 < 3 a(Q)(Ri)? < a(@Q)59 3o (Ri/5)?

< a(Q)5%Co 3 p(1/5B:) < a(Q)5%Cop(X) < oo,
Ceci donne (en faisant tendre & vers 0) que H?(X) < oo et donc Hdim(X,d) < Q.

(2) Soit i une mesure borélienne (non trivialle) sur un espace métrique (X, d). On suppose qu’il existe
une constante Cy > 0 telle que pour tout z € X, tout R > 0, pu(B(z, R)) < CoR?. Alors HP(X) > 0
(par définition de H®) et Hdim/(X,d) > Q. O

Nous allons maintenant exhiber une large classe d’ensembles Ahlfors-réguliers. L’idée est de géné-
raliser la construction des fractales classiques comme I’ensemble triadique de Cantor, la courbe de Von
Koch, le tamis et le tapis de Sierpinski, I’ensemble de Cantor 4-coins qui seront décrits plus loin.

Proposition 2.33. Soit 51, ..., Sy des similitudes sur R™ respectivement de rapport 71, ..., 7. Il existe
un unique compact invariant X C R” pour le systeme (54, ..., Sy ), ¢’est a dire K = U, S;(K).

L’idée de la preuve est la suivante. Soit F 1’ensemble des compacts non vides de R™ que 1’on munit
de la distance de Hausdorft :

d(Ky, K2) = max{d(z, K1),d(y, K2);x € Ko,y € K1}.
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Ici, d est la distance euclidienne sur R™. Alors, F est un espace complet. Comme 1’application
E — YN, Si(E) est une contraction dans (F,4), on peut conclure par un théoréme du point fixe.
Nous reviendrons dans le chapitre 4 sur la distance de Hausdorff.

Afin de pouvoir estimer la dimension de Hausdorff du compact invariant K, il faut s’assurer que les
parties S;(K') sont bien séparées. On dira que le systeme (S, ..., Sny) vérifie ’open set condition s’il
existe un ouvert non vide O dans R™ tel que UY; S;(O) C O et S;(0) N S;(O) = O deés que i # j.
Cette condition est vérifiée si les S;(K) sont deux a deux disjoints (comme dans I’ensemble triadique
de Cantor).

Théoreme 2.34. Soit (S1, ..., Sn) un systéme de similitude de rapport respectif 11, ..., TN et qui vérifie
I’open set condition. On note K ['unique compact invariant de ce systeme. Alors, si Q) est ['unique
solution positive de |’équation Zfil TZQ = 1,0 < H?(K) < cc. De plus, K est Ahlfors-régulier de
dimension Q). En particulier, la dimension de Hausdorff de K est Q).

Voir [46] pour une démonstration. Nous décrivons maintenant certains ensembles auto-similaires du
plan complexe. Ils sont tous munis de la distance euclidienne induite.

Exemple 2.35 (L’ensemble triadique de Cantor (voir [46], pages 14-15)). Pour tout j € N, on considére
les sous-ensembles de R suivants _
BT E k41
b= U |55 )

k=0
k pair
log 2
On pose £ = ﬂ I; (Voir la figure 2.2). Alors, Hdim(E;) = 12§ 3 On peut se convaincre intuitive-

JjEN
ment de ce résultat. Ecrivons I; = (J, I jk’ ou les I jk’ sont les 27 intervalles de longueur 377 qui ont été
donnés ci-dessus. Si § > 0, pour estimer Hg(El), il est naturel de considérer le recouvrement de E;
par les IJ’-C avec 377 < §.Onaalors ), a(s)(diamI]’?/Q)s = «(s)27°27377%. Pour que 27377¢ converge

.. ) og 2 N , L
non triviallement, il faut que s = % Le probleme est que nous n’avons considéré que des recouvre-
0g
ments particuliers. Le méme argument heuristique peut aussi s’appliquer pour les autres exemples. Pour
justifier cette dimension, il suffit d’appliquer le résultat précédent en notant que I’ensemble triadique de

1
Cantor est point fixe du systeme de similitudes (S, S2) out S1(x) = 3% et Sa(x) = 3 (x+2) pour z € R.

FIGURE 2.2 — Les trois premicres étapes de la construction de I’ensemble triadique de Cantor
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Exemple 2.36 (L’ensemble de Cantor 4 coins ([111], pages 6-7)). Soit Fy = [0, 1]2 le carré unité dans

C. Découpons Fy en 16 carrés égaux de longueur de coté i L’ensemble F} est’union des 4 carrés situés

dans les coins de Fjy. Puis, on découpe chacun des 4 carrés en 16 carrés identiques et I’ensemble F5 est

I’union des 16 carrés qui sont situés dans les coins des 4 carrés de F. En itérant cette construction, on

construit une suite de sous-ensembles (F});en de C, chacun des Fj étant formé de 47 carrés de longueur

de coté 477 qui sont situés dans les coins des carrés de F;_q. Soit Fp = ﬂ F; (Voir la figure 2.3).
JEN

Alors, Hdim(Es) = 1.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

FIGURE 2.3 — Les trois premieres étapes de la construction du Cantor 4-coins

Exemple 2.37 (La courbe de Von Koch, ([98], pages 65-67)). Soit Jy = [0, 1] I'intervalle unité situé sur
la droite réelle de C. On divise Jj en trois segments identiques et on substitue au segment du milieu deux
segments formant avec lui un triangle équilatéral. On note .J; la ligne polygonale ainsi obtenue, puis on
applique la méme substitution a chaque segment de .J;. On obtient une nouvellle ligne polygonale Jo
formé de 42 segments de longueur 372. En itérant, on obtient une suite de lignes polygonales (Jj)jen
qui converge (en un sens approprié) vers une courbe de C que 1’on note F3. Notons que la longueur de

log 4
Es est infinie. En fait, Hdim(E3) = 10g 3
0g

Exemple 2.38 ( Le tamis et le tapis de Sierpinski). Comme pour I’ensemble de Cantor 4-coins, on com-
mence par considérer le carré unité Ty = [0, 1]? de C. On le subdivise ensuite en 9 carrés de longueur
de co6té 1/3 et on obtient 7 en enlevant le carré du milieu (voir la figure 2.4). Puis, on partage chacun
des 8 carrés de T en 9 carrés de longueur de coté 1/9 et on enléve les 8 carrés du milieu pour obte-
nir 75. En itérant cette construction, on obtient 7% qui est la réunion de 8/ carrés de longueur de coté

: log(8
(1/3)7. Le tapis de Sierpinski est alors défini par 7" = NjenTj. On a Hdim(T') = IOQE?);
0g

de Sierpinski s’obtient de facon similaire en commencant par considérer un triangle équilatéral Ty de
longueur de c6té 1. On le subdivise en 4 triangles équilatéraux de longueur de cdté 1/2 et on obtient T
en enlevant le triangle du milieu. Le tamis de Sierpinski 7" est obtenu en itérant cette construction. On a

. Le tamis

log(3
Hdim(T) = L(). Ces ensembles sont deux exemples d’espaces dans lesquels on peut faire de 1’ana-
log(2)

lyse. Cependant, ils sont de nature tres différente. Par exemple, le tapis de Sierpinski n’a pas de point
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de coupure locale alors que le tamis en a une infinité. Cela rend I’étude du tapis beaucoup plus difficile.
Grosso modo, on peut travailler sur chaque composante du tamis de facon indépendante, ce que 1’on
ne peut pas faire pour le tapis. On rappelle que x( est un point de coupure locale de I’espace métrique
(X, d) silaboule B(zg,r) est connexe pour un certain r > 0 mais la boule épointée B(zg,r) \ {zo} ne
I’est plus. Nous laissons le soin au lecteur de trouver les points de coupure locale du tamis de Sierpinski.
Voir [75] pour plus de détails.

FIGURE 2.4 — Les deux premicres étapes de la construction du tapis de Sierpinski

Le lecteur pourra appliquer le théoreme précédent pour vérifier que la dimension de Hausdorff des
exemples ci-dessus est bien celle donnée. La seule difficulté est d’exhiber les similitudes qui les en-
gendrent.

2.4 Mesures de Hausdorff et applications lipschitziennes

Le but de cette section est de montrer que les mesures de Hausdorff se comportent bien sous 1’action
des applications (bi-)lipschitziennes.

Proposition 2.39. Soit f : X — Y une application K -lipschitzienne entre deux espaces métriques
(X,dx) et (Y,dy) et soit s > 0. Alors, pour tout A C X, H*(f(A)) < K*H*(A). En particulier,
Hdim(f(A)) < Hdim(A).

Démonstration. 11 suffit de noter que si (F;) est un recouvrement de A avec diam(E;) < § pour tout
i, alors (f(F;)) est un recouvrement de f(A) avec diamf(FE;) < Ko pour tout i. On en déduit que
Hijs(f(A)) < K°H§(A) et on conclut en faisant tendre § vers 0. O

On en déduit
Corollaire 2.40. La dimension de Hausdorff est invariante par homéomorphisme bilipschitzien.

On rappelle qu’une application f : (X, dx) — (Y, dy) est bilipschitzienne s’il existe une constante
K > 0 de sorte que

K~ Ydx(z,y) < dy(f(z), f(y)) < Kdx(z,y)

pour tous x, y € X.
Terminons par un résultat de type Sard. Si f : R® — R est différentiable en z € R", on note
D f(x) sa différentielle en x.

Théoreme 2.41. Soit f : R™ — R™ une application lipschitzienne. Alors,
H*({f(x); Heim(D f(z)(R")) < n}) = 0.
Démonstration. Soit f : R™ — R™ une application K-lipschitzienne et soit
A ={z € R";Hdim(D f(z))(R") < n}.
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Cette définition sous-entend que si a € A, D f(a) existe. D’aprés la proposition 2.39, seul le cas n < m
est intéressant. Sans perte de généralité, on peut supposer que A est borné (sinon démontrer le résultat
pour AN B(x, R) pour tout R > 0 et conclure). Pour a € A, on considere le plan affine P, = {f(a) +
Df(a)(y —a),y € R™}. L’idée de la preuve est la suivante. Le plan P, approche f(R™) au voisinage
de f(a) C f(A) puisque f(x) = f(a) + Df(a)(x — a) + o(]z — a|) quand |z — a| tend vers O (en
d’autres termes, P, est le plan tangent en f(a) a la surface f(R")). Comme ce plan est de dimension
< n (en tant qu’espace vectoriel), f(A) est localement de dimension < n au voisinage de f(a). On
conclut par un théoréme de recouvrement. Donnons nous un € > 0. Alors, pour tout a € A, il existe
R, > 0 telle que pour 0 < r < Ry, f(B(a,r)) C B(f(a), Kr)N{y;d(y, P,) < er}.Le plan P, étant
de dimension < n, il existe une constante C' = C'(n, m) telle que H™ (f(B(a,r)) < Cer(Kr)"~! pour
tout @ € A ettout r < R,. En appliquant le théoréme de Vitali (voir la proposition 1.88), on peut donc
trouver des boules B; = B(a;,r;) telles que a; € A, H% (f(B(a;,r;)) < Ceri(Kr;)" ! pour tout 4,
LM(A\U; Bi) =0et), L"(B;) < L"(A) +¢e.Onaalors f(A) C (Uif(Bi)) U f(A\ U;B;) et par la
proposition 2.39, H"(f(A \ U;B;)) = 0. On en déduit alors

Hio(F(A)) < Y HE(F(B) < CK" ey r! < K" la(n)~le(L"(A) +¢).

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que H2 (f(A)) = 0 et on peut conclure aisément (voir exercice
2.188). O

Cette démonstration est inspirée de [98].

2.5 Résultats de densité pour les mesures de Hausdorff

Définition 2.42. Soit A C R” un sous-ensemble de 1’espace euclidien R™. Pour tout x € R" et tout
0 < s < n, on définit les s-densités inférieures et supérieures de A en z par

r—+0 a(s)rs

S(ANB
©*(z, A) = lim sup A (x,r))'
r—0 a(s)rs
Si ces deux valeurs coincident, on appelle s-densité de A en x, que ’on note ©%(x, A), la valeur com-

mune, c’est a dire
O0%(x,A) = Of(x, A) = O"(z, A).

Dans le cas ol s = n, nous avons vu alors que H™ = L". Donc, d’aprés le théoréeme de différen-
tiation de Lebesgue (voir théoreme 1.166) appliqué a la fonction f = x4, la n-densité de A existe en
L"-presque tout a € A et de plus, ©"(a, A) = 1 pour presque tout a € A. Un tel résultat n’est pas en
général vrai pour s # n et nous verrons que si cela est le cas, I’ensemble A a une géométrie particuliere.
Cependant, nous avons le

Théoreme 2.43. Soit 0 < s < n et soit A C R" avec H*(A) < .

(i) 27° < ©*(a, A) < 1 pour H*-presque tout a € A;
(ii) Si A est H*-mesurable, ©**(x, A) = 0 pour H*-presque tout x € R™ \ A.

Remarque 2.44. Si H*(A) = 0, le théoréme est vide. Cela sera souvent le cas dans la suite. D autre
part, ’hypothese H®(A) < oo est cruciale.
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Démonstration. Commengons par démontrer ’inégalité de gauche de (i). Pour cela, posons B = {a €
A;0*%(a, A) < 2%} et notons que B = |J,cn+ By, o

By = {a € A;H (AN B(a,r)) < k_lf_la(sﬂ_srs,VO <r< 1/l<:} :
Notre but étant de montrer que H*(B) = 0, il suffit de voir que H*(By) = 0 pour tout k. Fixons
k € N* ete > 0. Par définition de °, il existe un recouvrement (C;) de By, avec 0 < diam(C;) < 1/k,
CiN By # 0etd>; a(s)(diam(C;)/2)° < H*(By) + ¢. Afin d’utiliser la définition de By, on remplace
les C; par des boules en choisissant x; € C; N By et en posant r; = diamC;. On a alors By, N C; C
AN B(z;,r;) et donc par définition de By,

H(Br) < Y _H(BiNCy)
< ZHS(AQB(xi,Ti))

k

< v i a(s)ry

< * S o) (diam(cy)/2)°
k412

< " ey +o.
k+1

k
En faisant ¢ — 0, on obtient H*(By) < ——H*(By) < H®(By). Comme H*(Bj) < 400, il s’en suit

T k+1

que H*(Bx) = 0.

Passons a I'inégalité de droite de (i). Nous allons appliquer une stratégie similaire. Fixons ¢ > 1 et
posons donc B = {a € A;0*%(a, A) > t}. Notre but est de montrer que H*(B) = 0. Sans perte de
généralité, on peut supposer que A est borélien par régularité de H*. Fixons comme d’habitude £ > 0
et 6 > 0. Comme H° est une mesure de Borel, il existe un ouvert U tel que B C U et H¥(ANU) <
H*(B) + e. D’autre part, pour tout x € B, il existe 0 < r < §/2 de sorte que B(z,r) C U et
H* (AN B(x,r)) > ta(s)r® (par définition de B). Comme la restriction de H*® a U est une mesure de
Radon (voir la proposition 1.20), on peut appliquer a cette famille de boules le théoréme de recouvrement
de Vitali pour les mesures de Radon (proposition 1.95). Il existe donc des boules disjointes (B;) qui
vérifient les propriétés précédentes telles que H*(B \ U; B;) = 0 = H3(B \ U; B;). Ceci implique que
H3(B) = H3(B NU; B;). 1l s’en suit

Hs(B)

H; <B N UBi>

)

< Za(s)(diam(Bi) /2)*
< 7Y HY(ANB;)
< t*lHZS(A NU) <t HH(B) +e).

En faisant tendre § puis € vers 0, on obtient #*(B) > tH?®(B) avec t > 1. Donc, H*(B) = 0.
Démontrons (ii) et pour cela, posons pour ¢ > 0,

S(ANB
At:{xeRn\A;limsupH( i (:c,r))>t}.
r—0 a(s)rs
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Le but est de montrer que H*(A¢) = 0 pour tout t > 0. Comme A est mesurable avec H*(A) < +o0,
la restriction de H® a A est une mesure de Radon (voir la proposition 1.20) et donc pour tout € > 0, il
existe un ouvert U, tel que Ay C U et H5(ANU,) < e(car AN Ay = ). On fixet > 0,5 > 0eton
considere la famille suivante de boules recouvrant A;

(B A
F = {B(:E,T);B(l’ﬂ’) cU.,0 <7“<5,H (Bl,r)n4) >t}.

a(s)rs

Par le théoréme de recouvrement 5r (voir propostion 1.84), il existe une famille disjointe dénombrable
de boules B; = B(x;, ;) telles que A; C [J;(5B;). Il s’en suit

Hios(A) < Y als)(5r)°

58
< — S(AN B;
5% 5%
s JH(ANU) < e

D’ol, en faisant § — 0, on obtient H*(A;) < 5%t~ e pour tout € > 0 et donc H*(A;) = 0. O

Remarque 2.45. Dans le cas s = n, (ii) est vrai pour la densité (et non seulement pour la densité
supérieure) par le théoreme de différentiation de Lebesgue (voir théoreme 1.166) appliqué a la fonction

[ =xa.

Il est impossible d’avoir un contréle en général de la densité inférieure pour s # n. On peut ainsi
construire des compacts A C R™ avec 0 < H*(A) < oo et ©3(a, A) = 0entouta € A! Voir I’exercice
2.198.

De fagon plus générale, si s > 0 et si i est une mesure sur R™, on définit les s-densités inférieures
et supérieures de p en x par

s i g MB(@.7))
@*(l‘,/,b) - h?’i}l(l)lf OZ(S)T‘S

©*(x, u) = limsup M
r—0 ofs)rs

Si ces deux valeurs coincident, on appelle s-densité de y en x, que I’on note ©%(x, 1) la valeur commune,
c’est a dire
©%(z, p) = O%(z, 1) = O™ (z, p).

Le cas précédent correspond a 1 = H® L A. L'existence de densité n’est possible que si s est entier !

Théoréme 2.46. Soit 1w une mesure de Radon sur R" telle que la densité ©°(x, ) existe et vérifie
0 < ©%(x, u) < oo sur un ensemble de p-mesure positive. Alors, s est un entier

Une preuve du théoréme de Marstrand se trouve dans [98] (theorem 14.10). Voir I’exercice 2.199

pour une démonstration dans un cas particulier et la section 5.1 pour une idée de la démonstration dans
le cas général.
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2.6 Constructions de mesures via la convergence faible

Définition 2.47. Une suite de mesures de Radon (11;) sur un espace métrique (X, d) converge faiblement
vers la mesure p sur X si pour toute fonction ¢ € Cy(X), on a

li /d~:/ du.
jJTmX¢“J X¢u

Cette notion est trés utile en pratique pour construire des mesures a cause du résultat de compacité
suivant.

Théoréme 2.48. Soit (11;) une suite de mesures de Radon sur I’espace euclidien R™ telle que pour tout
compact K C R", sup; p1;(K) < +oo. Alors, il existe une sous-suite de (1) qui converge faiblement.

Avant de démontrer ce résultat, nous énoncons le théoreme de représentation de Riesz qui nous sera
utile (voir [125] théoreme 2.14 pour une démonstration).

Théoreme 2.49. Soit (X, d) un espace métrique localement compact et soit L : Co(X) — R une forme
linéaire positive (c’est a dire que L(f) > 0 si f(z) > 0 pour tout x € X ). Alors, il existe une unique
mesure de Radon p sur X telle que pour tout | € C.(X),

L) = [ fdu

Démonstration. On commence par noter que C.(R™) muni de la norme ||.||o est séparable. On peut
par exemple considérer les polyndmes a coefficients rationnels et utiliser le théoréme d’approximation
de Weierstrass. Soit (¢;);cn un tel ensemble dénombrable et dense dans C.(R™). Alors, pour tout 7, la

suite ( / qbid,uj) est bornée dans R, donc admet une sous-suite convergente. En appliquant le procédé
J

diagonal, on peut construire une sous-suite (5, ), de (1) telle que pour tout i, ( / ¢idﬂjk> converge.
k

Par densité des (¢;), il vient ensuite que pour tout ¢ € C.(R"™), la limite i lim / ¢dpj, existe et on
—+00
la note L(¢). L’application ¢ — L(¢) est une forme linéaire positive sur C.(R™). Donc, d’apres le

théoréme de représentation de Riesz, il existe une mesure de Radon p sur R™ telle que L(¢) = / odu.

Donc, pour tout ¢ € C.(R"™), klim / pdpj, = / ¢du et notre preuve est complete. O
—+00

En général, quand (11,) converge faiblement vers i, il n’est pas facile de contréler pour un ensemble
A lamesure /1(A) par les 1(A). Cependant, on a

Proposition 2.50. Soit (1) une suite de mesures de Radon sur un espace métrique localement compact
X qui converge faiblement vers une mesure y sur X.
(i) Si K estun compactde X, pu(K) > limsup p;(K).

J—+oo

(ii) Si O estunouvertde X, ;(0) < limlnf 1 (0).
Jj—+oo

Démonstration. On démontre seulement (i), la preuve de (ii) est similaire (approcher 1’ouvert O par en
dessous par des compacts). Soit € > 0. Puisque p est une mesure de Radon, il existe un ouvert O O K
telle que 1(O) < u(K) + € par le lemme 1.23. D’ou, par le lemme 1.36, il existe ¢ € C.(X) telle que
0<¢<1,¢=1sur K, et ¢ est a support dans O. On en déduit

p(K) Z,u(O)—eZ/(bdu—zs: ‘hrf /(bduj—eZlimsup,uj(K)—g.
j—+oo

j—+oo

Comme ¢ est arbitraire, on obtient (i). O
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Nous allons appliquer ce qui précede pour démontrer une version du lemme de Frostman qui est trés
utile. Voir par exemple les exercices 2.194 et 2.220.

Théoréme 2.51. Soit E un borélien dans R™. Alors, H*(E) > 0 si et seulement si il existe une mesure
de Radon a support dans E (avec 0 < pu(R™) < oo) telle que p(B(x,1)) < r° pour tout x € R", tout
r > 0. En particulier, I’existence d’une telle mesure implique que Hdim(E) > s.

Démonstration. On rappelle (voir définition 1.50) que Q,, est I’ensemble des cubes dyadiques de R"
de longueur de c6té 27", c’est a dire des cubes @ de la forme Q = I17_, [k;2™"™, (k; +1)27"[ ob, pour
tout j = 1,...,n, k; € Z. Par rapport a la définition 1.50, nous avons ouvert I’intervalle a droite de sorte
que les Q) € Q; forment une partition de R". Les cubes dyadiques sont ceux dans ¢z Q;-

Nous avons déja vu que I’existence d’une mesure £ a support dans F et vérifiant p(B(x,r)) < r* pour
tout z € R™, tout » > 0 implique H*(E) > 0 et Hdim(E) > s. Réciproquement, considérons un
borélien £ C R™ avec H*(E) > 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que E est compact et
contenu dans le cube unité Qo = [0, 1]"™ de R™ et que celui-ci est le plus petit cube dyadique conte-
nant £. On note b = HS5 (E). Alors, b > 0 (par hypothese) et pour tout recouvrement (A4;) de E,
Y, diam(A4;)® > b > 0 (par définition de HZ,). L'idée de la preuve est de répartir la masse b sur les
sous-cubes dyadiques de () de longueur de c6té 2~ et ainsi de construire une famille de mesures (v, )
qui convergera faiblement vers la mesure cherchée p. Nous utiliserons alors tous les résultats précédents
sur la convergence faible de mesures.

Sim > 0etsiQ € O, on définit la mesure u;» a support dans E par

Q=2 L(Q) LM LQSsiQNE £ )

prlQ=0etQNE =.

On modifie ensuite p; de la facon suivante, I’idée étant de changer la mesure dans un cube de la
génération précédente si sa mesure est trop grande. Pour tout Q) € 9,,_1, on pose

pm Q= pm @ sipp(Q) < 27(mbs

Q= 27D @) L Q si i (Q) > 27 (mhs,

On construit ainsi par récurrence une suite (finie) de mesures via la relation

Pom—k—1 = Q = 7(Q) 1, L Q

ol Q € Qg1 et r(Q) = min(1,27(m=k=Dsym  (Q)=1) 1l faut noter que les cubes dyadiques
considérés sont de plus en plus gros. On stoppe cette procédure dés que nous avons atteint le cube

—————— )t = ———— . Alors, v, est une mesure
g (R (R) "

de probabilité et donc (v,,) admet une sous-suite convergente faiblement vers une mesure v d’apres le
théoreme 2.48.

Il nous reste 2 vérifier que pour tout = € R™, tout R > 0, v(B(x, R)) < 2""2%b~1n*/2R*. Pour cela,
notons que, comme au cours de la construction, la mesure d’un cube dyadique ne croit jamais, on a
i (Q) < 27(m=HK)s pour tout k = 0,...,m et tout Q € Q,,_x. De plus, par construction, pour tout
z € E,ilexiste k € {0,....,m} et Q € Qp,_ tels que € Q et 1, (Q) = 27" F)s = n=5/2(diamQ)>*.
On peut donc considérer une partition (();) de E par des cubes dyadiques disjoints avec p,,(Q;) =
n~%/2(diamQ;)* et ainsi i,y (R™) = 32, g (Qi) = n=5/2 3, (diam@Q;)* > n~*/2b. On en déduit alors
que pour tout Q € Q. k =0,...,m, v, (Q) = M(an),um(Q) < b 1ps/29—(m=h)s,

m
Fixons maintenant x € R™ et R > 0. Alors, B(z, R) est contenu dans (I’intérieur de) 1’union U

U2, Q; ol les cubes Q € Q,, sont assez petits, c’est a dire tels que par exemple diam() = nl/29-p

maximal ()p et on pose fi,, = ' puis vy, =

IA
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4n'/2R. On a alors pourm > p, vy, (U) < onp—lps/29-ps < gn+2sp=1ys/2ps Ponc, par la proposition
2.50,
v(B(z, R)) < v(U) < liminf v, (U) < 2725~ 1n3/2Rs.

m—-+00

O

Remarque 2.52. Le lemme de Frostman peut se généraliser de la fagon suivante. Soit (X, d) un espace
métrique compact avec H*(X) > 0 (ot H? est la s-mesure de Hausdorff définie par rapport a d). Alors,
il existe une mesure de Radon p sur X et § > 0 tels que p(F) < diam(E)*® pour tout E C X avec
diamE < § et u(X) > 0. Ceci se démontre via la notion de mesures de Hausdorff a poids. Si A C X,
on pose

AS(A) = {Z cia(s)(diamE; /2)%; xa < ZciXEiaCi > 0,diam(E;) < 6}

(2
puis A°(A) = %iH(l) A3(A). Le cas de la mesure de Hausdorff “classique” correspond au choix ¢; = 1
%
pour tout ¢. Voir [98] pour plus de détails.

Une autre application des idées précédentes est la preuve du théoréme 1.111.

3 Différentiabilité des applications lipschitziennes et approximation par
des fonctions lisses

Le principal but de cette section est de démontrer des théoremes de type Rademacher sur la difté-
rentiabilité presque partout des applications lipschtziennes. On commence par le cas classique, a savoir
celui des espaces euclidiens. Des versions en seront ensuite données dans les groupes de Carnot, les
espaces de Banach et les espaces métriques généraux. On va aussi définir plusieurs notions de normes
du jacobien d’une application lipschitzienne, ce qui sera utile pour les formules de 1’aire et de la co-aire
données a la fin de ce chapitre. Dans le cas euclidien, on va établir un théoréme de type Whitney sur
I’approximation des applications lipschitziennes par des fonctions lisses.

3.1 Théoremes de différentiabilité de Rademacher et de Stepanov

Le but de ce paragraphe est de démontrer que dans le cas euclidien, une application lischitzienne est
“réguliere” en dehors d’un ensemble négligeable. Ceci peut paraitre étonnant car si f : R” — R™ est
lipschitzienne (par rapport a la distance euclidienne), la condition d’étre lipschitzienne implique qu’en
tout point z € R"”, le taux de variation de f en x est borné uniformément. Le théoréme de Rademacher
dit qu’en fait, ce taux de variation a une limite, et donc f est différentiable. Le prix a payer est que cette
différentiabilité a seulement lieu presque partout ! Nous verrons une autre approche via les espaces de
Sobolev dans le chapitre 3.

Le résultat principal du paragraphe est le

Théoreme 2.53. Soit f : R™ — R™ une application (localement) lipschitzienne. Alors, | est différen-
tiable presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue L™ (voir la définition 1.56).

La notion de différentiabilité étant locale, on peut supposer que f est lipschitzienne sur tout R".
D’autre part, il suffit de traiter le cas m = 1. Le cas général s’en déduit en considérant les applications
coordonnées. La démonstration du théoreme de Rademacher se fera en deux étapes. Dans un premier

119



temps, on considere le cas des fonctions lipschitziennes f : R — R. Nous avons vu au chapitre 1 (voir
le corollaire 1.186) qu’une telle application f est presque partout dérivable. Nous en déduirons aisément
que toute fonction lipschitzienne f : R™ — R admet des dérivées dans toutes les directions (en particu-
lier des dérivées partielles) en presque tout point. Nous conclurons par des arguments de densité. Voir
les exercices 2.201 et 2.202 pour des applications.

Démonstration. Soit f : R” — R une applications lipschitzienne. Nous allons montrer qu’alors f est
différentiable presque partout sur R™, ce qui conclura la preuve du théoreme de Rademacher (théoreme
2.53) d’apres les remarques initiales. Nous allons diviser cette démonstration en plusieurs étapes.

1) Pour tout u € S~ 1 = {v € R"; ||v|| = 1}, on considere la dérivée de f en x suivant la direction u
(si celle-ci existe) :
_ i S ) = f(z)
Ouf () = lim t

On note B,, I’ensemble des x pour lesquels 9, f (x) n’existe pas. Alors, cette ensemble est mesurable et
puisque f est lipschitzienne sur {z + tu;t € R} pour z fixé, il vient que H! (B, N {z +tu;t € R}) =0
pour tout x € R"™. Ceci vient de la remarque initiale sur la dérivabilité presque partout d’une fonction
lipschitzienne sur R. D’apres le théoréme de Fubini, il s’en suit que L™ (B,,) = 0 et donc que pour tout
ue S o, f (x) existe pour presque tout x € R™. Dans le cas ot u = e; (e; est le i-iéme vecteur de
la base canonique de R™) pour i = 1, ..., n, on notera d; f(x) = 0O, f(z).

2) Nous avons pour tout u € S™~1, pour presque tout z € R™, 9, f(z) = (u, Vf(x)) ot Vf(z) =
(01f(x),...,0nf(z)) (notons que ceci est trivial si f est lisse, ce que nous utiliserons dans la suite). Ici,
(u, V f(x)) estle produit scalaire de u par V f(x). En effet, si ¢ est une fonction C'*° a support compact
dans R", alors le changement de variable y = x + tu donne pour ¢ # 0,

fla+tu) — f(z) ¢(z) — p(z — tu)
/ n $(a)dz = — / p f(x)dz.

D’ou en faisant £ — 0 et en appliquant le théoréme de convergence dominée, on a alors

[ dut@ola)de = = [ f@)oup(a)de.

Puisque 0,¢(z) = (u, Vo(z)) = D" 0j¢(x)(u, e;), il vient par intégration par parties

Jous@o@in = = [ f@ou)ds
= — [ f@), Volw)da

- - ([ 1@dr0)) e

= Y ([ o@osds) e

j=1
= [ o@)w. V).

Comme ceci est vrai pour toute fonction lisse ¢, nous pouvons conclure. Ce type d’argument est clas-
sique quand on travaille avec des dérivées faibles ou des distributions (voir le chapitre 3).

3) Soit (uy,)ren une famille dense (dénombrable) dans S™~!. Pour tout i € N, on note A; I’ensemble
des z € R" pour lesquels V f(x) et 0, f(x) existent et vérifient 0y, f(z) = (u;, Vf(z)). On pose
A = N;A;. Alors, d’apres ce qui précede, L"(R" \ A) = 0.
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4) Nous allons montrer que f est différentiable en tout point de A, ce qui mettra fin a notre dé-

monstration. Pour cela, on pose pour tout x € A, tout v € S"71, tout t > 0, Q(x,u,t) =

Y f(z + tu) — f(z)) — (u, VF(x)). Il nous suffit de voir que %ir% Q(z,u,t) = 0 uniformément
—

en u. Or, siu, v’ € S"~!, on a puisque f est lipschitzienne,
Q(z,u,t) — Qz,v,t)| < (n+ 1) Lip(f)[|u — |-

Soit £ > 0 et soit z € A. Par compacité de la sphere S"~!, il existe N € N tel que si u € S"71, il
€
existe i € {1,..., N} avec ||lu —u;|| < -
o Npaveefu=ill < Gy )

tout 7. On en déduit qu’il existe § > 0 tel que |Q(z,u;, )| < e/2desque 0 <t < detie€ {1,..,N}.

D’ol, fixons maintenant u € S"! et 0 < t < §, et choisissons i € {1,..., N} tel que [|[u — u;|| <
5

. Par définition de A, %iH(l) Q(z,u;,t) = 0 pour
—

- . Alors, on a
(2(n + 1) Lip(f))
Qz,u, )] < [Q(z,u,t) — Q, us, )] + Q2 ui, 1)
< (n4+1)Lip(flju —wl| + /2 <e.
La preuve du théoreme de Rademacher est compléte. U

Notons que nous pouvons reformuler le théoréme de Rademacher de la fagon suivante. Soit A C R"”
et soit f : R™ — R une fonction lipschitzienne nulle part différentiable sur A. Alors, la mesure de
Lebesgue de A est nulle. Une question naturelle est de voir si cette forme du théoréme de Rademacher
a une réciproque, c’est a dire si A C R” est de mesure de Lebesgue nulle, existe-t-il une application
lipschitzienne f : R — R qui soit nulle part différentiable sur A. Tout d’abord, il existe ¥ C R"™ avec
n > 1 telle que toute fonction lipschitzienne f : E — R™~! admet un point de différentiabilité dans F.
Donc, la réponse a la question précédente ne peut étre positive que si m > n. D’un autre coté, si A C R"
est de mesure de Lebesgue nulle et si m > n, il existe une application lipschitzienne f : R™ — R™ qui
est nulle part différentiable sur A. Ainsi, la réciproque du théoréme est vraie si et seulement si m > n.
Nous renvoyons a [119] pour plus de détails.

Nous allons maintenant déduire du théoreme de Rademacher le théoréme de Stepanov qui en est une
version plus générale.

Théoreme 2.54. Toute fonction f : R™ — R™ est différentiable L™-presque partout sur I’ensemble

Z(f) = {x € R”;limsupM < oo}.

y—T |z —y

Démonstration. On présente une preuve due a Maly (voir [96]). Comme précédemment, on peut suppo-
ser que m = 1. Comme f est localement borné sur Z( f), on peut écrire Z(f) C U;enU; ou (U;) est la
famille de toutes les boules ouvertes dans R™ dont les centres et les rayons sont des rationnels et telles
que la restriction de f a U; (notée dans la suite f\Ui) soit bornée. Soient ¢; : U; — Ret; : U; = R
définies par

¢i(x) = sup{v(z); v est i-lipschitzienne avec v < f sur U; },

¥i(z) = inf{u(x); u est i-lipschitzienne avec u > f sur U, },

Notons que ces définitions ont bien un sens car fy;, est bornée et les fonctions constantes sont K-
lipschitziennes pour tout K > 0. Il est clair que ¢; et ); sont ¢-lipschitziennes en tant que supremum et
infimum de fonctions lipschitziennes (voir I’exercice 2.186). De plus, sur U;, ¢; < fiy, < 9;. Soit

A; = {x € U;; ¢; et 1; sont toutes les deux différentiables en x}.
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Par le théoreme de Rademacher (théoréme 2.53), pour tout 4, les ¢; et ; sont différentiables presque
partout sur U;. Donc, si on note C' = U;en(U; \ A;), on a L*(C') = 0. Pour conclure, nous allons voir
que f est différentiable sur L(f) \ C. Pour cela, nous allons montrer que si z € L(f) \ C, il existe
i € Ntel que z € A; et ¢;(x) = 1;(x). Alors, f est différentiable en z et Df(x) = D¢;(x) =
D1;(z). Considérons =z € L(f) \ C. Alors, par définition de L(f), il existe r > 0 et A > 0 tels
que |f(z) — f(y)| < Az — y| dés que y € B(x,r). On choisit maintenant un 7 de sorte que ¢ > A
etz € Uy C B(x,r). Il est clair que x € A;. Posons pour y € U, ¢(y) = f(z) — Az — y] et
Y(y) = f(z) + Az — y|. Alors, ¢ et 1) sont A-lipschitziennes donc i-lipschitziennes. De plus, pour tout
y € U;, puisque | f(z) — f(y)| < Mz —y|,ona¢(y) < f(y) < 1(y). Il s’en suit par définition de ¢; et
;i que pour y € Uy, d(y) < ¢di(y) et ;(y) < 1(y). On en déduit que pour tout y € Uj,

f@)—ilz—y| < flz) = Mz —yl < ¢i(y) < vily) < flz) + Az —y| < f(z) +ily — 2.

On a donc ¢;(x) = v;(z) en faisant y — z, ce qui conclut la preuve. O

Le théoreme s’applique aux applications quasiconformes que nous allons définir maintenant. Soit
f D — Qun homéomorphisme (ou D et {2 sont des domaines de R™). On pose pour a € D etr > 0,

Ly(a,r) =sup{|f(z) — f(a)|; |z — a| =1},
ly(a,r) = inf{|f(z) — f(a)[; |z — a| =1},
L¢(a,r)

ly(a,r)”

Définition 2.55. .’ homéomorphisme f : D — ( est quasiconforme s’il existe H > 0 tel que pour tout
a € D,limsup H¢(a,r) < H.
r—0

H¢(a,r) =

Il est clair qu’un homéomorphisme bilipschitzien est quasi-conforme. Géométriquement, un homéo-
morphisme quasiconforme envoye de facon infinitésimale une sphere sur un ellipsoide d’excentricité
uniformément controlée. Nous discuterons plus en détails de ces applications dans le chapitre 4.

Théoreme 2.56. Tout homéomorphisme quasiconforme f : D — §) est différentiable presque partout.

Démonstration. Onnote H = sup H(a, f) < oco. Fixons a € D et posons pour x € D, r(z) = |z — al.
a€D
On a alors si r(x) est assez petit,

B(f(a), H ' f(x) = f(a)]) € B(f(a), H™'Ly(a,r(x))) C B(f(a).lf(a,r(x))) C f(B(a,r(x))).

On en déduit que L"(f(B(a,r(z))) = L"(f(B(a,|a — x|))) > H "a(n)|f(z) — f(a)|™. On note (si
elle existe) /1 7(a) la dérivée de Radon-Nikodym par rapport a la mesure de Lebesgue £ de la mesure
image de L" par f. Cette dérivée est seulement définie presque partout (voir la section 7.2). Supposons
que ce soit le casen a € D. On a alors

o rn B _ 1/n
o FOI@] g £ (BlaJa )
T—a |G—IL“ T—a \a—x\
, L"(f(B(a,|a —a|)"/"

< 1 H
= P ( £7(B(a, |a — z|))/n
< Hpg(a)™.

Ainsi, pour presque tout a € D, lim sup w < 400 et on peut alors conclure par le théoreme

T—a r—a
de Stepanov. O
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La plupart des preuves de ce paragraphe sont inspirées de [60].

Remarque 2.57. On donnera dans le chapitre 3 une autre démonstration du théoréme de Rademacher.
En effet, on verra dans le corollaire 3.30 que les fonctions localement lipschitziennes sont dans un
espace de Sobolev W1 puis que les fonctions dans I’espace de Sobolev W1P(R™) pour p > n sont
différentiables presque partout (voir la discussion apres le théoréme 3.88).

3.2 Théoréme d’extension de Whitney et approximation C'

Nous allons dans ce paragraphe établir un théoréme d’approximation des fonctions lipschitziennes
par des fonctions de classe C'! dans le cadre euclidien. Pour cela, nous aurons besoin du théoreme
d’extension de Whitney que nous énongons.

Théoreme 2.58. Soit F' C R"™ un fermé et soit f : F' — R une fonction. On suppose qu’il existe une
fonction continue v : F' — R" telle que pour tout a € F, la limite de

fly) = fx) — (w(x),y — )
ly — z|

vaut 0 quand x # y (avec x, y € F) tendent vers a. Alors, il existe une fonction f : R™ — R de classe
C! telle que sur F, f = f etv = V.

Les cubes dyadiques ont été introduits dans la définition 1.50. Ainsi, pour tout j € Z, on note Q;
’ensemble des cubes dyadiques de longueur de coté 277, c’est a dire un cube @ de Q; est de la forme
Q=117 [k;279, (k; + 1)277] ou les k; (i = 1,...,n) sont dans Z. Un Q € Q, contient exactement 2"
cubes de Q;11 que I’on appelera les fils de () (qui en est donc leur pere). On dira que deux cubes sont
freres s’ils ont le méme pere.

Nous allons commencer par construire une (presque) partition du complémentaire de F' par des
cubes dyadiques dont la taille de c6té est comparable a la distance entre le cube et F'. On obtient alors
une décomposition de 2 = R™ \ F' de type Whitney (comparer avec le lemme 1.51). On va ensuite
étendre f sur chacun de ces cubes, puis on pourra conclure via une partition de 1I’unité adaptée (voir les
discussions sur les théorémes 2.4 et 2.6).

Théoreme 2.59. Soit F' un fermé non vide qui est strictement inclus dans R™ et soit Q = R"/F son
complémentaire (qui est donc un ouvert non vide). Alors, il existe une famille (au plus dénombrable) de
cubes dyadiques (Q.,) telle que

() Q@ =UnQm;
(ii) Qm et Q. sont d’intérieur disjoint si m # m/';
(iii) Il existe des constantes C1, Co > 0 telles que pour tout m,
Codiam(Q,) < dist(F, Qn) < Crdiam(Qyy,).
(en fait, on peut choisir C1 > 1 de facon arbitraire puis poser Co = (Cy — 1)/2).

Ici, et dans la suite du paragraphe, on note dist(., .) la distance euclidienne entre deux sous-ensembles
de R™.
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Remarque 2.60. Soitec > 0 tel que les cubes (1 + €)@, ne rencontrent pas F. Alors, il existe N, € N*
tel que tout = € ) rencontre au plus N. cubes de la forme (1 + £)@,,,. Nous utiliserons ce fait dans la
suite.

Démonstration. Nous allons utiliser des arguments de temps d’arrét qui sont des techniques de discréti-
sation souvent utilisées en analyse harmonique. Soit C; > 1.

Etape 1. 11 existe une famille (dénombrable) de cubes dyadiques (K,,) tels que
1) R® =UpK,

(ii) K, et K,/ sont d’intérieur disjoint si m # m/;
(iil) dist(F, K,,) < Cidiam(K,,) pour tout m.

On commence par construire par récurrence des familles de cubes F_,, (le —p indique que I’on prend
des cubes de plus en plus grand) de la facon suivante. On pose Fy = Qp. Soit QJg un cube de Fj. On
note ()1 € Q_1 son pere. Alors,

- soit Cydiam(Qo) < dist(F, Q) ou il existe un frére Qo de Q tel que Cydiam(Qy) < dist(F, Qo).
Dans ce cas, (g et ses freéres ne sont pas dans F_1 qui contiendra leur pére @ ;

- soit Q (et ses freres) vérifie dist(F, Q) < Cidiam(Q)), c’est a dire qu’ils vérifient tous la propriété
(iii) cherchée . Dans ce cas, (g et ses fréres appartiennent a F_ et aussi a tous les F_, (en gros, on
arréte la procédure).

En appliquant le méme procédé a tous les () € Qp, on obtient F_;. Puis, on recommence avec les cubes
de F_1. A chaque étape, un cube et ses fréres subissent le méme sort. On les garde s’ils ont la bonne
propriété, a savoir dist(F, Q) < Cydiam(Q), sinon on les remplace par leur pere. Le point est de voir
que pour tout ) € Qp, la procédure est finie. Or, a chaque étape de la construction, le diametre des
cubes est doublé alors que la distance a F' diminue. Ainsi, pour tout () de Qp, il existe p assez grand et
Q' € Q_ptelsque Q C Q etdist(F, Q') < (C; — 1)diam@Q’. Alors, tous les fréres de @’ sont a dis-
tance < Cydiam(Q)’) de F par I’inégalité triangulaire. Donc, pour tout cube @) € Fy, il existe un indice
minimal py et un Q' € F_,, avec Q C Q' et pour tout p > po, Q' € F_,. Les cubes K,, cherchés
sont exactement ces @’. On a choisi un indice minimal py pour s’assurer que les K, soient d’intérieur
disjoint.

Etape 2. On pose Co = (Cy — 1)/2. On considere Py I’ensemble des cubes K, de ’étape 1. Puis,
on construit par récurrence une famille (7)) de la facon suivante (ici, la taille des cubes diminue). Soit
Qe Pp_l.

- Sidist(F, Q) > Cadiam(Q)) alors Q € Py ;

- Sidist(F, Q) < Cadiam(Q) (par exemple, si Q N F # (), alors les fils de @ sont dans P,. Notons que
dans ce cas, si Q' estun fils de ), on a

dist(F, Q') < dist(F, Q) + diam(Q') < Cadiam(Q) + diam(Q") = Cydiam(Q’). (2.61)
Soit maintenant x € €. Alors, il existe p > Oet Q € Pptel que z € Q et QN F = (. On en
déduit qi’il existe un indice p(x) > 0 minimal et un cube @, € Pp(a) tel que x € Q, et pour tout
p > p(z), Qz € Py (et donc dist(F, Q) > Cadiam(Q.)). Notons que comme Q. ¢ Pp()—1, ON a aussi
d’apres 'inégalité (2.61), dist(F, Q) < Cidiam(Q). Alors, (Qz)zcq est la famille cherchée de cubes

dyadiques.
O

On déduit de cette décomposition de type Whitney 1’existence d’une “régularisée” de la fonction
distance a F'.
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Théoreme 2.62. Soit F' un fermé non vide qui est strictement inclus dans R™ et soit ) = R™ \ F son
complémentaire (qui est un ouvert non vide). Alors, il existe une fonction § de classe C'*° sur () et des
constantes Cy; > 0, Cy > 0 et pour chaque multi-indice o« = (o, ..., o), Co > 0 telles que pour tout
x €,

(i) Cod(z, F) <é(x) < Chd(x, F);

(ii) Pour tout multi-indice o = (a1, ..., a,), |Dad ()| < Cold(z, )1 oit o] = S, as.

Démonstration. On consideére une décomposition de Whitney (Q.,,) de 2 donnée par le théoréme 2.59.
Pour tout m, on note z,, et L,, respectivement le centre et la longueur de c6té de @,,. Soit ¢ > 0
tels que les cubes (1 + €)@y, ne rencontrent pas F' (voir la remarque 2.60). Soit Q)9 = [0, 1]"™ le cube
unité de R™ et soit ¢ : R™ — [0, 1] une fonction de classe C'*° qui vaut 1 sur @)y et qui est nulle en

dehors de (1 + £)Qq (Voir le lemme 1.36). On pose pour tout m, ¢, (x) = ¢ <I ; ym) pour z € (.
Alors, 0(z) = Y, Lim®m convient. En effet, si © € (1 + &)Q, Ly, et d(zx, F) sont comparables par

construction. On a donc comme x appartient 2 un nombre borné N, de (1 + )@,

§(x) < > Ly < NeLpy < Cid(a, F)
(14+€)Qm >z

puis pour un myg tel que = € Q.
d(z) > Ly, > Cod(x, F)

ou C; et Cy sont des constantes strictement positives. Enfin, si on pose K, = sup |D%¢|, on a pour
z € (1+¢)Qm, |[Dm(x)| < KoLy . On peut facilement conclure en utilisant le fait que tout x €
ne rencontre qu’un nombre uniformément borné de cubes de la forme (1 + €)@Q,, (Voir la remarque
2.60). O]

On peut alors donner une preuve du théoréme 2.58. On considere une décomposition de type Whit-
ney (@) de Q = R™\ F comme dans le théoréme 2.59 . Nous allons utiliser une partition de I’unité
adaptée. Soit (¢,,) les fonctions construites dans la démontration du théoréme 2.62. Posons ¢ = >~ ¢,
puis ¥, = ¢, /1¥. On a clairement 1), = 1 et on a d’aprés la démonstration du théoréme 2.62 qu’il
existe C, > 0 de sorte que | D%, (z)] < Cold(z, F))™ pour tout m, tout z € Q. Pour tout m,
il existe (au moins) un point p,, € F tel que d(pm,Qm) = d(F, Q). Alors, on peut vérifier que
E(f)(z)= f(x)sixz € Fet E(f)(xz) =, f(pm)¥m(z) si x € 2 donnent I’extension cherchée. En
fait, £(f) est de classe C'' en dehors de F. Nous laissons les détails au lecteur qui pourra s’aider de la
section 2 du chapitre VI de [136].

On déduit du théoreme d’extension de Whitney le

Théoreme 2.63. Soit f : R" — R une fonction lipschitzienne. Alors, pour tout € > 0, il existe une
fonction f : R™ — R de classe C! telle que L ({z € R™; f(z) # f(x)}) < cet L*({x € R"; Df(z) #

Df(z)}) <e.

Démonstration. D’apres le théoreme de Rademacher (théoréeme 2.53), f est presque partout différen-
tiable. De plus, si on pose g = V f (presque partout), g est mesurable. Donc, d’apres le théoreme de
Lusin (théoreme 1.39), il existe un fermé F; de R™ tel que g, (restriction de g a F}) est continue et
L"(R™\ F1) < £/2. Nous allons conclure en appliquant le théoreme d’extension de Whitney (théoreme
2.58) au couple (f, g) et pour cela, posons maintenant pour z € F eti € N,

|f(y) = flz) — {9(x),y — z)|
ly — |

7i(x) = sup
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ou le supremum est pris sur tous les y € F tels que |y — z| < 1/i. La suite de fonctions (7;) converge
simplement vers la fonction nulle sur F;. D’apres le théoreme d’Egoroff (théoreme 1.41), il existe un
fermé Fy C Fi tel que L™(F \ F2) < €/2 et la suite de fonctions (7;) converge uniformément vers la
fonction nulle sur tout compact de F». On peut alors conclure en appliquant le théoreme 2.58 a (f, g)
sur 5. O

La preuve du théoréeme d’extension de Whitney est inspirée de [136] ou des applications a I’analyse
sont données. On pourra en trouver une preuve un peu différente dans [45] (section 6.5) ainsi qu’une
preuve du théoréme d’approximation précédent (section 6.6).

3.3 Norme du jacobien généralisé d’une application lipschitzienne

Le but de ce paragraphe est de définir une notion de norme de jacobien d’une applications lipschit-
zienne f : R™ — R™ quand n # m. La motivation est ensuite de donner des versions de la formule
de changement de variables qui généralisent le théoreme 1.57. Pour cela, on commence par quelques
considérations d’algebre linéaire.

On dit que
- ’application linéaire O : R™ — R™ est orthogonale si pour tous z, y € R", (O(x),O(y)) = (z,y).
- ’application linéaire S : R™ — R™ est symétrique si pour tous z, y € R™, (z,S(y)) = (S(z),y).
SiT : R™ — R™ est une application linéaire, on note 7™ : R"™ — R"™ I’application linéaire (appe-
1ée adjoint de T) qui vérifie (z, T*(y)) = (T(x),y) pour tout x € R", tout y € R™. On a alors que
S ¢ R" — R” est symétrique si et seulement si S = S* et que O : R" — R" est orthogonale si et
seulement si O* = O~!. De facon plus générale, si O : R” — R™ est orthogonale, alors O* 0 O = I,
sur R™ ou I,, est la matrice identité.

Soit T' : R™ — R™ une application linéaire avec n < m. On peut alors écrire 7' = O o S ou
S :R™ — R” est symétrique et O : R™ — R™ est orthogonale (voir [45] section 3.2 pour une preuve).
On définit alors la norme du jacobien de 7" par ||T'|| = |detS|. Ainsi, sin = m, ||T'|| = |detS| = |detT|.
Cette définition ne dépend pas du choix de O ou S puisque ||T'||> = det(T™* o T') ot T* est I’adjoint de
T. Notons aussi que ||T'|| = ||T||. Cette définition est par exemple motivée par le résultat suivant qui
sera utile plus tard (comparer avec la proposition 1.53)

Lemme 2.64. Soit 7' : R™ — R™ une application linéaire avec n < m. Alors, pour tout sous-ensemble
A CR"?,

H(T(A)) = [[T]|£"(A).

Remarque 2.65. Dans I’égalité précédente, la mesure de Hausdorff a gauche ne peut étre remplacée
(sauf si n = m) par la mesure de Lebesgue L™ puisque 7'(A) C R™ avec n < m. D’un autre coté, la
mesure de Lebesgue £" a droite peut étre remplacée par la mesure de Hausdorff H™ car A C R™.

Démonstration. On utilise les mémes notations qu’au dessus et on traite d’abord le cas ||T|| = 0. Alors,
S n’est pas inversible et donc S(R"™) (et a fortiori, 7'(R™)) est de dimension < n — 1. Il s’en suit que
H"(T'(R™)) = 0 et donc pour tout A C R™, H"(T'(A)) = 0. On suppose maintenant que ||7’|| # O et
on pose v(A) = H"(T(A)). Alors, v est une mesure de Radon qui est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue de dérivée ||T'||. En effet, en utilisant la décomposition 7' = O o S, on a par la
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proposition 1.53
H™(T(B(x,r)) _ L(O* o T(B(z,r)))
L(B(x,r)) L(B(x,r))
L"(O* 0O oS(B(x,r)))
L(B(x,r))
Lr(S(B(z,r))
Lr(B(x,r))
|detS| = ||T||.

On peut alors conclure par le théoréeme 1.171. O

De maniére analogue, si T : R™ — R est une application linéaire avec n > m, on peut alors écrire
T =S00"ous§ :R™ — R™ est symétrique et O : R”™ — R"™ est orthogonale (voir [45] section
3.2 pour une preuve). On définit alors la norme du jacobien de T par ||T'|| = |detS|. Cette définition ne
dépend pas du choix de O ou S puisque ||T'||* = det(T o T*).

Si f: R™ — R™, est une application lipschitzienne, alors f est différentiable presque partout d’apres
le théoreme de Rademacher (théoréme 2.53). On définit alors pour presque tout z € R™ la norme du
jacobien généralisé de f en x par J f(x) = ||Df(z)|| ou D f(x) est la différentielle de f en x (voir la
définition 1.56).

Remarque 2.66. Si f : R” — R" est différentiable en x € R"™, on appelle usuellement matrice
jacobienne de f en x, et on note J¢(x), la matrice des dérivées partielles de f en x, c’est a dire Jy(x) =

(%j
généralisé correspond & 7 f(z) = |detJ¢(x)|. Dans le cas ou f est un C'!-difféomorphisme, la formule
de changement de variables (1.58) s’écrit avec nos notations :

/ 9(y)dy = / (90 f)()T f(z)dz.
f) Q

C’est ce type de formule que nous souhaitons étendre dans la suite.

of
( /i (x)) ou f = (fi,..., fn). Le jacobien de f en x est alors detJ(z). La norme du jacobien
1<ij<n

La norme du jacobien généralisé a une interprétation géométrique. Supposons que f : R — R™
soit différentiable en x € R™. Alors, pour tout k£ < n entier non nul, on peut poser

HM(Df()(P))
HE(P)

ou le supremum est pris sur touts les parallélépipedes P de dimension k de R", c’est a dire

k
P = {Z v 0 < N\ < 1Vi =1, k:}

i=1

Jif(x) = sup (2.67)

ou les v;, i = 1,..., k, sont des vecteurs indépendants de R". Alors, le k-volume de P (c’est a dire
H*(P)) est donné par v/detV!V ot V est la matrice n x k dont les colonnes sont les vecteurs v;. Les cas
qui nous intéressent sont k = n < m puisn > m = k et on peut alors retrouver les formules précédentes
de norme du jacobien via cette formule donnant le volume, a savoir 7, f(z) = /(D f(z)){(Df(z)) =
[|Df(x)|] sin <met Tnf(x) = (Df(x))(Df(z))t = ||Df(z)|| sin > m (on aidentifié Df(x)
avec sa matrice jacobienne .Jy(x) et on a noté A! la transposée de la matrice A). Par exemple, si k = n <
m, 'image du cube unité @ = [0, 1]™ de R™ par D f(z) est le parallélépipede engendré par les vecteurs
v; qui sont les colonnes de D f(z) et dont la n-mesure de Hausdorff est donc /(D f(z))*(Df(x)). On
peut alors facilement conclure dans ce cas. Notre présentation s’inspire de celle de [80].
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3.4 Théoremes de type Rademacher dans les espaces de Banach

Nous commengons par quelques notions de théorie de la mesure dans le cadre spécifique des espaces
de Banach. En particulier, nous allons présenter I’intégrale de Bochner dont la construction est similaire
a celle de I'intégrale de Lebesgue et qui nous servira dans le chapitre 4 pour définir des espaces de So-
bolev a valeurs banachiques. Dans ce paragraphe, si F est un espace de Banach, on notera ||.|| ¢ ou, s’il
n’y a pas d’ambiguité, tout simplement ||.|| sa norme.

Soit (X, B) un espace mesurable (par exemple un espace métrique (X, d) muni de sa tribu boré-
lienne, voir les définitions 1.10 et 1.17) et soit E un espace de Banach. Une mesure (a valeurs dans
I’espace de Banach E)  : X — E est une application qui vérifie () = 0 et u(U;enB;) Z w(B

1€EN
pour toute famille dénombrable d’éléments disjoints B; de B. Dans ce cas, la variation |u| de p est la

mesure au sens usuel sur (X, B) définie par

|1l (A) = sup {Zlu }

oll le supremum est pris sur toutes les partitions finies de A pardes A; € B (i = 1,..., N). On dit que
est a variation bornée si |u|(X) < 4o00. Soit 41 : X — F une mesure a variation bornée. Une fonction
N

f X — R est simple si elle s’écrit f = ZaiXAi oupourtouti = 1,...,N,a; € Retles A; € B
i=1
sont deux a deux disjoints. Si la fonction simple f = "N, a;x4, est dans L'(|u|), alors on définit

/ fdp = Zalu )etsi A € B, on pose/ fdu = / Fxadu. On étend ensuite la définition de

Pintégrale par contlnulte comme dans le cas classique. Voir [42] pour plus de détails. Nous utiliserons
peu ces notions dans la suite.

Soient (X, B) un espace mesurable muni d’une mesure x et E un espace de Banach (séparable). Une
N

fonction simple f : X — E estde la forme f = Z viX4, ou N € N, les v; sont dans E et les A; sont

i=1
des sous-ensembles mesurables deux a deux disjoints de X. On dit que f : X — FE est mesurable si f
est la limite presque partout d’une suite de fonctions simples. Si f : X — FE est une fonction simple et
si A C X est mesurable, alors on pose

N
/A fz)du(z) = Z u(AN A,

ot f = SN wixa,. De plus, on note ||f||; = N —1 (A4;)]|vjl|. Une fonction mesurable f :
X — FEest 1ntegrab1e au sens de Bochner s’il ex1ste une suite (f;) de fonctions simples telle que
li im / ()||du(xz) = 0etsi A C X est mesurable, on pose alors

_)

/Af(fv)du ZJETOO/ fi(@)dp(x

Cette derniere définition ne dépend pas de la suite de fonctions simples considérée. Nous allons mainte-
nant définir quelques espaces fonctionnels dans ce cadre. On note L'(X : E) I’ensemble des fonctions
intégrables au sens précédent (c’est a dire au sens de Bochner) et on étend ||.||; sur cet ensemble par
continuité. Comme d’habitude, on identifie f, g € LY(X : E) si f = g presque partout. Notons
qu’une fonction mesurable f : X — F est intégrable au sens de Bochner si et seulement si la fonction
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r — ||f(z)]| est dans L' (X, u). Donc, si E = R, on retrouve la définition usuelle de I’intégrale de
Lebesgue. De plus, d’apres la méme remarque, il est naturel de définir LP(X : F) (pourun 1 < p < 00)

comme 1’ensemble des fonctions mesurables f : X — E telles que la fonction x — ||f(x)|| est dans
1/p

LP(X, 1) et on munit LP(X : E) de la norme || ||, — < / I f(:c)||pdp(a:)> Lespace L®(X : E)
X

est I’espace des fonctions f : X — F telle qu’il existe M > 0 telle que pour p-presque tout z € X,
||f(x)|] < M. Dans ce cas, ||f||oo est le plus petit M pour lequel on a I’inégalité précédente.

Le théoréme de Rademacher peut se généraliser de la fagon suivante lorsque I’espace d’arrivée est
un espace de Banach.

Théoreme 2.68. Toute application lipschitzienne f de R™ dans un espace de Banach réflexif E est
différentiable presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue de R™).

Démonstration. On suit la démontration donnée dans [106] (théoréme 17). Soit f : R™ — FE une
application K -lipschitzienne. Alors, puisque R™ est séparable, f(IR™) est contenu dans un sous-espace
séparable et fermé F' de F. Comme E' est reflexif, il en est de méme de F' (voir [22] section IIL5).
On peut donc supposer que E est lui-m&me séparable. Dans ce cas, son dual E* est aussi séparable et
reflexif (voir [22], section II1.6). Comme dans le cadre euclidien, on commence par le cas n = 1 et le
cas général suivra par compacité de la sphere unité de R".

Pour ¢ € C°(R), ¢ € E*, et h > 0, on pose

Tio)(6) = [0 (h (6w + h) = 6(@)) f(a)do. 2.69

Par construction de I’intégrale de Bochner, les formes linéaires (c’est a dire les éléments du dual E*)
commutent avec cette intégrale. On a donc

1)) =6 [ (570l + 1) - 6(0))) f(2)da ). 70

Notons que par changement de variables, on a
1)) = o ([ (74 ) = Fla) o(w)da ). e

On fixe maintenant ¢ € E* et on pose pour tout ¢ € C°(R), Ly(¢) = ¢ (/ f(x)qb’(x)dx). Alors,

L., est une forme lin€aire qui est continue sur L'. En effet, en passant a la limite b — 0 dans (2.71), on
obtient par le théoréeme de convergence dominée

Ly ()] < KI[[¢[[]-][¢]]1-

Donc, par le théoréme de représentation de Riesz (voir [89], chapter 2), il existe un unique g, € L>(R)
tel que

Lu(é) = ( [ 1@¢' @iz ) = [ gu(a)o(e)da.

Par unicité, il est clair que I’application ¢ — gy, est lin€aire. Une approximation de I'identité est une
suite (¢) dans L' de sorte que

- pourtout k € N, 0 < ¢, < let/qbk(x)dx =1=|okll1;

- pour toute > 0, lim ¢r(z)dr = 0.
k=+o0 J{|z|>e}
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1
Pour en construire, on peut considérer j(z) = efmx{[x[d} qui est une fonction de classe C'*° sur
R™. On pose ensuite ¢ (z) = k™j(kx) (voir [65] chapitre 4 pour plus de détails ou la définition 3.10 et
I’exemple 3.11). En appliquant ce qui précede a une approximation de I’identité (¢ ) et en faisant tendre
k vers +o0, il vient que pour presque tout z € R,

|9y ()] < K[ |9]]]-

Comme E* est séparable, on peut considérer une famille dense dénombrable (1),,) dans E*. Posons
maintenant A = Npen{z € R;|gy, (z)] < K|||[¢n]|[}. Alors, L1(A¢) = 0. Pour tout z € A, on peut
prolonger par densité des 1, I’application 1) — g () sur E* tout entier de sorte que |gy(x)| < K |||
pour tout ¢ € E*.

Pour tout x € A, I’application ¢ — gy, () est un élément du bidual £**. Comme FE est reflexif, il existe
h(z) € E tel que gy (z) = ¥(h(z)) et ||h(z)|| < K. Ceci découle de [22] sections 1.3 et I.4. Ainsi, on
a pour presque tout € R (et en fait pour tout x € A), ||h(z)|| < K etdonc h € L>*(R, E). On a donc
pour tout ¢ € C°(R),

Ly(o) =v ([ 1@ @)z) = [ w(bia))o(a)da.

D’ou, par intégration par parties et en utilisant le fait que 1’intégrale de Bochner commute avec 1,
ona

/¢ (f(x) + /0 h(y)dy) & (2)dz = 0.

X
On en déduit par une nouvelle intégration par parties que la fonction x — ( flz)+ / h(y)dy) est
0

presque partout constante (on pourra utiliser le lemme 3.9) et donc pour presque tout z € R,

v (@) + [ hwdy) = o),

Comme cette égalité est vraie pour tout 1) € E*, on déduit du théoreme d’Hahn-Banach (voir [22]
section I.1) que pour presque tout z € R,

F@) = 10) = [ hw)dy

On peut conclure que f est différentiable presque partout par une version du théoréme de différentiation
de Lebesgue dans ce cadre (voir [43] chapitre 3).

Considérons le cas n > 1. En prenant une famille dense de directions dans S~ et en appliquant le
cas n = 1,1l vient que si ¢ € E*, on a pour presque tout z € R",

o(f(@)) = o(f(y)) = o({V f(2), 2 —y)) + [l[glllo([|z = yl])-

Comme E* est séparable, on peut considérer une famille dense dénombrable dans £*. En lui appliquant
I’égalité précédente, on peut conclure en utilisant le théoréme d’Hahn-Banach (voir [22] section I.1).
O

On peut se demander ce qui se passe si I’application lipschitzienne est entre deux espaces de Banach
de dimension infinie. La réponse est alors moins claire. En effet, les espaces de Banach de dimension
infinie n’admettent pas de “bonnes” mesures, par exemple des mesures doublantes. Pour voir cela, il
suffit de se souvenir qu'un espace métrique doublant et complet est propre (c’est a dire que ses boules
fermées sont compactes), voir la proposition 1.106. Comme d’apres le théoreme de Riesz (voir [22],
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chapitre VI), un espace de Banach est de dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est
compacte, on peut conclure. La notion d’ensemble négligeable n’a donc pas trop de sens dans ce cadre.
Nous allons donc définir diverses notions d’ensembles “petits” qui permettront de donner des versions
du théoreme de Rademacher (Toute fonction lipschitzienne sur un espace de Banach est différentiable
en dehors d’un ensemble “petit”).

Nous allons d’abord donner quelques notions classiques de théorie des probabilités dont nous aurons
besoin dans la suite (voir par exemple [13], section IIL.5). Soit u une mesure de probabilité sur R™. Sa
fonction caractéristique ¢,, est définie pour tout £ € R" par

o) = [ edp(a). @72)

Cette définition a bien un sens puisque y est une mesure de probabilité et que |ei<5’x>| = 1. On appelle

parfois ¢,, la transformée de Fourier de 1. La mesure gaussienne sur R de loi A/(m, o) est donnée par la
1 (t=m)?
e 2 <2 ol m estsamoyenne et o est son écart-type (alors que

1
densité de probabilité f(x) =
oV2rm
o2 est sa variance). Elle est caractérisée par sa fonction caractéristique
¢(t) — eimt—%a

242

&, (2.73)
Si m = 0, on dit que la mesure gaussienne est centrée. Si 0 = 1, on dit qu’elle est réduite. Le cas ou
o = 0 est dégénéré dans le sens ol cela correspond a la mesure de Dirac en m. En effet, si 4 = d, avec
a € R, la fonction caractéristique est ¢, (t) = €',

Soit F un espace de Banach. Dans la suite, A est un borélien de F.

- Une mesure de probabilité p sur E est une mesure gaussienne si pour tout z* € E* (ou E*
est le dual de FE), la mesure pi,+ définie sur R par p,«(A) = p({y € E,z*(y) € A}) est une
mesure gaussienne sur R, c’est a dire de loi N/(m, o) comme défini au dessus. On dit de plus
que g est non dégénérée si pour tout z* # 0, la mesure gaussienne (i« est non dégénérée (au
sens précédent). Dans le cas ou F est un espace de Hilbert séparable, une mesure de probabilité
W sur E est gaussienne s’il existe xg € E et une application linéaire S : £ — FE tels que pour
toutx € F,

/ €Z<x,y>du(y) — 61‘(1,:{:0)7%(596,1) (274)
E

Dans ce cadre particulier, la mesure x est non dégénérée si et seulement si ker(S) = {0}. La
formule (2.74) est I’analogue en dimension infinie de (2.73).

Si A est un sous-ensemble de I’espace de Banach FE, on dit que A est Gauss nul si u(A) = 0
pour toute mesure gaussienne non dégénérée u sur E.

- Pour tout y € E, on note .A(y) I’ensemble de tous les boréliens A de E qui intersectent toute
droite parallele & y en un ensemble de mesure (de Lebesgue) nulle. Si {z,} est une famille
finie ou infinie d’éléments non nuls de E, on note A({z,}) I’ensemble des boréliens A tels que
A = U, A, ou pour tout n € N, A,, € A(z,). On dit que le sous-ensemble A de I’espace de
Banach E est Aronszajn nul s’il appartient a NA({x,, }) ol I'intersection est prise sur toutes les
familles {x,, } telles que I’espace engendré par ces familles est dense dans E. En d’autres termes,
un borélien A de F est Aronszajn nul si pour toute suite (x,,) dans E dont I’espace engendré est
dense dans F, il existe une décomposition A = U,, A,, ou pour tout n, tout y € F,

LA N (y +vect(zy,)) = H (An N (y + vect(z,,)) = 0.

Les ensembles Aronszajn nuls sont Gauss nuls ([14] proposition 6.25). Notons aussi que d’apres
le théoréme de Fubini, si £ = R"”, les ensembles de mesure de Lebesgue nulle sont Aronszajn
nuls.
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- Soit Qs = [0, 1]N le cube d’Hilbert muni de sa mesure produit usuelle 7. Un sous-ensemble ()
de F est un cube s’il est I'image de () par une application affine injective de la forme T'(q) =
T+ Y thxy (siq = (t1,t2...) € Qo) OU z € FE, les x,, sont des vecteurs indépendants dont
I’espace engendré est dense dans F, et Y, ||z,|| < 4+00. La mesure image de 7 par T" notée 7
s’appelle une mesure cube. On dit que le borélien A de E est cube nul si 77(A) = 7(T~1(4)) =
0 pour toute mesure cube 77. Tout ensemble Gauss nul est cube nul ([14] proposition 6.27) et les
ensembles cube nuls sont Aronszajn nuls ([14] theorem 6.32).
Nos trois notions d’ensembles “petits” dans un espace de Banach sont équivalentes (pour les boréliens).
Nous allons pouvoir alors donner une version du théoreme de Rademacher en utilisant une de ces no-
tions. Nous aurons besoin des résultats techniques suivants (voir [14] lemma 6.28 et proposition 6.29).

Proposition 2.75. Soit E’ un sous-espace de dimension n d’un espace de Banach E que 1’on munit
d’une base (€;)i=1,.. . On notera (par abus) £" la mesure de Lebesgue sur E.
(i) Pour tout borélien B de E, I’application fg(x) = L™(E'N(B+x)) est une fonction borélienne.

(i) Si B estun borélien de F tel que pour tout x € E, L*(E' N (B + x)) = 0 alors B € A((ex)).

Le point suivant est qu’il existe deux notions classiques de différentiabilité dans les espaces de
Banach que nous allons maintenant décrire. Soient E/, F' deux espaces de Banach et soit f : {2 — F une
application définie sur un ouvert {2 de F. On dit que f est Gateaux-différentiable (ou G-différentiable)
en g € 2 s’il existe une application linéaire bornée 7' : £ — F’ telle que pour tout v € F,

T(u) = %E}é J(zo + 751;) — f(xo)'

(2.76)

Alors, T' = T, est unique et s’appelle la différentielle de Gateaux de f en xy. On la note 7' = df (x).
Si de plus la limite dans (2.76) est uniforme pour tout v dans la sphere unité de E, alors on dit que f est
Fréchet-différentiable (ou F-différentiable) en ¢ et df (z¢) est la différentielle de Fréchet de f en xy.
Notons que si f est Fréchet-différentiable en xq alors

f(xo +u) = f(zo) + df (xo)(u) + o(||ul])

(ot ||u|| est 1a norme de u dans E) et donc f est différentiable au sens usuel (voir la définition 1.56).
En particulier, f est continue en xg. Attention, cela n’est pas le cas si f est Gateaux-différentiable,
méme en dimension finie ! Voir ’exercice 2.204. Quelques propriétés de la G-différentiabilité et de la
F-différentiabilité sont étudiées dans 1’exercice 2.205. Le résultat suivant est utile en pratique (voir [14]
lemma 6.40).

Lemme 2.77. Soient F et F' des espaces de Banach et soit f : U C E — F' une fonction lipschitzienne

ou U est un ouvert de E. Soit (G, +) un sous-groupe de E, dense dans E. On suppose qu’en ¢, pour

tout u € G, la dérivée de f en z( dans la direction u, c’est a dire %in%(f(xo + tu) — f(=zo))/t, existe et
_)

est une fonction additive en u. Alors, f est Gateaux différentiable en x.

Nous avons besoin d’une derniere définition avant d’énoncer notre version du théoreme de Rade-
macher dans les espaces de Banach (de dimension infinie). Nous allons motiver son nom en faisant un
lien avec la théorie euclidienne. Puis, nous donnerons sans trop de détails la définition formelle. Nous
énoncerons des caractérisations plus utiles en pratique dans le théoreme 2.78. Commengons par rappe-
ler une version du théoreme classique de Radon-Nikodym. Si v est une mesure-de Radon sur R" qui
est absolument continue par rapport a la mesure de Radon u sur R, il existe une fonction mesurable

f : R" — [0,+00] telle que pour tout borélien A de X, v(A) = / f(x)du(x) (voir le théoreme
A

1.171). Un espace de Banach E vérifie la propriété de Radon-Nikodym si ce qui précéde reste vrai dans
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un certain sens. De facon plus précise, on dit que I’espace de Banach £ (muni de la tribu borélienne)
vérifie la propriété de Radon-Nikodym (en abrégé RNP a cause de la version anglaise : Radon-Nikodym
Property !) si pour toute mesure de probabilité y (c’est a dire (X ) = 1) sur un espace mesurable (X, 3)
et toute mesure v : X — E qui (est de variation bornée et) est absolument continue par rapport a p, il
existe une fonction p-intégrable f : X — E telle que pour tout A € B, on a au sens de ’intégrale de
Bochner,

v(A) = [ fa)du(a).

Ici, v est absolument continue par rapport a p si pour tout A € 5 avec u(A) # 0,

1
p(A)
boule unité¢ B(0,1) = {zx € E;||z|| <1} de E.
Donnons des caractérisations des espaces qui vérifient la propriété RNP (voir [14] theorem 5.21 pour
une preuve). Soit € > 0. Nous dirons que f : [0,1] — E est e-différentiable en ty € [0, 1] s’il existe
0 > 0etx € E de sorte que

v(A) est dans la

|| f(to + h) — f(to) — ha|| < e|h| pour tout h € R avec |h| < 6.

Il est clair que f est différentiable en ¢y si et seulement si f est e-différentiable en ¢y pour tout e.
Soit maintenant une fonction f : [0,1] — FE. On définit sa variation par, si t € [0,1], Vy(t) =

N
supz ||f(t;) — f(tj—1)|| ot le supremum est pris sur toutes les subdivisions tp = 0 < t; < ... <
j=1

ty = tde [0,t]. Ondit que f : [0,1] — E est absolument continue si V7 : [0,1] — R™ est absolument
continue au sens usuel (voir la définition 1.137). Notons qu’alors il existe une mesure finie x sur [0, 1]
qui est absolument continue par rapport 2 la mesure de Lebesgue £! et telle que Vi (t) = u([0,¢]) pour
tout ¢ € [0, 1].

Théoreme 2.78. Soit E un espace de Banach. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) E vérifie la condition RNP.

(ii) Toute fonction absolument continue f : [0,1] — E est différentiable (au sens usuel) L'-presque
partout.

(iii) Toute fonction lipschitzienne f : [0,1] — E a un point de e-différentiabilité pour tout € > 0.

Exemple 2.79. Concernant les espaces de suite, /1 (espace des suites dont la série converge absolument
et que I’on munit de la norme ||(u,)||1 = Z |urn|) ala propriété RNP, ¢y (espace des suites qui tendent

neN
vers 0 en +oo muni de ||(u,)||co = sup |u,|) ne I’a pas. Concernant les espaces LP(2) ol 2 est un
neN

domaine borné de R™ muni de leurs normes de Lebesgue, LP(2) a la propriété RNP pour 1 < p < +o0,
alors que L'(Q) et L°°(£2) ne I’ont pas (pour L', voir ’exercice 2.206). Si K est un espace separable
compact, I’espace C'(K) des fonctions continues sur K muni de la norme de la convergence uniforme
n’a pas la propriété RNP. De facon générale, le dual d’un espace de Banach séparable et les espaces
reflexifs (comme les espaces de Hilbert) vérifient la propriété RNP. Pour tous ces exemples, voir [14],
chapitre 5 et aussi [42].

Le résultat suivant étend le théoreme 2.68 (voir [14] proposition 6.41).

Proposition 2.80. Soit F' un espace de Banach qui vérifie la propriété RNP. Alors, toute fonction lip-
schitzienne d’un ouvert U C R" dans F’ est L"-presque partout différentiable sur U.
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Nous donnons maintenant une version du théoreme de Rademacher dans le cas des espaces de Ba-
nach (de dimension infinie).

Théoreme 2.81. Soit E un espace de Banach séparable et soit F' un espace de Banach qui vérifie la
condition RNP. Si f : E — I est lipschitzienne alors [ est différentiable en dehors d’un ensemble
Aronszajn nul.

11 est clair que I’on peut supposer que f est lispchitzienne seulement sur un ouvert U de F, et non
sur E tout entier. Comme les espaces euclidiens ont la propriété RNP et que les ensembles de mesure de
Lebesgue nulle sont Aronszajn nuls, cet énoncé généralise bien le théoreme de Rademacher (théoréme
2.53) et la proposition 2.80.

Démonstration. L'idée de la preuve est proche de celle dans le cas euclidien. Par la proposition 2.80,
la restriction de f a des espaces vectoriels de dimension finie est différentiable. On pourra conclure par
des arguments de densité et on verra qu’alors la définition d’un ensemble Aronszajn nul est bien adapté.
Donnons une idée plus précise de la démonstration. Par des arguments standards et en utilisant le lemme
2.77, on peut voir que I’ensemble ou la fonction f n’est pas Gateaux différentiable est un borélien.

Comme FE est séparable, on peut trouver une suite (e,,) de vecteurs linéairement indépendants qui en-
gendrent un espace vectoriel dense dans F. On note V,, I’espace engendré par les eg, k < n, et D,
I’ensemble des z € E tels que la dérivée de f en x existe pour toute direction v € V,, et est linéaire en
u € V,,. Pour tout € E, I’ensemble ((E\ D,,)+y)NV,, est]’ensemble sur lequel la restriction sur V;, de la
fonction fy(x) = f(x—y) n’est pas différentiable. Par la proposition 2.80, ’ensemble ((E\ D,,)+y)NV;,
est de mesure nulle. D’ol, par la proposition 2.75, E'\ D, est dans A({x, k < n}). Il s’en suit que
E\ (NpDy)) € A((xk))- Or par le lemme 2.77, la fonction f est différentiable sur Ny, D,,, ce qui permet
de conclure. Cette preuve est tirée de [14], theorem 6.42. O

3.5 Cas du groupe d’Heisenberg : Théoreme de Pansu et non-plongement bilipschitzien
dans les espaces euclidiens

Nous discutons maintenant des théorémes de type Rademacher dans le cas des groupes de Carnot.
Soit H le (premier) groupe d’Heisenberg muni de sa distance de Carnot-Carathéodory dcoc et de la
mesure de Lebesgue de R? (qui est la mesure de Haar invariante & gauche du groupe). On notera (z, y, t)
un élément de H et X = 0, +2y0;, Y = 0y — 220;, T = 0; des champs de vecteurs sur R3. Rappelons
que H est un groupe de Carnot dont I’algebre de Lie est nilpotente d’ordre 2. Ici, V7 a pour base (X, Y)
qui engendre donc I’algébre de Lie de Het 7' = [X, Y]. Voir la section 5 pour toutes ces notions. Dans
[113], P. Pansu a donné un analogue du théoréme de Rademacher pour des fonctions lipschitziennes
f:H— R"ou f: H— H (et méme entre groupes de Carnot généraux, voir plus loin). Commengons
par considérer le cas des fonctions lipschitziennes f : H — R. On dit que f est différentiable (au sens
de Pansu) en £ = (z,y,t) s’il existe un homomorphisme homogene de groupe Dy f(§) : H — R de
sorte que

o £ = £©) = DI )

= 0.
- dec(§,m)

Théoreme 2.82. Toute fonction (localement) lipchitzienne f : H — R est différentiable presque partout.

I est intéressant de noter que comme dans le cadre euclidien, la différentiabilité de f : H — R
est reliée a ’existence de “dérivées partielles”. On rappelle que les dilatations de H sont données par
8s(z,y,t) = (sx, sy, s*t). On notera (e1, ez, e3) la base canonique de R3. On dit que f est dérivable
en ¢ dans la direction de X (respectivement dans la direction Y') si 1’application s — f(£.95(e1))
(respectivement s — f(£.05(e2))) est différentiable en s = 0 et on note alors cette dérivée X f(&)
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(respectivement Y f(£)). Si f : H — R est différentiable en &, alors les dérivées de f en & suivant les
directions X et Y existent et on a

Dy f(&) (@ y,t) = ' Xf(§) + Y'Y f (&)

Il est important de noter que si f est de classe C'' comme application de R? dans R, alors X f et Y f
correspondent bien a 1’action des champs de vecteurs X et Y sur f. Ceci explique la notation.

Passons au cas général.

Définition 2.83. Soit G; ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogenes
||.||1 et ||.||2 et de leurs dilations anisotropiques &+ et 63. On dit que L : Gy — Gy est H-linéraire si L
est un homomorphisme de groupe tel que L(5}g) = 05L(g) pour tout g € G4 et tout A > 0.

Définition 2.84. Soit G; ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogenes
||.||1 et ||.||2 et de leurs dilations anisotropiques 6} et 63 Si f : G; — Gy est mesurable, on définit, si
elle existe, la différentielle de Pansu de f en  comme I’application dp f(z) : G; — G définie pour
y € Gy pardpf(x)(y) = limy_0 6%//\f(:v)_1f(a;5}\y). On dit alors que [ est P-différentiable en .

Par analogie avec le cas euclidien, il faut 5% 2 f(z)71f(26}y) comme un taux de variation de f en
x.

Théoreme 2.85. Pour toute fonction (localement) lipchitzienne f : G1 — Go, la différentielle de Pansu
dpf de f existe presque partout. De plus, dpf : G1 — Go est une application H-linéaire.

11 est parfois préférable de voir la différentielle comme un homomorphisme d’algebre entre les al-
gebres de Lie des deux groupes. Ainsi, si f = (f1, fo, f3) : H — H est lipschitzienne, alors en presque
tout point, la différentielle est I’action sur I’algebre de Lie donnée par

Xfi Xfo 0
Yfi Yf 0
0 0 XhHYfo—XfoYfi

Nous aurons besoin dans la suite (pour donner des versions de la formule de I’aire et de la coaire
dans ce cadre sous-riemannien) d’une notion de norme de jacobien. On définit la norme horizontale du
jacobien de 1’application H-linéaire L : G; — Gy par

1S (L(B))
A=)

ou () est la dimension homogene de G1, B; est la boule unité de G, ’H? et ”;’-Lg2 sont les ()-mesures de
Hausdorff respectivement par rapport a ||.||1 et ||.||2. Le choix de By peut paraitre arbitraire. En fait en
utilisant les invariances des normes homogenes et en utilisant des arguments de recouvrement, on peut
voir que 1’on peut remplacer B; par n’importe lequel des sous-ensembles mesurables A de G;. On peut
alors définir la norme horizontale du jacobien de f en un point de différentiabilité de Pansu = € G par
jé[ (z) = jé{(dpf(l’)). Une autre définition de la norme d’un jacobien est la suivante. Soit A C G
un ensemble ’H?—mesurable et soit f : A C Gy — G2 une application lipschitzienne. On définit la
Q
norme métrique du jacobien de f en (relativement a A) par J3)' f(z) = lim inf s Cgf(BA(x’ ) ol
roree Hi(Ba(z,r))
Ba(z,7) ={y € A,||lxr — y||1 < r}. Comparer avec (2.67) et les autres notions de norme de jacobien
dans le cas euclidien données dans cette section.
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Remarque 2.86. On a pour la deuxie¢me notion la formule d’intégration standard :

/A TG f(x)dHE (x) = HE (£(A)).

Il en découle une version faible du théoreme de Sard (que nous avons déja rencontré dans le cas eucli-
dien, voir théoréme 2.41), a savoir que si J¢}' f = 0 presque partout sur A, HQQ( f(A) =0.

Le lien entre les deux notions de jacobien est donné par le résultat suivant (avec les mémes notations
que ci-dessus).

Proposition 2.87. Soit f : A C G; — G2 une application lipschitzienne. Alors, en tout point x de
différentiabilité de Pansu de f, ona J' f(x) = jé{f(x).

Les théoremes de type Rademacher permettent de démontrer des résultats de non-plongement bilip-
schitzien. Ainsi, le groupe de Heisenberg (qui est doublant lorsqu’il est muni de sa distance de Carnot-
Carathéodory et de la mesure de Lebesgue) montre que 1’on ne peut pas en général prendre € = 1 dans
le théoreme d’ Assouad (voir théoreme 1.117). En effet, supposons qu’il existe un plongement bilipschit-
zien f : H — RY pour un certain N € N*. Alors, f est différentiable presque partout. Comme 1’ algébre
de Lie de H est non commutative alors que celle de RY I’est, le noyau de la differentielle de f est non
trivial. Ce qui est impossible pour une application bilipschitzienne. Il semble que ce fait soit connu d’ As-
souad mais la premiere preuve est donnée dans [131]. Notons aussi que le groupe d’Heisenberg ne peut
pas étre plongé de fagcon bilipschitzienne dans un espace de Lebesgue LP (Voir par exemple le survol
[114]). Enfin, c’est un probléme ouvert et difficile de caractériser les espaces métriques qui peuvent &tre
plongés via une application bilipschitzienne dans un espace euclidien (Voir [60]).

Une bonne référence pour toute cette section est [24].

Concluons par une discussion rapide sur les théoremes d’extension du type Whitney dans ce cadre.
Le théoréme de Rademacher-Pansu entraine une certaine rigidité qui fait qu’il ne peut pas y avoir par
exemple de résultat de type Whitney dans le cas ot f : R"*! — H". D’un autre c6té, il en existe si
f + G — R" ou G est un groupe de Carnot quelconque. Le cas difficile est donc quand la fonction
f est définie sur un espace euclidien, a valeurs dans un groupe de Carnot. Voir [70] pour une réponse
positive dans le cas ou f : R — G (avec G vérifiant une condition de “pliabilité”) et pour une discussion

générale de ce probleme.

3.6 Fonctions lipschitziennes et dérivée métrique

Le but de ce paragraphe est de donner une version du théoréme de Rademacher pour les fonctions
localement lispchitziennes f : R” — X ou X est un espace métrique muni d’une distance d. Nous
avons déja rencontré le cas des courbes, c’est a dire le cas n = 1. Ainsi, si 7y : [a,b] — X est une courbe
d(y(t + h),7 (1)

existe et on
A

lipschitzienne, alors pour presque tout ¢ € [a, b], la dérivée métrique }llir%
ﬁ

la note |¥|(¢). Nous souhaitons considérer le cas n > 1.

Définition 2.88. Soit (X, d) un espace métrique et soit f : R™ — X une application. On suppose que
R"™ est muni de sa structure euclidienne. On dit que f admet une dérivée métrique en t € R” s’il existe
une semi-norme 73 sur R” telle que

d(f(t+h), f(t + k) = 7 (h = k)

lim =0.
B +]k|—0 |h| + [K|

Dans ce cas, 7 est la dérivée métrique de fent. Sin = letsi f =, 7(h) = |¥|(t)|h].
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On rappelle que 7; est une semi-norme si 7; vérifie les axiomes d’une vraie norme, excepté que T
peut s’annuler en des vecteurs non nuls.

Théoreme 2.89. Soir f : R™ — X une application (localement) lipschitzienne. Alors, f admet une
dérivée métrique en L™-presque tout x € R".

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en plusieurs étapes qui sont dans le méme esprit que celles
du cas euclidien. Soit f : R™ — X une application lipschitzienne. On note comme d’habitude Lip(f)
sa constante de Lipschitz.
d(f(t + hu), (1))
7
(out € R"etu € S™1) si cette limite existe. Pour u € S™ ! fixé, on note B, I’ensemble des ¢t € R
pour lesquels 7;(u) n’existe pas. Comme f est (localement) lipschitizenne sur {¢ + hu, h € R} pour
t fixé, il s’en suit que H'({t + hu,h € R} N B,) = 0 pour tout ¢t € R™ d’apres le cas des courbes
rectifiables (qui est rappelé au dessus). Donc d’apres le théoreme de Fubini, £"(5,) = 0. Ainsi, pour
tout u € S™ 1, 7(u) existe pour presque tout t € R™. Ceci implique 1’existence aussi de 74(su) pour
tout u € S"1, presque tout £ € R™ et tout s € R. Il s’en déduit I’existence de 7;(u) pour tout u € R”
et presque tout ¢ € R™, puis que 7¢(su) = |s|7:(u) pour tout s € R\ {0}. Soit ' I’ensemble des t € R"
tels que 7¢(u) existe pour tout u € R™. D’apres ce qui précede, L"(R™\ E) = 0.Sit € Eeth € R\ {0},
d(f(t + hu), f(t))
Id
convergence de 7;(u) est uniforme pour u € S™! et que I’application u — 7;(u) est lipschitzienne
(avec constante Lip(f)).
2) Il existe une suite de compacts (K;) contenus dans E telle que

i L™(E \ UjKj) =0.

1) On considere d’abord les dérivées directionnelles. Pour cela, on pose 7;(u) = }llin%)
o

I’application u — est lipschitzienne (avec constante Lip(f)). Il s’en déduit que la

(ii) Pour tout j € N, tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que
|d(f(t +u), f(t+v)) = Te(u—v)| < eu— v
desque t € Kj, u,v € R™avec |ul,[v] < dett+v € Kj.

Pour cela, considérons I’application mesurable 7 : ¢ € © — 7 a valeurs dans I’espace séparable des
fonctions continues sur la sphére unité de S™~!. D’apreés le théoréme de Lusin (théoréme 1.39), il existe
des fermés (F;) contenus dans E tels que L™ (E \ U;F};) = 0 et la restriction de 7 a tout F; est continue.
Pour tout t € E et tout j € N*, on pose

A= s sup [ILEHIIO) )
0<h<1/i |u|=1

Nous avons vu a la premiere étape que pour tout t € F, lliin Bi(t) = 0. Le théoreme d’Egoroff
1—>+00

(théoreme 1.41) donne alors des compacts (/) contenus dans E qui vérifient (i) et tels que tout K est
contenu dans un Fj, et la convergence des 3; est uniforme sur chaque K. I nous reste a verifier que
la famille (K;) vérifie (ii) et pour cela, fixons ¢ > 0 et j € N. Comme la restriction de 7 a K est
uniformément continue, il existe i de sorte que supy, 1 [7(u) — 7 (u)| < €/2 et Bi(t') < /2 pour
t,t' € Kjavec |t —t/| < 1/(24). On pose 6 = 1/(2¢). Considérons maintenant ¢ € Kj, u, v € R”

avec |ul,|v] < dett+v € K;.Onnoterat' =t+v € K;,n = |u—v|etw = —(u— v). Alors,

S|
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0<n<|ul+|v| <26 =1/ietil s’en suit

d(f(E+u), f(t) = m(u—v)| < |d(f(t' +u—v), f(t) = 7o (u— )

+ |m(u—v) — 7 (u—v)|
< n d(f(t + Zw)’f(t )) — Tt’(w) +77|7‘t(IU) - Tt/(w)|
<

en

Ce qui est exactement (ii).

3) Nous pouvons maintenant conclure. Pour cela, d’apres le théoreme de différentiation de Lebesgue
(voir I’inégalité (1.177)), il suffit de montrer I’existence de la dérivée métrique en tout ¢ qui est point de
densité d’un certain K;. Fixons donc ¢ € K point de densité de K; et ¢ > 0. Quitte a modifier le §
donné par I’étape 2, on peut supposer que pour tout v € R™ avec |v| < 4, il existe v € R™ de sorte que
t+v e Kj, |v'| < |v|et|v—| <elv|. Alors, si on se donne u, v € R™ avec |ul, [v| < J, on a

d(f(t 4 u), f(t+v) = Te(u —v)] |d(f(t+u), f(t+0") = 7(u—0)]

d(f(t+v), ft+0) + |m(u = v) = (u =)
elu —v'| + 2Lip(f)lv — /|

e(ful + |v]) + 2Lip(f)elv]

e(1 4 2Lip(f))(Jul + |v]).

INININ + DA

Ce qui montre bien I’existence de la dérivée métrique en ¢. Il nous reste a montrer que 73 est une semi-
norme (quand 7; existe). Pour cela, le seul point a vérifier est 1’inégalité triangulaire pour 7;. Or, on a
puisque 7¢(sv) = |s|(v) (si s € R\ {0}, v € R™) et par définition de 7,

d(f(z + tu), f(x —tv))

T(u+v) = tlir(])a+ t
o W@t S@) (@), S = )
t—0+ t t—0+ t

= 7(u) + 7(—v) = 7(u) + 7(v).
des que u, v € R™. Notre preuve est donc complete. O

Nous nous sommes inspirés dans cette section de [83].

4 Théoremes de prolongement des applications lipschitziennes

Le but de cette partie est de donner des versions non linéaires du théoréme de Hahn-Banach (ver-
sion analytique, voir [22]). De fagon plus précise, soient (X, dx), (Y, dy ) deux espaces métriques. Les
questions considérées dans ce paragraphe sont les suivantes :

Est-il possible d’étendre toute fonction lipschitzienne f : A — Y ou A C X est un sous-ensemble

de X en une fonction lipschitzienne g : X — Y ? Et si c’est le cas, peut-on controler Lip(g) par
Lip(f) ?
Ici, et dans la suite, on dit que g est une extension de f si pour pout z € A, f(x) = g(z). Comme d’ha-
bitude, nous allons commencer par décrire le cas euclidien. Celui des espaces de Hilbert de dimension
infinie sera ensuite considéré. Nous devrons alors faire appel a la topologie faible *, en particulier au
théoréme de Banach-Alaoglu (compacité de la boule unité pour cette topologie). Enfin, nous donnerons
un énoncé pour des espaces métriques assez généraux qui s’applique par exemple aux espaces métriques
doublants.

138



4.1 Le cas euclidien

Démontrons un premier résultat élémentaire, souvent appelé théoréeme d’extension de McShane.

Proposition 2.90. Soit (X, d) un espace métrique.

(1) Soit A C X et soit f : A — R une application lipschitzienne. Alors, il existe une extension lipschit-
zienne g : X — Ravec Lip(g) = Lip(f).

(ii) Soit A C X etsoit f : A — R une application lipschitzienne. Alors, il existe une extension
lipschitzienne g : X — R™ avec Lip(g) < v/mLip(f).

Démonstration. (i) On pose g(x) = infoeca(f(a) + Lip(f)d(z,a)). Alors, il est clair que si z € A,
g(z) = f(z). En effet, par définition, g(x) < f(z). De plus, puisque f est lipschitzienne, f(a) +
Lip(f)d(xz,a) > f(x) pour tout a € A et donc g(z) > f(x), puis f(z) = g(x).Siz,y € X,ona
d’apres I’inégalité triangulaire

g(z) < inf (f(a) + Lip(f)(d(z,y) + d(y,a)) = g(y) + Lip(f)d(z,y).

f
acA
De fagon analogue, on a g(y) < g(x)-+ Lip(f)d(x,y). Donc, g est lipschtzienne avec Lip(g) < Lip(f).
Comme g est une extension de f, on a aussi Lip(f) < Lip(g), et donc Lip(f) = Lip(g).

(ii) Si on pose f = (fi,..., fm), on applique (i) a chaque f; (j = 1, ...,m) pour obtenir une extension
g =1(91,-..,9m) de f. On peut alors conclure en notant que pour z, y € X,

lg(x) — g)I> =D lg;(y) — g;(x)> < m(Lip(f))*d(z,y)*.
j=1

O]

Dans le cas X = R™ (muni de la distance euclidienne), la partie (ii) du résultat précédent n’est
pas optimal. Avant d’énoncer et surtout de démontrer une version pour laquelle on a conservation de la
constante de Lipschitz, nous allons présenter quelques résultats intermédiaires.

Lemme 2.91. Soit K C S™ ! un sous-ensemble de la sphére unité de R” et soit g : K — S™ ! une
application L-lipschitzienne avec L < 1. Alors, g(K) est contenu dans une demi-sphére ouverte

Démonstration. Soit C I’enveloppe convexe de g(K) dans B(0, 1). Pour conclure, il suffit de voir que
0 ¢ C et pour cela, raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe des vecteurs vy,...,v;, de K et des
réels A1, ..., A, dans [0, 1] avec 3% | Aig(v;) = 0. Comme g est L-lipschtizenne avec L < 1, on a pour
tout i # j, (g(vi), g(vj)) > (vi,v;). D’ob, en posant w; = \;v;, on a pour tout j, S8 (w;, w;) < 0.
On obtient alors une contradiction puisque

k
lwi + o wpl* = (w14 s+ wg,wr L wg) = Y (Wi, wy) < 0.
ij=1

O]

Lemme 2.92. Soient z1, ..., zj, une collection finie de points de R" et y1, ..., yx une partie finie de points
de R™ telles que
lyi — y;| < |zi — x| pour toutij € {1,...,k}.
k k

Alors, si r1, ..., 7, sont des nombres positifs tels que ﬂ B(zi,r;) # 0, on a aussi ﬂ B(yi,ri) # 0.
i=1 =1
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Démonstration. On considere G : R"™ — R définie par G(y) = max M Comme G est continue
=1,.., i

et vérifie lim |G(y)| = +oo, G atteint son minimum noté 7 en un point z de R™. Il nous suffit de
Y| ——+o00

lyl
voir que G(z) < 1 et pour cela, raisonnons par 1’absurde. On suppose donc que G(z) = 7 > 1 et on note

J I’ensemble des indices j € {1, ..., k} tels que [z — y;| = 77;. On choisit un point = € (¢ ; B(zj,75)
et on considere les deux sous-ensembles :

Lj

D—{sj—’xj:g;jEJ}CSnl

D’_{tj_ |zf_z|;jej} c sm L
i

On définit maintenant I’application ¢ : D — D' pour tout j € J par ¢(s;) = t;.Sii, j € J,ona

Ty — & $j—fL' Yi — 2 yj—Z

lyi — 2| |y; — 2|

joi — 2] |zj —

Donc, ¢ est L-lipschitzienne avec L < 1 et d’apres le lemme 2.91, D’ est contenue dans une demi-
sphere ouverte, par exemple D’ C S™ ' N {x,,, > 0}. Mais, alors en déplacant 1égerement z dans la
m-ieme-direction, la valeur de GG décroit strictement, ce qui contredit le fait que G a son minimum en
z. O

Lemme 2.93. Soit £ C R" un ensemble fini et soit f : £ — R une application 1-lipschitzienne. Pour
tout z € R", il existe une extension 1-lipschitzienne g : E U {z} — R™ de f sur E U {z}.

Démonstration. On pose E = {x1,...,x}. Soit f : E — R™ une application 1-lipschitzienne et soit
x € R™. On pose pour i = 1,.... k, r; = |x — z;| et y; = f(z;). On peut alors appliquer le lemme 2.92
pour obtenir un point y € R tel que pour tout ¢ = 1,.., k, on ait |y — f(x;)| < |z — z;|. On obtient
donc I’extension cherchée en posant f(x) = y. O

Théoréeme 2.94. Soit A C R" et soit f : A — R™ une application lipschitzienne. Alors, il existe une
extension lipschitzienne g : R™ — R™ avec Lip(g) = Lip(f).

Démonstration. On peut sans perte de généralité supposer que f est 1-lipschitzienne. Il est clair au vu du
lemme précédent que nous allons utiliser un procédé diagonal. Pour cela, on se donne des ensembles (au
plus) dénombrables (a;) et (b;) qui sont respectivement denses dans A et R\ A. Si R™\ A est fini, on peut
facilement construire une extension en appliquant le lemme précédent. Si A est fini, il suffit de modifier
légerement la preuve qui suit. Supposons donc que A et R™ \ A sont infinis. Pour tout k, le lemme
précédent donne une application 1-lipschitzienne fy, : {a, ..., ag, b1, ..., by} — R™ avec fi(a;) = f(a;)
pour tout ¢ = 1, ..., k. La suite (fx(b1)) étant bornée puisque par exemple | f5(b1)| < |f(a1)|+ |b1 — a1
pour tout k, elle admet une sous-suite ( fkjl. (b1)) qui converge. De fagon similaire, la suite ( fk;]l) admet
une sous-suite ( fka) telle que ( fka (b2)) converge. On construit ainsi des sous-suites ( fké, ) de sorte que
(fké+l) est une sous-suite de (fké) et (fk; (by)) converge. On pose g; = fkf- Notons D = {a;} U {b;}.

Alors, par construction, pour d € D, (g;(d)) converge et on note g(d) sa limite. Alors, 1’application
g : D — R™ est 1-lipschtzienne et pour tout j, g(a;) = f(a;). Par densité¢ de D dans R", on peut
étendre g en une application 1-lipschitzienne de R™ dans R™ qui coincide avec f sur A (par densité de
(a;) dans A). Voir I’exercice 2.208. O

Cette preuve est inspirée de [60].
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4.2 Topologie faible * et le cas hilbertien

En utilisant de la topologie faible *, on peut étendre le théoreme 2.94 en dimension infinie. Pour
cela, on commence par quelques rappels.

Topologie faible x

Commencons par une construction générale. Soit un ensemble X et des espaces topologiques (Y;);ecr
(ot I’ensemble des indices I n’est pas en général dénombrable). Pour tout ¢ € I, on se donne une appli-
cation ¢; : X — Y;. Si on munit X de la topologie discrete (celle pour laquelle tous les sous-ensembles
de X sont des ouverts), toutes les applications ¢; sont continues. Il existe donc des topologies sur X qui
rendent continues toutes les applications ¢;. De plus, il en existe une qui est la moins fine, c’est a dire
contenant le minimum d’ouverts. Ceux-ci sont de la forme O = Ugyeicongue Nfinie @5 ! (V;) ou pour tout
1, V; estun ouvert de Y;. Si z € X, une base de voisinage est alors de la forme N ;e 0, 1(Vé) ou V; est
un voisinage de ¢;(z) dans Y;. Il est alors facile de caractériser la convergence des suites : x,, — x (pour
cette topologie) si et seulement si ¢;(z,) — ¢;(x) pour tout 7 € I. Nous allons maintenant appliquer
cette construction pour obtenir la topologie faible puis la topologie faible *. Soit (F, ||.||) un espace de
Banach. On appelle topologie forte la topologie associée a la norme ||.|| et on dit que la suite (x,,) tend
fortement vers z (ce que 1’on note x,, — x) si (x,) tend vers x au sens de la topologie forte. On note
E* son dual que 1’on munit de la norme usuelle |||.|||.

Topologie faible o(E, E*).

On pose pour tout f € E* et tout x € E, ¢¢(x) = f(x). En appliquant la construction précédente a
X = E,Y; =R, et I = E*, on obtient la topologie faible o (F, E*) qui est donc la topologie la moins
fine qui rend continues toutes les applications ¢ ¢. Une base de voisinage de xo € E est donné par les
ensembles de la forme V = {z € E;|fi(zr — x0)| < &,Vi € I} ou [ estfini, f; € E*ete > 0. Si
une suite (x,,) tend vers x pour la topologie o(E, E*), on note z,, — x et on dit que (z,,) tend vers
x faiblement dans E. 1l est clair d’apres les définitions que si (z,,) converge fortement vers x dans E,
alors (x,,) converge faiblement vers = dans E. De plus (z,) converge faiblement vers x dans F si et
seulement si pour tout f € E*, (f(x,)) converge vers f(x) dans R. En dimension finie, la topologie
faible et la topologie forte coincident. En dimension infinie, la topologie faible est strictement moins
fine que la topologie forte.

Topologie faible x o (E*, E)

On note E£** le bidual de E (c’est a dire E** = (E*)*) que I’on munit de la norme usuelle. Pour chaque
x € E, on définit un élément de E** en considérant ¢, (f) = f(z) pour f € E*. En appliquant la
construction initiale 8 X = E*,Y; = Ret I = E, on construit la topologie faible *, notée o ( E*, F), qui
est la topologie la moins fine sur £* qui rend continues toutes les applications ¢,.. Une base de voisinage
de fo € E* est donnée par les ensembles de la forme V = {f € E*;|(f — fo)(x;)| < &,Vi € I} ou
I est fini, x; € E ete > 0. Si (f,,) est une suite dans E* qui converge vers f pour o(E*, E), on note
fn = f. Alors, f, = f si et seulement si pour tout z € E, f,(x) — f(z). De plus, si (f,,) converge
fortement vers f (c’est a dire au sens de la norme |||.|||), elle converge pour la topologie o (E*, E). I est
bien connu que pour un espace vectoriel normé de dimension infinie, la boule unité fermée n’est jamais
compacte. Un des intérets de la topologie faible * réside dans le résultat fondamental suivant (Théoréme
de Banach-Alaoglu).

Théoréme 2.95. L’ensemble {f € E*;|||f||| < 1} est compact pour la topologie o (E*, E).

Le cas qui va nous intéresser dans la suite est celui ou ¥ = H avec H un espace d’Hilbert. On
notera (z,y) le produit scalaire sur H et ||x|| = y/(x, z) la norme associée. Nous énongons maintenant
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le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet qui va nous permettre d’identifier H et son dual H*.

Théoréme 2.96. Soit H un espace de Hilbert. Etant donné ¢ € H*. il existe un unique vy € H tel que
pour tout v € H, ¢(x) = (uy, x). De plus, ||[ug|| = |||4]]|-

Ainsi, I’application ¢ — uy est un isomorphisme isométrique entre H et H* qui permet donc
d’identifier ces deux espaces de Banach. Le théoréme de Banach-Alaoglu peut alors s’écrire dans ce
cadre sous la forme suivante qui est celle que nous utiliserons dans la suite.

Corollaire 2.97. Toute boule fermée (pour la topologie forte) B¢ (a,r) = {x € H; ||z — a|| < r} d’un
espace de Hilbert H est compacte pour la topologie faible *.

Pour plus de détails sur cette partie, voir [22].

Preuve du théoreme de Kirszbraun dans les espaces de Hilbert

Théoreme 2.98. On considére H un espace de Hilbert. Soit A C H et soit f : A — H une application
lipschitzienne. Alors, il existe une extension lipschitzienne g : H — H avec Lip(g) = Lip(f).

Démonstration. On peut toujours supposer que Lip(f) = 1 et on note ||.|| la norme sur H. Le début
de la démonstration est identique a la précédente. Ainsi, on commence par noter (voir 1’exercice 2.209)
que si z1, ...., Tp, €t Y1, ..., Yo sont des points de H qui vérifient pour tous ¢, j = 1,...n, ||y — y;|| <
||z; — x;]|, alors pour tout g € H \ {x1,...,z,}, il existe yo € H tel que ||y; — yol| < |Jzi — o]
pour tout ¢ = 1,...,n. Ceci est I’analogue du lemme 2.92. Considérons {z1, ..., z,,} une partie finie
de A et posons y; = f(x;). Alors, ||y; — y;|| < ||zs — ;|| (puisque f est 1-lipschitzienne). Donc, si
xo € H\ {x1,...,zn}, il existe yo € H tel que ||y; — yo|| < ||x; — xo|| pour tout ¢ = 1,...,n et ainsi
Yo € Nisy By (f (i), [ — wol[).

On rappelle que si K est un compact, alors de la propriété de Borel-Lebesgue (de tout recouvrement
de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini), il vient (par passage aux complémen-
taires) que si (F});er est une famille de fermés de K telle que N;cr F; = (0, on peut extraire une famille
finie (F;);ecs , avec J C I fini, telle que N;ec s F; = () ou encore (par contraposition) que si (F;);cr est
une famille de fermés de K dont toute sous-famille finie a une intersection non vide, alors N;c7 F; est
non vide (propriété de I’intersection finie).

Fixons o ¢ A eta € A. On peut appliquer ce qui précede a

- K = By(f(a),|la — xo||) qui est compact pour la topologie o(E*, E) par le théoréme de Banach-
Alaoglu;

-les F, = By(f(x), ||z — xo||) N K (x € A) qui vérifie la propriété de I’intersection finie d’aprés ce
qui précede (considérer une famille finie de points de A contenant a). Donc, il existe yg € Ny 4 F, (qui
est non vide !). Posons g(z9) = yo et g(z) = f(x) si z € A. Alors, g est une extension 1-lipschitzienne
de f sur AU {z¢}. On peut ensuite conclure en adaptant la fin de la preuve du cas euclidien, soit en uti-
lisant la démonstration classique du théoréme d’Hanh-Banach (via le lemme de Zorn, voir par exemple
[22]). O

La preuve du théoréeme 2.98 est tiré de [120].
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4.3 Extension des fonctions lipschitziennes dans les espaces de Banach et les groupes de
Carnot

Dans ce paragraphe, nous souhaitons montrer que dans le cas des espaces de Banach ou des groupes
de Carnot, la situation n’est pas claire pour I’extension des fonctions lipschitziennes. On commence par
une définition générale.

Définition 2.99. On dit qu’un couple d’espaces métriques (X,Y") a la propriété d’extension lipschit-
zienne s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout sous-ensemble Z de X et toute application lip-
schitzienne f : Z — Y, il existe une extension lipschitzienne f : X — Y de f avec Lip(f) < CLip(f).
On note e(X,Y) la plus petite constante pour laquelle (X,Y") a la propriété d’extension. On pose
e(X,Y) = oo dans le cas ot le couple n’a pas la propriété d’extension.

Contrairement au théoreme de Kirszbraun, on ne demande pas I’égalité des constantes de Lipschitz
(ceci serait trop contraignant). Notons que 1’on a toujours Lip(f) < Lip(f). On a vu que les couples
d’espaces euclidiens ou d’espaces hilbertiens ont la propriété d’extension lipschitzienne avec e(X,Y) =
1. Si X est un espace de Banach, il en est de méme de (X, [*°) ou de (X, C'(K)) quand on munit [*°
ou C'(K) (espace des fonctions continues sur un espace compact) de la norme infinie (voir [14]). Le cas

des espaces de Lebesgue est plus6intrigant. Ainsi, on a les résultats suivants :
- Si 2 Ip
Sil<p<2e(lLP)< \/pTl(Ball).
-Si2 < p < oo,e(LlP, L?) < C(p) < oo (Tsar’kov).
-Si2 < p < oo, e(L?, LP) = oo (Naor).
D’autre part, les cas (L2, L) et (LP, L9) (avec 2 < p < oo et 1 < g < 2) ne sont pas bien compris.
Donnons un résultat assez général pour les espaces de Banach établi dans [66].

Théoreme 2.100. Si X est un espace de Banach de dimension n et si Y est un espace de Banach,
alors le couple (X,Y") a la propriété d’extension lipschitzienne avec C' < K.n (ou K est une constante
absolue)

Voir [14] et I’introduction de [86] pour une discussions plus détaillée du probleme d’extension lip-
schitzienne pour les espaces de Banach.

Considérons maintenant la question de déterminer les couples de groupes de Carnot (G, G2) qui
ont la propriété d’extension lipschitzienne. Il est connu que la réponse est oui dans le cas o G; = R et
Go = H™ si et seulement si n < m. De plus, le fait que le couple (H", H") a la propriété d’extension
lipschitzienne implique que n < m et si n > 2k + 1 (c’est a dire n est impair), le couple (H", H")
n’a pas la propriété d’extension. Voir [12] pour une démonstration de ce dernier résultat et pour un
historique du probléme. Méme dans le cas ou G; = H, la situation n’est pas bien comprise. Ainsi, le
couple (H', H?) a la propriété d’extension lipschitzienne alors que le couple (H', H') ne 1’a pas. On ne
sait pas pour (H!, H?).

4.4 Dimension de Nagata et extension dans le cas métrique

Dans [84], Lang et Schlichenmaier ont donné une version du théoréme de Kirzsbraun dans le cadre
métrique via une condition de finitude de la dimension de Nagata que nous définissons maintenant.

Définition 2.101. 1) Soit B = (B;);c; une famille de sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
On dit que B est D-bornée ot D > 0 est une constante si pour tout ¢ € I, diamB; < D. Pour tout
s > 0, la s-multiplicité de B est I’infimum des entiers N tels que tout sous-ensemble A C X de X avec
diamA < s rencontre au plus N éléments de 5.

2) Si X est un espace métrique, sa dimension de Nagata, notée Ndim(X,d), ou Ndim(X) s’iln’y a
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pas d’ambiguité sur la distance d, est I’'infimum des entiers n pour lesquels il existe une constante C' > 0
telle que pour tout s > 0, il existe un recouvrement C's-borné de X de s-multipicité au plus n + 1.

Cette dimension a été introduite par Assouad pour obtenir des théorémes de recouvrement de type
Besicovitch et ainsi obtenir des théorémes de dérivation de mesures dans des classes d’espaces métriques
assez généraux. Les espaces (métriques) doublants sont de dimension de Nagata finie. Il en est de méme
des espaces métriques a courbure négative comme les variétés d’Hadamard homogenes (c’est a dire a
courbure sectionnelle négative) ou les immeubles euclidiens.

Définition 2.102. On dit qu'un espace métrique Y est lipschitz m-connecté pour un entier m > 0
§’il existe une constante C'(m) > 0 telle que toute application lipschitzienne f : S™ — Y ou S™
est la sphere unité de R™ posséde une extension lipschitzienne sur la boule unité f : B™ — Y avec

Lip(f) < C(m)Lip(f).

Cette condition est vérifiée sous une condition faible de convexité de la distance sur Y (voir exercice
2.211). On peut enfin donner le résultat de Lang et Schlichenmaier.

Théoreme 2.103. Soient X etY deux espaces métriques. On suppose que X est de dimension de Nagata
n finie et que Y est lipschitz m-connecté pour tout m = 0, ...,n — 1. Alors, le couple (X,Y") posséde la
propriété d’extension lipschitzienne (voir la définition 2.99).

Nous allons donner une idée de la preuve de ce théoréeme. Nous aurons besoin de quelques notions
de topologie algébrique. Une cellule convexe polyhédrale euclidienne C' est un espace métrique compact
isométrique a I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points d’un espace euclidien. La dimension de C
est la dimension du plus petit m-plan le contenant ot un m-plan est un espace isométrique a R™. Si C
appartient 2 un demi-espace délimité par un hyperplan H etsi HNC # (), on dit que F' = HNC est une
face de C. La dimension d’une face est la dimension du plus petit m-plan la contenant. Les O-faces sont
les sommets de C, les 1-faces sont ses arétes. Une cellule polyhédrale convexe euclidienne de dimension
m avec exactement m + 1 sommets est appelée un simplexe euclidien. On définit le n-squelette (™)
d’un simplexe > comme la réunion des simplexes de dimension inférieure ou égale a n. Un complexe
polyhédral euclidien (par morceaux) est un espace métrique Z tel qu’il existe un recouvrement C de Z
tel que tout C' € C est une cellule polyhédrale euclidienne, chaque face de C est dans C et deux éléments
de C s’intersectent en une face commune ou sont disjoints. Si chaque cellule est un simplexe euclidien,
Z est appelé un complexe simplicial (euclidien). La dimension de Z est le supremum des dimensions
de cellules le composant. On peut associer de facon naturelle un simplexe a un recouvrement par des
boules B d’un espace métrique (X, d). Pour cela, on se donne un parametre ¢ > 0. Les O-faces sont les
centres des boules de B. Les 1-faces sont les couples (x, y) ol les x et y sont des centres de boules de B
avec d(z,y) < e. Puis, on construit les 2-faces en regroupant les 1-faces suivant un procédé analogue et
ainsi de suite. On utilisera ce type de construction dans la démonstration du théoréme 2.103.

Nous énongons un résultat qui sera utile pour nous et qui a son propre intéret.
Proposition 2.104. Les compacts convexes de R? d’intérieur non vide sont bilipschitz équivalents.

La conclusion dit que si C, C sont des compacts convexes de R" d’intérieur non vide, il existe des
bijections lipschitziennes f : C — Cetg: C — C avec g~ = f. On rappelle aussi que C' C R" est
convexe si pour tous z, y € C'ettoutt € [0,1], tx + (1 —t)y € C.

Démonstration. Soit C' un compact convexe de R™ d’intérieur non vide. Nous allons montrer que C'
est bilipschitz équivalent a la boule unité fermée Bf(0, 1) de R", ce qui permettra de conclure. Quitte
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a translater C, on peut supposer que 1’origine 0 est dans I’intérieur de C'. Nous allons utiliser la jauge
convexe jc qui permet par exemple de démontrer des formes géométriques du théoréme d’Hahn-Banach
(voir [22]). Celle-ci est une application jc : R” — R définie par

jo(x) = inf{\ > 0,2 € A\C} = inf{A > 0,\" 'z € C}.

Notons que pour tout « > 0, tout z € R",

jo(azx) = |aljo(x). (2.105)

D’autre part, on a I’égalité suivante
C = {z € R" jo(z) < 1}. (2.106)
En effet, si z € C, il est clair que jo(x) < 1 par définition. Réciproquement, supposons que jo(z) < 1.
Si jo(xz) = 1, alors pour tout n € N*, z,, = mx € C. Comme ngrfoo Tn = z et que C est

compact, z € C. Si jo(z) < 1,il existe 1 > XA > 0 tel que A~z € C. Alors, comme C' est convexe

etque 0 € C,x = A(A~tz) + (1 — A)0 € C. On a donc (2.106). Puisque C' est compact et que 0 est

point intérieur de C, il existe 0 < r < R tels que B¢(0,7) C C' C Bf(0, R). Il s’en suit que pour tout
z e R",

Bl < oty < 11 @.107)

Notons de plus que j¢ est lipschitzienne de constante inférieure a 1/r. En effet, considérons z, y

dans R™ avec = # 0 (et par exemple jo(y) > jo(z)). D’apres (2.105), on peut sans perte de généralité

supposer que jo(x) = 1. Notons que pour tout 0 < ¢ < 1, la boule (fermée) de centre ¢tz et de rayon
r

(1—1t)r est contenue dans B(0, ), donc dans C. Or, comme ||tz —ty|| = (1—t)rsit = P T
r+llz—y

T—y . ) 1
12 =1 on en aéavit je(w) — jo(@) < Yl — .

1
il s’en suit que ty € C. Donc, jo(y) < i =1+
,
Cette inégalité reste vraie si x = 0 d’apres (2.107). On peut conclure par symétrie en x et y.
Considérons maintenant les applications f : R” — R" et g : R” — R" définies par f(0) = ¢(0) =
jo(x) |||
zetg(r) =
o] © I =

I'une de I'autre et f(C) = B#(0, 1) (ceci vient de (2.106). Le dernier point a vérifier est que f et g sont
lipschitziennes (avec des constantes respectives inférieures a 2/ et 7 + R?/r). On commence par noter
quesiz,y € R”,

0 et pour tout z # 0, f(z) = ——x. Alors, f et g sont des bijections réciproques

2
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[l [lyll

(@) =l +lyll* = 26 y) _ lz =yl

< = : (2.108)
]| |yl ][yl ][Iy

Si||z|| > [|ly|| > 0, on a, en utilisant le fait que jc est lipschitzienne,

jo(x) jol@)  jely)
e+ |Chr i)Y
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La méme inégalité reste vraie si y = 0 d’apres (2.107). On peut donc conclure que f est lipschitzienne.
Par le méme type d’arguments, on montre que si ||x|| > ||y|| > 0, ona

=l A=l Hy\l
l9(x) —g(y)| < [z —yll + |yl
= G e T det |V
Hw\l |z H-HyH : :
= —Slle—yll+ ———= lic(@/llz|)) = sc@/llyDI vl
jo(z) JC(UC)JC(ZI/)
R2
< Rlle—yll+ > -l
iyl
R2 || — 9|
< Rllz —yll+ - —==—Ilyll
[z 1yl]
R2
< <r+)|\x—y|.
r
On peut alors conclure comme pour f que g est lipschitzienne. O

Nous allons donner une idée de la preuve du théoreme 2.103. Soit f : Z7 C X — Y une application
lipschitzienne ol X et Y vérifient les hypotheses du théoreme 2.103. En utilisant le fait que X est de
dimension de Nagata finie n, on construit une famille B = (Bi,k)(ak)e 4) de sous-ensembles de X qui
recouvre X \ Z et est de multiplicitée inférieure a n+ 1. Grace aux conditions sur A (essentiellement sur
la taille des B, 1), on peut construire une application lipschitzienne g : X \ Z — [?(A) qui vit dans le
squelette > d’un simplexe S, de [?(A). Pour conclure, il nous suffit de construire une application lip-
schitzienne h : ©(") — Y. En effet, ’extension de f sur X \ Z est alors donnée par hog. La construction
de h se fait par récurrence, en étendant successivement (pour m = 0,...,n — 1) I'application lipschit-
zienne h,, : (™) — Y en une application lipschitzienne A, : (" t1) — Y en utilisant le fait que Y’
est Lipschitz m-connecté. Ici, ©(" est le squelette du sous-simplexe de dimension mn de S,, et on iden-
tifie £ et £ 1) avec respectivement la sphere unité et la boule unité de R™ via la proposition 2.104.

Terminons par un des ingrédients de la démonstration compléte qui a son propre intéret.

Définition 2.109. On dit que Y, sous-ensemble de 1’espace métrique X, est un rétracté lipschitzien de X
s’il existe une application lipschitzienne r : X — Y telle que la restriction de r a Y soit I’identité. Une
telle application r est appelée une rétraction lipschitzienne de X dans Y. On dit que I’espace métrique Y’
est un retracté lipschitzien absolu s’il est un rétracté lispchitzien de tout espace métrique X le contenant.

Proposition 2.110. Soit Y un espace métrique. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Y est un rétracté lipschitzien absolu ;

(ii) Pour tout espace métrique X et tout sous-ensemble A de X, toute fonction lipschizienne [ :
A — Y peut étre étendue en une fonction lipschitzienne g : X — Y.

Attention, dans I’énoncé précédent, le couple (X, Y) n’a pas la propriété d’extension lipschitzienne
car on ne contrdle par Lip(g) par Lip(f).

Démonstration. On peut facilement démontrer 1I’implication (ii) = (i) en considérant A = Y et f
Iapplication identité sur Y. Pour la réciproque, on commence par plonger isométriquement Y dans
L>(Y), le plongement étant donné par ¢ :  — ¢, ol ¢,(y) = d(x,y) — d(xg,y) avec o un point
fixé de Y. Alors, par hypothese, il existe une rétraction lipschitzienne r : L*°(Y) — Y. Si on voit f
comme une application de A dans L*>°(Y), une variante de la propositon 2.90 permet de construire une
extension lipschitzienne f:X — L™ (Y)de f. Alors,g =10 f convient. O
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5 Autour de la théorie de la rectifiabilité

Cette partie est plutdt descriptive, au sens ou nous donnons beaucoup de définitions, d’exemples, de
résultats mais peu de preuves qui sont souvent techniques et longues. Cependant, elle permet d’illustrer
I’ utilisation des applications lipschitziennes en géométrie non lisse (c’est a dire hors du cadre des variétés
riemanniennes) en introduisant les ensembles rectifiables. Nous verrons aussi quelques applications de
cette théorie, entre autres a des problémes variationnels ou encore a 1’analyse complexe/harmonique.
Cette section doit étre vue comme une invitation a la théorie géométrique de la mesure et au calcul des
variations.

5.1 Ensembles rectifiables et purement non rectifiables

On donne dans cette section quelques définitions et des propriétés élémentaires des ensembles recti-
fiables/non rectifiables.

Définition 2.111. Soit s €]0, n| un entier. L’ensemble £ C R" est s-rectifiable si et seulement s’il existe
une famille dénombrable d’applications lipschitziennes f; : R® — R" et un ensemble £y C R" avec
H?(Ep) = Otels que £ C (U, f3(R?)) U Eo.

Dans le cas particulier ot s = 1, un ensemble £ C R" est donc 1-rectifiable si et seulement s’il
existe des courbes (localement) rectifiables I'; et un ensemble £y C R™ avec ’Hl(Eo) = 0 tels que

Ec(U;T5) U Eo.
Notons que d’apres le théoreme de Kirszbraun (voir théoréme 2.94), on a le

Lemme 2.112. Soit £ C R™ un ensemble. Alors, F est s-rectifiable si et seulement s’il existe une
famille dénombrable de sous-ensembles A; C R?, des applications lipschitziennes f; : A; — R" et un
ensemble H°-négligeable Ey C R™ tels que E' = (U; f;(4;5)) U Eo.

On a aussi d’apres le théoréme d’approximation des fonctions lipschitziennes par des fonctions C!
(voir théoréme 2.63) qu’un ensemble est s-rectifiable si et seulement s’il peut tre recouvert par des
sous-variétés s-dimensionnelles de classe C'' de R™ a un ensemble de #*-mesure nulle prés. Dans le
cas s = 1, les sous-variétés en question sont des courbes de classe C''. Pour d’autres propriétés des

ensembles rectifiables, voir I’exercice 2.212.

Définition 2.113. Soit s €]0,7n] un entier. ’ensemble £ C R”™ est purement non s-rectifiable si et
seulement si pour tout ensemble s-rectifiable ' C R™, H*(E N F') = 0.

Ainsi, un ensemble £ C R"™ est purement non 1-rectifiable si et seulement si pour toute courbe
rectifiable I' ¢ R™, H'(I' N E) = 0. On peut décomposer tout ensemble (de s-mesure de Hausdorff
finie) en une partie s-rectifiable et une partie purement non s-rectifiable.

Proposition 2.114. Soit £ C R™ un ensemble vérifiant #*(E) < oo. Alors, il existe un ensemble
s-rectifiable E,..; C R™ et un ensemble purement non s-rectifiable E, oprece C R™ tels que £ =
FErect U Eponrect- De plus, a des ensembles de 7 *-mesure nulle, cette décomposition est unique.

Démonstration. Soit M = sup H*(E N F) ou le supremum est pris sur tous les ensembles s-rectifiables
F'. Notons que M est fini puisque H*(E) < oo. Considérons pour tout j = 1,2, ..., un ensemble s-
rectifiable F; de sorte que H*(E N F;) > M — 1/j. Alors, Ect = Uj>1F} convient. Le reste de la
démonstration est alors évident. g
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Nous allons donner deux exemples fondamentaux. Il est important de garder ces exemples en téte
pour la suite.

Exemple 2.115. [Graphes lipschitziens] Il est clair qu’un espace affine de dimension s de R" (que nous
appelons dans la suite s-plan affine) est s-rectifiable. De fagon plus générale, les s-graphes lipschitziens
le sont aussi. Pour nous, un s-graphe lipschitzien I' est, a translation et rotation pres, un ensemble de la
forme

I ={(z,A(z)),x € R}

ol A : R® — R™* est lipschitzienne. Ainsi, I' = {(z, A(x)),z € P} ou P est un s-plan affine (dont
’orthogonal est noté P) et A : P — P~ est lipschitzienne. Le cas du plan affine correspond donc a
A = 0.1l n’est pas difficile de voir que les graphes lipschitziens sont des courbes localement rectifiables.
Ceci découle par exemple du théoreme de Rademacher et de (2.19). Ces graphes jouent un réle important
en analyse harmonique, nous y reviendrons plus tard. Notons aussi que si I' est un 1-graphe lipschitzien
du plan complexe alors I’ensemble I' U Q? est 1-rectifiable mais n’est pas une courbe (localement) rec-
tifiable. Il faudra dans la suite bien faire la distinction entre ensembles rectifiables et courbes rectifiables.

Exemple 2.116. [Ensemble de Cantor 4-coins] L’exemple typique d’ensemble purement non 1-
rectifiable est I’ensemble de Cantor 4-coins que nous avons déja rencontré (voir 1I’exemple 2.36). Ceci
n’est pas évident a premiere vue, mais essayons de construire une courbe rectifiable (donc de longueur
finie) qui contienne le Cantor 4-coins not€ £/ = N;cn/L; dans la suite. II nous faut d’abord considérer
3 segments de longueur 1/2 pour joindre les 4 carrés de Ej. Puis, 32 segments de longueur 1/22 pour
joindre les 4 carrés de E5 qui sont situés dans un carré de E;. En itérant cette construction, on construit
une courbe qui contient £ mais dont la longueur est donnée par Z(B /2)? = 4o00. Ainsi, cette courbe
jEN
n’est pas (localement) rectifiable. Cette construction est naive majis par auto-similarité de E, elle donne
une bonne idée de pourquoi I’ensemble de Cantor 4-coins est purement non 1-rectifiable. On peut facile-
ment modifier la construction du Cantor 4-coins pour obtenir des ensembles purement non s-rectifiables
avec s > 1. Nous démontrerons plus tard que 1’ensemble de Cantor 4-coins est purement non rectifiable
en utilisant une caractérisation de ces ensembles par les projections.

En dimension s = 1, la connexité joue un role particulier comme le montre le résultat suivant qui
n’a pas d’analogue pour les dimensions supérieures.

Théoréme 2.117. 1] existe une constante C(n) telle que si E C R"™ est un continuum non trivial (c’est
a dire un ensemble compact, connexe non réduit a un point) de R™ avec Hl(E) < +o0, alors il existe
une courbe rectifiable v : I — R™ de R" telle que E C T = y(I) et H(E) < I(T') < C(n)HY(E). En
particulier, E est 1-rectifiable.

La preuve repose sur le résultat suivant de théorie des graphes qui se démontre facilement par récu-
rence sur le nombre d’arétes.

Lemme 2.118. Soit GG un graphe connexe avec un nombre fini d’arétes. Alors, il existe un chemin qui
passe deux fois exactement par toutes les arétes de G (une fois dans chaque direction).

Cet énoncé mérite quelques eclaircissements. Un graphe G est la donnée d’une collection V' de
points et d’une collection F d’arétes qui joignent certains sommets, c’est a dire une aréte est de la forme
(z,y) ot x, y € V. On dit que deux sommets x et y sont voisins si (z, y) est une aréte. Un chemin dans
G est une suite finie de sommets xg, ..., T, telle que pour tout ¢ = 0,...,n — 1, x; et x;41 sont voisins.
On dit que G est connexe si tout couple de sommets peut étre joint par un chemin.
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Exemple 2.119. Soit G le graphe dont les sommets sont les éléments de Z2. Pour construire les arétes
de G, on joint le sommet (i, 7) a (i,5 + 1), (¢,7 — 1), (i + 1,7) et (i — 1, j). Le graphe obtenu est alors
connexe.

Démonstration. On suit essentiellement la preuve du Théoreme 1.8 de [35]. On peut sans perte de
généralité supposer que diamE = 1. Pour tout 4 €]0, 1[, on considere un ensemble As de points de E
tel que

(P1) Pour tous les z, y € As avec x # y, |z — y| > 2.

(P2) Pourtout x € E, il existe y € As tel que |z — y| < 20.
Il est clair que Ay est fini pour tout § €]0,1[ (puisque E est compact). On associe maintenant a cet
ensemble un graphe Fs de la fagon suivante. Les sommets de Fs sont les points de A et deux sommets
x et y sont reliés par une aréte si |x — y| < 44. Le graphe Ejs peut étre vu comme un sous-ensemble A
de R™. En effet, I’ensemble A est obtenu en joignant, pour toute aréte (z,y) de Ej, les sommets cor-
respondants de A; par le segment euclidien [z, y]. Le graphe Es5 a évidemment un nombre fini d’arétes.
Afin d’appliquer le lemme 2.118, on doit vérifier que le graphe Es est aussi connexe. Pour cela, on rai-
sonne par 1’absurde et on suppose que Es =Y U Z ou Y et Z sont disjoints, non vides et ainsi satisfont
|y — z| > 46 pour tout y € Y et tout z € Z (on voit ici Y et Z comme des sous-ensembles de R™).
Posons A1 = E N (Uyey Bf(y,20)) et Ay = E N (U.ezBf(2,26)). Alors, Ay et Ay sont non vides,
fermés et disjoints. De plus, ¥ = A1 U Ao par (P2). Ceci contredit le fait que E est connexe. D’oli, pour
tout § €]0, 1], Es est connexe. De plus, nous avons que H!(As) < CH'(E). En effet, si on note Nj le
nombre de points de Ag, on a

1) D’apres (P1), le nombre de voisins dans E5 d’un point de A est borné uniformément en ¢ (car 1’es-
pace euclidien R” est doublant). Donc, H!(As) < C3Ns (out C' > 0 de dépend pas de J).

2) Comme E est connexe, H'(E N B(z,d)) > §/2 (au moins pour § assez petit). L argument est
similaire & celui utilisé dans la preuve du lemme 2.26. Pour cela, fixons z € E et 0 < (diamFE)/2. Soit
¢(y) = |x — y| pour y € E. 1l est clair que ¢ est 1-lipschitzienne. Il s’en suit que

H'(¢(E N B(x,96))) < H'(EN B(x,9)).
Puisque ¢(F N B(x,0)) est un intervalle, on a aussi

H (S(ENB(x,0)= sup |lz—y[—|z—z[> sup |r—yl
y,2€ENB(x,9) yeEENB(x,d)

Comme FE est connexe, par continuité de la distance, sup |z —y| > §/2 puis
yeENB(x,5)

HYE N B(z,0)) > H Y (¢(E N B(x,8))) > §/2.

)
De plus, les ensembles E N B(x, ), z € Ags, sont disjoints. Donc, H'(E) > N(5§.

11 découle des points 1) et 2) que H!(As) < CH(E), ce qui était I'inégalité cherchée.

On applique alors le lemme 2.118 & A5 pour construire naturellement une application lipschitzienne
(et donc une courbe lipschitzienne) s : [0,1] — R™ de sorte que 75([0,1]) = As et || [Vs] [loo <
CH!(E). Rappelons que |7s| est la dérivée métrique de ~ys avec laquelle on peut calculer la longueur
de v (voir le théoreme 2.16). Or, par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut trouver une suite d; qui
converge vers 0 et telle que (v5;) converge uniformément sur [0, 1]. La fonction limite ¥ : [0, 1] — R"

est lipschitzienne de norme < CH!(FE) et telle que 7([0,1]) = E. O
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On peut aussi parler de rectifiabilité pour les mesures de R™. On dit ainsi qu’une mesure de Radon
w sur R™ est s-rectifiable si y est absolument continue par rapport a 7° et s’il existe un borélien s-
rectifiable £ C R” telle que u(R™ \ E) = 0. Ainsi, un ensemble £ C R" est s-rectifiable si la
restriction de la mesure de Hausdorff H® a E est une mesure s-rectifiable. Nous allons tout de suite
donner une caractérisation des mesures rectifiables en termes de mesures tangentes et commencons par
définir celles-ci. Pour cela, posons 77, ,(y) = (y — z)/r. Alors, la mesure image i, , d’une mesure j

par T, , est tout simplement donnée par /i, ,(A) = p(rA + z) pour tout A C R™.

Définition 2.120. Soit x une mesure de Radon sur R™. Une mesure de Radon non nulle v sur R” est une
mesure tangente de la mesure £ en un point = € R™ s’il existe des suites (7;) et (¢;) de nombres positifs
telles que la suite (7;) tend vers 0 en décroissant et (¢;(jiz,r,)) tend vers v au sens de la convergence
faible de mesure.

Rappelons que la conclusion veut dire que pour tout ¢ € C.(R™),

lim cl/gZ) y—x)/ri)du(y /qb )dv(y
14) o

Il faut voir ¢; comme une constante de normalisation qui vaut souvent 1/u(B(z,7;)). On notera
Tan(pu, x) ’ensemble des mesures tangentes de 1 en z. Un point essentiel est que les mesures tangentes
d’une mesure tangente restent des mesures tangentes, ce qui se formalise par

Théoreme 2.121. Soit y une mesure de Radon sur R™. Alors pour p-presque tout x € R™, si v €
Tan(p,x), Tan(v,y) C Tan(p, x) pour tout y € Supp(v).

On peut aussi considérer une sous-famille de mesures tangentes en fixant la normalisation. Soit

s > 0. On note Tang(u, z) I’ensemble des mesures v pour lesquelles il existe une suite (r;) qui tend
S

est suffisant pour certaines app]icatiorlls (comme la démonstration du théoréme de Marstrand, voir plus
loin) de considérer seulement ce sous-ensemble de Tan(yu, ) qui est plus facile a comprendre. Pour voir
ce dernier point, revenons a nos exemples préférés. Soit A : R — R une application lipschitzienne et
soit I' = {(x, A(z)); x € R} son graphe. D’apres le théoreme de Rademacher (théoreme 2.53), A est
différentiable en presque tout x € R. Plagons nous en un point z = (z, A(x)) € T pour lequel il existe
une tangente. On note L, la droite passant par O et parallele a cette tangente. Dans ce cas, on considére
s = 1 eton voit que r 1 (u, ) est la restriction de H! a ’ensemble {2’ € C;r2’ + 2 € I'}. Donc, quand
r tend vers 0, on obtient que la limite de r‘l(u”) est la restriction de H' a L. Ceci se généralise
en dimensions supérieures (voir le chapitre 3 de [39]). Ainsi, appliquer 7, , puis faire tendre r vers 0
revient a zoomer autour de z.

vers 0 en décroissant et tel que tend vers v au sens de la convergence faible de mesure. Il

Remarque 2.122. On peut donner une version plus générale de ce type de résultats dans le cas des
courbes rectifiables I" du plan complexe C. En presque tout z € TI', il existe une tangente. Nous notons
comme au dessus L, une droite passant par 0 et parallele a la tangente en z a I'. Alors, si p est la
restriction de H' a p, Tan(p,2) = {cH'L_L.;c € RT} ou z est un point en lequel I' admet une
tangente.

N

Supposons maintenant que p soit la restriction de la 1-mesure de Hausdorff 7' a I’ensemble de
Cantor 4-coins C'. Si on zoome autour de z € C, on voit toujours I’ensemble de Cantor 4 coins (ou
une partie de celui-ci). Dongc, il n’y a aucune chance que les mesures tangentes de p ressemblent a la
restriction de la mesure de Hausdorff le long d’une droite comme dans le cas d’un graphe lipschitzien
ou d’une courbe rectifiable. Cette intuition sera confirmée par les théoremes 2.123 et 2.125. Avant de les
énoncer, nous avons besoin de quelques rappels sur les variétés grassmanniennes de s-plans vectoriels
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dans R"™ (qui nous seront aussi utiles dans le prochain paragraphe). Sin € Net 0 < s < n, on note
G(n, s) I’ensemble des espaces vectoriels de dimension s dans R™. On peut identifier tout élément
P € G(n,s) avec la projection orthogonale associée IIp : R — P et donc munir G(n,s) de la
distance d(P, Q) = |||IIp — Ilg]|| ou |||.||| est juste la norme pour les applications linéaires entre
espaces vectoriels. Cette distance est invariante par le groupe orthogonal O(n). On peut munir G(n, s)
d’une mesure de probabilité -, s de facon naturelle, cette mesure étant elle aussi invariante sous 1’action
du groupe orthogonal O(n). Dans le cas n = 2 et s = 1, on peut identifier G(2,1) avec [0, 7] et
72,1 est juste la normalisation de la mesure de Lebesgue sur [0, 7]. De fagon plus générale, la mesure
Yn.n—1 €st la mesure de surface normalisée de la sphere unité S™~! de R™. On peut justifier I’existence
de la mesure v, s par la théorie des mesures invariantes sur les groupes de Lie (voir le chapitre 1).
On dit qu’une mesure v sur R™ est s-plate s’il existe une constante ¢ > 0 et un s-plan P € G(n, s)
de R” telle que u = c¢H*®L_ P. Enfin, on note G(n, s) I’ensemble des mesures s-plates sur R" puis
G(n,s)(P) ={ € G(n,s);Suppu = P}.

Théoreme 2.123. Soit ;1 une mesure de Radon sur R™ telle que pour ji-presque tout x € R",
0<Oi(ux) <O (u,z) < 0. (2.124)

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(i) La mesure i est s-rectifiable.

(ii) Pour p-presque tout x € R"™, Tan(p, x) = Gy, s(P) pour un plan P € G(n, s).
(iii) Pour pi-presque tout x € R", Tan(u,z) C Gy s.

Notons que par le théoréme 6.9 de [98], la condition (2.124) implique que p et H® sont absolument
continues sur I’ensemble sur lequel on a (2.124). On en déduit alors le

Théoreme 2.125. Soit E/ un sous-ensemble H°®-mesurable de R" telle que pour H*-presque tout x € F,
©3(E,x) > 0. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(i) L’ensemble E est s-rectifiable.

(ii) Pour H*-presque tout x € E, Tan(H®* L E,z) = G, s(P) pour un plan P € G(n, s).

(iii) Pour H*-presque tout v € E, Tan(H*L_E,z) C G s.

La notion de mesures tangentes a été introduite par David Preiss dans [118]. Voir aussi [39] ou [98]
pour une introduction plus accessible et des démonstrations des théoremes 2.123 et 2.125. Pour des
exemples de mesures tangentes, voir I’exercice 2.213. On termine cette section en expliquant comment
utiliser les mesures tangentes pour démontrer le théoreme de Marstrand (théoréeme 2.46).

Définition 2.126. Soit s > 0. Une mesure y sur R™ est s-uniforme si pour tout = dans le support de 1
ettout r > 0, u(B(z, 7)) = a(s)r®. On note Us(R™) I’ensemble des mesures s-uniformes sur R”.

La normalisation fait que la mesure de Lebesgue L™ est n-uniforme sur R™. De maniere générale, si
s € N, la restriction de H® a un plan affine de dimension s est s-uniforme. Il existe des exemples plus
bizarres de mesures uniformes avec s € N* (vour le chapitre 6 de [39]). Mais, existe-t-il des mesures
s-uniformes avec s non entier ? La réponse est non comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.127. Soit s tel que U (R™) # (). Alors, s est un entier naturel avec s < n.

151



Donnons une idée de la démonstration (voir [39] pour les détails). On commence par montrer par le
théoréme de différentiation de Lebesgue que si s > n, Us(R™) = (). L’étape délicate est de vérifier que
sis < n, Us(R™) # ) = Us(R"1) # (). On peut alors conclure par 1’absurde. On peut déduire le
théoréme de Marstrand via le résultat suivant et la proposition précédente.

Proposition 2.128. Soit s > 0 et soit 1 une mesure de Radon sur R" telle que la densité ©%(x, 1) existe
et vérifie 0 < ©%(z, u) < oo pour u-presque tout z € R™. Alors, pour p-presque tout z € R”,

0 # Tang(z, p) = {O°(u, z)v,v € Us(R™)}.

Des éléments de preuve des deux propositions précédentes sont discutés dans I’exercice 2.214.

5.2 Diverses caractérisations classiques des ensembles rectifiables

Il est possible de caractériser la rectifiabilité par la taille des projections d’un ensemble. On com-
mence par discuter du cas de nos deux exemples préférés. Soit I' un graphe lipschitzien ou une courbe
rectifiable dans C. Si 6 € [0, 7|, on note Py la projection orthogonale dans la direction # (dans C). Alors,
sauf peut-&tre pour une direction (penser au cas ol I est une droite), £!(Py(T")) > 0. Au contraire, si
C est le Cantor 4-coins, L(Py(C)) = 0 pour presque tout §. Reformulons ces remarques en terme de

1 ™
longueur de Favard. Si E C C, on définit la longueur de Favard de F par Fav(E) = — / |Py(E)|dO
T Jo

ot |Py(E)| = L' (Py(E)) est la mesure de Lebesgue de Py(E). Alors, si E est une courbe rectifiable
dans C, Fav(E) > 0 et si E est I’ensemble de Cantor 4-coins, Fav(E) = 0. Nous allons maintenant
démontrer ce dernier point.

Théoreme 2.129. Pour presque tout 0, L' (Py(C)) = 0 (ou encore Fav(C) = 0).

Remarque 2.130. Il est possible de démontrer qu’il existe un nombre dénombrable de directions § pour
lesquelles £'(Py(C)) > 0. En fait, I’ensemble des directions 6 telles que £!(Py(C)) = 0 est dénom-
brable (infini) et dense dans [0, 7]. Voir [99].

4
1
Démonstration. Soit C I’ensemble de Cantor 4-coins On a alors C' = U <4C + e¢> ou e; = (0,0),
j=1

4
es = (3/4,0), es = (0,3/4), et e4 = (3/4,3/4). On peut aussi écrire C = U C; ou pour tout
i=1

1
1=1,2,3,4,C; = ZC + e;. On suit une preuve due a Peres-Solomyak (Voir [117]). On commence par
noter que

Py(C) = UL, (1139(0) + Pg(ei)) CR

On est donc amené a étudier des ensembles auto-similaires compacts K sur la droite réelle tels qu’il

m
existe m > 2 et des dy, ..., dy, (avec d; # d; si ¢ # j) de sorte que K = U K; ou pour tout

i=1
. 1 . . .
i=1,...,,m, K; = —K + d;. On utilise dans la suite ces notations.
m

Lemme 2.131. (i) Sii # j, LY(K; N K;) =0.
(ii) 1l existe i # j tels que K; N K # 0.
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Démonstration. L’idée intuitive pour démontrer (i) est la suivante. Les K; sont obtenus par translation

1
et dilatation de rapport 1/m a partir de K. Donc, £'(K;) = —£'(K) pour tout i = 1, ..., m. Comme
m

m
K = U K;, il faut que si i # 7, L1(K; N K ) = 0. Pour rendre la preuve plus rigoureuse, on note que
=1

sionfixel <i<j<m,ona

LYK) = £1<6 Kk>

< LYEGUK) + Y LNKy)
ki

= f: LYK — LYK N K;).
k=1

1
Or, comme L' (K;) = Eﬁl(K) pour tout i = 1,...,m, il vient £L1(K) < LY K) — LY(K; N K;), ce

qui n’est possible que si L}(K; N K;) = 0.

Pour (ii), on raisonne évidemment par 1’absurde et on va utiliser la point (i). Supposons que pour tout
i # j, K;NK; = (). Comme les K; sont compacts, il existe ¢g > 0 tel que pour tout i # 7, d(K;, K;) >
0. Si ' C Retsie > 0, on définit le e-voisinage V- (F') de F' par

Ve(F)={z e Ryd(z,F) < &}.

Par choix de £¢, on a que V;, (K;) NV, (K;) = 0 sii # j. Il s’en suit que

L (Ve (K)) = £ (G Ve <Kk>) =S LNV (K.

k=1 k=1

Or, on a clairement que

_ 1
LH(Vey (Ky)) = L1 (Veg (m ™ K)) = — L (Viney (K))-
Les deux égalités précédentes donnent £!(V,(K)) = L'(Vine,(K)). Ceci est impossible puisque
Vz, (K) est un ouvert strictement inclus dans 1’ouvert V.., (K). O

Avant d’énoncer le prochain lemme, nous avons besoin de quelques définitions et notations. On pose
I ={1,...,m} puis pour k € N*, I, = {p = (41, ...,%);Vj € {1,...,k},i; € I}. On peut alors écrire
1
pour des d;, € R bien choisis que pour tout k € N*, K = ¢, Kpou K = —K +d,,. Soite > 0.
m
On dit que K, et K, sont proches a € pres si
(1) p, g € I pour un certain k et p # q.

(i) K; = K, + z pourun z € R avec |z| < ediam(K).

Notons que si p, ¢ € I, K, peut toujours étre obtenu a partir de K, par translation. La derniere
condition demande que cette translation soit petite. Notons aussi que, d’apres le lemme 2.131, si p,
q € Iy avec p # q,ona LY (K, N K,) = 0.

Lemme 2.132. Supposons que pour tout ¢ > 0, il existe k et p, ¢ € I}, avec p # q tels que K, et K,
sont proches a ¢, alors £!(K) = 0.
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Démonstration. Raisonnons par 1’absurde et supposons que £ (K) > 0. Alors, d’aprés I’exercice 2.216,
il existe un intervalle J C R de sorte que (par exemple) £!(J N K) > 0,9£(K). On choisit ¢ =
L)
2diam(K)

1 1
a e pres. Si on pose J, = dp + WJ et J, = dy + WJ’ alors J, = Jy + (dp — dy) et |d, — dg| <

. Par hypothése, il existe k € N et des p, ¢ € I, (avec p # q) tels que K, et K, sont proches

1
em Fdiam(K) = iﬁl(Jp). On a de plus que par les propriétés de £! L1(J, N K,) > 0,9£1(J,) et
LY J, N Ky) > 0,9£1(J,;). Comme 90 pour 100 de J, est dans K, et que 50 pour cent de J, est dans
Jp, on a que au moins 40 pour cent de J, est dans K. Mais, comme 90 pour 100 de J, est dans K, il y

a au moins 30 pour 100 de J, dans K, N K. Or, L!(K, N Kg) = 0 et nous avons une contradiction.
O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme. On pose C? = P4(C) C R et on utilise les
notations Cf et Cg de la méme facon que pour ’ensemble K des lemmes précédents. On fixe € > 0 et
on pose

Ve ={0 € [0,n[;3k,p,q avec p # q € I, C’g et Cg sont proches a e-pres }.

D’apres le lemme 2.132, il suffit de montrer que pour tout € > 0, £1[0, 7[\Vz) = 0. En effet, on a
alors

L0, 7[\ Neso V2) = £([0, 7\ Njen= Vi) =0.

Pour démontrer que £([0,7[\V:) = 0, I’idée est de démontrer que pour tout intervalle de [0, 7], il
existe un pourcentage fixe de sa longueur (dépendant de £ mais pas de la longueur de I’intervalle) qui
est contenu dans V. On peut alors conclure d’apres 1’exercice 2.216.
Considérons ¢ > 0 et § € [0, 7[. Par le lemme 2.131, il existe i # j tels que CY N Cje # 0, c’est
a dire il existe z € Cjety € Cj avec Py(x) = Py(y). Soit k& € N*. Alors, il existe p € I et
q € I avec Py(x) € Cg et Py(y) € Cg . Considérons maintenant 6y € [0, 7] proche de 6 tel que
Py, (Cp) = Py, (Cy). Un tel § existe toujours par des arguments classiques de géométrie du plan. Alors,
Cgo = C’go. De nouveau, par des arguments de géométrie élémentaire, il vient que si C' > 0 est une
constante assez petite alors pour des angles ¢ avec |¢ — fp| < Ced™F, Cg’ et Cg’ sont e-proches. D’ou,
il existe une constante C’ > 0 telle que [ — C"4™% 6 + C'47%] N V. contient un intervalle de longueur
Ce4~F. Comme k est quelconque, on obtient que £'([0, 7[NV.) = 0 d’aprés la remarque initiale et la
preuve est compléte.

O

Remarque 2.133. Signalons un probleme ouvert. Soit C), 1a n-ieéme génération de 1I’ensemble de Can-

tor 4 coins, c’est a dire C), est formé de 4™ carrés de longueur de coté 4= qui sont contenus dans

les coins des 4"~ ! carrés de C,,_1 et Cy = [0,1]?. Comme C = (), C,, et que Fav(C) = 0, on a
lim Fav(Cy,) = 0. La question est

n—-+0o

Existe-t-il des constantes ¢, C' > 0 telles que pour tout n € N*, ¢/n < Fav(E,) < C/n?

Seule I’estimation de gauche est connue. L’ autre estimation est largement ouverte. Voir [100] (cha-
pitre 10) ou [99] pour une discussion plus détaillée de ce probleme.

Revenons a la caractérisation de la rectifiabilité par la taille des projections. Le théoréme suivant
permet de conclure que 1’ensemble de Cantor 4-coins est purement non rectifiable d’apres le théoreme
2.129.

Théoréme 2.134. Soit E C R™ un ensemble H*-mesurable avec H*(E) < co.
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(i) E est s-rectifiable si et seulement si pour tout sous-ensemble H°-mesurable F de F,
HE(IIp(F)) > 0 pour vy(n, s)-presque tout plan P € G(n, s).

(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement H*(I1p(E)) = 0 pour v(n, s)-presque tout
plan P € G(n, s).

Remarque 2.135. Il est important dans (i) de ne pas remplacer la condition de droite par la condition
(plus faible) H*(IIp(E)) > 0 pour y(n, s)-presque tout plan P € G(n, s). En effet, considérons £ =
Ey U E; ou Ej est un ensemble s-rectifiable avec H*(Ey) > 0 et E est un ensemble purement non s-
rectifiable avec H*(E1) > 0. Alors, E n’est pas s-rectifiable et pourtant H*(Ilp(E)) > H*(IIp(Ep)) >
0 pour y(n, s)-presque tout plan P € G(n, s).

Remarque 2.136. Si F' est un borélien, IIp(F') n’est pas en général un borélien mais un ensemble de
Suslin (donc est H°-mesurable). En effet, si (X, d) est un espace métrique, un ensemble de Suslin Y de
X est un ensemble de la forme
o0
Y= ) Fii

i14i2,... k=1

ou les F;, ;, sontdes fermés de X. Un borélien est un ensemble de Suslin. Si de plus, (X, d) est com-
plet, alors I’image continue d’un ensemble de Suslin est un ensemble de Suslin. Voir la section 1.1 de
[46]. Dans de nombreux énoncés de théorie géométrique de la mesure, on peut remplacer 1’hypothese
“borélien” par “ensemble de Suslin”. Voir par exemple le chapitre 6 de [46].

D’apres le théoreme de Rademacher, un graphe lipschitzien admet un plan tangent en presque tout
point (voir exercice 2.215). D’un aute c6té, si on se place en un point z de I’ensemble de Cantor 4-coins,
il n’est pas clair de voir, quand on zoome autour de z, si une direction privilégiée va apparaitre. Il est
possible de caractériser la rectifiabilité par I’existence de tangentes en un sens faible. Commencons par
quelques définitions.

Définition 2.137. Si P € G(n,s), on note C(z, P,0) le cone C(x, P,d) = {y € R",d(y — z,P) <

dly—x|} pourz € R™etd > 0. Soit E C R™. Onditque P € G(n, s) est un s-plan tangent approximatif

aFenz e R"si©*(z,E) > 0etsipourtout) < d < 1,ona lir% r*H(ENB(z,r)\C(x, P,d)) =
r—

0.

Remarque 2.138. Si s = 1, le plan tangent approximatif, s’il existe, est toujours unique. Si s > 1, ce
n’est plus le cas en général. Cependant, si F est H®-mesurable avec H*(E) < oo, on obtient I’unicité
sous la condition d’existence. Voir le chapitre 15 de [98].

On a alors

Théoréme 2.139. Soit E C R" un ensemble H*-mesurable avec H*(E) < oc.
(i) E est s-rectifiable si et seulement pour tout H®-presque tout x € E, il existe un (et donc un seul)
s-plan tangent approximatifen x a E.
(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement pour tout H®-presque tout x € FE, il n’existe
pas de s-plan tangent approximatif en x a E.

Nous avons vu des résultats de densité pour la mesure de Hausdorff restreinte a un ensemble E qui
ne donnent que des encadrements de la densité supérieure (voir le théoréme 2.43). Cependant, dans le
cas ol I’ensemble est un s-plan P, ©!(x, P) existe et vaut 1 pour H*-presque tout z € P. Ceci découle
de la remarque 1.177 appliquée a p = L£° qui étre identifiée a 7{* L P. Si un ensemble est rectifiable, il
ressemble localement a un plan et on peut espérer obtenir des estimations de densité du méme type. On
a ainsi la
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Proposition 2.140. Soit I" une courbe rectifiable dans R™. Alors pour H!-presque tout = € I, la densité
O©!(x,T) existe et vaut 1

Démonstration. Soit x un point de I' qui n’est pas une extrémité de I'. Alors, z divise I' en deux courbes
I'_etI'y.Si R > 0 est assez petit, on a par connexité (voir la preuve du théoréme 2.117) que H!(I'y N
B(z,R)) > Ret H{(T_NB(z,R)) > R.D’ob, HY(I'N B(z, R)) > 2R. 1l s’en suit que O (x,T) > 1.
Or par le théoréme 2.43 pour H!-presque x € T', ©*!(x,T") < 1. On peut alors conclure. O

On peut en fait caractériser la rectifiabilité par la densité.

Théoréme 2.141. Soit E C R™ un ensemble H*-mesurable avec H*(E) < oo.
(i) E est s-rectifiable si et seulement pour tout H*-presque tout x € E, la densité ©°(x, E) existe
et vaut 1.

(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement pour tout H*-presque tout x € E, ©%(x, FE) <
1.

Remarque 2.142. Un théoreme plus fort de Preiss [118] affirme que seule I’existence de la densité
presque partout est équivalente a la rectifiabilité. La preuve repose sur la notion de mesure tangente.
Dans le cas du plan complexe, Besicovitch a démontré que la condition ©L(z, E) > 3/4 pour H'-
presque tout x € F implique la 1-rectifiabilité de FE. Il conjecture que ceci reste vrai avec la condition
O©L(z,E) > 1/2. Cette condition serait optimale. En effet, Besicovitch a montré qu’il existe un en-
semble purement non rectifiable E C C avec ©(z, E) = 1/2 pour H!-presque tout = € E.

Pour une preuve des théorémes de ce chapitre, nous renvoyons a [98]. La majeure partie du livre leur
est consacrée.

5.3 Quelques applications de la théorie de la rectifiabilité

Cette partie se veut une initiation et une invitation a la théorie géométrique de la mesure et au calcul
des variations.

Ensembles de périmeétre fini (ou ensembles de Caccioppoli)

Supposons que 1’on souhaite minimiser une fonctionnelle F' de la forme F'(Q2) = A(992) + I(Q2)
parmi tous les domaines €2 de R™ ot A(9€) est ’aire du bord de 2 (en un sens a préciser) et I(€2) est

de la forme 1(Q2) = / f(x)dx (f est une fonction positive donnée). On pourrait aussi “normaliser” la
Q

fonctionnelle en fixant le volume des €2 admissibles. La méthode directe en calcul des variations consiste
a utiliser des arguments de compacité et de semi-continuité inférieure. Si on note m le minimum de F',
I’idée est de considérer une suite de domaines 2 tels que F'(€2;) < m + 1/j, puis par un argument de
compacité de montrer que la suite (£2;) converge vers un domaine 2. Enfin, pour obtenir que F'(2) = m,
il nous faut la semi-continuité inférieure de notre notion d’aire, c’est a dire ljlr_>n ngof A(©25) > A(2). Un

point crucial est que les mesures de Hausdorff ne sont pas semi-continues inférieurement (penser par
exemple a des approximations discretes d’un intervalle). Pour mettre en place la méthode directe, les
points a régler sont les suivants.

- Déterminer une classe de sous-ensembles F de R™ que 1’on puisse munir d’une topologie de sorte que
I’on ait de bonnes propriétés de compacité et que les ensembles a bord lisse soient dans F et denses dans
F.

- Définir une notion d’aire P(E) pour le bord OF de E' € F (une notion de périmétre en d’autres termes)
de sorte que
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(i) L’application E — P(FE) soit semi-continue inférieurement sur F ;
(ii) Si E € F estabord lisse, alors P(E) = H" Y(OF);

(iii) Pour tout ' € F, il existe une suite (F;) dans F a bord lisse de sorte que lim H" '(0F;) =

j—+o0
P(E).
Une solution classique consiste a considérer les ensembles de périmetre fini que nous allons main-
tenant décrire.

Définition 2.143. Un borélien E de R™ avec H"(E) < oo est un ensemble de périmetre fini si les
dérivées partielles de sa fonction indicatrice y g au sens des distributions sont des mesures, c’est a dire
pour tout ¢ = 1, ..., n, il existe une mesure de Radon ; de sorte que pour toute fonction ¢ € C°(R™),

8¢ = 6¢><de— / odp;. (2.144)
a$2 Rna

Si on note = (1, ..., in ), alors p définit une fonctionnelle linéaire bornée sur C2°(R™, R™) par
n

Tu() = / Z Yidp; oup = (Y1, ...,1,) € CX(R™,R™). On dit que p est une mesure multi-valuée.
R I

D’apres le théoréme de représentation de Riesz, 1 admet une décomposition polaire p1 = n|u| ot 7 est
un vecteur unitaire de R et |x| est une mesure de Radon (au sens usuel). On en déduit que (2.144) est
équivalent a la condition suivante pour tout champs de vecteur ¢ = (1, ..., ¢p) € C°(R™, R"™),

[ divide = [ divixpde = [ > v = - [ il (2.145)

La mesure multi-valuée i se note Dy et est la dérivée au sens des distributions de yg. Si E est de
périmetre fini, on définit son périmetre P(E) comme la variation totale de Dx g, c¢’est a dire P(F) =
||(R™). D’apres (2.145), on a aussi que P(E) = sup dlvzpdx = sup / (¢, m)d|u| oules ¢ €
\¢\<1 [p|<1JR™

C(R™, R™).

Supposons que F soit un ouvert borné de R™ a bord C'. Alors, si on note 1z la normale unitaire
intérieure de E, la formule de la divergence (Voir [93], theorem 9.3) donne que pour tout champs de
vecteur ¢ € C1(R™, R"™), on a

/Edivq/)dx = —/8E<¢,77E>d7{”—1.

On en déduit donc que Dx g = npxapH" Letque |u| = xopH" . 1ls’ensuitque P(E) = |u|(R"?) =
H"Y(OF), ce qui était souhaité dans ce cas.

On munit les ensembles de périmetre fini de la norme LY, c’est a dire si F, E’ sont des ensembles de
périmétre fini, d(E, E') = ||xg — X&' ||11 (). Notons que si on note EAE" = (E\ E') U (E"\ E)
(différence symétrique de E et E'),ona d(FE, E') = L"(EAE’). Le point-clé est qu’alors muni de cette
topologie, les ensembles de périmetre finie vérifie les propriétés requises de compacité, semi-continuité
et approximation. Les démonstrations (parfois basées sur des arguments d’analyse fonctionnelle dans
les espaces BV) peuvent étre trouvées dans [93].

Quel est le lien avec la rectifiabilité ? Avant d’énoncer un théoréme de structure pour les ensembles de
périmetre fini, commengons par un exemple instructif. Soit E I’ensemble E = {(z,y);0 < z,y <
1}U{(x,0), —1 < x < 1}. L’ensemble E est donc un carré avec un segment ajouté. On peut facilement
voir que P(E) = 4 mais que H'(OF) = 5. Ainsi, la frontiere topologique n’est pas la bonne notion
dans ce cadre. Le résultat suivant (non trivial) précise fortement cela.
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Théoreme 2.146. Soit E un ensemble de périmetre fini dans R". Alors, il existe un ensemble F et un
champs de vecteurs unitaire n défini sur F' de sorte que
(i) H" 1(F) < oc et F est (n — 1)-rectifiable ;

(ii) La densité ©"(x, E) est soit 0 ou 1 pour x ¢ F';

(iii) La densité ©"(x, E) vaut 1/2 en H" -presque tout x € F.

1 1
(iv) Sion pose E, , = {(y —z),y€eE } = —(F —ux),
r T
alors pour H"~"-presque tout © € F, xg, , converge vers xg, , en norme L' o Hyp) = {y €

R™; (y,n(x)) > 0}.
(v) Dxg = nxpH" .

Faisons quelques commentaires. La propriété (ii) dit que tout point en dehors de F' est soit dans F
ou hors de F au sens de la théorie de la mesure (penser au théoreme de différentiation de Lebesgue).
Ainsi, F' s’appelle la frontiere au sens de la théorie de la mesure ou la frontiere essentielle. D’apres
(iii) et (iv), au voisinage de presque tout x de F', F ressemble a un demi-plan donné par la direction
n(z) qui est donc souvent appelée la normale approchée en x a E. Nous avons vu que si F était a bord
C', Dxg = nxsrH" . La propriété (v) dit que ceci reste vrai pour un ensemble de périmetre fini 4
condition de remplacer g par xr ou F est (n — 1)-rectifiable.

La fonctionnelle de Mumford-Shah

On s’intéresse a un probléme de segmentation d’image ou la notion de rectifiabilité joue un role.
Considérons un rectangle 2 dans C (I’écran) et une fonction bornée g dans 2 (I’image de départ). La
fonction g représente le niveau de gris et on peut supposer que pour x € 2,0 < g(x) < 1. Ainsi, on peut
imaginer que g() est le niveau de gris au pixel z, g(x) = 0 correspondant a un pixel blanc, g(x) = 1
a un pixel noir. A priori, g est tres irréguliere. Le but est de trouver les contours de ’image g, c’est a
dire des objets qui sont représentés. L’idée est que 1’ensemble des contours correspond aux points de
plus forte discontinuité de g, c’est a dire ol le contraste de I’image est le plus marqué. Nous recherchons
donc un ensemble K (les contours apparaissant dans I’image) et une fonction u définie sur €2 qui va
étre réguliere en dehors de K (la version lissée de I'image de départ). Pour formaliser ce probleme, D.
Mumford et J. Shah ont introduit la fonctionnelle suivante

J(u,K):/

\u—g|2dﬂc+/ \Vul2dz + H (K).
O\K O\K

Le premier terme force u a étre proche de g en norme L2. Les deux autres sont en concurrence. En
effet, le second terme pénalise les oscillations de u et donc pousse K a recouvrir le plus possible les
singularités de g. Cependant, le troisieme terme force la longueur de K a étre petite. Ainsi, K aura
tendance a recouvrir seulement les irrégularités les plus franches de g, ce qui était le but souhaité. Le jeu
consiste maintenant a essayer de minimiser .J(u, K) quand K est fermé dans € et u est dans C*(Q\ K).
Nous dirons par la suite qu’un tel couple (u, K') est un compétiteur pour J. Des minimiseurs (u, K)
existent. Ceci est un résultat non trivial utilisant la théorie fine des fonctions SBV (voir [38] et aussi
Iintroduction de [33]). Le principal probleme subsistant est I’étude de la régularité de K. En fait, un
minimiseur K est Ahlfors-régulier (de dimension 1). Montrons la partie facile (mais instructive), a savoir
la régularité inférieure :
HYK N B(z,r)) < 3nr

siz € K, r €]0,1]. L’idée assez naturelle et qui sert souvent dans Iétude de ce type de fonctionnelle
est de considérer un compétiteur adapté. Ici, choisissons K = K U (2N 9B(z,r)) \ (K N B(x,r)) et
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@ définie par t(y) = 0siy € B(z,r) eti(y) = u(y) poury € O\ (K U B(x,r)). Alors, (i, K) est un
compétiteur. De plus, on a

/,Jﬁ—gﬁh /
ONK O\ (KUB(z,r))

/~|Vﬂ\2dx < / |Vu|2d:c7/ Vul2dz
O\K O\K B(z,r)\K

HYEK) < HYK)—H' (KN B(x,r))+ 27

IN

lu — g|*dx + mr?

A

D’ou, le fait que J(u, K) < J(u, K) implique H'(K N B(z,r)) < 27r + 7r? < 37r. De plus, K
est rectifiable et méme uniformément rectifiable, c’est a dire K est contenu dans une unique courbe
Ahlfors-réguliere I'. Ceci signifie qu’il existe I' C C et une constante C' > 0 telles que pour tout x € T,
tout 7 > 0 (assez petit), H!(E N B(x,r)) < Cr. Comme nous I’avons déja vu plusieurs fois (voir
par exemple la preuve du théoréme 2.117), I’estimation inverse H'(E N B(x,r)) > C~!'r s’obtient
par connexité de I' (sauf si x est une extrémité de I'). Cette condition est plus forte que la rectfiabilité
puisque qu’une courbe Ahlfors-régulere est localement rectifiable. D. Mumford et J. Shah ont conjecturé
que K est formé d’un nombre fini de courbes de classe C''. Voir le livre [33].

Rectifiabilité et intégrales singulieres

Soit 1 une mesure de Radon sur R™. On considere tout d’abord I’existence des transformées de Riesz
de yu. Pour cela, on pose pour tout s > 0, K(x) = |z|~* 12 pour z # 0. On définit (si la limite existe)
la valeur principale

Kgp(x) = lim Ks(y — z)du(y).
e—0 R\ B(z,¢)
La rectifiabilité joue un rdle important dans 1’existence d’une telle valeur principale, comme le montre
I’exemple de la transformée d’Hilbert. Ainsi, si s = 1 et n = 2, le résultat de I’exercice 2.219 donne
I’existence de la valeur principale pour la restriction de la 1-mesure de Hausdorff sur une droite. Dans
le cas du Cantor 4-coins, la valeur principale précédente n’existe pas. On a en fait le

Théoréme 2.147. Soit s > 0. Supposons qu’il existe une mesure de Radon i sur R™ telle que pour
p-presque tout v € R™, 0 < Of(x, ) < ©*(x, 1) < oo et Kgu(x) existe. Alors, s est un entier et p
est s-rectifiable.

Voir [98] pour une preuve utilisant la mesure tangente.
Un autre probleéme reliant rectifiabilité et intégrales singulieres est celui de la continuité L? de 1’opé-

rateur de Cauchy. On suppose maintenant que la mesure w est Ahlfors-réguliere de dimension 1 sur C
et on note L?(p) ’espace de Lebesgue L? associée a y sur C. On dira que 1’opérateur 7, 1 associ€ au

1 . o .
noyau K (x,y) = est continu sur L2 (1) s’il existe C' > 0 telle que pour tout ¢ > 0, toute fonction
Tz —

fe L),
[T (@ Pdn) < © [ 1) Pdp()

TN = [ K@y fe)du)

lz—y|>e

pour f € L'(u) et z € C. En d’autres termes, les opérateurs tronqués T}, sont bornés sur L?(p)
indépendamment de . Si  est la mesure H! restreinte 2 R (c’est 4 dire £'), la continuité L? s’obtient
par la formule de Parseval pour la transformée de Fourier. Si 4 est la mesure ' restreinte 4 un graphe
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lipschitzien, un théoreme célebre (et non trivial) de Coifman-Meyer-MclIntosh dit que 1’on a toujours la
bornitude L2. On a en fait le

Théoreme 2.148. Soit E C C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) E est uniformément rectifiable.

(ii) 'opérateur de Cauchy T), est borné sur L*(p) oi p = H'L_E.

On rappele que la condition (i) signifie que E est contenu dans une courbe Ahlfors-réguliere et que
cette condition est plus forte que la rectifiabilité au sens usuel. Voir [111] pour une discussion de ce
probléme.

Effacabilité pour les fonctions holomorphes bornées

On dit que ' C C est effagable pour les fonctions holomorphes bornées (ou tout simplement effa-
cables) si pour tout ouvert U contenant F, toute fonction holomorphe bornée f : U \ E' — C admet une
extension holomorphe dans U tout entier. D’apres un théoréme de Riemann, tout singleton est effagable.
Le probleme de Painlevé consiste a donner une caractérisation géométriques des ensembles effacables.
Une idée naturelle est que 1’effacabilité de I’ensemble est liée a sa taille. Ceci se formalise de la fagcon
suivante.

Proposition 2.149. Soit £ C C.
(i) Si H!(E) = 0 alors E est effagable.
(ii) Si Hdim(FE) > 1, alors E n’est pas effacable.

Pour une démonstration, voir I’exercice 2.220. D’apres la proposition précédente, le cas intéres-
sant est quand Hdim(E) = 1 avec H'(E) > 0. Une courbe rectifiable n’est pas effagable d’apres le
théoréme de représentation conforme. D’un autre c6té, I’ensemble de Cantor 4-coins est effacable. La
rectifiabilité doit donc jouer un réle dans ce probleme, ce qui se confirme par le théoréme suivant.

Théoréme 2.150. Soit E C C avec 0 < H(E) < +oc. Alors, E est effacable si et seulement si E est
purement non 1-rectifiable.

La preuve de ce résultat est liée a la section précédente (plus précisément 2 la continuité L? de
I’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens). Nous renvoyons a [111] pour plus de détails. Un
outil fondamental pour les résulats de ce paragraphe et du précédent est la courbure de Menger. Etant
donnés 3 points 21, 29, z3 distincts et non alignés du plan complexe C, on définit leur courbure de Menger
par

1

A TERe)
) )

ol R(z1, 22, z3) est le rayon du cercle circonscrit aux trois points. Si ces points ne sont pas distincts
ou sont alignés, on pose ¢(z1, 22, 23) = 0. Si i est une mesure de Radon positive dans C, on définit sa
courbure de Menger par

) = [ [ [ ety 2 dptw)dut)duco)

Si E C C vérife H'(E) < 400, on pose c*(E) = ¢2(H! L E). La courbure de Menger mesure la pla-
titude d’une mesure (ou d’un ensemble) et permet de donner une condition quantitative de rectifiabilité
(voir [87]).

Théoreme 2.151. Soit E un sous-ensemble compact de C tel que H'(E) < +4o0. Si 3(E) < 400,
alors E est 1-rectifiable.

On peut en fait caractériser les ensembles effacables E (sans la condition H!(E) < oo) par la
courbure de Menger. Voir [141] pour plus de détails.
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Probleémes de type Plateau (via les courants et varifolds rectifiables)

Une version classique du probleme de Plateau est la suivante. On se donne une courbe fermée C
dans R? (que 1’on modélise par un fil de fer). On cherche une surface S (un film de savon) dont le bord
05 coincide avec C' et qui soit d’aire minimale. De fagon analogue au calcul des variations, la méthode
directe pour résoudre le probleme de Plateau repose sur les étapes suivantes.

1) Prendre une suite de surfaces dont 1’aire tend vers le minimum (si celui-ci existe) ;

2) En extraire une sous-suite convergente via un théoréme de compacité ;

3) Montrer que la surface limite est bien solution du probleme (par des propriétés de semi-continuité de
I’aire).

Nous allons illustrer ceci via la théorie des courants. On note D° I’ensemble des s-formes dif-
férentielles sur R™ qui sont de classe C°° et a support compact. On le munit de la norme |||w||| =
sup{|w(§)];]|€|]| = 1}. Lespace dual de D est I’espace des courants s-dimensionnels et se note D;.
On le munit de la topologie faible * (voir la section 4.2). Ainsi, T; — T dans D; si et seulement
Tj(w) — T'(w) pour toute forme différentielle w dans D*. Le support suppZ’ d’un courant T est le plus
petit fermé F' tel que supp(w) N F = ) = T'(w) = 0. Si E est un ensemble s-rectifiable dans R™, on
peut le voir comme un courant. En effet, en H*-presque tout z € E, il existe un s-plan tangent approxi-
matif P, (voir théoreme 2.139). Celui-ci étant une copie de R®, on peut le munir d’une base orthonormée

(e, ..., e¥) qui définit une orientation de P,. Posons Tg(w) = / w(eT, ..., e5)dH?(z). Alors, T' € D;.
E
Supposons que I’on se donne une “multiplicité” p(z) € N sur F telle que / p(x)dH?®(z) < co. On peut
E
alors définir un courant associé a E et 2 cette multiplicité par Th(w) = / w(et, ..., e5)p(x)dH*(x).
E

Nous demandons dans les deux cas que T et 7% soient a support compact. De tels courants sont dits
s-rectifiables. Si 7' € D, on définit son bord 9T € Ds_; par 9T (w) = T'(dw) pour toute forme
w € D31, Si S est une surface lisse dans R? dont le bord 0. est une courbe lisse, la formule de Stockes

donne pour toute forme w
/ w = / dw.
as S

On retrouve donc la notion usuelle de bord. Comme d o d = 0, on a @ o @ = 0. On dit qu’un courant T
est intégral si 1" est rectifiable et son bord 97 I’est aussi (ce qui n’est pas automatique). On notera R,
(respectivement Z) I’espace des courants rectifiables de D, (respectivement des courants intégraux).
On définit deux (semi)-normes sur I’espace des courants D; :

1) Masse d’un courant : M (T") = sup{T'(w), |||w||| < 1}
2) Norme plate d’un courant : F(7') = inf{M(A) + M(B);T = A+ 0B,A€ Ry,B € Rin+1}-

La masse d’un courant rectifiable associé a un ensemble s-rectifiable E est #°(F) (en comptant la mul-
tiplicité). Il existe pour les courants intégraux une inégalité isopérimétrique.
Théoreme 2.152. Soit T € Z; avec 0T = 0. Alors, il existe S € Lgyq tel que S =T et
M(S)*/(+1) < op2s+2 ) (T).
Comme nous 1’avons dit plus haut, pour résoudre un probleme de minimisation comme le probléme
de Plateau, la stratégie directe consiste a prendre une suite de minimiseurs puis essayer de passer a la

limite via un résultat de compacité comme celui qui suit.
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Théoreme 2.153. Si F' est un fermé de R™ et si C > 0 est un réel, I’ensemble
{T € Zg; SuppT C F,M(T) < C,M(0T) < C}
est compact (pour F).
On en déduit une possible solution au probléme de Plateau (selon la formulation que I’on adopte).

Théoreme 2.154. Soit B € Rs_1 dans R™ avec 0B = 0. Alors, il existe un courant rectifiable mi-

nimisant la masse S € R tel que 0S = B, c’est a dire que pour tout T € Ry tel que T = B,
M(S) < M(T).

La preuve utilise la continuité de O et la semi-continuité inférieure de la masse. Notons que la
condition 9B = 0 est nécessaire car 0 o 0 = 0. Pour plus de détails et des idées des démonstrations,
le lecteur peut consulter [105]. Notons que le probleme de miminisation pour la norme plate est lui
largement ouvert a I’heure actuelle (voir par exemple la discussion dans [51]).

Passons maintenant a la notion de varifold qui est une alternative aux courants pour traiter le pro-
bleme de Plateau avec 1’avantage de ne pas nécessiter d’orientation. Soit €2 un ouvert de R™. On note
Gs(Q2) = Q x G5 ot G(n, s) est la grassmannienne des s-plans de R™. Un s-varifold est alors une
mesure de Radon V' sur I’espace G5(£2). La masse (ou plutét mesure masse) associée a V' est la mesure
||V|| définie par ||V||(B) = V(IT~(B)) pour tout borélien B de Q. Ici, IT : G4(2) — Q est la projec-
tion canonique, c’est a dire II(x, P) = x pour x € Q, P € Gy, 5. Si E est un ensemble s-rectifiable dans
R"™, on peut le voir comme un varifold V' en posant

V(A) =H(EN{z;(z,Py) € A}).

ou P, est le s-plan tangent approximatif en x a . Notons que ce plan tangent existe seulement presque
partout (voir théoreme 2.139), mais V' est quand méme bien défini. On parle alors de varifold rectifiable.
La notion de varifold rectifiable est en un sens plus faible que celle de courant rectifiable car elle ne
nécessite pas d’orienter le plan tangent P,. Notons aussi que dans ce cas, ||V|| est la restriction de la
mesure de Hausdorff ° a . La formulation du probléeme de Plateau dans ce cadre est différente de celle
pour les courants (car il n’existe pas de notion claire de bord d’un varifold par exemple) mais est proche
de celle des surfaces minimales (qui sont les surfaces de courbure moyenne nulle, voir [109] pour une
jolie introduction au sujet). On commence par des définitions techniques. Soit P € G(n, s) un s-plan,
soit (e1, ..., €,) la base canonique de R™ et soit un champs de vecteur X = (X1, ..., X,;) € CL(Q,R").
On pose pour z € R",

n
divpX(x) = Z(HP(VXj(:z:)),ej>.
j=1
Si V est un s-varifold défini sur 1’ouvert 2 de R", on définit sa variation premiere 6V comme la
forme linéaire continue 6V : C(Q,R") — R™ avec 6V (X) = / divp X (x)dV (z, P) pour
QxG(n,s)

X € CYQ,R"). Ainsi, §V mesure la variation de la masse de V quand on perturbe V' par un champs
de vecteurs de classe C'*. On dit qu’un s-varifold V' est stationnaire si 6V = 0, c’est a dire que V est
un point critique pour la masse en un certain sens. Il en résulte que les varifolds stationnaires englobent
les courants rectifiables d’aire minimale par exemple. Résoudre le probleme de Plateau dans ce cadre
revient a étudier les varifolds stationnaires. Il existe ainsi des théorémes de compacité et de régularité
pour de tels varifolds.. Voir [105] pour une discussion un peu plus détaillée et surtout les références
incluses.

Il existe d’autres formulations du probleme de Plateau en termes de mnimiseurs (d’Almgren, de
Mumford-Shah, ....) et dans ces cas, beaucoup de problémes sont ouverts pour le moment (voir par

exemple [51] et [57]).
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Le probléeme de Kakeya

En 1917, Kakeya posait la question suivante.
Quelle est I’aire minimale nécessaire pour retourner une aiguille de longueur 1 de 180° ?

Ici, “retourner” signifie ramener 1’aiguille a sa position initiale, mais avec le dessus en dessous. Par
exemple, nous pouvons lui faire subir une rotation autour de son milieu, ceci nous coutera 1 Nous

pouvons nous convaincre assez vite qu’il est possible de faire un peu mieux. La réponse donnée par Be-
sicovitch en 1927 est étonnante. Nous pouvons le faire avec une aire arbitrairement petite ! Ce résultat
provient de deux observations.

Observation 1. On peut translater ’aiguille n’importe ol avec une aire arbitrairement petite (indication :
utiliser de petites rotations).

Observation 2. 11 existe des ensembles du plan d’aire nulle et qui contiennent un segment unité dans
toutes les directions. Nous allons démontrer une version plus forte de ce résultat du a Besicovitch (en
1964) qui utilise la notion de rectifiabilité. Voir [112] pour la construction initiale de Besicovitch de
1917 et une solution au probléme de Kakeya.

Théoreme 2.155. Il existe un ensemble du plan de mesure de Lebesgue nulle et qui contient une droite
dans toutes les directions.

Démonstration. La démonstration repose sur un principe de dualité du a Besicovitch. Nous en présen-
tons une variante décrite dans [46]. On note P la projection orthogonale dans C sur la droite passant
par I’origine et qui fait un angle 6 avec 1’axe des abscisses. A tout couple (a, b) € R?, nous associons la
droite L(a, b) d’équation y = a+bx. Si E C R?, nous notons L(E) = U, p)epL(a,b). Pourtout ¢ € R,
L. désigne la droite d’équation x = ¢. Alors, L(a,b)N L. = (¢,a+bc) = (¢, {(a,b), (1,¢))) ou (., .) dé-
signe le produit scalaire usuel dans R?. D’ot, si E C R?, L(E)NL. = {(c, (((1,¢), (a,b))); (a,b) € E}
et donc L(E) N L, est similaire & Py(F) avec un rapport de (1 + 02)% ol ¢ = tan §. Ceci implique que

LYL(E)N L) =0 <= LYPy(E)) = 0. (2.156)

De (2.156) et du théoréme de Fubini, nous déduisons le

Lemme 2.157. Soit E C R? avec H!(E) < +o00. Alors, L(E) est £2-mesurable. De plus, si Fav(E) =
0, L2(L(E)) = 0.

Ainsi, si E est I’ensemble de Cantor 4-coins, le théoréme 2.129 donne que £2(L(E)) = 0. Notons
aussi que si £ C R?etsib € P, /2(E), alors L(E) contient une droite de coefficient directeur b. Cette
remarque élémentaire est trés importante, car elle implique que si Py /o(F) = R, alors L(E) contient une
droite dans toute direction. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 2.155. Soit ' une copie de
I’ensemble de Cantor 4-coins obtenue a partir de I’original en faisant une rotation et une translation de
sorte que Py /o(E) contient le segment [—1, 1]. D’apres la remarque précédente, nous en déduisons que
L(FE) contient une droite dont le coefficient directeur est A, pour tout A € [—1,1]. De plus, d’apres le
lemme 2.157, £2(L(E)) = 0 puisque Fav(E) = 0. En prenant I’'union de L(F) et de son image par la
rotation d’angle 7/2 (et de centre 1’origine), nous obtenons ce que nous voulons.

O

Voyons maintenant ce qui se passe dans R".
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Définition 2.158. Soit & un entier avec k£ < n. Un ensemble 2 C R™ est un (n, k)-ensemble de Kakeya
s’il est de n-mesure de Lebesgue nulle, et s’il contient un translaté de tout sous-espace (vectoriel) de
dimension k£ de R™.

D’apres le théoreme 2.155, il existe des (2, 1)-ensembles de Kakeya. En prenant le produit carté-
sien d’un tel ensemble et de R" 2, nous pouvons montrer qu’il existe des (n, 1)-ensembles de Kakeya.
Nous ne pouvons pas espérer avoir des (n, k)-ensembles de Kakeya pour k trop grand. Par exemple,
des résultats de Falconer et Marstrand (voir [46]) montrent que de tels ensembles n’existent pas pour
k > n/2. Donc, les ensembles vraiment intéressants sont les (n, 1)-ensembles de Besicovitch (c’est a
dire les sous-ensembles de R™ qui contiennent une droite dans chaque direction). Nous nous restreidrons
dans la suite a ces ensembles que 1’on nommera comme précédemment ensembles de Besicovitch (ou
de Kakeya s’ils sont de mesure nulle). Ce que 1’on appelle maintenant le probleme de Kakeya est de
résoudre la conjecture suivante.

Tout ensemble de Besicovitch dans R" est de dimension de Hausdorff égale a n.

Evidemment, la conjecture n’a d’intéret que pour les ensembles de Kakeya. Comme les autres sont
de mesure de Lebesgue non nulle, ils sont de dimension n. Le but de ce qui suit est de discuter de cette
conjecture qui n’est résolue qu’en dimension 2.

Théoreme 2.159. Si I est un ensemble du plan qui contient une droite dans chaque direction, alors sa
dimension de Hausdorf{f est 2.

Démonstration. Soit ' C R? un ensemble contenant une droite dans chaque direction. On utilise les
mémes notations que dans le paragraphe précédent sur le principe de dualité de Besicovitch. Posons
E ={(a,b); L(a,b) C F} (etainsi L(E) C F). Puisque F' contient une droite dans chaque direction,
P, /5(E) est I'axe des ordonnées tout entier. Donc, #'(E) = +oo, puisque H'(Py o(E)) < H'(E)
(d’apres le lemme 2.39). Ainsi, la dimension de Hausdorff de E' est au moins égal a 1. Par le théoreme
6.8(a) de [46], il s’en suit que Hdim(Py(E)) = 1 pour presque tout §. D ol par le principe de dualité
décrit plus haut, Hdim(L(E) N L.) = 1 pour presque tout ¢ € R. Ainsi, presque toutes les tranches
horizontales de L(E) sont de dimension 1. Il en résulte (voir le théoréme 5.8 de [46] qui est une version
du théoreme de Fubini) que Hdim(L(E)) = 2 (penser a un produit cartésien). Comme L(E) C F,
nous en déduisons Hdim(F') = 2.

O

La conjecture est completement ouverte pour n > 2. Le probleme de Kakeya est intimement
connecté avec des problemes de combinatoire, d’analyse harmonique et d’équation aux dérivées par-
tielles par exemple (voir le survol [140]). Il a connu quelques progres depuis les travaux de Bourgain,
Tao, Wolff, ... dans les années 1990, mais il reste largement ouvert. Voir [112] ou [150] pour plus de
détails.

5.4 Vers une théorie de la rectifiabilité dans les groupes de Carnot ou les espaces mé-
triques ?

On peut de fagon tout a fait légitime définir les ensembles rectifiables dans le cadre des espaces mé-
triques comme dans le cas euclidien. Ainsi pour s € N*, on dit qu’un espace métrique (X, d) ou un sous-
ensemble X d’un espace métrique est s-rectifiable s’il existe des fonctions lipschitziennes f; : R® — X
telles que H*(X \ U;f;(R®)) = 0. Voir [4] pour une présentation de cette théorie (en relation avec
les courants dans les espaces métriques). Le cas s = 1 n’est pas inintéressant. Ainsi, £ C X est 1-
rectifiable si on peut le recouvrir par des courbes (localement) rectifiables (a un ensemble de H!-mesure
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nulles pres). Cependant, cette notion n’a d’intéret que si I’espace métrique possede des courbes rec-
tifiables, ce qui n’est pas toujours le cas. Il existe dans le groupe d’Heisenberg beaucoup de courbes
rectifiables et donc beaucoup d’ensembles 1-rectifiables. Cependant, si un sous-ensemble £ du groupe
d’Heisenberg est s-rectifiable avec s > 1 (au sens précédent), alors H*(E) = 0! Ceci découle du théo-
réme de Pansu-Rademacher sur la différentiabilité des applications lipschitziennes (théoréeme 2.85) dans
le groupe d’Heisenberg (voir [5]). Il faut donc trouver une définition plus adaptée de la s-rectifiabilité
dans ce cadre. Il existe plusieurs approches de la rectifiabilité dans le groupe d’Heisenberg et plus gé-
néralement dans les groupes de Carnot. Donnons juste une piste possible. Tout d’abord, I’existence de
translations et de dilations permet de définir la notion de mesures tangentes. Soit a € H" et soit r > 0.
On pose Ty, ;(p) = 01/,(a.p) ol §; /,. est la dilatation anisotropique de rapport 1/7 et ol le produit a.p est
défini par rapport a la loi de groupe de H"™ (voir le chapitre 1). Soit i est une mesure de Radon sur H”. On
note /i, la mesure image de p par T, .. On dit que v est une mesure tangente a ;. en a € H" si v est une

mesure de Radon sur H" avec v(H"™) > 0 et s’il existe des nombres positifs ¢; et r; avec li+m r; =0et
1—+00

la suite de mesures (c;tq,r, ); converge faiblement vers v quand i — +oo. Comme dans le cas euclidien,
on peut la plupart du temps choisir ¢; = p(B(a,r;))~!. On note Tan(ju,a) 1’ensemble des mesures
tangentes de 1 en a. On dit que x a une unique mesure tangente v en a si Tan(u,a) = {cv,c € R}. 1l
est possible da caractériser 1’unicité de la mesure tangente.

Théoreme 2.160. Soit 11 une mesure de Radon sur H". Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) p a une unique tangente mesure en [i-presque tout a € H" ;

(ii) Pour p-presque tout a € H", il existe un sous-groupe homogéne fermé G, de H" tel que
Tan(p,a) = {cAa, c € R} ot A\, est la mesure de Haar du groupe G,,.

On pourrait donc définir la notion d’ensembles rectifiables dans le groupe d’Heisenberg en utilisant
les mesures tangentes (voir par exemple [101]). On pourra consulter [133] pour d’autres approches de la
rectifialité dans ce cadre. Cependant, il n’existe pas pour le moment une théorie unifiée (comme dans le
cas euclidien) de la théorie de la rectifiabilité dans les groupes de Heisenberg et de Carnot.

6 Formules de I’aire et de la coaire

Le but de cette partie est de présenter des versions généralisées du théoréme de changement de
variables (théoréme 1.57) dans le cas euclidien, a savoir les formules d’aire et de coaire. Les grandes
différences seront que les changements de variables considérés ne seront que lipschitziens et les espaces
d’arrivée et de départ ne seront pas de la méme dimension. Les preuves de ces formules suivront la
méme stratégie que celle du théoréme classique, c’est a dire considérer d’abord le cas ou f est linéraire
puis démontrer le cas général en approchant localement f a I’aide de sa différentielle (qui est linéaire !).
Nous donnerons ensuite une version générale de la formule d’aire/coaire qui nous permettra d’établir
la formule de Crofton qui est trés utile en géométrie intégrale (voir [128]). Comme d’habitude, nous
présenterons a la fin de cette partie des versions des formules d’aire et de coaire dans le cas des groupes
de Carnot et des espaces métriques.

6.1 Formule de I’aire dans les espaces euclidiens

On commence par rappeler que par le théoréeme de Rademacher (théoré¢me 2.53), si f : R” — R™
est lipschitzienne, sa différentielle D f(x) existe en presque tout € R™. Il en est donc de méme de la
norme du jacobien généralisé J f(z) = ||Df(x)|| (voir la section 3.3 pour cette notion qui dépend de
I’ordre entre n et m). La formule de I’aire peut s’énoncer ainsi.
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Théoreme 2.161. Soit f : R™ — R™ une application lipschitzienne avec n < m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport a la mesure de Lebesgue L) A C R"™, on a

| 7@z = [ HOQAN T (D) = [ cad{AN £ () DR’ )
Rm Rm™

ou J f(x) est la norme du jacobien généralisé de f en x.

En notant que la formule précédente s’écrit aussi

xA(x)T f(x)de = xa(z) | dH"(y),
/R" ! /R’"( Z{y}) ! )

zef1(

on démontre par la méthode classique (considérer le cas des fonctions simples, puis positives et enfin
décomposer g = g — ¢g~) la formule de changement de variables suivante.

Corollaire 2.162. Soit f : R™ — R™ une application lipschitzienne avec n < m. Alors pour toute
fonction intégrable (par rapport a la mesure de Lebesgue £") g : R® — R, on a

| s@3Ir@de= [ ( > g<x>> aH" ().
{v})

zef1(

Voir I’exercice 2.221 pour des applications. La preuve du théoréme de 1’aire suit la méme straté-
gie que celle du théoreme de changement de variables classique. On commence par traiter le cas des
applications linéaires. On en déduit par approximation de distorsion une estimation de H"(f(A)) pour
A bien choisi, puis la formule de 1’aire dans le cas C!. Le cas des fonctions lipschitziennes suit par
approximation par les fonctions C'! (théoréme 2.63). On utilisera les propriétés classiques de la mesure
de Hausdorff, a savoir que L™ = H" dans R" et H"(¢(A)) < (Lip ¢)"H"(A) si ¢ est lipschitzienne.

Proposition 2.163. Soit 7" : R™ — R™ (avec n < m) une application linéaire surjective, soite €]0,1/2[
et soit f : R” — R™ une application. Si A C R" est un ensemble mesurable qui vérifie
(i) Df(a) existeentouta € A;

(i) |||Df(a) —T||| < e pourtouta € A;

(i) ||f(y) — f(a) = Df(a)(y — a)|| < €l||la — y|| pour tous y, a € A;

(iv) Larestriction a f(A) de la projection orthogonale IT sur I’image de 7" est injective,
on a alors
(1= 32A"H)"|TI[L™(A) < H"(F(A)) < (1+2eA7H)"||T|[L"(A) (2.164)

ou A = inf{T'(v), ||v|| = 1} et ||T|| est la norme du jacobien de T'.

Démonstration. Comme nous 1’avons vu dans la section 3.3, on commence par décomposer I' = U o .S
ou S : R™ — R™ est symétrique et U = R™ — R est orthogonale (et injective). Alors, par définition,
||T|| = |det(S)] et notons que A= = |||S~|||. On fera attention & ne pas confondre ||T|| et |||T|
(norme classique d’une application linéaire). On notera dans la suite B = S(A) etg = f o S~1. Alors,
d’apres le lemme 2.64, L™ (B) = |det(S)|L"(A) = ||T||L"(A). Pour obtenir la majoration, il suffit de
voir que la restriction de g & B est (1 4 2eA~!)-lipschitzienne. En effet, il s’en suit

H"(F(A)) = H"(9(B)) < (1+2eA7H)"L"(B) = (1 +2eA71)"||T]|L"(A).
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Pour démontrer I’ affirmation précédente, prenons z, b € B. Si nous notons a = S~1(b) ety = S71(2),
il vient ||y — a|| < A7Y||z — b||. Nous en déduisons par (ii) et (iii)

lg(2) =gl < lg(2) = g(b) = Dg(b)(= - D)
+ [[(D(9)d) = U)(z =)l + IU(= = )|
= lf(y) = fla) = Df(a)(y — a)ll
+ [[(Df(a) =T) o S7Hz = )|l + |l — bl
< elly —all + [IDf(a) = THLISTH Iz = bl + 1]z = o]
< (142272 =)

Notons que par des arguments similaires, on a aussi ||g(z) — g(b)|| > (1 — 2eA71)||z — b]|.

Le preuve de la minoration est du méme style. Posons C' = TI(f(A)) = [I(g(B)) eth = (Il o gg)~*
(ol gp désigne la restriction de g & B). Il suffit de montrer que la restriction de » a C est (1 —3sA~1) 7!
lipschitzienne. En effet, cela implique puisque B = h(C)

ITI[H"(4) = £7(B) < (1 —3:A"1) " L7(C) < (1 - 3eA~) " H (f(A)).

La derniere inegalité vient du point (iv). Pour démontrer 1’affirmation précédente, on commence par
noter que si w, ¢ € C, il existe z, b € B tels que w = [T o g(z) et ¢ = I o g(b). Donc, ||w — ¢|| =

Iw(g(2)) = m(g(®))] et [|h(w) = h(c)|| = ||z - b]|. Or, ona

I (g(2) = gDl = |1 (g(2) — g(b) — Dg(b)(= = b))|
< HH( (2) — g(b) — Dyg(b)(z — b))
+ I (g(2) — g(b) — Dg(b)(z — b))l
= lg(z) — g(b) = Dg(b)(z — b)]

< ex7 Y|z -1
On peut alors conclure puisque

IT(g(2)) — TI(g(b))l| lg(2) = g = [T (g(2) — g(0))]]

(1 —2eA" Y|z = b|| — X7 |z — b
= (1-3aA"Hlz -]

Donc, ||h(w) — h(c)|| < (1 —3eA™ 1) L|w — ¢]|.

On en déduit

Théoréme 2.165. Soit f : R® — R™ une application de classe C' avec n < m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport a la mesure de Lebesgue L) A C R™, on a

[ Ttdz= [ HGANF QDD ).
A R™

Démonstration. On peut toujours se ramener au cas ot A est borné (sinon écrire A = UA; ou les A;
sont bornés). Afin d’utiliser la proposition précédente, on commence par supposer que f est injective
et vérifie J f(a) > 0 pour tout a € A. Alors, pour tout £ > 0, tout sous-ensemble de A assez petit
satisfait les assertions (i), (ii), (iii) de la proposition (en prenant 7" = D f(ap) ol ag est fixé). Il nous
reste a vérifier (iv) pour ¢ assez petit par rapport a A. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons

167



qu’il existe y # z dans un petit sous-ensemble de A tel que II(f(y)) = II(f(z)). On a alors si y, z et ag
sont assez proches

[T (y = 2))l

[T = D f(a0))(y = 2)|l + [T(Df(a0) = Df(2))(y — 2)Il
(DS (2)(y = 2))|

T = Df(ao)lll-lly = Il + [[|1Df(a0) — Df(2)][|-[ly — =l
IHI(f(y) = f(2) = Df(2)(y = 2))|

T = Df(ao)lll-[ly = Il + [|1Df (a0) = Df(2)][|-[ly — =l
f(y) = f(2) = Df(2)(y — 2]

3elly — =[],

My — =]

IN 4+ IN + IN + IANIA

D’ou, on obtient une contradiction si ¢ < A/3. Ensuite, on peut aisément conclure en décomposant A
en sous-ensembles vérifiant (i), (i), (iii) et (iv) pour un € donné puis en faisant tendre € vers 0.

Supposons maintenant que f n’est pas nécessairement injective mais vérifie 7 f(a) > 0 pour tout
a € A. Alors, f est localement injective et donc il existe 7 > 0 de sorte que f soit injective sur toute

boule de la forme B(a, ), a € A. Ceci est possible car A est borné. Recouvrons A par des ensembles
disjoints A; qui sont H"-mesurables et de diamétre inférieur a 7. Alors,

>/ T H @) @)

= éj%"(f(Ag))

- /H;Xf(Aj)d%"

_ /ncard(Aﬂ FH ) dH (y).

[ Tr@ac @)
A

Enfin par le théoreme de Sard (théoréeme 2.41), I’image d’un ensemble sur lequel 7 f = 0 est de mesure
nulle. Donc, nous pouvons supposer 7 f(a) > 0 pour tout a € A.
O

Démontrons maintenant la formule de 1’aire dans le cas ou f est lipschitzienne. Soit ¢ > 0 et soit
A C R" un ensemble mesurable. Alors, il existe une application g. de classe C telle que si note
A. ={x € A; f(x) = ge(x), Df(x) = Dg-(x)},ona L"(A\ Ac) < e (d’apres le théoréme 2.63). On
a donc par la formule d’aire pour les fonctions de classe C'*

[ rae = [ A hhan )
Ac R™
= [ AN DA e) — [ HOEAN AN £ (b D ).
Or, si on décompose A \ A. comme une union disjointe de A; sur lesquels f est injective, on a
Joo HOUANAD LI RDDIR ) < SIS 4)
< (Lip(f ZH”
< e(Lip(f))".

168



On peut alors conclure en faisant tendre € vers 0. La démonstration de la formule de I’aire (et de celle
de la coaire dans le paragraphe suivant) est inspirée de [80]. On peut en trouver des preuves différentes
dans [45].

6.2 Formule de la coaire dans le cas euclidien

Le but de ce paragraphe est de démontrer la formule de la coaire suivante.

Théoreme 2.166. Soit f : R™ — R™ une application lipschitzienne avec n > m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport a la mesure de Lebesgue L) A C R"™, on a

[ Tt@da= [ rgan T by
A R™

ou J f(x) est la norme du jacobien généralisé de f en x (voir la section 3.3 pour la définition).

En notant que la formule précédente s’écrit aussi

/Rn xa(@)J f(z)dx = /m </fl({y}) XA(:r)d?—["‘”(;y)) dy,

on démontre par la méthode classique (considérer le cas des fonctions simples, puis positives et enfin
décomposer g = g* — ¢g7) la formule de changement de variables suivante.

Corollaire 2.167. Soit f : R — R™ une application lipschitzienne avec n > m. Alors pour toute
fonction intégrable (par rapport a la mesure de Lebesgue £") g : R™ — R, on a que la restriction de g a
F~1({y}) est intégrable pour L™-presque tout y € R™ et

/Rn 9(x)J f(x)dx = /m (/f—l({y}) g(x)d?—[”_m(x)) dy.

On laisse en exercice la vérification que le membre de droite de la formule de la coaire est mesurable
(voir I’exercice 2.223). Il n’y a pas de probléme avec le membre de gauche d’apres le théoréme de Ra-
demacher (théoréme 2.53). Pour des applications de la formule de la coaire, voir I’exercice 2.222. Nous
commengons maintenant la démonstration en commengant par les lemmes techniques usuels (comme
pour la formule de I’aire).

Proposition 2.168. Soit f : R™ — R™, soit U : R”™ — R" une application orthogonale avec n > m et
soit £ €]0,1/2[. Si A C R est un ensemble mesurable (pour la mesure de Lebesgue) tel que
(i) Df(a)existeentouta € A;

(i) |||Df(a) — U'||] < e pour touta € A;

(i) |[f(y) — f(a) — Df(a)(y — a)|| < €[la — y|| pour tous y, a € A,
alors

(=2ey [ AN L) < [ i @dc (@)
< [ owemAn e )
Démonstration. On commence par compléter la famille orthogonale formée des vecteurs colonnes de

U pour obtenir une base orthogonale de R™. Soit V' la matrice orthogonale dont les colonnes sont les
n — m vecteurs ajoutés. On note qu’alors Ker(U?) et Ker(V?) sont des complémentaires orthogonaux.
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On pose F' : R™ — R™ x R"~™ J’application définie par F(x) = (f(z),V?*(z)) et on notera II :

R™ x R™™™ — R™ la projection canonique. On a alors JF = J f. Supposons que F' soit injective

sur A. Alors, d’apres la formule de I’aire, on a L™ (F(A)) = / JFdL" = / J fdL". D’ou par le
A A

théoréme de Fubini, on a
[, Tracr = crEa)
= [ @) T ({gh)aem )

= HTEANFH({y}))dL™ (y)-

Rm

Pour conclure, il suffit que voir la restriction de F' 4 A est injective (ce qui a été utilisé ci-dessus) et
d’estimer les constantes de Lipschitz de F' sur AN f~1(z) etde F~! sur F(AN f~1(z)). Pour cela,
considérons a, y € AN f~1(2). Onaalors ||F(a) — F(y)|| = ||[Vi(a) — Vi(y)||. I s’en suit donc que
||[F(a) — F(y)|| < ||la — y||. De plus, par le théoréme de Pythagore, ||y — al|? = |[Vi(y) — Vi(a)||? +
U (y — a)|%. O,

[T —a)ll < IDF@)y—a)ll+ IDf(a) - U']l|lly - al
1£(y) = f(@) = Df(@)y — o)l + IDF(a) = U']||/ly — al
< 2y —all

Il s’en suit ||F(y) — F(a)||? > ||y — al|*(1 — 4&2) puis
(1 =2e)[ly —all < V1—4e?|ly —al| < ||[F(y) = F(a)l| < [ly — all.

Ceci permet de conclure. O

Proposition 2.169. Soit 7" : R” — R™ (avec n > m) une application linéaire bijective, soit ¢ €]0,1/2[
et soit f : R”™ — R™ une application. Si A C R" est un ensemble mesurable qui vérifie
(i) Df(a)existeena € A;

(i) |||Df(a) —T||| <epourtouta € A;
Gid) || () ~ /(@) ~ Df(a)(y — )| < elly — al| pour tous y, a € A;
Alors
(=2ey [ AN L) < [ TH@de (@)

< [ AN £ ) )

Démonstration. 11 existe une application symétrique S : R™ — R et une application orthogonale
U :R™ — R" telles que 7' = S o U' (voir section 3.3). On pose alors g = S~! o f et on applique la
proposition précédente a g et U pour obtenir :

(=20 [ wmAng (=)aeme) < [ TH@)de @) (2.170)

/n H AN g ({2})dL™ (2).(2.171)

IN
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Pour conclure, il suffit de faire le changement de variable y = S(z). En effet, puisque AN g~ 1({z}) =
AN f~1({y}), on obtient

o L (AN g~ ({z})det(S)|dL™ (2) = /Rm H AN )L™ (y). (2172
Comme (75)(Jg) = |det(S)|Tg = Jf, notre preuve est complete. En effet, il suffit de multiplier
(2.170) par |det(S)| et d’appliquer (2.172). O

Nous pouvons maintenant esquisser la démonstration de la formule de la coaire (les € sont laissés
au lecteur). Par le théoréme de Rademacher (théoreme 2.53), D f(a) existe pour presque tout a € A.
Supposons que Jf(a) > 0 en tout a € A (Voir [80] pour le cas général). Alors, par le théoreme de
Lusin (théoréme 1.39), on peut supposer que D f(a) est la restriction d’une fonction continue sur A. De
[f(y) = fla) = Df(a)(y — a)|

ly —al

converge uniformément vers 0 quand y € A — a € A. On en déduit que si A est assez petit, les
conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition précédente sont satisfaites (pour 7" = D f(ap) ot ag € A est
fixé). On peut alors conclure aisément.

plus, par le théoreme d’Egoroff (théoréme 1.41), on peut supposer que

6.3 Mesure intégrale-géométrique et formule de Crofton

Nous allons donner dans cette section une version généralisée de la formule d’aire/coaire dont nous
déduirons la formule de Crofton. Commencons par un probleme classique qui motivera la suite.

Probleme de I’aiguille de Buffon (1777)

Supposons qu’on laisse tomber une petite aiguille de longueur | sur du papier réglé dont les droites sont
régulierement espacées d’une distance d > 1. Quelle est la probabilité que I’aiguille tombe dans une
position telle qu’elle coupe I'une des droites ?

21 . . . .
La réponse est — p (formule due a Buffon lui-méme). Esquissons maintenant une démonstration de
T

ce résultat. Nous supposons que les droites sont horizontales. Fixons tout d’abord la pente o que fait
Iaiguille avec I’horizontale. Par symétrie, nous pouvons supposer que « € [0, 5]. Alors, la probabilité

. . . « , N [ ;
que l’aiguille tombe sur une droite est égale au rapport . D’ol, la probabilité cherchée est la

moyenne sur tous les angles possibles, c’est a dire

2 [%lsina 21 21
p—;/o 7 da—;g[—cosa]o——f.

Nous renvoyons a [2] pour plus de détails. La formule de Buffon implique que, si nous laissons
tomber un polygdne régulier de périmetre p et de diametre inférieur a d sur notre papier réglé, le nombre
de points d’intersection de ce polygone avec I’une des droites paralleles est en probabilité “P Ceciaété
formalisé par Crofton (1868) qui a introduit la quantité suivante qui portera plus tard le ngm de mesure
intégrale-géométrique. L’idée est de compter, pour un ensemble donné F' C R2, le nombre de points
d’intersection avec une droite, puis d’intégrer le résultat sur I’espace des droites. Le nombre obtenu se
note Z'(F). Donnons une définition “plus mathématique” de Z'(F'). Pour cela, si § € [0, 27|, notons
Ly la droite du plan qui passe par I’origine et qui fait un angle 6 avec I’axe des x, et 1Iy la projection
orthogonale sur Lg. Alors,

THF) = /OW/L card(F NI, (y))dydo.
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Ici, dy est I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue sur Ly. Notons que si F C R?, alors
T (F) = 0 si et seulement si £!(TI4(F)) = 0 pour presque tout § € [0, 7[. Les ensembles purement
non 1-rectifiables vérifient Z!(F) = 0 d’aprés le théoréme 2.134. L’ exemple type d’un tel ensemble est
I’ensemble de Cantor 4-coins que nous avons déja rencontré (voir le théoreme 2.129).

Nous allons passer aux dimensions supérieures et pour cela, rappelons (voir la section 5.1) que la
variété grassmannienne des s-plans vectoriels P de R est notée G(n, s) et que I’on peut identifier cette
variété avec I’ensemble des projections orthogonales IIp € O(n, s) sur les s-plans P de G(n,s). Il
existe une mesure (de probabilité) naturelle sur G(n, s) notée 7, ;. Dans le cas ol n = 2 et s = 1, cette
mesure est juste la mesure de Lebesgue normalisée sur [0, 77]. Pour 0 < s < n (avec s € N), on définit
la s-mesure intégrale-géométrique d’un borélien B C R" par

1
IsBzi/ / N(I,, B, y)dL* (y)dYn.s(P),
(B) B0ns) Jrecins yermp) (Ip, B, y)dL>(y)dryn,s(P)
ob B(n.5) = T ()T (=) 0 () L Np By) = card(B 0 T3 () et

comme précédemment la multiplicité (qui est bien mesurable). On pose pour £ C R”, Z°(F) =
inf{Z%(B); B borélien avec E C B}. Alors, Z* est une mesure extérieure et la formule de Crofton
dit qu’elle coincide avec la s-mesure de Hausdorff sur les ensembles s-rectfiables (la normalisation un
peu obscure de Z° est faite pour avoir I’égalité exacte).

Théoréme 2.173. Soit E C R™ un ensemble s-rectifiable. Alors, H*(E) = I°(E).

Nous allons donner une idée de la preuve dans le cas simple n = 2 et s = 1 en suivant [105]. Pour
cela, nous avons besoin d’une version générale de la formule de I’aire et de quelques définitions.

Soit A C R™ et soit f : A — R une fonction. On dit que f a une limite approximative [ en a € A
si pour tout £ > 0, ’ensemble R™ \ {z € A;||f(z) — f(y)|| < e} est de n-densité nulle en a. On écrit
alors | = ap liin f(x). Notons que ceci nécessite que la densité de A en a est 1.

r—a

On dit que f : A — R™ est approximativement continue en a € A si ap 1i£n f(z) = f(a) etque f est
r—a
approximativement différentiable en a € A s’il existe une application linéaire L : R" — R™ telle que

i 18 = F(0) = Lz =)

v ||z — ]

=0.

On note alors L = apD(f(a)) puis J? f(a) la norme du jacobien généralisé de apD f(a) (voir la
section 3.3).
Nous donnons maintenant une forme générale de la formule d’aire/coaire.

Théoreme 2.174. Soit E un ensemble s-rectifiable dans R", soit F' un ensemble r-rectifiable dans R™,
et soit f : E— F une application lipschitzienne. On suppose s > r > 1. Alors,

[T iwar o) = [ o ()
E F

On en déduit classiquement que si g est H*-mesurable sur £, on a

[owaiwane) = [ [ grean ),

Remarque 2.175. L’ensemble E admet (au moins localement) une paramétrisation g : R* — R"™ de
classe C'!' (voir la section 5.1). Alors, par le théoréme de Rademacher (théoréme 2.53), f o g est lipschit-
zienne et est donc presque partout différentiable. 11 s’en suit que f est approximativement différentiable
presque partout et donc 7P f est bien définie presque partout.
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Nous pouvons maintenant esquisser une preuve de la formule de Crofton danslecasn =2ets =1
(on suit celle donnée dans [105]). Soit £ C R? un ensemble 1-rectifiable. Alors, en H'-presque tout
x € E, il existe une tangente approximative (voir le théoreme 2.139) dont on notera vg(z) un vecteur
directeur unitaire. On a alors par des calculs élémentaires et en utilisant le théoréme de Fubini

H(E) = [ Jop@]ln @)

1
- /E 5(2.1) </PeG(2,1) HHP(”E(QJ))W’WJ(P)) dH' (x)
1
T B(2,1) /PeG(2,1) (/EHHP(UE(J«”)HdHl(x)) dvy2,1(P)

Or, si L est une application linéaire, H'(L(A)) = ||L|||£*(A) = (JL)L*(A) par le lemme 2.64. On
en déduit, puisque vg () est unitaire,

1
HU(E) = / / TTp(x)dH () dra (P).
B(2,1) Jae) JE
On peut alors facilement conclure par le théoréme 2.174 puisque E est rectifiable.

6.4 Formules de I’aire et de la coaire dans les groupes de Carnot

Soient G; ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogenes |[.||1 et |].||2
et de leurs dilations anisotropiques (5}\ et 5/2\. On aurait pu aussi munir les groupes de leur distance de
Carnot-Carathéodory respective. Nous noterons () et ()2 les dimensions homogenes de G; et Go. On
notera respectivement #Hj et 3 leurs mesures de Hausdorff s-dimensionnelle. Nous avons vu que toute
application lipschitzienne f : A C G; — Gy est différentiable presque partout au sens de Pansu (de
différentielle notée dp f) et que les notions de jacobien métrique et horizontal coincident en tout point
de différentiabilité de Pansu de f. Voir les sections 5 et 3.5 pour ces résultats et les notations que nous
utilisons dans cette partie.

Théoreéme 2.176. Soit A C G1 un ensemble H?l-mesumble et soit f : A C Gy — Gy une fonction
lipschitzienne. On suppose que Q2 > Q1. Alors,

[ 78 1@ @) = [ 8 f@)an @ / N(f, A,y)dHS (y)

o N(f, A, y) est le cardinal de AN f~1(y).

Démonstration. Nous ne donnerons que les principales étapes de la preuve (voir [24] pour plus de
détails). Soit Ao I'’ensemble des points a de densité de A pour lesquels J5! f(a) = 0 oudp f(a) n’existe
pas. Comme dp f(a) existe presque partout (par rapport a ?—[?1) sur Ag, on a Jj f(a) = O presque

partout sur Ag. Nous avons déja vu qu’alors %QQ '(f(Ap)) = 0.1l s’en suit que la contribution de Ay aux
deux cotés de la formule de 1’aire est nulle et donc il nous suffit de considérer A; = A\ Ay. Le résultat
suivant dit que dp f(z) est injective pour tout = € Aj.

Lemme 2.177. Soit f : A C Gy — Go une application lipschitzienne. On suppose que Q2 > (1. Si
dp f(x) n’est pas injective pour un z € A, alors J7)' f(z) = 0.

Par le lemme suivant, on peut trouver une partition borélienne (B;) de A; telle que la restriction
fi = fB, de f a B; est injective. Nous n’utiliserons dans la suite que cette propriété. Nous verrons une
version de ce lemme dans les espaces métriques dans la section suivante.
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Lemme 2.178. Soit f : A C G; — (9 une application lipschitzienne et soit ¢ > 1. On note B
I’ensemble des points de densité a de A ou dp f(a) existe et est injective. Alors, il existe une partition
par des boréliens (B;) de B de sorte que pour tout i € N

(i) Larestriction fp, de f a B; est injective ;

(ii) 1l existe une application H-linéaire injective L; telle que ¢t~Y||L;(2)||2 < ||dpf(z)(2)|]2 <
tHLz(Z)H2 ouzr € Bjetze Gy

(iii) Lip(fp, o (L; ")p,) < tetLip((Li)p, o f5) <t.

On commence par noter que comme les groupes de Carnot sont munis d’une mesure doublante, on
a par le théoreme de différentiation de Lebesgue dans les espaces de nature homogene (théoréeme 1.202)

- HY (Banp,(2.7) _
=0 HY (Ba(w,r)
pour tout 7 et tout point de densité = de B;. Pour alléger les notations, on note B¢ (z,7) = C' N B(x, 7).

L’étape cruciale consiste a montrer que J7: f(z) = J¢, fi(x) pour z point de densité de B; et pour
cela, nous allons montrer deux inégalités.

. HSY(fi(Bans, (@, 7))

m 7 - 1 f 2 i
‘7@1]0(35) 1{,11_}51 ”H?l(BAmBi(!E,T))
it 75 (F (Ba(z,7)))
r—=0 /H?l (BAﬂBi (33, T’)
ot P2 U Baer))
=0 HPY(Ba(x,1))

IN

= Jo, f(x)

D’autre part,

A
5
=

TE f () H (F(Bag,(x,7)  HL (f(Bans (. T)))>

H?l (BAﬂBi (:L',T')) H?l (BAﬂBi (:L',T'))

o . H (B g, (z,7)) %Q%f(BAmB-(w,r))))
lim inf i @1 \Bi 2 t
= <(Lp(f” HO Bang, (0,7)) | HE (Bang, (e,7)

A
S
=
&

On en déduit pour tout ¢, puisque f; est injective
/. T @)D @) = /. T )T () = HE((B) = L. Xy dH
On peut conclure facilement en sommant sur ¢ les égalités précédentes :
[T @ = [ e @)

- LAHS
;/92 X£(B;) 2

— [ N Apang
G2
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Donnons maintenant une version de la formule de la coaire. Soit G un groupe de Carnot dont 1’al-
gebre de Lie est engendrée par les champs de vecteurs X7, ..., X,,,. On note @) la dimension homogene
de G (que I’on suppose muni de la distance de Carnot-Carathéodory). Si f : G — R est une fonction de
classe C'!, on note V f le champs de vecteurs Vo f = S, X;fX; et on dit que Vo f est le gradient
horizontal de f. La terminologie s’explique par le fait que Vf est dans la partie horizontale V7 de
I’algebre de Lie de G.

Théoréme 2.179. Si f : G — R est de classe C' et siu : G — R est mesurable positive, on a
[u@os@lidz= [~ [ ay)an g
G 0 J{f=t}

Le point-clé de la preuve est d’interpréter le terme Vi f(xz) comme un jacobien. Ainsi, si S =

{f = t} est une ligne de niveau d’une fonction f : G — R de classe C!, alors presque partout sur .S,
N1 — [[Vof]l
V]|

fois ceci noté, le théoreme précédent découle du cas riemannien. Une application classique est I’inégalité
isopérimétrique. Pour plus de détails, voir [58].

ds ou ds est la mesure riemannienne sur S et V f est le gradient standard de f. Une

Une bonne référence pour toute cette partie est [94].

6.5 Formules de ’aire et de la coaire dans les espaces métriques

Nous commengons par donner une formule de I’aire qui ne nécessite aucun résultat de différentia-
bilité de type Rademacher! Avant de 1’énoncer et de donner des idées de preuve, nous avons besoin
d’introduire quelques notions de théorie axiomatique de dérivation de mesure. Nous suivons la présen-
tation de la section 2.8.16 de [47]. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure 1. Une relation de
recouvrement C' est un sous-ensemble de {(z,S);x € S C X}. Un exemple simple est de considerer
C ={(z,B(z,R)),z € X,R > 0}.Si Z C X, onpose C(Z) ={S;(z,S) € C pour un certain x €
Z}.Ondit que C est fine en x € X si inf{diamS; (2, S) € C'} = 0. Une relation de recouvrement V'
est une p-relation de Vitali si on a

(i) Les éléments de V' sont des boréliens ;

(i1)) V estfineentoutx € X

(iii) SiC C V, Z C X de sorte que C est fine en tout point de Z, alors C'(Z) a une sous-famille
(dénombrable) disjointe qui recouvre Z a un ensemble de ; mesure nulle.
Si f : X — R est une fonction dont le domaine de définition est noté D #, 0on pose

(V) = limsup f(S) = limsup{ f(S5); (z,S) € V,diamS < ¢,5 C Dy}.

S—x e—0+

Exemple 2.180. Si la mesure p est doublante (et donc (X, d, i) est un espace de nature homogene),
le théoréme de recouvrement de Vitali (proposition 1.112) dit que les boules (fermées) forment une -
relation de Vitali.

Considérons maintenant deux espaces métriques (séparables) mesurés (X, dx, i) et (Y, dy,v). On
suppose que p est finie sur les ensembles bornés et qu’il existe une u-relation de Vitali V' sur X. Soit
A C X un sous-ensemble fermé et soit f : A — Y une fonction continue (par exemple lipschitzienne).
Pour tout £ C A borélien, on définit la jauge pa(F) = v(f(FE)). La mesure image f*v est alors
la mesure donnée par la construction de Carathéodory (voir section 2.1) a partir de la jauge p4 et de
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I’ensemble des boréliens de A. On étend de fagon naturelle f*v atout X par restriction. Par construction,
f*v est une mesure de Borel sur X. Comme précédemment, on note N (f, A, y) la multipilicité de f en
y relativement & A, c’est a dire N(f, A,vy) est le cardinal de A N f~*(y). Un point-clé (qui explique
les hypotheses de notre prochain théoréme) est que si f*r est absolument continue par rapport a g
et est finie sur les ensembles bornés, alors pour tout ensemble p-mesurable £ C A, on a f*v(E) =

/ N(f,E,y)dv(y). De fagon analogue au cas sous-riemannien (voir section 3.5), on définit le jacobien
Y

(S
métrique d’une application continue f: A C X — Y enz par 7" f(z) = (V) — limsup / ]Zé) )
S—x 2

Théoreme 2.181. Soitr A C X un ensemble ji-mesurable et soit f : A — Y une application continue.
On suppose que f*v est absolument continue par rapport a | et est finie sur les ensembles bornés de
X. Alors, J™f est fini u-presque partout et

[ T @) = [ NG A piv(y).
A Y

Démonstration. La démonstration est juste un exercice de théorie (fine) de la mesure et découle de la
définition de notre jacobien métrique. On définit la densité de f*v en x par rapport a p et la relation

(S
de Vitali V' par D(f*v,pu,V,x) = (V) — limg_,, LU Si A est u-mesurable, alors A est aussi

()

f*v-mesurable et on a

o) = [ DO v V,a)du()

Par définition du jacobien J f(z),on a J f(x) = D(f*v,u, V,x) et donc f*v(A) = /E Jf(x)du(z).

Comme nous avons déja noté que f*r(A) = / N(f,A,y)dv(y), nous pouvons conclure. O
Y

Nous considérons maintenant le cas ot f : R™ — X avec (X, d) un espace métrique. Nous rappelons
quesi f : R™ — X est lipschitzienne, f admet en L™-presque tout x € R™ une dérivée métrique qui est
une semi-norme que nous noterons 7, (on suit ici les notations de la section 3.6). On définit la norme
du jacobien d’une semi-norme 7 sur R™ noté 7 (7) comme le nombre vérifiant H?(A) = J(17)L"(A)
si 7 est une norme et 7 (7) = 0 sinon. Ici, H? est la mesure n-dimensionnelle relative a la norme 7.
Donc, si f : R™ — X est (localement) lipschitzienne, on peut définir la norme de son jacobien J f(x)
en L"-presque tout x € R™ par J f(x) = J (7). Il existe plusieurs preuves de la formule de 1’aire
dans le cas euclidien. La notre repose de facon cruciale sur le théoréme d’approximation de Whitney.
Celle donnée dans [45] est différente et commence par la démonstration du résultat suivant. Voir aussi
le lemme 2.178 pour une version dans les groupes de Carnot.

Lemme 2.182. Soient n, m des entiers avec n < m et soit f : R™ — R une application lipschitzienne.
Alors, pour tout ¢ > 1, si onnote B = {z € R"; D f(x) existe , J f(z) > 0}, il existe des boréliens By,

de R” tels que
(1) B = UkenBg;

(ii) Larestriction de f a By, notée fp, estinjective pour tout k € N;
(iii) Pour tout k£ € N, il existe un automorphisme symétrique 7}, : R™ — R" tel que

Lip(fp, o Ty ") <t;  Lip(Tyo (fp,)" ") <t; ¢ "|detTy| < T fip, < t"|detT}].
Nous avons besoin dans le cas métrique d’un analogue de ce lemme.
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Lemme 2.183. Soit f : R® — X une application lipschitzienne. On note B I’ensemble des € R"
pour lesquels la dérivée métrique 7, existe et est une norme (c’est a dire 7 f (z) > 0). Alors, pour tout
t > 1, il existe une partition de B par des boréliens By, et une suite de normes ||.||; sur R telles que
pour tout k € N, tout x € By, tout ' € By, tout v € R™,

(D) 7o = 2||p < d(f(x), f(2) < tlle— ||
@) tHllk < 72(v) < tlo]]k

Démonstration. On commence par choisir une suite de normes ||.||; sur R" de sorte que pour toutes
normes ||.|| sur R™ et tout C' > 1, il existe un k € N tel que pour tout v € R™, C~L|[v||x < ||v]| <
C'||v||x. Ceci est possible car toutes les normes sont équivalentes sur R™. Puis, on choisit 6 > 0 de sorte
que t71 4+ <1 < t— 4. Pourtous i, k € N, on définit B; ;. comme le borélien formé des x € B tels
que

Q) 1+ 0)|v|li < 7(v) < (¢t —6)||v]|; pour tout v € R";

() |d(f(x +v), f(z)) — 12(v)| < d||v||; pour tout v € R™ avec |v| < 1/k.
Vérifions que les B, ;, recouvrent B. Pour cela, considérons x € B. Par définition des ||.|;, il existe
i € N tel que I’on ait (i). Soit C; > 0 tel que ||v|| < Cj||v||; pour tout v € R™ (par équivalence des
normes). Prenons maintenant k£ € N de sorte que 1’on ait (ii) avec d||v||; remplacé par (§/C;)||v]|;. Alors,
x € B;, par définition de la dérivée métrique. Maintenant, considérons A C B; j, avec diamA < 1/k,
onapourz, r+v € A.

d(f(z +v), f(x)) < 75(2)(v) + dl[v]li < v]]i,

d(f(z +v), f(x)) = 7(2)(v) = dlfolli = 7| |v]|;.

En divisant (pour avoir une partition) et en renommant les (5; 1), on obtient la partition borélienne
cherchée. H

Théoreme 2.184. Soit f : R™ — X une application lipschitzienne.
(i) Si A C R"™ est mesurable,

[ TH@)da = [ Nt Agariy)
A X
ol N(f, A,y) = card(AN f~1(y)) = HO(AN f~1(y).

(ii) Sig:R™ — R est L™-intégrable,

/(jf d:x—/z ) dH" (y).

zef1

Démonstration. La preuve est dans le méme esprit que celle esquissée dans les groupes de Carnot.
On peut sans perte de généralité supposer L™(A) < oo (sinon décomposer A). 1l suffit de démon-
trer (i), (i1) s’en déduit par approximation par des fonctions simples comme dans le cas euclidien.
Ecrivons A = Ag U A; U As ol Ag est I’ensemble des x pour lesquels la dérivée métrique n’existe
pas, A; est ’ensemble des = pour lesquels la dérivée métrique 7, existe et est une norme (c’est a
dire Jf(x) > 0), Ay est 'ensemble des = pour lesquels la dérivée métrique 7, existe mais n’est
pas une norme (c’est a dire J f(xz) = 0). Par le théoreme de Rademacher valable dans ce cas, on
a H"(f(Ao)) < Lip(f)"L"(Ap) = 0, donc nous n’avons pas a tenir compte de Ag. Il en est de
méme pour As. En effet, nous avons un théoréme de type Sard dans la mesure ot H"(f(A42)) = 0
(et donc A n’a aucune contribution dans les deux cdtés de la formule de I’aire). Pour voir cela,
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considérons X x R™ muni de la distance produit I! : dy((z,t), (2',t')) = d(z,2') + |t — t'|. Pour
e > 0, on pose g-(x) = (f(x),ex) pour tout x € R™. Alors, g- est métriquement différentiable
et sa dérivée métrique 7. vérifie 7-(x)(v) = 7z(v) + €||v|| pour tout v € R™. Le point impor-
tant est qu’alors 7.(x) est une norme pour tout z € As. Fixons x € A et soit B, la boule unité
pour 7.(z). Alors, H} (B;) = ;. Comme 7, n’est pas une norme mais juste une semi-norme, il
existe v; € R” de sorte que 7.(vy) = 1 et 7,(vy) = 0. Il s’en suit que ||vz|| = 1/e. De plus,
pour tout v € R™ avec 7.(z)(v) = 1, onal = 7,(v) + ¢llv|]] < (Lip(f) + €)||v]| et donc
[|lv||] > 1/(Lip(f) + €). D’ou, I’ensemble convexe B, contient vy, —v, et B(0,1/(Lip(f) + ¢)). Il

c
en résulte que L"(B,) > . n
e £ 2 S Tp) + o
H? . (B) ane(Lt +e)nt
T2 0) = (o) = S < EEP LS
I’aire est vérifiée pour le couple (g-, A2) comme pour le couple (f, A1) (voir ci-dessous), il vient

pour une constante ¢, ne dépendant que de n. On a donc

. En appliquant le fait que la formule de

ean(Lip(f) +e)" !
Cn

Hi(g(4) = [ T(0:)(wda < £7(49).
2

En faisant ¢ — 0, on obtient H"(g(A2)) = 0. Comme la projection canonique IT : X x R" — X est
1-lipschitzienne et envoye g(Az) sur f(A2), il vient H"(f(Az2)) = 0, ce qui est la conclusion souhaitée.
Traitons le cas de A;. Soit A > 1. En appliquant le lemme précédent, il existe une partition borélienne
(B;) de A; et une famille de normes ||.||; sur R", de sorte que fp, soit injective, A\™" ﬁ-”i(Bi) <
H"(f(Bi)) < A"Hj|, (Bi) et A7l < 7 < A||||i pour tout z € B;. 11s’en suit que A= JF(|].]};) <
J(f)(x) < A"T(||.]|;). Comme (fg,) est injective, I’application y — card(B; N f~1(y)) est juste la
fonction caractéristique de f(B;) qui est mesurable. On en déduit

/X card(f~'(y) N B)dH™y = H"(f(B:)
< AUH(B)
= A"J(|[l)L"(Bs)
< A2"/B_ Jf(z)dz.

De fagon similaire, on a
/ card(f ' (y) N B;)dH"y > /\’2”/ J f(z)dz.
X B;

Comme A > 1 est arbitraire, on a que la formule de 1’aire est vraie pour les B; et donc pour A; (en
passant a la limite A — 1). O

En ce qui concerne la formule de la coaire, seule une inégalité n’est disponible en général.

Théoreme 2.185. Soient X, Y deux espaces métriques et soit f : X — Y une application lipschit-
zienne. On suppose que X est propre et que A est H™*-mesurable avec H™¥(A) < oo. Alors, si
AcCc Xetsim keN ona

(0771077

Lip(f)"H ™ (A).

G ) Ay ) <

Aftm

Démonstration. On ne démontre le théoreme que dans le cas ou Y est un espace vectoriel normé de
dimension m. Le fait que X est propre et que A est H™*-mesurable avec H™+*(A) < oo implique que
I’intégrale de gauche est bien définie. On commence par considérer pour tout 5 € N* un recouvrement
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. -\ k+m
(C¥)pen de A avec diamCy < 1/ et Z a(k +m) <d1ar;1C’£L> < Hlf;“]m(A) +1/j5.
neN
diamC},
2
y € Yettouti < j,onaHF 1/i (f~Yy) N A) <3, ¢ (y). Il s’en suit par 'inégalité isodiamétrique
(théoréme 1.69)

k
On pose pour tous n, j, g% = a(k) ( ) Xpi ot D/, est I’adhérence de f(CY). Donc, pour tout

—
Ay
<®‘
=
D)
=
ISH
X
3
A

/ Z g (y)dH™(y
3 / )" )

. i\ K
(dmr;(?%) H™ (D)

Nk S\ m
diamC}, diamD),

S (H5%) agm (#2554

diamC’%)Hm

< > a(k) Llpf)m< 5

— S Lip(f)™ (WY (A) + 1/4)

IN

<

On peut conclure facilement en faisant tendre j vers +oo puis 7 vers +o0. O

7 Exercices

Exercice 2.186. On suppose que R est muni de sa structure euclidienne.

1) Soit (X, d) un espace métrique et soient f,g : (X,d) — R deux applications lipschitziennes. Dé-
montrer que les applications a.f + Bg (o, § € R), inf(f, g) et sup(f, g) sont lipschitziennes.

2) Soient f, g : R — R deux applications lispchitziennes. Si on suppose de plus que f et g sont bornées,
démontrer que fg est lipschitzienne.

3) Donner des exemples de fonctions 3-lipschitziennes f : R — R.

Exercice 2.187. Démontrer que les fonctions lipschitziennes bornées sont denses dans LP(R™) (On se
ramenera au cas ol f = x4 avec A mesurable puis on pourra considérer des fonctions de la forme
fr(z) = inf(k(d(z,0),1) ou O est un ouvert a choisir avec soin).

Exercice 2.188. ([98], Théoréme 4.6)

Soient A C X, s > 0et0 < ¢ < oco. Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) H(A) =0;
(i) H5(A) =0

(iii) Pour tout € > 0, il existe un recouvrement (E;) de A avec ), diam(E;)® < e.

Exercice 2.189. ([98], Théoreme 4.4 et corollaire 4.5)

Soit (X, d) un espace métrique séparable. On pose pour s > 0 et pour E C X, p(E) = (diamFE)*.

1) Soit F la famille des fermés de (X, d). Montrer qu’alors la construction de Carathéodory donne la
mesure de Hausdorff #°.

2) Méme question en prenant pour F la famille des ouverts de (X, d).
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3) Déduire des questions précédentes que la mesure de Hausdorff H* est une mesure borélienne régu-
liere, c’est a dire que H? est borélienne et que pour tout A C X, il existe un borélien B C X avec
A C BetH?*(A) = H*(B).

4) On suppose ici que X = R™ muni de sa structure euclidienne et que 0 < s < n. Soit F ’ensemble
des convexes de R™. Montrer qu’alors la construction de Carathéodory donne la mesure de Hausdorff
He.

Exercice 2.190. ([59], Théoreme 8.15)

On définit la dimension topologique d’un espace métrique séparable par récurrence. L’ensemble vide
a pour dimension —1. La dimension d’un espace X est le plus petit entier n tel que tout point de X
a un voisinage de diametre arbitrairement petit et dont le bord est de dimension topologique < n — 1.
La dimension topologique est donc un entier et le but est de démontrer qu’elle est plus petite que la
dimension de Hausdorff (qui n’est en général pas entiere).

1) Soit n € N un entier et soit X une espace métrique qui vérifie H""!(X) = 0. Démontrer que pour

tout xg € X,
+oo
H" (0B (xg,r))dr = 0.
0

En déduire que la dimension topologique de X est inférieure (ou égale) a n.
2) Conclure.

Exercice 2.191. ([98], section 5.10)

On fixe 0 < s < oo. Pour tout A C R™ et tout § > 0, on pose B§(A) = sup>_,; a(s)(diamDB;/2)*
ol le supremum est pris sur toutes les famille disjointes de boules fermées (B;) telle que pour tout i,
diam(B;) < ¢ et la boule B; est centrée sur A, puis on pose 5°(A) = %ii% Bi(A) = f;l;}o) B3(A). La

mesure de packing s-dimensionnelle de A est alors définie par P*(A) = inf Z B(A;); A =U;A; }

(2
1) En s’inspirant de ce que I’on a fait pour la mesure de Hausdorff H°, montrer que P* est une mesure
de Borel réguliere.
2) Démontrer que pour tout A C R”, H*(A) < P*(A).

Exercice 2.192. (exemples 4.1.1,4.1.2 et 4.1.3 de [6])

Soit v : I — (X, d) une courbe ou I est un intervalle de R et (X, d) est un espace métrique. L’exercice
propose des exemples de calculs de dérivées métriques |¥|(¢) pour ¢ € I (voir la définition 2.17).

1) Si X = R™ muni de sa structure euclidienne, déterminer |¥|(¢) si -y est différentiable en ¢ € I.

2) Si X = R"™ muni d’une norme ||.|| (et donc de la distance induite), déterminer |¥|(¢) si -y est différen-
tiableent € 1.

3) Soit X un espace vectoriel muni d’une norme ||.|| (et donc de la distance induite) et soit v un vecteur
non nul de X. Pour ¢ € [—1, 1], on pose v(t) = |t|v. Démontrer que la dérivée métrique ||(t) existe en
tout t € [—1, 1] (la déterminer), mais que -y n’est pas différentiable en ¢t = 0.

Exercice 2.193. (voir [46], lemma 3.2 Soit~y : [a, b] — R™ une application continue et injective. On note
I' = ¥([a, b]) son image. Ainsi, I est une courbe de Jordan. Le but est de démontrer que I(7) = H'(T)
en utilisant les projections orthogonales. Voir le théoréeme 2.27 pour une démonstration dans le cas
général des espaces métriques.
1) Soit D une droite dans R" et soit Pp la projection orthogonale sur ). Montrer que pour tout ensemble
E CR" ona

HY(Pp(E)) < HY(E).

2) En déduire que si C est une courbe de R™ reliant x et y, alors H'(C) > |z — y
I(T) < HY(D).

, puis que
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3) En utilisant la paramétrisation par longueur d’arc, conclure.

Exercice 2.194. (voir [98], chapitre 8)
Si p est une mesure de Borel (localement finie) sur R™ et si s > 0, on définit sa s-énergie par

L =[] e =l du@)du).

1) Montrer que si f est une fonction positive mesurable (par rapport a ), on a la formule de Cavalieri :

+oo
| gdu= [ nlfz € R fla) > th)dt.
R» 0

En déduire que pour tout x € R"”,

3/0%0 Wdr = /Rn |z —y| ™ dp(y).

2) En utilisant le lemme de Frostman, déduire des questions précédentes que si A C R™ est un borélien,
alors
Hdim(A) = sup{s; Il existe u € M(A) avec Ig(p) < +o0}

olt M(A) est I’ensemble des mesures a support compact contenue dans A avec 0 < p(A4) < oo.
3) Pour s > 0, on définit la s-capacité de Riesz d’un borélien A de R™ par

Cs(A) = sup{Is(p) s € Ma(A)}.

Ici, M1 (A) est I’ensemble des mesures ;1 € M(A) telles que u(A) = 1 (c’est a dire les mesures de
probabilité de M (A)).
Montrer que
Hdim(A) =sup{s > 0,Cs(A) > 0}.

Exercice 2.195. [91] Soit (X, d) un espace métrique séparable. On appelle fonction de recouvrement
de (X, d) une fonction ¢ : RT — R telle que

- Tout ensemble de diamétre § peut étre recouvert par ¢(c) ensembles de diametre au plus 4.

- Ilexiste C' > 1 et 8 > 0 de sorte que ¢(c) = Ceb.
La dimension de Assouad de (X, d) est I'infimum des 3 pour lesquels il existe une telle fonction de
recouvrement.
1) Montrer que la dimension d’ Assouad de (X, d) est finie si et seulement si I’espace (X, d) est métri-
quement doublant.
2) Comparer la dimension d’ Assouad et la dimension d’Hausdorff.

Exercice 2.196. Soit I C R™. Montrer que £ est Ahlfors-régulier de dimension () si et seulement si £
supporte une mesure 4 telle qu’il existe une constante C,, > 0, C; 'RQ < u(B(z, R)) < C,RY pour
tout z € F, tout R €]0, diamE][.

Exercice 2.197. Soient B C A des ensembles #°-mesurables avec °*(A) < oco. Comparer les densités
inférieures (respectivement supérieures) de B et A en presque tout point b € B.

Exercice 2.198. ([98], Chapitre 6). Construire un compact A C R? avec 0 < H!'(A4) < oo et
O©l(a,A) = 0 entout a € A (indications : Partir du disque unité Ey de C et construire par itération
des ensembles Ej, qui sont la réunion de disques de rayon 7, contenus dans les disques de Fj,_1, chacun
des disques de E}_; contenant exactement my disques de Ej. En choisissant bien la répartition des
disques et en supposant que les suites vérifient my17y | = 77, conclure).
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Exercice 2.199. Soit 0 < s < 1. Dans tout ce probleme, & C R" est un ensemble #°-mesurable avec
0 < H*(E) < oo. On se propose de démontrer dans les parties indépendantes 1, 2 et 3 des propriétés
topologiques et géométriques de ce type d’ensemble. En particulier, la partie 2 propose une preuve du
théoréme de Marstrand dans ce cadre (voir [46], Théoréme 4.2).

1) Démontrer que E est totalement disconnexe (c’est a dire les seules composantes connexes de E sont
les singletons). Indications : Raisonner par 1’absurde et considérer I’application f(y) = |z — y| ot x est
un point fixé d’une composante connexe de F.

2) On suppose que la densite O%(z, E) existe sur un sous-ensemble 7{*-mesurable de F de H°-mesure
non nulle. Soit p > 0 assez petit
2a) Démontrer qu’il existe un ensemble H*-mesurable F' C F avec H*(F') > 0 tel que

(1) F estfermé;

(ii) Pour toutz € F, ©°(z, E) existe et H*(E N B(z,7)) > 1a(s)r® pour tout 0 < r < p.
Soit y un point d’accumulation de F' et soit 0 < n < 1.
2b) Démontrer que si on pose A,., = B(y, (1 +n)r) \ B(y, (1 —n)r), alors

lim o(s) LrSH(EN Arp) =0%(x, E)(1+1)°—(1—mn)%).

r—0

2¢) Démontrer qu’il existe une suite décroissante de réels (r;) qui tend vers O et une suite (z;) de points
de F'tels que

i’
5

M (EN Ay, ) > H(EN Bz, %)) > afs)

2d) Obtenir une contradiction de 2b et 2c, et conclure.

3) On dit qu'un ensemble ' C R” est uniformément parfait s’il existe une constante C' > 1 telle que

pour tout z € Fettoutr > 0, F' N (B(z,r) \ B(z,r/C)) # (0 des que F' \ B(z,r) # 0.

1) Démontrer que I’ensemble triadique de Cantor C est uniformément parfait. On rappelle que C = ﬂ I;
jEN

ou pour tout j € N,

YUk k41

k=0

k pair
2) Donner (sans preuve) un exemple d’ensemble du plan complexe qui soit Ahlfors-régulier de dimen-
siond = 1/2.
3) Démontrer que tout ensemble Ahlfors-régulier £ de dimension d avec 0 < d < 1 est uniformément
parfait. Ce résultat est-il vrai si d > 17?

Exercice 2.200. On note ¢, la mesure de Diracen x € R, c’estadire §,(A) =1siz € Aetd,(A) =0
J
sinon. On pose p; = — Z d%,/;- Montrer que la suite (j2;) converge faiblement vers la restriction de la
J k=1
mesure de Lebesgue £ sur [0, 1].

Exercice 2.201. ([45] Corollaire 1, page 84)

Soit f : R™ — R™ une application (localement) lipschitzienne. On pose Z = {z € R"; f(z) =
0}. Démontrer qu’alors D f(x) = 0 pour presque tout x € Z (Oon pourra raisonner par I’absurde et
supposer qu’il existe z € Z qui est point de Lebesgue de Z et qui vérifie D f(x) # 0).
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Exercice 2.202. ([45] Corollaire 1, page 84)

Soient f g : R™ — R™ deux applications (localement) lipschitziennes. On pose Z = {z €
R™: g(f(z)) = x}. Démontrer qu’alors Dg(f(z))Df(x) = I pour presque tout x € R™. Ici, Iy
est I’application identité sur R™ (on pourra s’inspirer de la solution de I’exercice 2.201).

Exercice 2.203. Soit (X, d) un espace métrique et soit o« > 0. On dit que ¥ C X est a-poreux si pour
tout z € E, il existe une suite (x,,) de X telle que E N B(xp, ad(x,x,)) = 0.

1) On se place dans le cadre X = R” muni de sa structure euclidienne. Démontrer que si £ C R"™ est
a-poreux (pour un certain v > 0), alors la fonction distance f(z) = d(z, E) est lipschitzienne et nulle
part différentiable sur F.

2) On suppose que ’espace métrique (X, d) est muni d’une mesure doublante p. Soit £ C X un en-
semble a-poreux (pour un certain o > 0). Montrer que u(E) = 0.

Exercice 2.204. Soit f : R? — R la fonction définie par f(0) = O etsi (z,y) # (0,0), f(z,y) =
4

x [, . ., . .
R Démontrer que f est G-différentiable en (0, 0) mais n’est pas continue en ce point.
0Ty

Exercice 2.205. (Voir [14], chapitre 4)

1) Soient F, F' deux espaces de Banach et soit f : £ — F' une application linéaire continue. Démontrer
que f est F'-différentiable et calculer sa F'-différentielle.

2) Soient E, F deux espaces de Banach et soit f : & — F une application.

2a) Démontrer si f est G-différentiable au voisinage de x( et que df (z) est continue en z, ¢’est a dire
lergg |||df (x) — df (z0)||| = 0 (ou |||.]|| est la norme usuelle sur I’ensemble des applications linéaires

continues de E dans F) , alors f est F'-différentiable en xg. En déduire une définition raisonnable d’&tre
une fonction f : E — F de classe C.
2b) Démontrer si f est G-différentiable sur le segment I reliant xq, yo € I alors

1f (o) = f(@o)llF < llyo — xollEilél? [1df ()]

3) Soient E, F et (G trois espaces de Banach et soient f : £ — F, g : F' — G deux applications. On
suppose que g o f est bien défini sur un ouvert €2 de F, que f est F'-différentiable en x¢ € () et que g est
différentiable en f(x(). Démontrer que g o f est F'-différentiable en z( et déterminer sa F-différentielle
en ce point.

4) Démontrer le méme résultat que dans la question précédente en supposant seulement que f est G-
différentiable en x.

Exercice 2.206. Pour tout ¢ € [0, 1], on pose 1y = x[o,¢ et on considére I'application ¢/ : [0,1] — L*(R)
définie par 1)(t) = 1) pour tout ¢ € [0, 1].
1) Montrer que %) est lipschitzienne.
1
2) Soit t €]0, 1]. On suppose que ) est différentiable en ¢. Montrer qu’alors EXW +n) converge vers la

mesure de Dirac ; en un sens approprié (au sens des distributions par exemple) quand » — 0.
3) En déduire que L'(R) n’a pas la propriété de Radon-Nikodym.

Exercice 2.207. Soit H le premier groupe d’Heisenberg. Démontrer que toute application H-linéaire
L : H — Hestde la forme L(z) = Az ou A est une matrice de la forme

a b 0
c d 0
0 0



avec a, b, c et d des réels.

Exercice 2.208. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. On suppose que Y est complet.
Démontrer que si A C X estdense et f : A — Y est K-lipschitzienne, il existe une unique extension
K-lipschizienne f : X — Y de f.

Exercice 2.209. ([120] Exercice 13)
Soit H un espace de Hilbert dont on note ||.|| la norme. Le but est de montrer que si 21, ....,x, et y1, ...,
Y, sont des points de H qui vérifient pour tous ¢, j = 1,...n, ||y; — y;|| < ||zi — x|| = r;, alors pour
tout zg € H \ {z1, ...,z }, alors il existe yo € H tel que ||y; — yo|| < ||x; — zo]| pour touti =1, ..., n.
1) On pose F(y) = maxi<i<n ||yi — y||/r:. Montrer que F' admet son maximum A en un point yo de
I’enveloppe convexe C' des y1, ...., Yn.

2) Montrer que pour tous 2,...,2m,, €t tous ar,...., a,, dans R, on a

2

> aia (Il = 2ol + Iz — 2ol = 1z = 2112) =2

1<ij<m

m
Z ai(z; — 20)
i=1

3) Quite a permuter les y;, on peut supposer qu’il existe 1 < m < n tel que ||y; — yo|| = A||z; — 20|
pour 1 < j <met||y; —yol| < Al|lz; —x0l|| pourm+1 < j < n. Montrer que ¥ est dans 1’enveloppe
convexe de Y1, ..., Ym.-

4) On a donc une relation convexe de la forme >~/ A\;(y; —yo) = Oavec \; > Oet>.1" \; = 1. Montrer
que A% < 1 puis conclure.

Exercice 2.210. Soit R muni de la distance euclidienne. Démontrer que Ndim(R) = 1 ot Ndim est la
dimension de Nagata.

Exercice 2.211. Soit Y un espace métrique géodésique tel qu’il existe & > O telle que la propriété de
convexité suivante est vérifiée. Si x, y et z sont dans Y et si 7,y et v, sont des géodésiques dans Y’
reliant respectivement = a y et x a z, alors pour tout ¢, dy (Yay(t), 7y=(t)) < ddy (y, z). Montrer que Y
est m-connecté pour tout m > 0.

Exercice 2.212. [98] Démontrer les propriétés suivantes des ensembles s-rectifiables dans R".
- La restriction de la mesure de Hausdorff 7° a un ensemble s-rectifiable est o-finie ;
- Tout sous-ensemble d’un ensemble s-rectifiable est s-rectifiable ;

- Toute réunion dénombrable d’ensembles s-rectifiables est s-rectifiable.

Exercice 2.213. [98] Déterminer les mesures tangentes de la mesure 1 dans les cas suivants :

1) p est la restriction de la mesure de Hausdorff #® a un s-plan P de R";

2) p est la restriction de la mesure de Lebesgue £™ & une ensemble £”-mesurable A C R" (indication :
appliquer le théoréeme de densité de Lebesgue).

3) p est la restriction de la 1-mesure de Hausdorff H!' a une courbe rectifiable I" de R™ (indication :
utiliser le théoréme de Rademacher).

Exercice 2.214. [39]
1) Soient s > 0, u € Us(R™) une mesure s-uniforme et x dans le support de x. Montrer qu’alors

() # Tang(p, z) C Us(R™).

2) Soient s > 0, ;1 une mesure sur R™ et soit f € L' () une fonction borélienne positive. Montrer que
pour p-presque tout z € R™,

Tang(fu, z) = f(x)Tang(u, ).

(indication : utiliser le théoréme de différentiation de Lebesgue).
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Exercice 2.215. 1) Soit C' I’ensemble de Cantor 4-coins. Démontrer qu’en tout point de C, il n’existe
pas de droite tangente approximative.

2) Soit I' un graphe lipshitzien de dimension s dans R”. Démontrer qu’en H°®-presque tout x € T, il
existe un s-plan tangent approximatif a I'.

3) Soit £ C R™ un ensemble Ahlfors régulier de dimension s. Démontrer que si P € G(n, s) est un
plan tangent approximatif & F en x € F, alors il existe § > 0 tel que C'(z, P,d) = () (on dit alors que E
a un plan tangent en ).

4) Soit E C R™ un ensemble #°-mesurable avec H*(F) < oo. Démontrer que si un s-plan tangent
approximatif existe en x € FE, alors ce plan tangent est unique (on pourra utiliser le théoréme de densité
pour les mesures de Hausdorff).

Exercice 2.216. Soit ' C R un compact avec £'(F) > 0. Montrer que pour tout § > 0, il existe un
intervalle J tel que £L1(F N J) > (1 —6)LY(J) (attention, ce résultat est un cas particulier du théoréme
de différentiation de Lebesgue mais que I’on ne doit pas utiliser !).

Exercice 2.217. Soit E = [a,b] un intervalle fermé de R. Montrer que F est de périmétre fini et
déterminer P(E). Comparer avec H°(OE).

Exercice 2.218. Soient F et E’ deux sous-ensembles de R” tels que L"(EAE’) = 0 ot EAE’ estla
différence symétrique de E'et E’ (c’estadire EAE’ = (E\E')U(E’\E)). Montrer que P(E) = P(E').
En déduire que si L"(E) = 0, alors P(E) = 0.

Exercice 2.219. Soit f : R — R une fonction de classe C'* 4 support compact. Montrer pour tout 2 € R
I’existence de la valeur principale

Hf(zx)=1/mlim /) dy.

e=0J|y—z|>e T — Y

1
(indication : Utiliser le fait que / dy=0pour0 < e <r)

e<lz—y|<r T =Y
Exercice 2.220. [111] Le but de cet exercice est de démontrer la proposition 2.149. On définit la capacité
analytique y(E') d’un compact E de C par
v(E) = sup{|f’(c0)| : f est analytique dans C \ E, f(c0) = 0, et || f||oo < 1},
ol [[flloe = sup,ec\g |f(2)], f(o0) = limy, 100 f(2) et f/(00) = lim ;400 2(f(2) — f(00)).

Considérons les propriétés suivantes :

(i) ~(E) =0;

(ii) Toute fonction analytique bornée f : C \ E — C est constante ;

(iii) E est effacable pour les fonctions holomorphes bornées.

Le but de ce qui suit est de démontrer que ces conditions sont équivalentes.

1) Démontrer que (ii) = (i). En raisonnant par contraposée, démontrer que la réciproque est aussi vraie.
2) Démontrer que (iii) = (ii).

3) On admettra que si le compact £ C C vérifie (ii), alors pour tout ouvert U de C contenant F,
pour tout z € U \ E, nous avons la propriété (P) suivante :

Il existe des compacts K et K5 dans U de sorte que Ko C K1, z € int(K7) \ K2 et E C K. De plus,
les bords notés I'; des K; (j = 1, 2) sont des courbes simples fermées de classe C' par morceaux.
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Nous supposerons dans la suite que E vérifie cette propriété (ii).
3a) Soit U C C un ouvert contenant E et soit f est une fonction holomorphe bornée sur U \ E.

3b) Démontrer que si z € C\ E

LS 1 f(e)
= im he e= 2% T im e 2%

f(2)

ol les I'; sont les bords des compacts K; de la propriété (P) en z.
1

3¢) Posons, pour k = 1,2, fx(z) = 2—/ g(g)df. Démontrer que les définitions de f1(z) et fa(2)
imJr, £ — 2

ne dépendent pas du choix de I' et I's (tant que la propriété (P) reste vraie).

3d) Démontrer que les formules donnant f; et fo permettent de définir des fonctions respectivement
holomorphe sur U et holomorphe bornée sur C \ E.

3e) Conclure.

Nous allons maintenant démontrer (i).

4) Soit F© C C. Nous dirons que F' est de longueur de Painlevé nulle si pour tout € > 0 (assez
petit), il existe une famille finie disjointe de compacts K71, ..., Ky (.) de sorte que les bords des K, notés
I'; = OKj, sont des courbes simples fermées de classe C' par morceaux, E est contenu dans 1’union

des intérieurs des K; et Z,]j:(i) [(T'y) < e (oul(I) est la longueur de la courbe I).

4a) Démontrer que tout singleton de C est de longueur nulle. Plus généralement, montrer que tout sous-
ensemble F' du plan complexe avec H'(F) = 0 est de longueur de Painlevé nulle.

Dans la suite, F est un compact de C de longueur de Painlevé nulle. Nous noterons, pour tout £ > 0,
Kjetl'j,j=1,...,N(e), les compacts et leurs bords donnés par la définition ci-dessus.

Soit f une fonction holomorphe sur C \ E telle que ||f||cc < 1et f(co) = 0. Fixons z € C\ E et soit
0<e<d(z,FE)/2.
4b) Démontrer que pour R > 0 assez grand,

I £(6) 1 f(€)
flz) = 2 /BD(O,R) §— 2% 20 /Uév(?rj &~ %

4c) En déduire que |f(z)| < e/d(z, E).
4d) Déduire que tout compact de longueur nulle est effacable pour les fonctions holomorphes bornées.

Nous terminons par la démonstration de (ii).

5a) Soit £ un compact du plan complexe de dimension ) > 1. Montrer qu’il existe une mesure
positive u supportée sur E telle que u(E) = 1 et telle qu’il existe des constantes Cy et Q' > 1 de sorte
que u(D(z,7)) < Cor? pour tout z € C et tout 7 > 0.

5b) Soit E un compact de C de dimension () > 1 et soit y une mesure associée. Posons pour z ¢ F

fo)= [ O

CJgé—z
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Démontrer que f est holomorphe sur C \ E.
En notant que

G [ an) 3 | 2 — €[ Man(e),

I2|g—2|22791

démontrer que f est bornée sur C \ E.

5c) Déduire de 1) que tout compact de C de dimension () > 1 n’est pas effacable.

Exercice 2.221. ([45], section 3.3.4)

1) Démontrer que si L : R™ — R™ est une application linéaire avec n < m, alors || L||? (voir section

3.3 pour la définition) est la somme des carrés des déterminants de toutes les n x n sous-matrices de la

matrice de L dans les bases canoniques de R" et R™.

2) Soit f : [a,b] — R™ une application lipschitzienne injective. Démontrer que, si C' = f([a, b]) est la
b

courbe associée, sa longueur est donnée par H'(C) = / |f/(t)|dt.

3) Soit f : R™ — R une application lipschitzienne et soit U un ouvert de R™. Démontrer que si G =
{(z, f(z));x € U} est le graphe de f au dessus de U, sa mesure de surface est donnée par H"(G) =

/ (1+ (D)2t
U

Exercice 2.222. ([45], section 3.4.4)
1) Soit g : R™ — R une application intégrable (par rapport a £™). Démontrer que

“+o0o
gdx = / (/ gd’H”1> dr
R™ 0 dB(0,r)

et donc qu’en particulier, pour £!-presque tout 7 > 0, on a

4 (/ gdx) :/ gdH™ 1.
dr \ /B0, dB(0,R)

2) Soit f : R™ — R” une application lipschitzienne. Démontrer que

/]R" |[Dfldz = /::o H* L f =t})dt.

Exercice 2.223. ([80], Section 5.2.1)
1) Démontrer qu’il existe une constante C' > 0 telle si f : R” — R™ (m < n) est lipschitzienne et
A C R” est mesurable, alors

[ AN £ )" () < CLip()"H (4).

2) En déduire que si f : R® — R™ (m < n) est lipschitzienne et A C R™ est mesurable, alors
I’application y — H" (AN f~!(y)) est H™-mesurable dans R".

Exercice 2.224. ([105], section 2.6)
Démontrer que la fonction f : A — R a une limite approximative [ en « si et seulement si il existe un
ensemble B C A tel que B¢ soit de n-densité 0 en a et fp a pour limite (au sens usuel) [ en a.
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev

Ce chapitre est consacré aux espaces de Sobolev dans les espaces métriques. Nous commencerons
par présenter les espaces de Sobolev WP dans des ouverts de 1’espace euclidien (section 1), avant de dé-
finir deux classes d’espaces de Sobolev sur un espace métrique, qui généralisent les espaces W 1P (R").
L’une, due a Shanmugalingham, est définie a I’aide de gradients supérieurs (voir la section 2.3), dont
Iintroduction nécessite diverses considérations sur les courbes rectifiables dans un espace métrique (et
en particulier la notion de module d’une famille de courbes), qui feront I’objet de la section 2.1. L’autre
classe d’espaces de Sobolev, due a Hajlasz, est définie par une inégalité ponctuelle (section 2.5).

1 Espaces de Sobolev dans des ouverts de R”

On présente ici une partie de la théorie de base des espaces de Sobolev dans des ouverts de R™. De
nombreux ouvrages sont consacrés a cette question, et cette section s’en inspire largement. On pourra
consulter [1, 22, 44, 102, 154].

1.1 Introduction

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On cherche une fonction u : [0,1] — R continue, de
classe C2 sur I :=]0, 1], telle que

o _
{ u' +u=f dans I, G.1)

u(0) = u(1) = 0.

Une telle fonction u s’appellera une solution classique de (3.1).
Soit u une solution classique de (3.1) et ¢ € C2°(]0, 1[). En multipliant (3.1) par ¢ et en intégrant par
parties, on obtient

1 1 1
/Ou’(:c)gol(x)d:v—i-/o u(:c)go(:c)dx:/o flz)p(x)dx. (3.2)

L’équation (3.2) a un sens deés que u est de classe C'!. Une fonction u de classe C'! vérifiant (3.2) pour
toute p € C2°(]0, 1[) s’appelle une solution faible de (3.1).

Pour résoudre le probleme (3.1), on cherche d’abord une solution faible, en un sens encore plus général.
Cette résolution fait intervenir les espaces de Sobolev sur |0, 1[. On montre que cette solution existe et
est unique. Puis on montre que cette solution faible est en fait de classe C? dans ]0, 1[. Enfin, on en
déduit que u est une solution classique de (3.1). En effet, pour toute fonction ¢ € C2°(]0, 1]), (3.2)
montre que

/Ol(u//(l‘) +u(z) — f(z))e(x)dx =0,
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ce qui entraine que u est une solution classique de (3.1) par densité de C2°(]0, 1[) dans L2(]0, 1[).

Cet exemple suggere qu’il est possible de donner un sens a la dérivée de fonctions qui ne sont pas
dérivables au sens classique, en multipliant par une fonction tres réguliere et en intégrant ensuite par
parties. Si U C R”™ est un ouvert, on va définir les espaces de Sobolev sur U en suivant cette idée, et
donner leurs principales propriétés. Pour cela, on va d’abord considérer des espaces directement reliés,
les espaces de Holder sur U.

1.2 Espaces de Holder

Définition 3.3. Soient U C R un ouvert borné et y €]0, 1].
1. Siu : U — R est une fonction, on dit que u est holderienne d’exposant +y si, et seulement si, il
existe C' > 0 tel que, pour tous z,y € U,

lu(z) —u(y)| < Clz—y|". (3.4)

Une telle fonction se prolonge en une fonction continue sur U et le prolongement vérifie encore
(3.4).

2. L’espace C%7(U) est ’espace des fonctions u sur U holderiennes d’exposant  sur UU. On pose
alors, pour toute u € C%7(U),

i@y = suplute) + sup 0= 0L
11 est facile de vérifier :
Théoréme 3.5. L’espace C%(U) est un espace de Banach.
On notera que, si 0 < a < B < 1, alors C%%(U) ¢ C%*(U) et I'inclusion est stricte. Ainsi, si
n = 1etI =]0,1[, la fonction = — x appartient 2 C%*(T) mais n’est dans aucun C%3(T) pour 5 > c.
1.3 Dérivée faible

Soient U C R™ un ouvert et u : U — R de classe C''. Pour toute fonction ¢ € C°(U) et tout
1 <7 < n, on a, en intégrant par parties,

o ou

/Uu(:r)a%(:r)dx ==/, T%(x)go(x)dx

Si la fonction u n’est pas de classe C'!, cette formule n’a pas de sens, mais on s’inspire de ce calcul pour
définir une notion de dérivée faible :

Définition 3.6. Soient U C R™ un ouvert, 1 < i < n,etu,v € L}OC(U). On dira que % = v si, et
seulement si, pour toute fonction p € C°(U),

/Uu(x)gi (z)dx = —/Uv(x)gp(x)dx.

Dans ce cas, % est une (la) dérivée faible de u par rapport a la variable ;.

Remarque 3.7. 1. En d’autres termes, cela signifie que, si on considére © comme une distribution
sur U, alors % est en fait une fonction localement intégrable. Nous n’utiliserons pas le point de
vue des distributions dans la suite de ce chapitre.

2. Si w est de classe C! sur U, alors ses dérivées faibles dans U coincident avec ses dérivées au
sens classique.
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Si elle existe, la dérivée faible de w par rapport a la variable x; est unique :

Lemme 3.8. Soient U C R™ unouvert, 1 <i <mn,etu € L} (U).Siv,w € L}, (U) sont des dérivées
faibles de w par rapport a la variable z;, alors v = w presque partout dans U.

La preuve utilise :

Lemme 3.9. Soitu € L}, .(U). On suppose que [;; u(z)¢(x)dz = 0 pour toute fonction p € C°(U).
Alors u(z) = 0 pour presque tout z € U.

La preuve du lemme 3.9 utilise la notion d’approximation de 1’identité, que I’on rappelle ici :

Définition 3.10. On appelle approximation de I’identité toute suite de fonctions (py)r>1 € C2°(R™)
telle que, pour tout k£ > 1,

1. supppr C B (O, %),
2. pour tout x € R", pp(z) > 0,
3. Jgn pr(z)dz = 1.

Voici un exemple :

Exemple 3.11. Soit p € C2°(R™) non identiquement nulle telle que p(z) > 0 pour tout z € R" et
supp p C B (0,1). Pour tout k£ > 1 et tout z € R™, on pose

pi() = CK" (k)
avec C := m. Alors la suite (py);>1 est une approximation de I’identité.

Preuve du lemme 3.9. Soit g € L°°(R™) une fonction dont le support est un compact inclus dans U. On
fixe une approximation de I’identité (pj),>1. Pour tout &k > 1, soit g;, := py * g. Pour k assez grand,
gr € C°(U), de sorte que

/ u(z)gr(x)dz = 0.
U

Comme g, — g dans L' (R™), quitte & extraire, on peut supposer que gi(x) — g(x) pour presque tout
x € R™. De plus, ||gk|lo, < ||9ll.- Par le théoréme de convergence dominée, on a donc

/ u(z)g(x)dx = 0. (3.12)
U

Soit maintenant K C U un compact. On définit, pour tout x € R",

ju(z

o(z) ::{ siz € K etu(z) #0,
Osiu(z) =0ouzx € R"\ K.

Alors, en appliquant (3.12) a g, on obtient que

/. lu@)lda =0,

ce qui montre que u(xz) = 0 pour presque tout z € K. Comme c’est vrai pour tout compact X C U, on
obtient bien la conclusion voulue. O

Preuve du lemme 3.8. Comme [;(v — w)(z)p(x)dxz = 0 pour toute ¢ € C°(U), le lemme 3.9 assure
que v = w presque partout dans U. g
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Exemple 3.13. Pour n = 1 et U =|0, 2], on pose

u(z) = r si0<ax <1,
)11 osil<z<.

Alors la dérivée faible de u est la fonction v donnée par

() = 1 si0<z<1,
YWY 0 sil<z<2

u(z) = r si0<ax<1,
] 2 sil<z<.

Cette fonction u ne possede pas de dérivée faible. En effet, si v est cette dérivée, alors pour toute ¢ €
(),
2 1
| v@ge@r = [ p@de+ o).
Si (¢n)n>1 est une suite de fonctions dans C2°(U) telles que
0<vn <1, pp(x) = 0 pourtout z # 1 et p,(1) =1,

on obtient, pour toutn > 1,

2 1
| v@en@idz = [ at@)de+ gald),
0 0

d’ol une contradiction en passant a la limite quand n — +o0.

1.4 Définition des espaces de Sobolev 11/1»

Définition 3.15. Soient U C R™ unouvertet 1 < p < 4o00. On appelle WP (U) I’espace des fonctions
u : U — R telles que, pour tout 1 < ¢ < n, la dérivée faible 597” existe et appartient a LP(U). Si

u € WUP(U), on définit 1

(/U u(@)Pde+ 3
ullwp @y =

1

P P
dx sil <p< 400,

los

1<i<n
ou
wl| ooy + Z sip = +o0.
@ 1<i<n Ozi |l o= (v)

On vérifie que [|-||yy1.5 ;) est une norme.

Exemple 3.16. Si U = B(0,1) dans R" et u(z) = |z|~® avec a > 0, la fonction u € WP (U) si, et
seulement si, a < %. On a, pour tout 1 < i < n,

ou —ax;
)= ——s.
axi |$’a+2

Théoreme 3.17. Soit p € [1,+00].
1. L'espace WYP(U) est un espace de Banach. Si p €]1,+oc[, WEP(U) est réflexif. Si p €
[1, 4+o00[, WYP(U) est séparable.
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2. L’espace W 2(U) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire
(u,v) := / u(x)v(x)dr + Z /
U

Démonstration. Pour 1., soit (u;);>1 une suite de Cauchy dans W1»(U). La suite (u;);>1 est de Cau-
chy dans LP(U) donc converge vers u € LP(U). Pour tout 1 < ¢ < n, la suite (%) L, st de Cauchy
i)j=

ox; 8:):Z

dans L?(U) donc converge vers une fonction u(?) dans LP(U). On vérifie alors que u € WhP(U) et que,
pourtout 1 < i <n, d“ = u(9). En effet, si o € C(U),

4 " Ou;
‘ uj () .
8xi J—+oo JU awi J—>+0o0 836@

@)= [ u<i><x>so<x>dx.|

Finalement, d% converge bien vers % dans LP(U), ce qui montre bien que u; — u dans WHP(U).

3 J
Soit 1 < p < +oo. Comme E = (LP(U))"*! est réflexif et que T : WLP(U) — FE défini par
T(u) = (u, (.33—;‘1, vy 887“”) est une isométrie de W'P(U) dans E, T(W'P(U)) est un sous-espace
fermé de F, donc est réflexif. On en déduit que W1P(U) est lui-méme réflexif.
Sil < p < 400, comme FE est séparable, T(WP(U)) est aussi séparable, donc il en est de méme pour
wle(U).
Enfin, on vérifie immédiatement que 1’expression donnée dans 1’énoncé du théoréme 2., est un produit
scalaire, et comme W12(U) est complet, c’est un espace de Hilbert. U

Corollaire 3.18. Soit (u;);>1 une suite dans WP (U) telle que u; — u dans LP(U).
1. Sipourtout1 <i <mn, g — ;) dans LP(U), alors u € W'P(U) et uj — u dans Whrp(U).
2. 511 < p < +ooetsi, pour tout 1 < 7 < n, la suite (%)j>1 est bornée dans LP(U), alors
u € WhP(U).
Démonstration. Pour 1., la suite (uj);>1 est de Cauchy dans W!P(U) donc converge vers v €
WP(U), donc en particulier dans LP(U). On a donc u = v.
Pour 2., on peut extraire de (u;);>1 une suite (u,;));>1 telle que, pour tout 1 < i < n, al%i” converge

vers u(" dans LP (U) pour la topologie faible-x. La fonction u appartient a LP(U) et, en raisonnant
comme dans la preuve du théoreme 3.17, on montre que 3 ‘9“ = u® pour tout 1 < i < n. Comme

u?) € LP(U), cela termine la preuve. O
On a aussi les deux propriétés suivantes :

Proposition 3.19. Soient p € [1,+oo] etu € WHP(U). Alors :
1. Pour tout ouvert V C U, u € WhP(V).
2. Pour toute fonction p € C°(U), pu € WP(U) et, pour tout 1 < i < n,

d(pu)  Ou 890
or; (paxi c%sl

Démonstration. Pour 1., il suffit de remarquer que C2°(V) C C2°(U). Pour le 2., pour toute ¢ €
Ce(U)ettout1 < i <n,

(3.20)

[ ot e @ar = [ w2 @i - [ ueyo) g @i

. ou o
_ /U 5 (@) (@)e(r)d — /U u(x)p(a) 5> (),

ce qui donne bien (3.20), et donc (W) e LP(U). O
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1.5 Un premier résultat d’approximation : le théoreme de Friedrichs

Théoréme 3.21. [Théoreme d’approximation de Friedrichs] Soient U C R™ un ouvert et u € W1 (U)
avec p € [1,+00|. Alors il existe une suite de fonctions (u;);j>1 € C°(R") telles que :
1. uj — wdans LP(U),
2. pour tout ouvert V. CC U (ce qui signifie que V est un compact inclus dans U) et tout 1 < i < n,
gzz — a“ dans LP(V).
SiU = R" et u € WHP(R™), alors il existe une suite de fonctions (uj)j>1 € C°(R") telles que
u; — u dans WHP(R™).

Remarque 3.22. On notera que, dans le théoreme 3.21, on n’obtient pas la convergence de u; vers
u dans W1P(U) en général, sauf dans le cas U = R". En général, C>°(R")|y; n’est pas dense dans
WLP(U), voir par exemple [102, Section 1.1.6].

Pour la preuve du théoreme 3.21, on va utiliser :

Lemme 3.23. Soient p € LY(R") etv € WIP(R") pour 1 < p < +oo0. Alors p x v € WHP(R™) et

pourtout 1 <37 < n,
dpxv) ov
0z, P * (8:&) . (3.24)

Preuve du lemme 3.23 : on suppose d’abord que p est a support compact. On sait déja que p *x v €
LP(R™) par I'inégalité de Young. Soit maintenant ¢ € C2°(R"™). Pour tout 1 <i <n,

I:= /n(p*v)(ﬂf)gzdm = /n (/np(w = y)v(y)dy) gidw.

Or, par le théoréme de Tonelli,
ww = [ ewl( [, b \
e o= [ w@l( [ - vl |5

L (L = uiewia) |72

car dans cette derniere intégrale, comme p et ¢ sont & support compact, on peut supposer que y varie
dans un compact de R", sur lequel v est intégrable. Le théoréme de Fubini montre donc que

= Lo (o

= / v(y) (P 8:@) (y)dy,

dm) dy < +00, I

? (w)do ) dy

pz) = pl(—2).

On a donc, en utilisant le théoréme de Fubini a nouveau,
d(px¢)
I = ———(y)d
/R () 8% (y)dy

ov
:_/Rnax ) (P * ) (y)dy

= - 896@ (/ plx — )dm) dy

- (] p(x—ma () ) do.

Rn Rn Ox;

ce qui donne bien (3.24). Comme p * % € LP(R™), on a bien la conclusion dans ce cas.
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On passe maintenant au cas p € L'(R™). Il existe une suite (px)k>1 € C°(R™) qui converge vers p
dans L'(R™). Pour tout k > 1, pp x v € WHP(R™) et, pour tout 1 < i < n,

dopxv) _ (v
oz; kT (ax>

Or I’inégalité de Young assure que py xv — p*v dans LP(R"™) et py, * ( v ) — p* (88—) dans LP(R™).
Pour toute ¢ € C°(R"),

(%

Oy .
L e @gi@de = tim [ (oox0) @52 @)da
. v
=~ Jm <Pk* 8%) (z)p(z)dx
v
= — [ (r7 =) @el@yda.
ce qui termine la preuve. O

Pour toute fonction / sur U, on notera & le prolongement de h a R™ obtenu en posant h(z) = 0 pour
tout ¢ U. On utilisera aussi I’observation suivante :

Lemme 3.25. Soient u € WP(U) et 1 € C2°(U). Alors pu € WLP(R™) et, pour tout 1 < i < n,

o) _ o
ox; Bacl + ¢8xz
Preuve du lemme 3.25 : soit ¢ € C° (R”) Alors, pour tout 1 <7 < n,
d
[ ) 2@ = [ v 5 @),
et, d’apres (3.20), cette derniere 1ntegrale est égale a
- [ S @) — [ S @i
ce qui permet de conclure. O

Preuve du théoréme 3.21 : soient (p;);>1 une approximation de I’identité et v; = p; * u, de sorte que
vj — udans LP(R").

Soit maintenant V' CC U.Onfixe V.CC W CC U etune fonction ¢ € C°(U) telle que ¢ (z) =
pour tout x € W. On remarque qu’il existe kg > 1 tel que, pour tout k > kg ettoutz € V,

(pr ) (2) = (pr +70) (). (3.26)
En effet, on choisit kg tel que % < d(V,R™\ W). Soient alors k > kpetxz € V.Siy € R" et
|t —y| < L, onadonc |z —y| < d(V,R"\ W) doncy € W.Puisque 1) = 1 sur W et pj, est a support
dans B (O, %) , on en déduit que

(per )@ = [ pela—w)iut)dy
= Z, pr( — y)duly)dy

eRrn, |xfy|§%

= [ ;= yiuly)dy
w

ye

= pr(z —y)u(y)dy
yGRZ

= pp*u(x).
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Comme, d’apres les lemmes 3.23 et 3.25,

O(pexvu)  ogu_ o o
Ox; — Pk 0x; — Pk ox; uaiﬂi ’
on a donc ( N)
9 ( pr * Yu du O

dans LP(R™). En particulier,
0 (pk * wu) ou
_)
dans LP (V). L’identité (3.26) assure donc que
5 _
(o> ) Ou

dans LP(V).
On fixe alors une fonction ( € CZ°(R"™) valant 1 sur B(0,1) et a support dans B(0,2) et on pose
Gi(z) =¢ (%) pour tout z € R" et tout j > 1. Si on pose u; = (;v;, u; a toutes les propriétés voulues.

Quand U = R", il suffit de poser uy, := (i, (pi * u) et cette suite converge vers u dans W1HP(R"?).  [J

Corollaire 3.27. Si U est connexe et si u € WP(U) (1 < p < +00) est telle que Vu = 0 dans U,
alors u est constante presque partout dans U.

Démonstration. Soient k > 1 et Uy := {x € U; d(z,R" \ U) < 1/k}. Pour tout x € Uy, on pose
ug(x) == (p * u)(x), ot p = Ck™p () est une approximation de I'identité comme plus haut. Alors
uy, est de classe C™° et Vug = pg * Vu = 0. Ainsi, uy, est constante dans chaque composante connexe
de U, k-

Soient z,y € U. Il existe une courbe continue vy joignant = et y, et dont I'image est contenue dans
Uy pour un certain k£ > 1 (rappelons qu’un ouvert connexe de R™ est connexe par arcs). Ainsi, = et y
appartiennent a la méme composante connexe de Uy, donc uy(z) = ug(y).

Soit x € U un point de Lebesgue de u (voir le théoreme 1.166 du chapitre 1). Alors, pour tout £ > 1
assez grand,

o) —w@)] < [ Jua) —uw)] e~ )y

< Ck" lu(z) — u(y)| dy,
B(x,1/k)

et cette derniere quantité tend vers O quand & tend vers +oc.
Soient enfin z et y deux points de Lebesgue de u. Alors

u(z) = kginoo ug(z) = kggloouk(y) = u(y),

ce qui termine la preuve, car presque tous les points de U sont des points de Lebesgue de . g

1.6 Une caractérisation de 1V'?(U) en termes de fonction translatée

Siu: U — Restune fonction, si V. CC U etsi h € R™ tel que |h| < d(V,R"™\ U), on appelle 7,u
la fonction définie par
Thu(x) = u(x + h)

pour tout x € V.
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Théoreme 3.28. Soient p €]1, 40|, q tel que 1% + % = letu € LP(U). Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. uwe Whp(U),

2. il existe C > 0 tel que, pour toute ¢ € C°(U) et tout 1 < i <mn,

dp
/U u(z) e (x)dz

3. il existe C' > 0 tel que, pour tout V- CC U et tout h € R" tel que |h| < d(V,R™\ U),

< C||<70HL¢1(U)a

Imnu = ull Loy < ClAI-

Si 1. a lieu, alors 2. et 3. sont vraies avec C' = ||Vul[ (. On précise que ||Vul| ;) désigne la
norme, dans LP(V'), de la fonction x — |Vv(x)|, ot |-| est la norme euclidienne dans R™.

Démonstration. Supposons 1. et p < +o0, et prenons d’abord u € C2°(R"). Soit h € R™. Pour tout
t € R, on pose
v(t) = u(x + th).

Alors . )
u(x+h)—u(x)=v(1)—v(0):/0 v’(t)dt:/o h-Vu(z + th)dt.

Il en résulte que

IN

/ Iy — ul (2)Pdz |h|p/ d:zc/ Vu(e + th)P dt
;

- |hyp/ dt/ V()| dy.

Si |h| < d(V,R™\ U), il existe un ouvert W CC U tel que V + th C W pour tout ¢ € [0,1], de
sorte qu’on obtient 3. dans ce cas. Si maintenant v € WP(U), on applique cette inégalité aux fonctions
u; données par le théoréme 3.21. Enfin, si p = +00, on remarque que, pour tout ouvert V' CC U,
u € WL (V) pour tout r < 400, on applique la conclusion pour chaque r < +oo et on fait tendre r
vers +00. On a donc bien 1. = 3.

On suppose 3. Soit ¢ € C°(U), de sorte que le support de ¢ est inclus dans un ouvert V- CC U. Pour
tout h € R™ tel que |h| < d(V,R™ \ U), on a, d’aprées I’hypothese,

/U u(y)@(y — T})L’ o(y) dy‘ _ /U u(x + h) — u(m)go(x)dx

A
_ / u(x + h) — u(:v)gp(m)dx
v I
< C ||%0||Lq(U)

On obtient 2. en choisissant h = te; et en faisant tendre ¢ vers 0.

On suppose maintenant 2. La forme linéaire ¢ — [, u(m)g—i(x)dx, définie pour ¢ € C°(U), est
continue pour la norme L4(U). On peut donc la prolonger par densité & L¢(U). Comme 1 < ¢ < 400
(c’est ici uniquement qu’on utilise le fait que p > 1), il existe, pour tout 1 < 7 < n, une fonction
gi € LP(U) telle que, pour toute ¢ € C°(U),

/ u(®) 8:6, da:—/gz

Cela signifie exactement que v € WP (U). O
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Remarque 3.29. Si p = 1, les implications 1. = 2. et 2. < 3. du théoréme 3.28 restent vraies, mais on
n’aplus 2. = 1. Par exemple, si U =] — 1, 1[2, la fonction

u(z, y) = 1 six>0,
YTV 0 siz<0

vérifie 2. avec p = 1 mais n’appartient pas 2 W1 (U). Les fonctions qui vérifient 2. (ou 3.) pour
p = 1 s’appellent les fonctions a variation bornée. L’espace des fonctions a variation bornée sur U, noté
BV (U), contient strictement W1(U). Nous y reviendrons en section 1.13.

Un cas particulier important du théoréme 3.28 est :

Corollaire 3.30. Soit f : U — R. Alors f est localement lipschitzienne dans U si, et seulement si, pour
tout ouvert V. CC U, f € Wh(V).

Une autre conséquence importante du théoreme 3.28 est une regle de Leibniz pour le produit de deux
fonctions bornées dans W 1P :

Proposition 3.31. Soient 1 < p < +ooetu,v € WHP(U) N L*®(U). Alors uv € WP(U) N L (U)
et V(uv) = uVv + vVu.

Démonstration. On suppose d’abord p < +o0. Il est clair que wv € LP(U) N L>®(U). D’apres le
théoreme 3.21, il existe des suites (u;);>1 et (vj);>1 de fonctions dans C°(R™) telles que u; — w dans
LP(U) et p.p. dans U, v; — v dans LP(U) et p.p. dans U et, pour tout V- CC U, Vu; — Vu dans
LP(V') et Vv; — Vo dans LP(V). De plus, la preuve du théoréme 3.21 montre qu’on peut garantir que
e <l et foyle < [l

Pour toute ¢ € C°(U), tout 1 < i < nettoutj > 1, on obtient en intégrant par parties

[ @@ 52 @ =~ [ (G2 + 52 @) ) o).

Faisant tendre j vers 400, on conclut, par convergence dominée, que

/Uu(a;)v(x)gfl (x)dx = —/U (SZ (x)v(x) + g; (x)u(a:)) o(x)dx. (3.32)

Cela montre que 85?)) = Quy 4 Qv e LP(D).
Si maintenant p = +o00, il est clair que uv € L*°(U). Soit maintenant ¢ € CZ°(U). Le support de ¢
est inclus dans un ouvert V' CC U. Les restrictions de u et v & V appartiennent 2 W 4(V) pour tout

q < 400, de sorte que (3.32) reste valable et on conclut de la méme facon. ]

Voici maintenant une conséquence du théoréme 3.28 concernant une propriété de superposition pour les
espaces de Sobolev :

Proposition 3.33. Soient 1 < p < +ooetu € WLP(U). Pour toute fonction G € C*(R) telle que
G(0) = 0 et G’ est bornée sur R, la fonction G ou € WHP(U) et V(G o u) = (G’ o u) V.

Démonstration. Soit M = ||G’|| . Pour tout s € R, |G(s)| < M |s]|, de sorte que G ou € LP(U).

On suppose d’abord p < +o0. D’apres le théoreme 3.21, il existe une suite (u;);>1 de fonctions dans
C(R™) telle que u; — u dans LP(U) et p.p. dans U et, pour tout V' CC U, Vu; — Vu dans LP(V).
Pour toute fonction p € C°(U), tout 1 < i < nettout j > 1, une intégration par parties montre que

@ ou@pE @i = - [ (& ou)@) 3L @)t
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Comme G o uj — Goudans LP(U) et (G o W)gg? — (G’ ou) 2% dans LP(V') (ot V CC U contient
le support de ), on obtient que

A}Goummgz@mmzz—A}quxm22¢m¢@ym. (3.34)

Comme (G’ o u)g—; € LP(U), cela termine la preuve dans le cas p < +00.

Sip=+4o0,etsip e CP(U),le support de ¢ est inclus dans un ouvert V- CC U. La restriction de u
a V appartient 2 W54(V') pour tout ¢ < 400, de sorte que (3.34) reste vraie. On conclut de la méme
maniere. 0

Remarque 3.35. La proposition 3.33 peut étre vue comme le point de départ de la théorie des opérateurs
de superposition dans les espaces de Sobolev. Plus précisément, on peut poser la question suivante. Soit
p € [1,400]. Quelles sont les fonctions G : R — R vérifiant G(0) = 0 telles que, pour toute fonction
u € WHP(R"), G ou € WIP(R™)? La réponse est connue : si p < nousip = n > 1, ce sont
exactement les fonctions dérivables G telles que G’ € L>°(R) ([16, 97, 135]). Sip > nousip =n =1,

ce sont exactement les fonctions dérivables G telles que G’ € L7 (R) ([97]).

Proposition 3.36. Soient p € [1,+oo] etu € WHP(U). Alors u™t, u™ et |u| sont dans W1P(U), et

Vut(z) = Vu(z) pour presque tout z tel que u(z) > 0,
10 pour presque tout x tel que u(z) < 0,

Vu(z) pour presque tout z tel que u(z) < 0,
0 pour presque tout x tel que u(z) > 0,

Vu(z) pour presque tout z tel que u(x) > 0,
Viul(z)=¢ 0 pour presque tout x tel que u(z) = 0,
—Vu(z) pour presque tout x tel que u(x) < 0.

De plus, en presque tout point de {z € U; u(z) = 0}, Vu(z) = 0.

Démonstration. Pour tout € > 0 et tout r € R, on pose

o (7“2—1—62)1/2—6 sir >0,
E“”_{o sir < 0.

D’apres la proposition 3.33, pour toute fonction ¢ € C2°(U) et tout i € [1,n],

[ gfr = - [ (B ow@) g @i,

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

oy ou
+ —
/Uu (x)axidx = /Um{u>0} oz, (z)p(x)dz.

On a montré le résultat pour u™. Comme u~ = (—u)™ et |u| = u™ + u~, on obtient le résultat pour u~
et |u|. La derniére assertion vient du fait que Vu = Vu™ — Vu ™. O

Pour la proposition suivante, relative au changement de variables, on rappelle (Théoréme 2.53 du Cha-
pitre 2) que, si 7' : U’ — U est bilipschitzienne (ot U et U’ sont des ouverts de R™), T est différentiable
presque partout dans U et, pour presque tout x € U, la matrice jacobienne de 71" au point x € U est la
matrice de DT'(x) dans la base canonique de R™.
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Proposition 3.37. Soient 1 < p < +oo, U et U’ des ouverts de R™ et T : U’ — U une bijection
bi-lipschitzienne. Alors, si v € W1P(U), 1a fonction u o T € WP(U’) et

V(uoT) = JT"(VuoT). (3.38)

Démonstration. On suppose d’abord p < +o00. Soit (u;);j>1 € C°(R™) donnée par le théoreme de
Friedrichs. Pour tout j > 1, on pose v; := uj o T. Si T est différentiable en € U’, comme u; est
différentiable en 7'(z), u; o T est différentiable en = et on a

Vu;(z) = JT"(2)(Vu; o T)(z).
Cela montre en particulier que, pour presque tout x € U’,
[Voj ()| < C|(Vu; o T)(x)],

et comme T est bilipschitzienne, il existe ¢ > 0 tel que |det JT'(z)| > ¢ pour presque tout x € U’, si
bien que
V() < C|(Vu; o T)(x)[" |det JT ()],

donc, pour tout ouvert V CcC U’,
/ Vo ()P de < c/ (Vg o T)(2) [P |det JT(x)| di = c/ IV, (z)|P de.
% 1% (V)
On montre de méme que, pour tous j, k > 1,
[V —w@Pdz<c [ V- w) @) da.
% (V)

De plus,
[l =@ <c [ - w)@ da.
1% (V)

Comme u; — u dans W1P(T(V)), la suite (v;);>1 est donc de Cauchy dans W1P(V). Elle converge
donc vers une fonction vy, € WHP(V) pour la norme de W1P(V) et on a donc

HUVHWLP(V) <C HU\le,p(U) .

On en déduit facilement (exercice !) qu’il existe une fonction v € W1P(U’) telle que vy, = v pour tout
ouvert V.CC U’ etqu'onav = u o T, avec la formule (3.38).

Enfin, si p = +oo0, la restriction de  a tout ouvert V' CC U appartient 4 W14(V') pour tout ¢ < +oo0,
de sorte qu’on obtient la formule (3.38) et que u o 7' € Who°(U"). O
1.7 Résultat d’extension

On donne d’abord la définition suivante :

Définition 3.39. Soit U C R™ un ouvert. On dit que U est lipschitzien si, et seulement si, pour tout
xo € OU, a rotation pres, il existe 7 > 0 et une fonction v : R"~! — R lipschitzienne telle que

UNQ(xo,r) ={z € Q(xo,7); xp > y(T1,.y Tn-1)},
ol Q(zo,r) est le cube de centre x( et dont le coté est de longueur .

Par exemple :
e une boule ouverte, un cube sont des ouverts lipschitziens,
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o R" :={(2/,2,) € R""! X R; z,, > 0} est un ouvert lipschitzien,

e plus généralement, on appelle ouvert spécial Lipschitz tout épigraphe d’une fonction lipschit-
zienne. Plus précisément, si v : R"~1 — R est lipschitzienne, I"ouvert {z € R"; x,, > v(z1, ..., 7—1) }]]
qui est I’épigraphe de ~, est un ouvert lipschitzien, appelé ouvert spécial Lipschitz,

e louvert {(z,y) € R? z > 0et |y| < 2} n’est pas lipschitzien.

Remarque 3.40. Si U est un ouvert lipschitzien, le théoreme de Rademacher (Théoreme 2.53 du Cha-
pitre 2) montre que, pour 1"~ ! presque tout z € AU, le vecteur normal unitaire 2 OU en x sortant de U
existe, et sera noté v(x).

Théoreme 3.41. Soient U C R™ un ouvert borné lipschitzien ou un ouvert spécial lipschitz et p €
[1,40c]. Alors il existe un opérateur de prolongement linéaire P : WP (U) — WLP(R™) tel que, pour
toute u € WP (U),

1. Puly = u,

2. 1Pull pogny < Cllull Loy

3. HPUHWLP(Rn) < CHUHWLP(U)'

On va commencer par traiter un cas particulier : celuiot U = Q = {(2/,z,) € R" ! x R; |2/| < let |z,| < 1} ]
On pose Q4 := Q@ NR’. Alors :

Lemme 3.42. Soit u € WP(Q, ). On définit, pour tout (2, z,,) € Q,

v ) u(d ) six, >0,
(2, 2n) = { w(z', —xy,) six, <O0.
Alors u* € Whr(Q),
[l o) < 2Mlull (g, (3.43)
et
||U*HW1»P(Q) <2 HU||W1,p(Q+) : (3.44)

Preuve du lemme 3.42 : 1’inégalité (3.43) est immédiate. Pour le reste de la preuve, on fixe une fonction
n € C®(R) telle que n(t) = 0sit < % etn(t) = 1sit > 1. Pour tout & > 1 et tout ¢t € R, on pose
mi(t) = n(kt).

Soit ¢ € C°(Q). Pour tout i € [1,n — 1],

/ u* (2, zn)a—@(x)dx = / u(x’,:cn)a—d](x)dx
Q Oz Q+ Oz
avec Y(x',zy) = (o', 2y) + p(2’, —xp). On vérifie que (2, z,) — nr(an)Y(2’, xy,) appartient a
C°(Q+). On adonc
[, vl e S @s = = [ S )it
et en faisant tendre k vers 400, on obtient
[ w ) G @ = [ S,

ce qui montre que

*/ ! 6@ ou ’
J e g @ =~ [ S e
= — [ vi(z)y(x)dx



%(:c',xn) siz, >0,
'Ui(mlaxn) = %/ZZ
o (2, —x,) siz, <O0.
Cela montre que g%: = ;.
De plus,
/Qu*(:c) g;i (z)dx = /Q+ u(a:);ildx
avec x(2/,zn) = (@', 2y) — @(2',—x,). Comme (z/,x,) — w(z',z,) = np(an)x(@,z,) €
C*(Q4), ona
/Q+ u(:c)g;(x)daz =— 0. aa;(x)nk(:cn)x(q:/,xn)da:. (3.45)
Or 5 5
Ajg, — 4;&7 / ! /

On vérifie que

lim & w(x)n' (kxp)x (2, x,)dx = 0.
k—+o0 Q4
En effet, comme |y(2/,u)| < C'|u| pour tout 2’ € R" ! et tout u € R (ce qui vient du fait que

x(@',0) = Oetx € C(Q4)),

< Ck |u(z)| zpdx

0<zn<t

C |u(z)| de.

O<$n<%

‘k /Q e ko) 3o 2

IN

Finalement, en faisant tendre k vers +oo dans (3.45), on obtient que

ox B ou ,
J v g @z == [ S el an)da,

de sorte que

dy ou
* d — _ I / d
@) g [ e X
=~ [ ona)e(@)do,
Q
avec 5
%(m) sixy >0,
vn (', @n) =8 9B,
Ainsi, % = vy, ce qui montre bien que u* € W1P(Q) et que I'inégalité (3.44) est vérifiée. O

Preuve du théoreme 3.41 : on suppose d’abord que U = R'}. La conclusion est obtenue exactement
comme pour le lemme 3.42.

On suppose maintenant que U = {x € R x, > v(x1,...,2,_1)} ou la fonction v : R*~! — R
est lipschitzienne. Pour tout © = (2/,z,) € R, on pose T'(x) := (2/,v(2’) + ). On vérifie im-
médiatement que 7' est une bijection bilipschitzienne de R’} sur U. II résulte de la proposition 3.37
que v := uoT € WHP(R}) avec HU”LP(M) <C HUHLP(U) et ”UHWLP(JM) <C HUHWLP(U)-
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Le cas précédent permet de prolonger v en v € W'P(R™) avec |7 per)y S Cllvllpgny et
+
[0lly1p@ny < Cllollyrp ey, etil suffit de poser w := v o T~ pour conclure.
+
On passe maintenant au cas général : U est supposé borné et lipschitzien. 1l existe des ouverts

Uy, ..., U C R™ tels que OU C U U; et des bijections T; : () — U, bilipschitziennes telles que
1<i<k

E(QJF) =U, NN CtE(Qo) = U; N oS

Ici, @ et Q4 sont comme dans le lemme 3.42 et Qg := {(2/,0); |2/| < 1}.
Il existe des fonctions 6y, ..., 0 € C°°(R™) avec les propriétés suivantes :
1. 0<0;(z) <1lpourtout0 <i < kettoutz € R",
k

2. Z&z(x) = 1 pour tout z € R™,
i=0

3. p:)ur tout 1 < i < k,suppb; CC U,
4. supp 6p C R™\ 9U,
5. Oply € C(U).

k

On décompose u = Z f;u et on pose u; := O;u € WLP(U).
i=0
On étend ug par 0 hors de U en une fonction ug. Comme 6, et V6, sont bornées sur R™, on vérifie, en
utilisant les propriétés de support de g, que ug € WHP(R") avec [uollwre@ny < Cllullwrew)-
Pour 1 < ¢ < k, on se rameéne a () en utilisant les fonctions T3, ce qui permet d’étendre u|¢,nyy en une

fonction w; € Wl*p(Ui). On étend alors la fonction 6;w; par 0 hors de Uj, et la fonction ainsi obtenue,
k
notée u;, vérifie ||ily1p@ny < Cllullyrewnp,)- On pose finalement Pu = > ;. Les détails sont
i=0
laissés en exercice. ]

Remarque 3.46. Soit U C R™ un ouvert. On dit que U possede la propriété d’extension pour les espaces
wltp pour 1 < p < 400 si, et seulement si, il existe un opérateur linéaire P, continu de WLP(U) dans
WLP(R™) pour tout p € [1, +oc], tel que, pour toute fonction v € WP (U), Pu est un prolongement de
u a R"™. Le théoreme 3.41 montre que tout ouvert borné lipschitzien ou spécial lipschitz a cette propriété.
Caractériser les ouverts U C R™ possédant la propriété d’extension pour les espaces WP pour 1 < p <
—+o00 est un probleme difficile, a propos duquel on pourra se reporter a [102, Section 1.5]. On signale ici
([67]) que, en dimension n = 2, U possede cette propriété si, et seulement si, U est un quasi-disque,
c’est-a-dire 1’'image d’un disque par un homéomorphisme quasi-conforme de R? sur R?.

1.8 Autres résultats d’approximation

Si U est borné, on peut donner un résultat d’approximation global :

Théoreme 3.47. On suppose que U C R™ est un ouvert borné. Soit u € WHP(U) avec p € [1,+o0].
Alors il existe une suite de fonctions (u;)j>1 € C°°(U) N WP (U) qui converge vers u dans WHP(U).

Remarque 3.48. Contrairement au théoreme de Friedrichs, les fonctions u; ne se prolongent pas en
des fonctions Cg°(IR™). Par contre, les dérivées des u; convergent vers celles de u dans LP(U) et pas
seulement dans LP (V') pour tout V .CC U.

Preuve du théoréme 3.47 : on définit U; = {:c e U; d(z,0U) > %} pour tout entier j > let V; =
Ujts \ Uj11. On fixe aussi un ouvert Vy CC U tel que

v=UVv.

320
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Soit ((;)j>0 une suite de fonctions telle que (; € C°(V;) et Zgj = 1 dans U. Pour chaque j,
Jj=0

¢ju € WHP(U) et le support de cette fonction est inclus dans V.

Soit € > 0. En utilisant une approximation de 1’identité comme dans la preuve du théoréme 3.21, on

trouve, pour chaque j > 0, une fonction u; € CS°(R™), a support dans W; = Uj44 \ U telle que

15
s = Gty < 577

On pose alors v = Z u;. Cette fonction est de classe C*° dans U car, sim > 0, elle est C°° sur U,,, (sa
320

restriction a Uy, s’exprime par une série qui ne comporte qu’un nombre fini de termes). De plus, pour

tout V Ccc U,

+oo
[ = ullyrpy < Z lJuj — CJUHWl,p(U) <¢,
j=0
ce qui termine la preuve. O

Dans le théoreme 3.47, les fonctions u; sont C*° dans U mais pas dans U (voir la remarque 3.22 plus
haut). Si on suppose U lipschitzien, on peut approcher les fonctions de WP (U) par des fonctions

C°°(U). On peut énoncer le résultat d’approximation suivant :

Théoreme 3.49. On suppose U borné lipschitzien ou spécial lipschitz, et 1 < p < +o0. Soit u €

WLP(U). Alors il existe une suite de fonctions (uj)j>1 € C°(R™) telles que u;|i converge vers u dans
WLP(U).

Démonstration. Le théoréme 3.41 permet d’étendre u en une fonction & € WP (IR™). On conclut alors
comme dans la preuve du théoreme de Friedrichs. 0

1.9 Traces

Siu € WHP(U), on veut considérer la “valeur de u” sur OU. Cette restriction n’est pas clairement
définie en général (car w peut étre modifiée sur un ensemble de mesure nulle) mais elle I’est si u est
continue sur U. On va donner un sens a la valeur de u sur QU en utilisant la notion de trace.

Théoreme 3.50. Soient U C R™ un ouvert spécial Lipschitz ou un ouvert borné lipschitzien et p €
[1, +o00]. Il existe un opérateur linéaire borné T : WP(U) — LP(OU) tel que :

Tu = ulpy siu € WHP(U) N C(T).
La fonction Tu s’appelle la trace de u sur OU et se note tr u.

Démonstration. On commence par le cas U = R}. D’apres le théoreme 3.49, il suffit de montrer qu’il
existe C' > 0 tel que, pour toute u € C°(R"™),

Lo s OF doredn s < C lulfynp ey,

On pose pour cela G(t) = ||’  pour tout ¢ € R. Pour tout (z1, ..., z,_1) € R"!,

2 9(Gou
G(U(l‘l,-.-,l‘nfl,o)) = _/(; (ax)(xlv"wxnlafxn)dl‘n
+oo " ou
= — ; G'(u(xl,...,xn_l,xn))a—%(xl,...,xn)dxn,
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ce qui implique

400 p—1 ou
|G(u(x1,y .oy xn-1,0))] < p |u(x1y ooy X1, )| %(xl,...,xn) dx,,
y +oo " +oo ou p
< C (/ [w(1y ey Te1, 20) | dy, +/ — (21, ey p) dxn> )
0 0 6xn

On obtient la conclusion voulue en intégrant en x1, ..., Tp—1.

Pour le cas spécial lipschitz, on utilise un changement de variable bi-lipschitzien. Il suffit de remarquer
que, si f € LP(R™) et H : R™ — R™ est bi-lipschitzienne, alors la formule de I’aire montre que
[f | o@ny ~ I © HI| o (gny- Pour le cas ot U est borné, on utilise une partition de I'unité. Les détails
sont laissés au lecteur. O

On va s’intéresser plus précisément aux fonctions de WP (U) de trace nulle. Donnons d’abord une
définition :

Définition 3.51. Soient U C R"™ un ouvert quelconque et p € [1,+oc]. On désigne par VVO1 PU)
1’adhérence de C°(U) dans W1P(U).

Il s’agit en gros de I’espace des fonctions de W'P(U) qui sont nulles sur OU. Plus précisément :

Théoreme 3.52. On suppose U C R"™ ouvert spécial Lipschitz ou borné lipschitzien. Alors, pour tout
1 < p < +00 et pour toute u € WHP(U),

u € Wol’p(U) < tru =0 surdU.

Démonstration. On suppose d’abord que u € I/VO1 P(U). Par définition, il existe une suite (u;)j>1 €
C>(U) qui converge vers u dans W1P(U). Par continuité de la trace, tru; — tru dans LP(9U), et
comme tr u; = 0 pour tout j, on obtient bien que tru = 0.

Pour la réciproque, en utilisant un changement de variable et une partition de 1’unité, on voit qu’il
suffit de montrer que, si v € WP (R7) est a support compact dans m et est de trace nulle, alors

u € WO1 P(R?). Par le théoreme 3.49, il existe une suite (u;) € C°(R™) qui converge vers u dans
WLP(R™), etonadonc tru; — tru = 0dans LP(R"™1).
Si (z1,...,2n_1) € R* et z, > 0, on a, pour tout 7,

In | Quj
(45 (21, ooy Tt @n)| < 1 (21, ooy Zn1, O)] +/ LY (1, oy mr, )| it
0 81:71

On en déduit que, pour tout z,, > 0,

/}R%1 |uj(z1, ey Tpe1, ) [P dzy.dan—y < C </]R"1 \w;(z1, ..y Tp—1,0) P dzy...dxy—

Tn
+ .%'2_1/0 /Rni1 \Vuj(xl,...,xn_l,t)]p dxl...dxn_ldt> .

Faisant tendre j vers 400, on obtient donc, pour presque tout z,, > 0,

Tn
/ [w(z1y ooy T, ) [P dy.odzp—1 < C’xf’l_l/ / |Vu(zy, ..., tpn_1,t)[F dzy...dz,_1dt.
Rn—1 0 Rn—1
(3.53)
On fixe maintenant une fonction { € C2°(R) a support dans [0, 2], valant 1 sur [0, 1] et compris entre 0
et 1. Pour tous j > 1 etz € R”, soit

G (@) = C(zn) etwj(z) = u(z)(1 = ¢;(x)).
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On a donc Ow. o
(@) = S @)1 = (@) — ju(@)C ()

et,pourtout 1 < k <n—1,
ow; ou
71(:6) - 7=

oxy,

Il vient que
/ |[Vwj(xz) — Vu(x)Pde < C/ ¢ ()P |[Vu(z) P
i Ry

2
+ ij/]/ ’u(ml,...,l’n_l,t)‘pdxl...d:(}n_ldt
0 Rn—1

Il est clair que A; — 0 en raison du support de ¢;. Quant a B;, on écrit, en utilisant (3.53),

B; < Cy* / tpl(// 1Vu|pdx>dt
Rn—
< C”/ P~ ldt/ / |VulP dx
Rn—1
<

C'/ / |Vul? de — 0.
Rn—1

On a donc prouvé que Vw; — Vu dans LP(R"}). Comme on a aussi w; — u dans LP(R"}), il vient
que w; — u dans WP(R"). De plus, w;(z1, ..., ;) est nulle si 0 < x,, < %, de sorte qu’on peut, en
régularisant w;, obtenir une suite de fonctions de C2°(R" ) qui converge vers u dans WP (R"). Ainsi,
u € WO1 P(R?), ce qui termine la preuve. O]

.. e . 1
Voici une autre caractérisation de W), P

Théoreme 3.54. Soient U C R™ un ouvert spécial Lipschitz ou borné lipschitzien et 1 < p < 4o00. Si
u € LP(U), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. we Wyt(U),

2. il existe C' > 0 tel que, pour toute ¢ € C°(R™) et tout 1 < i < n,

Oy
/U u(x) oz, (x)dz

<C ||<PHLq(U)

1,.1_
avecp—i-q ,

3. la fonction u (qui est le prolongement de u a R™ valant 0 sur R™ \ U) appartient a WP (R™),

Démonstration. On suppose 1. Soit (uy)r>1 € C2°(R™) qui converge vers u dans W12 (U). Pour tout

k>1, 5
¥
/Uuk(av)a:ﬂZ (x)dx

et il suffit de faire tendre k£ vers +oo pour conclure que 2 est vérifiée.
On suppose 2. Pour toute ¢ € C°(R™),

< Hvuk”LP(U) H‘PHLq(U) )

() 22
o0x;

O
] u@) 52 @de| < C 1T pagen

et le théoréme 3.28 montre que % € WHP(R™).

(a)do| =
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Enfin, on suppose 3. Par changement de variable et partition de I’unité, il suffit de prouver ceci : soient
Q = {x € R"; |z;| < 1pourtouti} et Q4 :={x € Q; =, > 0}.
Soit u € LP(Q4 ) telle que & € WP(Q). Alors, pour toute fonction ¢ € C2(Q), pu € Wy P(Qy).

Pour cela, on choisit une approximation de I’identité (py)x>1 telle que

1 1
supppkc{meR"; 2k<.ﬁ()n<k}.

Alors py * pu — pu dans W1P(R™), et, pour tout k assez grand,

supp pj; * pu € C°(Q+),
ce qui montre bien que pu € Wol P(Qy). 0

Remarque 3.55. L’hypothese de régularité lipschitz sur U n’est utilisée que pour montrer 3. = 1.

1.10 Espaces de traces

On cherche & décrire plus précisément 1’image exacte de W' par I’opérateur trace. Dans tout ce
paragraphe, on se donne un ouvert U de R"™. Soient s €]0,1[et 1 < p < oc.
Pour tout u € Lj,.(U), on définit

_ u(z) — u(y)? )”p
[U]Ws,p(U) «— (\/Uv U ’x — y|n+$p dl‘ dy .

On définit alors I’espace de Sobolev fractionnaire
WHP(U) := {u € LP(U) : [ulws»@) < 00}
On le munit de la norme ||ul|ws.p(rr) == [[ull o (1) + [Wwsr @) 1L est facile de vérifier :

Proposition 3.56. 1. L’application u + |[u|yys.p(¢7) est une norme sur W*P(U).
2. Muni de cette norme, I’espace W*P(U) est un espace de Banach.

3. Soit V un autre ouvert de R” tel qu’il existe un C'-difféomorphisme ® : U — V. On suppose
de plus que D® et D®~! sont uniformément bornés. Si u € W*P(V), alors uo ® € WP (U).

De plus :
Théoreme 3.57. Les fonctions C*°(R™) N W*P(R™) sont denses dans W*P(R").

Démonstration. On se donne v € W*P(R™). Soit (p:)e>0 un noyau de convolution : p € C°(R"),
> 0, / p=1etsuppp C B(0,1) puis p(-) = p(-/e)/e™. On définit u. := p. * u. Comme
Rn”

u € LP(R™), on sait que u * p. converge vers u dans LP(R™). Soit g. := u — u.. On va montrer que
[9e]ws»(mny — 0 quand &€ — 0. Comme [ue]pys.prn) < [ge]wsp(mn) + [U]wsp@n), on en déduira que
ue est dans W*P(R™) et converge dans cet espace vers u. On a

) —u ) u(y) + us(y)[?
[gg Wsp Rn) /n /n c |n+sp < dI’ dy

On découpe de la maniere suivante :

( |p |ug UE( )‘
o < C// ) = NIV rdy +C’// dxd
(9w jo—yl<e I:z:—yl’”‘“” jo—yl<e Iﬂc—yI”*sP !

207




|u _Us( ‘p _Uz-:( )|p
+C// fukz) = ue@)P 1oy +c// luty) = ueW)I” ) .
lo—ylze |T =y —y|>e Iﬂf— |ntsp Y

On note respectivement I, . .., I les 4 termes du membre de droite. On a I3 = I. De plus,

ueo) — )P = | [ (0= 2) — uly = 2)pulz) |

< [ = 2) ~ uly = 2Ppe(2) dz

par 'inégalité de Jensen. On en déduit par le théoreme de Fubini

lu(x — 2) —u(y — 2)|P
I < dr d (2)d
2= //|1‘y|<5 v R™ |z — y|ntsp pe(2) dz

[u(@ —2) —u(y — 2)|P
= z dz// dx d
R" p&( ) |$_y|<€ |CC _ y‘n—&—sp Yy

|u(z) — u(y)[?
_ dz// dedy = I
/)% o—yl<e u—mmw Y

Il reste donc a montrer que [; et I3 tendent vers 0. Pour I, c’est une conséquence du théoreme de

|u(x) = uly)”

o =yl

convergence dominée (noter que la fonction (z,y) — est intégrable sur R™ x R™). Pour

I3, on écrit

lu(x) — uc ()P / / dy
——— " dxdy = u(x) — us(z) P do _—
//I:v yl>e |o—y[rtep Y R”| (@) ~ ()] ly—a|>e [T — y["TeP

<C dz.
R” gsp
Pour ce dernier calcul, on a écrit :
d d . .
/ % = / | |nzisp (changement de variables : translation)
ly—z[>e |T — Y ly|>e 1Y

oo pn—lgy s !

e TSP 14 sp esp

= \S”_1| (changement de variables : coordonnées sphériques) .

On en déduit donc

/|u — ue(x)|P dr = 7// |u(x) — u(z — 2)|Ppe(2) dz dz (encore Jensen)
.CL‘ — Z)|p C
< C//|\ |<6 €n+5p dl'dZ (CaI‘ Hp&«HLoo(Rn) S 87771)
<C// ule — 2)" dx dz = C1;.
|z|<e |z]”+8p

Le théoréme est démontré.
O

On va maintenant montrer, dans le cas du demi-espace supérieur, que la trace des fonctions W 1P
appartient a wi-1/pp .
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Théoréme 3.58. Soient p €]1,+oo| et u € WI'P(RL). Alors la trace de w est dans W1 =1/P(R*=1),
De plus, il existe C' > 0 (qui ne dépend que de n) telle que

[lullwri-1/p@n-1)y < Cllullwrrgn)-

Démonstration. Par densité-continuité, il suffit de le montrer pour v € Cg°(R’}). On a pour tous /',y €
Rn_l,
/ / / /
: e +y |2 —y \)‘
70 - )
u(z’,0) u< 5 5
/ / / /
: ety | —y \)‘
0) —
u(y', 0) U< 5
/ / / /
: g4y 2 -y |>
0) —
u(w',0) — u (S5

4y |2 =y |\

[u(2’,0) — u(y’,0)] <

d’ou
P

\w%m—wwmw§c(

On en déduit

u(x’ 0 ) —u(y’,0)
[u( O)]WI 1/p,p Rn 1 :/ ’ |n+p 2 ’ d /dy,
lu(z’,0) —u a:-i—y’ \l’—y|>‘p
< C// ‘ner 5 dx'dy’

fc+y’ lz'=y'|

|uy()—u ) |
+C// ) da'dy

$ _y|n+P 2

w+y’ 2" —y'|

lu(a’,0) P
e f [0 G Ty

— h,|h
<C// [u(a',0) ‘h;f;_; [R)I” da'dh (changement de variable h = (v — 2')/2)

% |u(a!,0) — u (2 +r6,r)|?
<C dx’/ df [u(a’,0) —u (a4 rfr)]| dr (changement
Rn—1 gn—2 r=0 rP

de variable : coordonnées sphériques).

On utilise maintenant 1’inégalité suivante due 2 Hardy (voir exercice 3.179 ) : pour tout f € C}([0, 00)),

ond < |f(r) — F(O)[" 00
/0 W;pfdr < /0 £ dr. (3.59)

On Iapplique a f(r) = u(2’ + r0, 7). On en déduit :

[e'e) / _ ! P [e'e)
/ [u(z',0) — u(a’ + f,7)| dr < C’/ |Du(x’ + 70, 7)[P dr.
r r=0

=0 rP

Ainsi,
[U(',O)]svkl/p,p(w—g <C . dx’' /57172 df - ]Du(m +76,7)Pdr.

Par le théoreme de Fubini (on integre d’abord en 2’ et on fait le changement de variable x” = 2z’ + r6),
il vient
) ——l O/R DU, PP da” dr = Cl|Dulf
r= n—

Le théoreme est démontré.
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Soit © un ouvert borné de classe C' et on note I' := 9. Alors on définit pour toute fonction
mesurable v : I' = R

[u]ys(r) = </F M do(z) da(y)); ,

r e =yt
ott do = dH"*. On pose
WHP(T) == {u € LP(T) : [ulpsnpry < 00}

qu’on munit de la norme |[u[|yspr) = [[u||zpr) + [u]pspr)- On a déja vu que la trace était une
application linéaire continue de WP (Q) dans LP(92). L’image de la trace est en fait contenue dans
wi-v/ P-P(T"). La preuve utilise 1’analogue suivant de la proposition 3.56 :
Proposition 3.60. Soit u € W*P(T").

1. Soit 0 € C°(R™). Tl existe C' > 0 (indépendant de u) telle que ||0u|[ys.p(r) < C||u|lwsp(r)-

2. Soit ® : U — V un C"! difféomorphisme entre deux ouverts U et V de R” tel que ®(I' N U) =
V N (R*! x {0}). On suppose de plus que D® et D@~ sont uniformément bornés. Alors il
existe C' > 0 (indépendant de u) telle que ||u 0 ®~H|yen(yn@e-1x0})) < Cllullwsrrao)-

De cet énoncé, on déduit :

Proposition 3.61. Soit {2 un ouvert borné de classe C!. Alors pour tout u € W1P(Q), tru €
Wl-1/pp(T).

Démonstration. 11 suffit de recopier la preuve ou on montrait I’estimation ¢tr v € LP(I") en utilisant la
proposition 3.60.
O

On va maintenant identifier I'image exacte de W' (R") par la trace. Le théoréme suivant est attribué a
Gagliardo. La preuve que I’on en présente est due a Mironescu ([103]).

Théoréme 3.62. Soit 1 < p < +o0. Soit v € WI=V/PP(R"™1). Alors il existe u € WHP(R™) telle que
tru = v. De plus, il existe C > 0 ne dépendant que de n telle que

lullwrr@n) < Cllollwi-1pp@n-1y-

Démonstration. Par densité-continuité, il suffit de montrer le résultat pour v € C®(R"1) N
Wi=1/pp(R1), Soit § € C([0,1)), 0 < # < leth = 1 sur [0,1/2]. Soit p € CX(R"1),

p >0, /p =1, suppp C B(0,1) puis p. := p(-/€)/e" L. On pose alors

u(x' 1) = 0(t) (v * p)(x).

1
lellnguy) < [ dtlo % ol sy < ol sy

Par ailleurs,
2 — y/ dy’

u(w ) =0) [ o ()




/

=0 [ o )V L

dy
t

—6(0) [ (0@’ 1) = o) Voly) L

Dans cette derniere égalité, on a utilisé le fait que / Vp(y') dy' = 0 (pour le voir, il suffit de dériver par

rapport 2 x’ : / p(x’ — ) dy’ = 1). On en déduit (par I’inégalité de Holder et le fait que p est a support
dans B(0, 1))
1

|Vou(a )P < CG(t)ptp

[, 6 =) =y
Y

On estime maintenant les dérivées par rapporta ¢ :

=0 p)@) 400 [ 06 = 1) = o) (=900 B — (= 1l )

ly'|<1
On a utilisé ici que
L (906} + (0= Doty dy' =0
(c’est la dérivée en t = 1 de la fonction ¢ — pt(y") dy' qui vaut constamment 1). Concernant les
1

R"—
dérivées en t, on a donc

0 P 1
0] < WO @+ O [ (ol o)) = o)y
ot 7 Jiy <1

Ainsi
1 Dul[7 @y < ClIvIEpgn-1)
Ldt
) — (2’ —ty)|P dy
Otp/Rnl/yld (' — ty')|P dy
p _ _ p
< Clhlygny + € [ groas /R - / @) = et =y ay
Lodt
p _ _ P 7
< Ol +C [ [ ) = g /|,| R
<C||U|| +C/ / —U(.’L' _y)’ dy/
Lp(R—t ne1 Jgn-1 |y [np—2

= CHvalfl/p,p(Rn—l)7

ce qui acheéve la preuve du théoréeme.
O

Remarque 3.63. Dans le calcul précédent, pour obtenir I’estimation |[ul[y1.p(rn) < Clv||yy1-1/ppgn-1y
on a seulement utilisé que p € C°(R™1). et que I’intégrale de la fonction p; ne dépend pas de t. Le
fait que p soit a valeurs positives et d’intégrale 1 est simplement utilisé pour obtenir que tru = v.
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On déduit du théoreme 3.62 :

Théoreme 3.64. Soient Q un ouvert borné de classe C* et v € W'=1/PP(9Q). Alors il existe u €
WLP(Q) tel que

lullwrr@) < Cllollwr-1ear)
(C constante indépendante de v).

On considere enfinlecas p =1 :

Théoreme 3.65. Soitv € L' (R"™1). Alors il existe uw € W11 (R™) telle que tr u = v. De plus, il existe
C > 0 ne dépendant que de n telle que

HUHWLl(Ri) < C||U||L1(R"*1)' (366)

Démonstration. Cet argument est emprunté a [104]. On suppose d’abord v € C°(R"™ 1) et on pose

Tn

(e’ o) = ol ().

ol ¢ € C([0,+o0]) avec ((0) = 1 et d > 0. Il est facile de vérifier que, pour 6 > 0 assez petit, on a
bien tru = v et (3.66).
Siv € LY(R™1), il existe une suite (v;);>1 € C°(R™) telle que v = » vjet 10l 1 g1y <

J J
2 ||v| 1 (gn—1y- 11 suffit d’appliquer le cas précédent a chaque v; et de sommer sur j pour conclure. [

Remarque 3.67. 11 n’existe pas d’application linéaire continue 7" : L' (R"~!) — Wh1(R") telle que,
pour toute v € LY(R™™1), tr Tv = v. On pourra se reporter a [116, Section 5].

1.11 Plongements de Sobolev

Les plongements de Sobolev affirment qu’une fonction de W 1P(R") possede un degré d’intégrabi-
lité plus élevé que son appartenance a LP ne I’indique. Ces plongements prennent une forme différente
selonquep < n,p=mnoup>n.

Lecas 1 < p < mn: onsuppose que 1 < p < n et qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute fonction
u € WHP(R™), u € LI(R™) et
lull any < ClIVUl| pogny - (3.68)

Fixons alors une fonction u € C2°(R™) non nulle. Pour tout A > 0 et tout = € R", définissons
up(z) = u(Az).
Alors, pour tout A > 0, (3.68) donne
1

n
q

A
Jull, < C—= [IVul,.
AP

Cela n’est possible que si £ = 1 — 1 On va maintenant établir le théoréme suivant :
g p n

Théoreme 3.69. Soit 1 < p < n. On définit p* par
1 1 1

Alors il existe C' > 0 tel que, pour toute u € WHP(R"), u € LP" (R") et
el e @y < C IVl e -
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La preuve de ce théoreme repose sur un lemme de calcul intégral :
Lemme 3.70. Soient fi,...f, € L" 1(R"~1) (n > 2). Pour tout x € R" et tout 1 < i < n, on définit
~ -1
Ti 1= (.731, ey Lie1, Tit1, ,In) e R,

Alors, si, pour tout x € R"”,
f(@) == f1(Z1)... fu(Zn),

on a

1Al gny < TT il pn gy -
i=1

Preuve du lemme 3.70 : on raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, f(x) = f1(z1) fo(x2) et il suffit
d’appliquer Fubini. Prenons n = 3. Alors, pour tous z1,z2 € R,

[ i@ esanldes = || [ filea,a)] | faler,a)] dos
R R 1 1
< [fa(@, 32)] (/R\f1(902,963)|2d963>2 (/R!f2($1,$3)\2d$3>2,

donc, en intégrant par rapport a 1 et x3 et appliquant a nouveau Cauchy-Schwarz, on obtient

L 15@de < 1 fall ey il ey | ol ey

On suppose maintenant le résultat vrai pour un n et on le montre pour n + 1. On fixe z,+1 € R. Par
Holder,

1
oy

/Rn |f(:171, ...,$n,l’n+1)| d$1d$n S ||fn+1HLn(Rn) (/Rn |f1(fl)fn(§n)|nl d:Eld:L‘n)

avec = + 1 = 1. L’hypothése de récurrence appliquée & (1, ..., zn) — | f1 (%1)\”, ]fn(fn)]"/ donne

n
L@ b @) daredin < T 1A ooy
=1

donc

/n ‘f(xla "'7xn7xn+1)’ dwldxn S Hf”-‘rlnLn(]Rn) H ”fi||Ln(Rn—1) .
i=1

On intégre maintenant en x,, ;. Pour tout 1 <i < n, 41 — || fil Ln(rn—1) @ppartient a L™(R), donc

fi n(pn— dl’n 1 S f?, n(n 5
/xnﬂgRZl_[lH Iz (Rr=1) + g“ I (Rn)

ce qui donne bien le résultat pour n + 1. O
Preuve du théoréme 3.69 : prenons d’abord p = letu € C2°(R™). Pourtout 1 < i < nettoutz € R",

uw) < [ |22

83@

(@15 ooy T 1, Yiy Tig 1 s T) | Ay i = fi(T5).

Cela entraine

u(z)[" < [T fi(@).
i=1
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En appliquant le lemme 3.70, on obtient donc

"l B || 7T
/n| ()| 1dm<H||fz||L1Rn = Hl 1 .
donc, en élevant a la puissance "771,
n
el 2 g [[ 3% .

ce qui donne bien le résultat pour p = 1.
On suppose maintenant 1 < p < n. Soit m > 1. Appliquantlecasp =1a \u|m_1 u, on obtient

L ou
o < m
HuHLn—l (R?)  — mzzl_Il ‘u‘ Ox; L1(R") (3.71)
< mlulm 1|5 |
< L (m 1)(RTL) ey axl LP(Rn) .

Choisissant alors m tel que ™% = p/(m — 1) avec ]lj + 1% = 1 (on vérifie que m > 1), on obtient donc
la conclusion voulue.

Enfin, si u € W1P(R™), il existe une suite de fonctions de C2°(R™) qui converge vers u dans W 1P (R™),
et on conclut en passant a la limite. O

Remarque 3.72. On verra (Théoreme 3.114) qu’on peut calculer la valeur de la meilleure constante de
I’inégalité Hu|| LT ey S < Cl|Vul 11 (gny-
Corollaire 3.73. Soit p € [1,n[. Pour tout ¢ € [p, p*], il existe C; > 0 tel que, pour tout u € WHP(R"),
u € LI(R™) et

”UHLq(Rn) < Cq HUHWLP(R") :

Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’il existe « € [0, 1] tel que

1 11—« o

_i_i
q p p*’

ce qui entraine par Holder que, pour toute fonction u € LP(R™) N LP" (R™),

el oy < lull oy N6l Zor @eny < Ntll oy + el o gy -

On applique alors le théoreme 3.69. O

Le cas p = n : on a le plongement suivant :

Théoréme 3.74. Pour tout q € [n, +o], il existe Cy > 0 tel que, pour toute u € WH™(R™), u € LI(R")
et

||U||Lq(Rn) < Cqy HUHWM(Rn) :

Démonstration. On suppose d’abord que u € C2°(R"™). On applique (3.71) avec p = n, ce qui donne

m”UH (m Dn HVUHL"(R”)
1 (Rn)

n—

H ||Ln 1(]Rn) -
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pour tout m > 1. Donc, en utilisant ab < %p + % pour a,b > Qet 1% + é =1,

lell gy < C (ruuﬂ_?n(m - uwumn)) - (3.75)

En appliquant (3.75) avec m = n, on obtient

lull a2 < Cllullyrnges

1 (Rn)

donc, comme la méme inégalité est vraie avec ||| ;» g~y dans le membre de gauche, on obtient

[ull amny < Cllullyingny

TL2

' n—1
n + 2 et tous les m = n + k avec k > 1 entier. On conclut en utilisant la densité de C2°(R™) dans
Whn(Rm). O

pour tout ¢ € {n } On obtient la conclusion en raisonnant de méme avec m = n + 1 puis m =

En combinant les plongements de Sobolev qu’on vient de prouver avec les propriétés d’extension pour
les espaces WP, on obtient immédiatement :

Proposition 3.76. Soit U C R™ un ouvert possédant la propriété d’extension pour les espaces W 1P
pour 1 < p < +o0 (voir la remarque 3.46).

1. Soit p € [1,n[. Alors il existe C' > 0, dépendant de U et de p, tel que, pour toute fonction

w € W), [[ull e @y < Cllullwrawy 0 5 = 5 = 3.

2. De méme, si p = n, il existe C' > 0, dépendant de U, tel que, pour toute fonction u € WL”(U)
ettout g € [n, +00], [[ull Loy < C llullyrn(wy-

Remarque 3.77. On peut donner une version de la proposition 3.76 pour les espaces WO1 ).
1. Soitp € [1,n[. Il existe C' > 0 tel que, pour fout ouvert U C R™ et toute fonction u € Wol’p(U),
lall o @y < € lullyney-
2. Nl existe C' > 0 tel que, pour tout ouvert U C R", toute fonction u € VVO1 "(U) et tout g €
[, +00l, [ull oy < Cllullrnwy-

En effet, par définition de VVO1 P(U), il suffit de montrer ces inégalités pour u € C°(U), et dans ce cas,
elles résultent des théorémes 3.69 et 3.74. On notera qu’ici, contrairement a la proposition 3.76, C ne
dépend pas de U.

On a en fait un meilleur plongement pour W1, appelé inégalité de Trudinger Moser ([142, 152]) :

Théoreme 3.78. I existe Cy,, c,, > 0 tels que, pour tout ouvert borné U C R" et toute fonction f €

(),
i F@l \7T
= Jy o (C”<r\Vf||Ln> )d = O

On se reportera a I’exercice 3.180 pour des éléments de preuve.
En complément, on cite un autre résultat, qui concerne I’absence d’injection de W 1" (R") dans L>°(R").
Si f € Whm(R™), on ne peut pas espérer trouver, pour tout £ > 0, une fonction g. € Whm N L telle
que [|gelloo < C Nl fllwrn et || f — gellyrn < €. Une telle approximation devient toutefois possible si,
au lieu d’estimer le gradient de f — g, on ne cherche a estimer que toutes les dérivées partielles de f — g
sauf une :
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Théoreéme 3.79. Pour tout § > 0, il existe Cs > 0 avec la propriété suivante : pour toute f € W1 (R"),
il existe g € WH(R™) N L>®(R™) telle que

9llwim @y + 19l oo (mry < Co Il lyprin @y
et
Z 10;(f — g)HLn(Rn) <9 ||f||W17n(]R”) :

1<j<n—1

On pourra se reporter a [20, Theorem 11], ainsi qu’a [148] pour une extension au groupe de Heisen-
berg et a [21] pour le cas des espaces de Sobolev d’ordre plus grand que 1.

On examine maintenant le cas p > n :

Théoreme 3.80. [Injection de Morrey] Soient n < p < oo. Alors il existe C' > 0 tel que, pour toute
u € WHP(R™), u € L>®(R") donc

[ull oo (mny < C llullyyrp(mny - (3.81)
De plus, pour presque tous x,y € R",
u(@) = u(y)| < Clo = yl' % [Vl gz (3.82)

En conséquence, pour toute u € WHP(R™), il existe une fonction @ holderienne d’exposant 1 — % sur
R™ telle que u(x) = u(x) pour presque tout x € R™.

Remarque 3.83. On notera que, dans le membre de droite de (3.81), on ne peut pas remplacer
[wllw1.p(rny PAr [[Vul| o gn)- En effet, supposons qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute u € WLP(R™),

[l oo ey < C NIVl Lo (g - (3.84)

Soit alors u € CZ°(R™) une fonction non identiquement nulle. Pour tout A > 0 et tout z € R", on
définit v(z) := u(Ax). Comme Vv(x) = AVu(Ax), (3.84) donne

1—n
[ull oo (ny < CA 7 [Vl Lo gy
pour tout A > 0, et on obtient une contradiction en faisant tendre A vers 0.

Preuve du théoréme 3.80. On suppose d’abord u € C2°(R™). Soient () un cube de R™ contenant 0 et
decOtéretx € @.0Ona

lu(z) — u(0)] = /Oljtu(ta:)dt‘
< /Olii!wz\ g;(tw) dt (3.85)
< Tiil‘/ol ggi(tx) dt.
On définit alors
uQ @ Qu(y)dy



En intégrant (3.85) sur @), on obtient donc

[ug = u(0)] < |Q‘/<

Tnl

>dx
>dt
ol

) (tr)7

/</z\
s

Par Holder, pour tout 1 < i < nettout ¢ €]0, 1],

/8% ‘ (/‘Byzy

On a donc .
e
ug —uO)| £ i IVull gy [ S
l,ﬁ
p

En raisonnant par translation, on obtient que, pour tout cube () et tout = € @,

e
lug —u(z)| < . Q) - (3.86)
P
Donc, pour tout cube @ et tous x,y € @,
—
lu(z) —u(y)| < 21w IVull 1o (o) -
P

Maintenant, si z,y € R", il existe un cube Q) contenant = et y et de coté r = 2|z — y|, ce qui donne
(3.82). Pour le cas général ot u € WP (IR™), il existe une suite (ug)r>1 € C2°(R™) qui converge vers
u dans W1P(IR™) et presque partout, ce qui permet de conclure.

On prouve maintenant (3.81) pour u € CS°(R™). Soient x € R™ et  un cube de coté 1 contenant x.
D’apres (3.86),

1
u(@)| < Jug| + =7 IVull o) < Cllullwrnig) < C llullwregn) -
p

Cela donne bien (3.81) dans ce cas. Le cas général s’ obtient par densité de C2°(R™) dans W1P(R"™). [

Corollaire 3.87. Soit p > n. Pour toute u € W1P(R"), il existe % continue sur R™ avec u(x) = u(x)

pour presque tout z € R" et lim u(zx) = 0.
|z| =400

Démonstration. On sait déja qu’il existe u continue sur R™ avec u(x) = u(x) pour presque tout x € R".
Soit (ug)g>1 € C°(R™) qui converge vers @ dans W1HP(R™). Soit ¢ > 0. Il existe k& > 1 tel que
1@ — uk|lyrp@ny < € Soit A > 0 tel que, pour tout [z| > A, ug(z) = 0. Alors, pour tout |z| > A,

ja(z)| = [a(z) = up(@)] < [|o = uk oo @ny < 1@ = ukllyro@ny < Ce.
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En utilisant I’opérateur de prolongement fourni par le théoréme 3.41, on obtient ceci (voir aussi la
proposition 3.76) :

Théoreme 3.88. Soient U C R™ un ouvert borné lipschitzien et 1 < p < +oc. Alors :

1. sil <p<n, WhP(U) — LP"(U) avec z% = % — %

2. sip=mn, WP(U) — LI(U) pour tout 1 < q < +ox,

3. sip>n WP(U) — C™(U) avecy =1 — >
La notation E — F signifie que I’application linéaire f — f, appelé injection, est continue de E dans
F.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser I’opérateur P fourni par le théoreme 3.41 et d’appliquer les différents
théorémes d’injection vus auparavant. 0

Nous allons maintenant donner une preuve du théoreme de Rademacher (théoréme 2.53, chapitre 2).
Soit u : R™ — R une fonction lipschitzienne. Par le théoreme 3.28, u € Wl’OO(R"), et en particulier,
pour toute boule B C R™ et tout p > n, u € WiP(B).

On cherche a montrer que u est presque partout différentiable (au sens usuel) sur B. Un candidat naturel
pour la différentielle est le gradient faible Vu qui existe presque partout. On se place alors en un point

de Lebesgue de Vu. Prenons donc zy € B tel que lim][ |Vu(z) — Vu(zo)[Pdz = 0. Si on pose
r=0J B(z0,r)

v(z) = u(z) — u(zo) — Vu(zo).(x — m0) alors v € WHP(B) et Vu(x) = Vu(x) — Vu(zo). Nous
pouvons appliquer le théoreme 3.80 & v pour obtenir, pour tout y € B,

1/p
Cr <][ \Vv(x)]pdx>
B(zo,r)

1/p
o (é o IV - u($0))|pd~’r>

. o : — —(V Y —
avec 1 := |y — zp|. Comme x( est un point de Lebesque de Vu, il vient lim [uly) = u(zo) = (Vulzo),y — z0)| =
Y=o |y — ol

IN

u(y) = u(zo) — (Vu(o),y — wo)| = |v(y)| = [v(y) — v(x0)|

0 et nous pouvons conclure.

Le théoreme 3.88 affirme que certaines injections sont continues. On obtient une conclusion plus précise
dans certains cas, en utilisant la notion d’opérateur compact, dont on rappelle la définition.

Définition 3.89. Soient F, F’ des espaces de Banach et T' : £ — F une application linéaire continue.
On dit que T" est compact si, et seulement si, 7'(B(0, 1)) est une partie compacte de F'. Cela revient a
dire que, pour toute suite (xy)x>1 bornée dans E, il existe ¢ : N* — N* strictement croissante telle que
la suite (T'(w,(k)))r>1 converge dans F.

On peut ajouter la propriété suivante (laissée en exercice) :

Proposition 3.90. Soient F/, F' des espaces de Banach et 7' : ' — F' une application linéaire compacte.
Alors, pour toute suite (xy);>1 faiblement convergente dans E, la suite (T'xy)x>1 converge fortement
dans F'.

Voici dans quels cas les injections de Sobolev sont compactes :

Théoreme 3.91. Soient U C R"™ un ouvert borné lipschitzien et 1 < p < +o0. Alors :
1. si1 < p < n, pour tout q < p*, l'injection WHP(U) — L(U) est compacte,
2. si p = n, Uinjection WYP(U) — Li(U) est compacte pour tout 1 < q < 400,
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3. sip>n, pourtour) <~ <1-— %, injection W'P(U) < C%' (U) est compacte.
En particulier, pour tout 1 < p < 4o, Uinjection WP(U) — LP(U) est compacte.

Par exemple, le point 1. signifie que, si (uy)x>1 est une suite bornée dans W1P(U), etsil < ¢ < p*,
alors il existe ¢ : N* — N* strictement croissante et u € LY(U) telles que u,x) — u dans LI(U).
La preuve du théoreme 3.91 repose sur le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, que I’on rappelle ici
([22, Théoreme 1V.25]) :

Théoreme 3.92. [Riesz-Fréchet-Kolmogorov] Soient 1 < p < 400 et F C LP(R™) une partie bornée.
On suppose que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute f € F et tout h € R" vérifiant
|h| <9,

I7nf = FllLo@ny <e

Soit U C R™ mesurable de mesure finie. Alors F|y est une partie compacte de LP(U).

11 faut noter que la conclusion de ce théoréme est fausse si U = R", par exemple. Voici un substitut
dans ce cas :

Théoreme 3.93. Soient 1 < p < 400 et F C LP(R™) une partie bornée. On suppose que, pour tout
e > 0, il existe 0 > 0 tel que, pour toute f € F et tout h € R™ vérifiant |h| < 4,

17 f = fllp@ny <&
On suppose de plus que, pour tout € > 0, il existe U C R™ mesurable et borné tel que, pour toute f € F,
1f1 2o @m0y < €-
Alors F est une partie compacte de LP(R™).

Preuve du théoreme 3.91 : on commence par 1. Il s’agit de prouver que 1’adhérence de

F={few@); | flwinw) < 1}

dans L2(U) est compacte. On vérifie facilement qu’il suffit de le faire pour ¢ > p. On note G :=
P(F), ou P est donné par le théoreme 3.41. Alors G est une partie bornée de L9(R"™) (car bornée dans
WLP(R™)). D’apres le théoréme de Riesz Fréchet Kolmogorov, il suffit de montrer que, pour tout £ > 0,
il existe § > 0 tel que, pour tout |h| < § et toute f € G,

170 = Fllpagny < €

Or, si a €]0, 1] est tel que
l1-«a

alors, pour toute f € G,

17t = £l o n 170.f = £l 5 gy

<
< BNV pony (215 o )
< e,

I7nf = fll Loy

ce qui termine la preuve dans ce cas.

Si maintenant p = n, une partie bornée de W1 (U) est aussi bornée dans WP (U) pour tout p < n, et
il suffit d’appliquer le cas 1. en choisissant p assez proche de n pour que p* soit arbitrairement grand.
Enfin, le cas p > n résulte du théoreme d’ Ascoli (preuve analogue, détails laissés au lecteur). O
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Remarque 3.94. Les injections de Sobolev du théoréme 3.91 ne sont plus compactes si {2 est non borné,
ousig=p*ouy=1-— % ([1, Examples 6.11 and 6.12]).

Pour terminer cette section, on cite d’abord deux exemples d’inégalités “d’interpolation” de
Gagliardo-Nirenberg :

Théoreme 3.95. Soient 1 < q < p < 4o0. Alors, il existe C > 0 tel que, pour toute u € Wl’”(R”),
lull o gny < C el pageny 1V En ey

avec o :=1— %.

Théoreme 3.96. Soient 1 < q < p < +o0 et r > n. Alors, pour toute u € W”(R”) N LY(R™),
el oy < Cllull oy 1V Z 5 gy

avec

|
=

Q[
—l— Q=
Sl
|
S =

On pourra consulter [107, p. 125].
Une autre inégalité reliée aux plongements de Sobolev est I'inégalité de Nash suivante :

Théoreme 3.97. Pour tout n > 1, il existe Cy, > 0 tel que, pour toute fonction f € C°(R"™),

2(1+2 4
171209 < e2 v IR I

Démonstration. Nous présentons ici la preuve de Nash, qui utilise la transformée de Fourier. On écrit
que, pour tout R > 0,

HE
= [ |fefa [ |fef
[€I<R l€|>R
< e |fL +r2 [ ek Feof ae
< GBI+ CRZ V]Il
et on conclut en optimisant sur R > 0. U

Pour . > 3, 1’inégalité de Nash est une conséquence facile du plongement W12 < Lis via I’inégalité
de Holder. Dans le contexte plus général des variétés riemanniennes, ces inégalités de Nash et de Sobo-
lev, ainsi que la décroissance en t~"/2 du noyau de la chaleur associé A I’opérateur de Laplace Beltrami,
sont équivalentes ([10] et les références contenues dans cet article).

1.12 Inégalités de Poincaré

Théoreme 3.98. Soient U C R™ un ouvert borné et 1 < p < 4oc.
1. Il existe Cp, > 0 (ne dépendant que de p) tel que, pour toute u, € Wol’p(U),

lull 2oy < Co IVull ooy
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2. On suppose de plus U connexe et lipschitzien. Alors il existe Cp > 0 (dépendant de p et de U)
tel que, pour toute u € WP (U),

[ UUHLP(U) <Cp ||VUHLP(U) :

avec

1
uy = En(U)/Uu(x)dx.

Démonstration. Pour 1., soit (ug)r>1 € C°(U) une suite qui converge vers u dans W1P(U). On note
uy, I’extension de uy par O sur R \ U. Si 1 < p < n, on a, pour tout k& > 1,

lukll oy = Ukl Lo @y
< COlukll Lo ey
< C ||Vuk||LP(U)a

et il suffit de faire tendre k vers +oo (on notera que C ne dépend pas de U).
Si p = n, le théoreme 3.74 montre que, pour tout k&,

k|l pn oy = Ukl prny < CNIVUR| pn@ny = C IV Ukl pn (g -

On fait 2 nouveau tendre k vers +oo pour conclure. Enfin, si p > n, on fixe y ¢ U. Pour tout x € U,

u(@)] = k() ~ Tify)|
Clr—yl » ‘|V17];HLP(R")

<
< Hvuk’HLP(U) )

ce qui montre que ||ugl| 1oy < C'[| Vg (7). On fait & nouveau tendre k vers +oo pour conclure.
Pour 2., on raisonne par 1’absurde. Si la conclusion est fausse, alors, pour tout £ > 1, il existe u; €
WP (U) telle que

lue = (ur)ull oy > KV (ue = (we) o)l oy -

On pose alors vy, := % Pour tout k > 1, vy, € WHP(U) et

1
[ wn@)de =0, Jonlay = L 190y < 7

La suite (vg)x>1 est bornée dans WP (U). D’apres le théoréme 3.91, il existe ¢ : N* — N* strictement
croissante et v € LP(U) telles que v () — v dans LP(U). On a donc [;; v(z)dx = 0. De plus, Vv,
converge vers 0 dans LP(U), ce qui entraine que v est constante sur U. En effet, pour toute ¢ € C2°(U)
ettoutl <i <n,

oy . O
| o 52 wa| = /Ugﬂk)(x)axi(x)dx
. Vo(k)
=1 —28) d
im| [ S @)p(@)da
= 0.
Ainsi, Vv = 0 dans U, donc v est constante d’apres le corollaire 3.27, donc nulle presque partout sur U.
Or H%(’“)‘ L) = 1 pour tout k, donc |[v]| 15y = 1 puisque v,y — v dans LP(U). On obtient donc
une contradiction. U

Corollaire 3.99. Soit 1 < p < 4o00. Il existe C' > 0 tel que, pour tout x € R" et tout r > 0, pour toute
fonction f € WP(B(z,r)), ona

/B(J:,T’)

f(f]?) - fB(x,r)

dr < Crp/ IV f(z)[ da. (3.100)
B(z,r)
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Démonstration. Le théoreme 3.98 fournit C' > 0 tel que, pour toute g € W1?(B(0,1)),
p
/ }g(x) - 93(071)‘ dx < C/ |Vg(z)|P d. (3.101)
B(0,1) B(0,1)

Soient maintenant =, r et f comme dans 1’énoncé du corollaire 3.99. Pour tout y € B(0, 1), on pose
9(y) == f(z +ry). Alors

1 1
= — d = =

et (3.101) donne immédiatement (3.100) par changement de variable. O

1.13 Introduction aux fonctions a variation bornée

On rappelle que, si p € C*(R™,R™), pour tout z € R™, la divergence de ¢ au point x est définie par

. " Oyt
div p(z) ==Y (x).
i—1 837@

On utilisera une légere variante du théoréme de représentation de Riesz (voir aussi le théoreme 2.49 du
chapitre 2), qui concerne les formes linéaires continues sur 1I’espace des fonctions continues a support
compact ([45, Section 1.8, Theorem1]) :

Théoréme 3.102. [Théoréme de représentation de Riesz] Soit L : C.(R™,R"™) — R une forme linéaire
continue. Alors il existe une mesure de Radon i sur R™ et une fonction o : R™ — R™ mesurable pour u
telle que

1. |o(x)| = 1 pour p-presque tout x € R™,

2. L(¢) = — Jgn(p(x), o(z))du(z) pour toute p € C.(R™,R™).

Définition 3.103. Soit f € L'(R™). On dit que f est a variation bornée si, et seulement si,
sup {/ f(2)div p(z)dz; ¢ € CLR",R") et |p(2)| < 1 pour tout z € R”} < +00.
R’ﬂ

Ici et dans la suite de ce paragraphe,
des fonctions a variation bornée.

©(x)| est la norme euclidienne de ¢(x). On note BV (R™) I’espace

1l est immédiat que W' (R™) € BV (R™). Par contre, x[o1] € BV (R) \ W (R).
On utilise I’espace BV pour définir les ensembles de périmetre fini (déja rencontrés dans la définition
2.143 du Chapitre 2) :

Définition 3.104. Soit £ C R™ mesurable (pour £"). On dit que E est a périmetre fini si, et seulement
si, xg € BV(R™).

Théoreme 3.105. Soit f € BV (R™). Alors il existe une mesure de Radon v sur R™ et une fonction
o : R™ — R"™ mesurable pour y telles que |o(x)| = 1 pour u-presque tout x € R™ et

(@)divp(e)de =~ [ (p(a). o)) du(o)

Rn
Onnotera = || Df| et [|fll gy ey = [ Fll 1oy + [IDFIF(R™).
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Démonstration. Pour toute ¢ € CL(R™, R™), on pose
Lp = — f(z)div o(x)dx.
R
Alors, pour toute p € C(R",R™), on a, par définition de BV (R"),

Lo < Cllell oo »

ou C > 0 ne dépend que de f. Cela permet d’étendre L par densité en une forme linéaire continue L sur
C.(R™ R"™) et on conclut grice au théoréme de Riesz (théoreme 3.102). O

Si f € WHL(R™), alors f € BV (R™) et

IDSI(E) = [ [Vs1de

De plus, avec la représentation donnée par le théoréme 3.105,

A A
—— siVf#0,
o=9 IV/]
0 $iVf=0.
Si E est a périmétre fini, on notera Dx g = ||0E|| et vg := —0o. On a donc, pour toute ¢ € CL(R"™ R"),

vtz == [ (p@).vp@)d|0E] ).
E R™

Si E est un ouvert de classe C'* tel que H" 1 (OE N K) < +oo pour tout compact K C R™, on a aussi,
pour toute ¢ € C(R", R"),

[ divpta)de =~ | (p(a).via)dn @),
FE oF

ce qui montre que E est a périmétre fini, || 0E|| (R") = H"1(JF) et vg = v H"~! presque partout sur
OE.

Remarque 3.106. En réalité, tout ouvert E C R" vérifiant H" 1 (OE) < 400 est & périmétre fini (voir
[3, Proposition 3.62]).

Voici un résultat d’approximation, dans 1’esprit du théoreme de Friedrichs (théoréeme 3.21) pour les
fonctions BV :

Théoréme 3.107. Soit f € BV (R™). Il existe une suite de fonctions (fi)r>1 € C°(R"™) telles que :
1. fx — f dans L'(R"),
2. [IDfell (R™) = [DfI| (R™).

Démonstration. On fixe ¢ > 0. Soit m > 1 tel que |Df|| (R™ \ B(0,m)) < e. Pour tout £ > 1, soient
By, := B(0,k+m) et Vi, := Byy1 — Bj_1. Soit ((x)x>1 une partition de I’unité associée aux V}, : pour
tout k£ > 1, le support de (; est un compact inclus dans Vi, 0 < (, < 1et

> Ge=1.

k>1

Soitn € C2°(R™), a support dans B(0, 1) et d’intégrale 1. Pour tout k£ > 1, il existe 5 > 0 tel que
L. Supp(ne;, * (fCr)) € Vi
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2. Jgn ey * (fCk) — Gl < 37,
3. Jan [mey, ¥ (fDG) — fDCk| < 5%

On pose enfin
Je = Z Ney * (fCk)-
E>1

La fonction f. est C°° dans R" (considérer les supports des 7); et des (i). On a aussi || f — f|| L®r) <&
de sorte que f- — f dans L'(R").
Soit maintenant ¢ € C}(R"™,R™) avec |¢| < 1. Alors, pour tout & > 0,

/R felw)div p(a)dr = / (ney, * (fGr)) (2)div o(z)da

k>1

- Z/ f(@)Cr()div (e, * ) (x)da

k>1

— Z/ f(x)div (Ce(z)(ne,, * @) (z)dx

k>1

- 3 [ I@DG(@), (e + )@

k>1

— Z/ f(@)div (Ce(2)(ne, * ¢)) (x)dx

k>1

. / (e * (FDCx) — £DC))dac

k>1
= A; + As.

La derniere ligne vient du fait que Z D¢, = 0. D’une part, comme (x(n., * ¢) € CLR"),
E>1
ICk (e, * )| < 1 et comme tout point de R™ appartient a V}, pour au plus trois indices £,

A < | f@dy (@@ 0+ 0) @da+ S [ fladiv (Ga) i 5 9) (@)da

k>2
< IDFII®R™) + D IDfI (Vi)
k>2

< |DJ|®") + 3]DfI| R\ BO,m + 1))
E< | Df] (R") + 3.

De plus, |Az| < ¢, si bien que

[ sdiv | <1011 @) + 2
donc

IDfell (R™) < [[DfI| (R™) + 4e. (3.108)
Par ailleurs,

IDfIl(R") < lim || D fe|| (R™). (3.109)
En effet, si p € CH(R",R") avec |¢| < 1,

/ f(x)div p(x)de = lim fe(x)div p(x)dx
RTL

e—0

~ lim / (p(2), 0c(2))d || D (2)|| dz

e—0 Rn

< lim [[Df]| (R).

I1 est clair que (3.108) et (3.109) donnent la conclusion avec des fonctions C*°(R™), pas forcément a
support compact. Enfin, on multiplie f. par une fonction C2°(R™) convenable pour conclure. g
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Remarque 3.110. Il n’est pas possible d’obtenir lilrgn |D(f — f&)|| = 0 dans la conclusion du théoreme

3.107. En effet, dans ce cas, la suite ( fx)x>1 serait de Cauchy dans W11 (R"), et devrait donc converger
dans W1 (R™), de sorte que f devrait appartenir a W1 1(R"™).

Voici une version d’un plongement de type Sobolev dans 1’espace BV :

Théoreme 3.111. Soit n > 2. Il existe C' > 0 tel que, pour toute f € BV (R™),
n
1702y < CIDSI (ED).

Démonstration. Soit ( fi)r>1 une suite donnée par le théoreme 3.107, qui vérifie aussi f — f presque
partout dans R"™. Alors

70y < Bkl gy < € im0 fell gy = CUDS ga ey

k—+o0

ce qui donne le résultat. 0

Remarque 3.112. Soit U C R™ un ouvert. On peut définir BV (U) comme BV (R") en ne considérant
que les fonctions test ¢ € CL(U). Alors, si U est borné et lipschitzien, BV (U) — Lﬁ(U ), et
I'injection BV (U) — LP(U) est compacte pour tout p € [1, -"<[. Ces propriétés d’injection s’étendent
au cas ou U a la propriété d’extension pour les fonctions BV ([3, Corollaire 3.49]).

Un cas particulier important du théoreme 3.111 est une forme de 1’inégalité isopérimétrique :

Théoreme 3.113. Pour tout ensemble E C R"™ de périmetre fini,
LY(E)™ % < C|0E| (R™),
ou C > 0 est la constante intervenant dans le théoréeme 3.111.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme 3.111 avec f = xp, qui est dans BV (R™) par hypo-
these. O

1.14 Meilleure constante dans un plongement de Sobolev

On peut déterminer explicitement la meilleure constante du plongement de W1!(R") dans
L7 1 (R™) :

Théoréme 3.114. Pour toute u € WH(R"),

_ 1
lll 2 gy < 7 ()™ [Vl prany

1

et la constante n~ a(n)_% est la meilleure possible. On rappelle que a(n) = L™(B(0,1)).

La preuve présentée ici, souvent attribuée a Gromov (qui I’attribue lui-méme a Knothe ([77])) utilise
le lemme suivant :

Lemme 3.115. Soient 2 C R™ un ouvert convexe borné et f € C'(Q) avec f(z) > 0 pour tout = € .
Alors il existe un C'!-difféomorphisme ® : 2 — B(0, a(n)fﬁ) tel que :

1. @(.’Ijl, . ) = (@1(1‘1) @2(.%’1,:[}2) ‘I) (.’L’l, . ,.’En)),

2. g‘f (x) > Opourtoutaz € Qet, pourtoutx € Q,

f(x)
det D2(z Ha:m = T fw)dy
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Preuve du lemme 3.115 : on commence par construire un difféomorphisme ¥ de €2 sur @) =|0, 1[" avec
les mé&mes propriétés. 11 suffit de poser

Sy f(2)dzi...dzy
Iy f(2)dzi.dzn’

\Ifi(.’El, ceny :Ez) =

avec
Ai(z) :={2 = (#1,...,2n) €Q; zj = z; pourtout j < ietz <x;}
et
Bi(z) .= {2z = (#1,...,2n) € Q; zj = x; pour tout j < i} .
On vérifie facilement que ¥ est C'! et que W, est strictement croissante par rapport A ;, donc W; est
injective et 2 oz, 9¥i > ( dans . On vérifie aussi que U(Q) = Q. Enfin, det DU > 0 dans €2, donc ¥ est un
ct dlffeomorphlsme de Q2 sur Q.

De plus,

ov; I, o

Oz J. B; f
donc .

det DV = ] gii f?”“ ! ﬁ( JE
i=1 ¢ Bl Q

ce qui termine la vérification pour V.
Si on applique cette construction avec 2 = B(0, a(n)_%) et f(z) = 1 pour tout z € 2, on obtient
un C'*- dlffeomorphlsme U0 - Q@ avec les propriétés requises, dont le jacobien vaut 1 partout.
Finalement, V! o ¥ a toutes les propriétés voulues. g
Preuve du théoréme 3.114 : comme |Vu| = |V |ul| presque partout, on peut supposer que v > 0 dans

R™. Par convolution, on peut aussi supposer que u € C2°(R™), puis que le support de u est une boule
B et que u > 0 dans B (convoler u par ¢. ol ¢ est a support dans B(0, 1) et strictement positive dans
B(0,1)).

On pose f = un-1.Soit & : B — B(0, a(n)_%) un C!-difféomorphisme donné par le lemme 3.115,
appliqué a f. Alors, pour tout x € B,

div &(z) _ Z

n

8:61

: (n% )1

= Ju@)| 7T ol

Comme u® = 0 sur 9B, on a, en intégrant par parties,

0 = /div (u®)(x)dx

— [ w(a)div ®(2)dz + / (®(z), Vu(z))de,
B B

.
o M
B Ln—1

de sorte que

IAN A
S

<

&

=

A
2
2

|
S

S
<
£

ce qui donne la conclusion. O
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Comme corollaires, on obtient :
Corollaire 3.116. Pour toute f € BV (R"),

1 1 n
171 gy < ()% DS (),

Corollaire 3.117. Pour tout ensemble £ C R” de périmetre fini,

LYE)"w < ~a(n)"7 ||OE] (R").

S|

On notera que la constante %a(n)_% est optimale (considérer le cas ou E est une boule). Cela
prouve aussi I’optimalité de cette constante dans le théorreme 3.114.
On termine ce paragraphe par une caractérisation maximale des espaces de Sobolev WP dans un ouvert
borné lipschitzien de R™, dont la définition est inspirée par celle de BV'.
Soit U C R™ un ouvert lipschitzien borné (ou U = R"™). Pour tout z € U, soit F;(U) I’espace des
fonctions & = (P4,...,P,) € L*°(R"™,C"), dont la divergence (au sens des distributions) est une

N

fonction bornée sur R", & support dans un cube () C R" centré dans U et contenant x et satisfaisant

1@, + Q) dive], < @-

Pour tout z € U, on pose
Gx(U)={® € F,(U); (?,v) =0p.p.suroU },

ol v désigne le vecteur unité normal sortant. Comme & et div® sont bornés, (P, v/) est bien définie dans
L>(0U).
Si f € LL(U), on définit, pour tout = € U,

MO fw) = swp | [ Fpdivoidy .
deF,(U) YU

NOf@) = sup | [ o)y
eG,.(U) VU

Théoreme 3.118. [9, Theorem 36] Soient U C R™ un ouvert borné lipschitzien de R"™ (ou U = R") et
feliU),1<q<+o0.

I feWh(U) & NOf € L), et [V, ~ [N
q

2. feWy(U) & MO f e LIU), et |V f], ~ HM<1>fH .
q

N

On trouvera une preuve de ce résultat pour U = R™ a I’exercice 3.181.

2 Espaces de Sobolev dans les espaces métriques

Il s’agit maintenant d’étendre la théorie précédente au cas des fonctions définies sur un espace mé-
trique. On définira deux classes d’espaces de Sobolev, dont I’une fait intervenir la notion de gradient
faible, elle-mé&me définie par le biais de courbes rectifiables, que nous présentons maintenant. Il faut no-
ter que cette extension aux espaces métriques permettra de montrer de nouvelles propriétés des espaces
WLP(U) avec U C R™. Cette section s’inspire partiellement de [55].
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2.1 Module d’une famille de courbes

Soit (X, d) un espace métrique. On définit maintenant I’intégrale d’une fonction borélienne le long
d’une courbe rectifiable :

Définition 3.119. Soient 7 : [a,b] — X une courbe rectifiable et p une fonction borélienne de ~([a, b])

dans [0, +00]. On définit alors
GO
[r=[ " oG,
¥ 0

ou 7 est la paramétrisation de y par longueur d’arc.

Théoreme 3.120. Soient 7y : [a,b] — X une courbe lipschitzienne et p une fonction borélienne de
v([a, b]) dans [0, 4+o00]. Alors
/ pi= / p(y (t)| dt.

Démonstration. Comme v = 7 o s, et s, est lipschitzienne avec s (t) = [§(t)| pour presque tout

t € a,b],
[o = [ statonar
- /b (351 >>s;<u>du
= / p((w)) [4(w)| du,
¢e qui termine la preuve. 0

On utilisera aussi dans la suite la notion de module d’une famille de courbes. On suppose que p est une
mesure borélienne sur X. Soit M 1’ensemble de toutes les courbes rectifiables non constantes sur X.

Définition 3.121. SoitI' C M.
1. On définit F'(I') comme I’ensemble des fonctions boréliennes p : X — [0, +o0] telles que
J, p =1 pour toute y € T".
2. Soit p € [1,400[. On définit le p-module de I" par

Mod,(T') := mf /pp )du(z
peF (T

Proposition 3.122. Soit p € [1, +00[. Alors Mod,,(I") est une mesure sur M.

Démonstration. La fonction nulle appartient clairement a F'(()), donc Mod,()) = 0. Soient maintenant
(T'y)n>1 une famille dans M et € > 0. Pour tout n > 1, il existe p, € F(T'y,) tel que [ pb (x)du(z) <

1

13
Mod,(T'y) + 57. Sip == (Zpﬁ) conap>lsur | JTpet [y p? < ) Mod,(T

n>1 n>1 n>1
Ainsi, Mod,, ( U Fn) < Z Mod,,(I",) + € et ce pour tout € > 0. O
n>1 n>1

On dira qu’une propriété est satisfaite pour p-presque toute courbe de X si, et seulement si, elle est
satisfaite pour toute courbe v € M\ T, ou I' C M vérifie Mod,(I') = 0. Voici une interprétation
géométrique de cette notion dans le cas euclidien :
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Proposition 3.123. Soit p € [1, +o0[. Soit E C Q"1 = [0,1]"~! un ensemble borélien. On définit
Lg = {vw:[0,1] = Q" =[0,1]"; 7w (t) := (', 1), 2’ € E}.

Autrement dit, ' est I’ensemble des segments paralleles a Re,,, contenus dans Q™ et passant par un
point de E. Alors Mod,,(I'g) = O si, et seulement si, L1 (E) = 0.

Démonstration. On suppose que Mod,(I'y) = 0. Soit ¢ > 0. Il existe p € F(I'g) tel que
Jzn PP(x)dL"(z) < €. Alors, par Fubini,

[ P (// 2)dL"(x > > L Y(EBY,

ce qui montre que £L" (E) = 0. Réciproquement, supposons £"~(E) = 0. Soit p := ¥ Ex[0,1]- La
fonction p appartient a F'(I'g), de sorte que Mod,(I'g) < [pn pP()dL™(x) = 0, ce qui termine la
preuve. O

On donne maintenant une description des familles de courbes de module 0 dans un contexte général :

Théoreme 3.124. SoientI' C M et p € [1,4o00[. Alors Mod,(I") = 0 si, et seulement si, il existe une
fonction borélienne positive p € LP(X) telle que f7 p = 00 pour toute courbe vy € I'. En conséquence,
si g € LP(X) est borélienne positive, alors fv g < +00 pour p-presque toute courbe v € M.

Démonstration. On suppose que Mod,(I') = 0. Pour tout n > 1, il existe p, € F(I') avec
Jx Ph(z)dp(z) < 27"P. Soit p = Z pn- Alors p € LP(X) est positive et [ p = Z Lpn = +o0
n>1 n>1

pour tout v € I'. Réciproquement, si p € LP(X) est une fonction positive telle que fv p = 400

pour toute courbe v € T, alors, pour tout n > 1, % € F(T) et fX( n)) du(z) — 0, donc
Mod,, (') = 0. O

On termine par une propriété reliant la convergence dans LP(X) et celle de I’intégrale le long d’une
courbe :

Théoréme 3.125. Soient p € [1,
réliennes qui converge dans LP
croissante telle que

1
(

oo et (un)n>1 : X — RU{—00, 400} une suite de fonctions bo-
) vers une fonction borélienne u. Il existe p : N* — N* strictement

[ fusy o] =0

pour p-presque toute courbe v € M.

Démonstration. 1l existe ¢ : N* — N* strictement croissante telle que
[ Jtoon @) = u@)” duaw) < 27

Soit I I’ensemble des courbes v € T telles que fﬂf ‘uw(n) — u‘p ne converge pas vers 0. On va montrer
que Mod,,(I") = 0. Pour tout n > 1, soit I;, I’ensemble des courbes v € I' telles que [ ‘uw(n) — u‘ >
27", Comme 2" ‘uw(n) - u’ € F(I'y),Mod,(T'y) < [y 2™ ‘uw(n) () — u(x)‘p du(xz) < 27", Comme
I'c U T',, pour tout n > 1, on obtient que Modp(F) < 27" pour tout nn, d’our la conclusion. OJ

m>n
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2.2 Gradients supérieurs

On désigne toujours par (X, d, 1) un espace métrique mesuré.

Définition 3.126. Soient v : X — R une fonction borélienne et g : X — [0, +oc] une fonction
borélienne.
1. On dit que g est un gradient supérieur de w si, et seulement si,

www»—mw@wsﬁg (3.127)

pour toute courbe rectifiable v : [a, b] — X.
2. Soit p € [1,4o00[. On dit que g est un p-gradient supérieur faible de u si, et seulement si, (3.127)
est vérifiée pour p-presque toute courbe v € M.

On observe :

Lemme 3.128. Soient p € [1,4o00[, u : X — R une fonction borélienne et g : X — [0, +00] un
p-gradient supérieur faible de u. Si g : X — [0, +oc] est une fonction borélienne telle que g = g
p-presque partout, alors g est aussi un p-gradient supérieur faible de w.

On notera que cette conclusion est fausse pour les gradients supérieurs !

Preuve du lemme 3.128 : comme la suite constamment égale a ¢ — ¢ tend vers 0 dans L?, le théoréme
3.125 montre que, pour p-presque toute courbe ¥ € M, [ g —g| = 0,donc [ g = [ g. O

On peut approcher tout gradient supérieur faible par un gradient supérieur :

Lemme 3.129. Soient p € [1,+oo[, u : X — R une fonction borélienne et g : X — [0, 400] un
p-gradient supérieur faible de u. On suppose que g(z) < +oo pour presque tout z € X. Alors, pour
tout £ > 0, il existe un gradient supérieur g. de u tel que

g:(x) > g(x) pour presque tout x € X

et

Hgs - g”LP(X) Se.

Démonstration. Soit I' C M la famille de toutes les courbes 7 : [a, b] — X rectifiables non constantes
telles que I'inégalité

u(r(5) ~ (@) < [ g

~

n’est pas vérifiée. Alors Mod,,(I") = 0. Par le théoréme 3.124, il existe une fonction borélienne positive

p € LP(X) telle que f7 p = 400 pour toute courbe v € I'. On pose g. := g + EW et on vérifie
P

immédiatement que g. convient. O

Dans le cas euclidien, la notion de gradient supérieur généralise la norme euclidienne du gradient :

Proposition 3.130. Soient U C R"™ un ouvertet uw € C*°(U). Alors :
1. |Vul| est un gradient supérieur de u,
2. sig € L}, (U) est un gradient supérieur de u, alors g(z) > |Vu(z)| pour presque tout z € U.
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Démonstration. Soit vy : [0,l] — U une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc. On pose
f(t) = u(y(t)) pour tout t € [0,1]. Alors

lu(y(1) —u(x(0))] = |f(
=

-/ <7’(t),W(7(t))>dt|

ll) - f(0)]
f(t)dt
l

0

l
< [ Ivutea
= vl

ce qui termine la preuve du point 1.
Pour 2, soit v € R" avec |v| = 1. Soit 7y : [0,{] — U une courbe paramétrée par longueur d’arc et telle
que 7/ (t) = v pour presque tout ¢ €]0, I[. Pour presque tout ¢ €]0, [, on a alors

) 1 t+h
,ig%lh
2 lim o (u(y(t + 1)) = u(y(t = h)))
= (Vu(y(1)),v).

gv(t) = g((s))ds

On en déduit que, pour presque tout z € U, (Vu(x),v) < g(x). Comme c’est vrai pour tout v € R"
avec |v| = 1, on en déduit que |Vu(x)| < g(z) pour presque tout z € U. O

Remarque 3.131. On notera que la conclusion de 2 dans la proposition 3.130 est fausse si on ne suppose
pas g € L} .(U). Par exemple, soient u(x) = x pour tout = € [0, 1] et E C [0, 1] un ensemble de Cantor
de mesure de Lebesgue strictement positive (voir I’exercice 1.253 du chapitre 1). On définit, pour tout
x €1[0,1],

g(x) = { +oo siz ¢ E,

0 siz € FE.

On vérifie que g est un gradient supérieur de u, mais qu’on n’a pas |u'(z)| < g(x) pour presque tout
x € [0,1].

On décrit maintenant une construction générale d’un gradient supérieur pour une fonction définie sur un
espace métrique. Soit u : X — R. Pour tout x € X et tout r > 0, on pose

L(x,u,r) == sup{Ju(y) — u(z)|; d(y,z) <r},

puis, pour tout z € X,
. . L(z,u,r)
lip u(z) :=limr - 0———=
,

et

Lip u(z) := lim M

r—0 r

On vérifie d’abord :

Lemme 3.132. Soit v : X — R lipschitzienne. Alors lip u et Lip u sont boréliennes.
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Démonstration. On fait la preuve pour Lip u. Pour tout > 0, on pose

Lip,u(x) := sup M
s<r S
Comme Lip u(z) = ll_rf(l] Lip,u(x) pour tout x € X, il suffit de vérifier que Lip,u est borélienne pour
tout 7 > 0.
On vérifie d’abord que, pour tout s > 0, z — L(z,u, s) est borélienne, car {z € X; L(x,u,s) > A}
est ouvert pour tout A € R. On fixe alors une suite (s,),>1 dense dans |0, 4+occ[. Soit » > 0. Pour

tout n > 1 et tout x € X, on pose v, () = L(xsiis") 11 suffit de montrer que, pour tout x € X,
Lip,u(z) = sup wvp(z). C’estimmédiat si Lip,u(z) = 0. On supposera donc que Lip, u(z) > 0.1
n>1; sp<r

est clair que Lip,u(z) > sup v, (z). De plus, si e > 0, il existe s €]0,r[et z,y € X avec d(z,y) < s
n>1
tels que |u(y) — u(z)| > s(Lip,u(z) — ). Soitalors n > 1 tel que s < s, < rets > s,(1l —¢).Ona
d(z,y) < spet
u(z) —u(y)| _ s Ju(@) —u(y)]

o . . > (1 —&)(Lip,u(x) —¢),

ce qui montre que v, (z) > (1 —¢)(Lip,u(x) —¢).Onadonc sup wv,(z) > (1—¢)(Lip,u(z) —¢),
n>1; sp<r
et comme c’est vrai pour tout € > 0, on obtient la conclusion. O

Proposition 3.133. Soit u : X — R lipschitzienne. Alors lipu est un gradient supérieur de u.

Démonstration. Soient z,y € X et~ : [a,b] — X une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc
telle que y(a) = x et y(b) = y. La fonction u o ~y est lipschitzienne, donc dérivable presque partout sur
[a, b]. De plus, si t € [a,b] et u oy est dérivable en ¢, alors |(u o v)'(t)| < lip u(y(t)). En effet, soit € €
10, 1[. Il existe n > O tel que, pour tout r €]0, n[ et tous z,y € X tels que d(z,y) < 7, |u(y) —u(z)| <
r(lip u((t)) + €). En particulier, si d(z,y) < n, |u(y) — u(z)| < d(z,y)(lip u(y(t)) 4+ €). Soit alors
a > 0 tel que, pour tout || < «a, ‘M) < 14e. Alors, si|h| < inf (o, 2), d(y(t+h), (1)) < n,
donc

u(y(t+h)) - U(W(t))‘
h

u(y(t+h)) —u(y(t)) ‘ ‘d(’y(t +h), (1)
d(y(t + h), () h
(lip u(y(#)) +€)(1 +¢),

de sorte que |(u o)’ ()| < (lip u(vy(t)) +€)(1 + €), et il suffit de faire tendre € vers 0 pour conclure.
On a donc

IA

u(z) —u)] = |u(y(a)) = u(v(b))]

ce qui termine la preuve. O

On notera que la conclusion de la proposition 3.133 est fausse si u est seulement continue. En effet, si
u : [0,1] — [0, 1] est croissante et dérivable en tout =z € [0,1] \ E, ou E est I’ensembe triadique de
Cantor, et vérifie u/(z) = 0 pour tout z € [0,1] \ F, u(0) = 0 et u(1) = 1 (voir I'exercice 1.254 du
chapitre 1), alors lip v = 0 donc lip v n’est pas un gradient supérieur de .
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2.3 Espaces de Sobolev N'?

Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure borélienne 4. Pour tout p € [1, 400], suivant
[134], on définit N'P(X) comme I’espace des fonctions boréliennes u : X — R dans LP(X, 1), pour
lesquelles il existe un p-gradient supérieur faible appartenant a LP(X). Si v € N1P(X), on définit

HuHﬁl,p(x) = HUHLP(X) + inf HQHLP(X) )

ol la borne supérieure est prise sur tous les p-gradients supérieurs faibles g de u appartenant a LP(X).
On peut aussi dire que u € N5P(X) si, et seulement si, u € LP(X) et il existe un p-gradient supérieur
appartenant 3 LP(X). En effet, si u € LP(X) et g € LP(X) est un p-gradient supérieur faible, alors
g(x) < 400 pour presque tout z € X et il existe un p-gradient supérieur h € LP(X) tel que h > g
partout (Lemme 3.129).

Pour toutes u, v € N5P(X), on définit la relation u ~ v si, et seulement si, ||u — = 0. C’est

UHﬁl,p( X)
une relation d’équivalence sur N1 (X) (exercice). Pour tout u € N*?(X), on note provisoirement % la
classe de u pour ~.

Définition 3.134. On définit N1(X) := N'P(X)/ ~, ol ~ est la relation d’équivalence précédente.
Pour tout @ € N1P(X), on définit sa norme dans N'*(X) par

HEHNLP(X) = inf{HvHﬁl’p(X) ;v € ﬂ} )

Par abus de langage, on confondra u € N'?(X) avec sa classe dans N7(X).

Remarque 3.135. Siu € N Lp(X) et v = u presque partout, il peut arriver que v n’appartienne pas a
N'P(X). On verra par contre (Corollaire 3.139) que, si u,v € N'P(X) et si u = v presque partout,
alors u ~ v.

Les fonctions des espaces N P ont des propriétés d’absolue continuité, que nous décrivons maintenant.

Définition 3.136. Soit u : X — R.
1. Si~y est une courbe rectifiable, on dit que u est absolument continue le long de + si, et seulement
si, u o 7 est absolument continue sur [0, [(y)] (voir la définition 1.137 du chapitre 1),
2. on dit que u est absolument continue long de p-presque toute courbe (ou que u a la propriété
ACC,) si, et seulement si, pour p-presque toute y € M, u est absolument continue le long de .

On observe :

Lemme 3.137. Si u est absolument continue le long de +y, alors u o y est continue. En conséquence, si
u a la propriété AC'C), alors u o y est continue pour p-presque toute y € M.

Démonstration. 11 suffit d’écrire que uoy = uo~yos,, et de constater que wo7 et s, sont continues. []
Proposition 3.138. Siu € NP, alors u a la propriété ACC,,.

Démonstration. Soit g € LP avec g > 0 un gradient supérieur de u. Alors, pour toute courbe v € M
telle que fwg < 4ooettous a < B € [0,1(7)],

()
() ~u(ia))] < [ ? g((s))ds < / 7 4Gi(s))ds < +oo,

ce qui entraine 1’absolue continuité de u o 4. On conclut en remarquant que || ~ 9 < +00 pour p-presque
toute courbe v € M. O
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Corollaire 3.139. Soient uq,us € N 1’1”(X ) telles que u; = ug presque partout sur X. Alors uj ~ ug.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, si u € N'?(X) et u = 0 presque partout, alors ||u|| 1 = 0.
Pour cela, il suffit de voir que u o v = 0 pour p-presque toute v € M (en effet, cela montrera que 0 est
un p-gradient supérieur faible de u).

Soit E := {x € X; u(x) # 0}. On définit

(z) = 400 six € F,
FE=9 0 size X\ E.

La fonction g appartient a LP(X). Pour p-presque toute courbe v € M, fv g < 400 (Théoreme 3.124)
et u o7 est absolument continue. Si 7y est une courbe telle que ces deux propriétés soient satisfaites, alors
LY(371(E)) = 0 (en effet, g o 7 = oo sur cet ensemble et g o 7 est intégrable). On a donc u o5 = 0
presque partout. Comme u o 7 est continue, on a u o ¥ = 0, donc aussi v oy = 0. g

On va montrer que N 17 est un espace de Banach. La preuve s’appuiera sur le résultat suivant :

Proposition 3.140. Soient (u;);>1 et (g;);>1 des suites de fonctions dans LP(X) (1 < p < +00). On
suppose que u; — u faiblement dans LP(X) et que g; — ¢ faiblement dans LP(X). On suppose que,
pour tout j > 1, g; est un p-gradient supérieur faible de u;. Alors il existe une fonction v égale a u
presque partout telle que g soit un p-gradient supérieur faible de u.

Pour montrer ce résultat, on utilisera :

Lemme 3.141. Soient £ un espace de Banach et (2 );>1 une suite de E' qui converge faiblement vers
x dans E. Alors, pour tout k > 1, il existe N, > k et des réels positifs (a1 )r<j<n, de somme 1 tels
Ny
que, si T 1= Z o, alors Ty — x en norme.
j=k
Preuve du lemme 3.141 : pour tout k > 1, soit C}, I’enveloppe convexe des (z;) j>x. Alors = appartient
a I’adhérence faible de C'1, qui est aussi son adhérence forte. Il existe donc 77 € C tel que ||z — z1|| <
1. On suppose construits 71 € Cf, ..., 7 € Cy tels que ||z — 7| < 277 pour tout j € [1,k]. Alors =
appartient a 1’adhérence faible de C 1, qui est aussi son adhérence forte. Il existe donc T 1 € Cly1
tel que ||z — Zpq|| < 2 FFD. O

Preuve de la proposition 3.140 : d’apres le lemme 3.129 (appliqué avec € = 277), on peut supposer
que g; est un gradient supérieur de u; pour tout j.

On suppose d’abord que u; — u dans LP en norme et g; — g dans L? en norme. Il existe ¢ : N* — N*
strictement croissante telle que ;) () — u(x) pour presque toutz € X et [, E ‘ 9o(j) — g‘ — 0 pour
toute v € M \ I'y avec Mod,,(I'1) = 0 (théoreme 3.125).

Soit I'y I’ensemble des courbes v € M telles que fv g = +oo ou il existe 5 > 1 tel que f7 g; = +oo.
On a Mod,(I'2) = 0 (théoreme 3.124).

Soit E := {x € X;onn’apas lim wugg;)(z) = u(q:)} Alors p(E) = 0, donc, si I's :=

Jj—+oo

{y € M; LYFHE)) > 0}, onaMod,(I's) = 0. En effet, si

) too siz € E,
h() '_{ 0 siz ¢ E,

alors h € F(I's), et [ h?(x)dp(z) = 0.
Soit maintenant v € I' \ (I'y U’y UT'3). On a donc

. 1) ~ N
lim ; ‘g@(j) o7(s)—go fy(s)‘ ds = 0.

j—+oo
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Comme v ¢ I's, Y(s) ¢ E pour presque tout s € [0,{(y)]. Donc, pour presque tout s € [0,1(7)],
lim w0 y(s) = uoy(s).

Jj—+oo
On va maintenant prouver que la famille (u¢(j) © 7)j>1 est équicontinue et uniformément bornée sur
[0,1(7)]. Pour tous 0 < s <t < I(y),ona

W%m°5ﬂw—meO?XQMSLEMﬂ@WMmL (3.142)

On fixe sg € [0,(v)] tel que ((“sv(j) o '7)(50)) ., converge. On a donc, pour tout ¢ € [0, ()],
iz

1)
(s 0 DO < [(pt 2 0| + [ 95 (Gl

et les suites (( o) ©7) (s )) - et ( fo 9o(j) (Y (u ))du) - sont bornées car elles convergent.

Reste a voir I’équicontinuité. Pour cela, compte tenu de (3. 142) il suffit de voir que, pour tout € > 0, il
existe § > 0 tel que, pour tout A C [0, (7)] vérifiant L!(A) < S et tout j > 1,

/90w < e

Or il existe jo > 1 tel que, pour tout j > 7o,

1) .
/ ‘gw(a) F(u)) — gﬁ(u))’ du < 3
Comme N
%ﬁﬂM%@MugLﬂWWWM+A ‘%@WW»—MWMHM,

il suffit de trouver § > 0 tel que, pour tout A C [0,1(v)] avec L}(A) < 4,

d _
/g “<2

[ 900Gl < &

pour tout j € [1,jo — 1]. C’est possible parce que, comme v ¢ I'y, g o 7 et Je(j) © 7 sont intégrables
pour j € [1,70 — 1].

Comme la famille (uy(;) © 7);>1 est équicontinue et bornée sur [0, ()] et converge presque partout,
elle converge donc uniformément sur [0, 1(7y)].

On définit maintenant

et

lim wg,(j)(z)  sicette limite existe,

v(z) = { J=r+o0

0 sinon .

On note que u = v presque partout sur X . La suite (u;));>1 converge uniformément vers v sur I'image
de toute courbe v ¢ I'; UT'y, UT's. On a donc

U
v —oGOD < [ gl

0

ce qui montre que g est un p-gradient supérieur faible de v.
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Il reste a traiter le cas général des convergences faibles. D’apres le lemme 3.141, il existe une suite

(ur)k>1 qui converge vers u en norme LP et telle que, pour tout & > 1, up, = Z o g, ou les
k<j<Nj
a1, sont positifs de somme 1. Alors gy := Z v 1g; est un p-gradient supérieur faible de uy. On
k<j<Ng
vérifie que gy — g faiblement dans L”. En appliquant encore le lemme 3.141, on obtient une suite
hk — ¢ en norme LP telle que hk = Z Bjxgj. ou les B; . sont positifs de somme 1. Alors, si
k<j<Nj
Vg = Z Bjku;j, Vi, — u en norme LP et hy, est un p-gradient supérieur faible de v;,. On applique
k<j<Nj
le cas précédent pour conclure. O

Corollaire 3.143. On suppose 1 < p < +oc. Soit (uj);>1 € NVP(X) une suite bornée qui converge
faiblement vers u dans LP. Alors il existe v € N 1’1”(X ) tel que v = u presque partout et

[olljp(xy < lmag]| e -
J—+o00

Démonstration. Soit ¢ : N* — N* strictement croissante telle que ||, — lim ||uj]| py1.p- Pour
() || N1, JliNtp
tout j > 1, soit g; € L un p-gradient faible supérieur de u,(; tel que

T A

H%mHW < Jup \L

Comme 1 < p < o0, il existe ¢ : N* — N* strictement croissante telle que g,,;) — ¢ faiblement
dans LP. La proposition 3.140 montre qu’il existe v € LP(X) tel que v = u presque partout et g soit un
p-gradient supérieur faible de v. Ainsi, v € N'P(X). De plus,

Wlinee < Mol +llgll e
< lim ugoy(y |, + lim gy

< lm (({[ugop(s)|| , T ||9e06)
< i uuwmum,pwﬁ
= himHujHNl,pa
ce qui termine la preuve. O

Théoréme 3.144. Pour tout 1 < p < +oo, NYP(X) est un espace de Banach.

Démonstration.  Soit (uj);>1 une suite de Cauchy dans N'P(X). Il existe » : N* — N*

strictement croissante telle que Huw(jﬂ) —u < 277 pour tout 5 > 1. En particulier,

</7(]) HNl,p
Hu@(jﬂ) — u¢(j)“Lp < 277 pour tout j > 1. On peut donc définir

) = Jim ey (@)

pour presque tout x € X etu € LP avec Up(j) = U dans LP.
Soit g; € LP un gradient supérieur de w41y — Uy (;) tel que [|g;|l,, < 277. Alors Z@ € LP et cette
Jj=1
fonction est un gradient supérieur de u — Up(1)- Ainsi, u € NP,
Sig; = ZE;} g; € LP et est un gradient supérieur de u
k>j
lgjll » — 0. Comme wug(j)y — Ug(j41) — Uy(j) — w quand [ — +00, la proposition 3.140 montre qu’il

0(j) — Ug(j+1) pour tout [ > 1. De plus,
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existe v, (;) €gal a uy,(j) — u presque partout et tel que g; soit un p-gradient supérieur faible de u ;) —u.

©(7)
Cela montre que v,y € N'P. De plus,

©(4)

+lgillL» — 0

H%(J’)HNLP < H Yo (4) ’

. —_— 17p A 3 . . —_— —
Comme u,;) —u € NP et est égale a v,(;) presque partout, on a donc HUSD(J) UHNLP =

. N . 1
va(j) HNLP — 0. La suite (u;);>1 est de Cauchy et possede une sous-suite convergente dans N7,

donc converge dans N1, O

On va maintenant considérer le cas euclidien pour les espaces NP, Pour cela, on revient a la propriété
d’absolue continuité.

Définition 3.145. Soient U C R™ un ouvertet v : U — R. On dit que u est absolument continue le long
des lignes (ou que u € ACL(U)) si, et seulement si u est borélienne et, pour presque toute droite D
paralleéle aux axes de coordonnées, la restriction de v a D N U est absolument continue sur tout segment
inclus dans D N U.

Comme les fonctions absolument continues sont presque partout dérivables, toute fonction de
ACL(U) possede un gradient en presque tout point de U.

Définition 3.146. Soit 1 < p < 4o0. On appelle ACLP(U) I’espace des fonctions u € LP(U) N
ACL(U) telles que [Vu| € LP(U). On pose |[ul| scorowry = [l oy + IVulllpo (s o [Vu(z)]
désigne la norme euclidienne de Vu(z).

On va montrer :

Théoreme 3.147. Soit 1 < p < +o0. Alors NYP(U,|-|, L") = ACLP(U) = WP (U) avec des normes
égales.

L’inclusion WP (U) ¢ NYP(U) signifie que toute fonction u de WP (U) est presque partout égale
a une fonction de N1?(U), dont la norme NP est égale a celle de u.
La preuve du théoreme 3.147 utilisera le fait que les fonctions absolument continues sur un segment de
R admettent une formule d’intégration par parties :

Lemme 3.148. Soit g : R — R une fonction dont la restriction a tout segment est absolument continue.
On suppose que ¢, qui existe presque partout, appartient a L} (R). Alors, pour toute ¢ € C2°(R),

[ s @z = - [ ¢ @(a)da

Démonstration. Soient a < b tels que le support de ¢ soit inclus dans [a, b]. Par le théoréme 1.184,
g(z) = g(a) + [ ¢'(t)dt pour tout = € [a, b], de sorte que, par le théoréme de Fubini,

/Rg(x)@’(x)dx = /so ( +/ g dt) dx
= / (/ o'( dx) dt
= - / g (D)p(t)dt
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Preuve du théoréme 3.147 : soient u € ACLP(U) et p € C°(U). Par le lemme 3.148 et le théoreme
de Fubini, en notant x = (z/, z,,),

/u( )ggi( Ve — / (/1 u(x)ggi(a;)dxn> da’
= _/ ( . ;:1 () (l‘)d$n> da’!

= / (9 x)dxy...dey,

ot U’ C R ! est relativement compact et, pour tout ' € U, I, est un segment tels que le support de ¢
soit inclus dans (2/, x,,) € U’ x I,.. Ce raisonnement peut étre fait pour toutes les dérivées partielles, ce
qui montre que les dérivées partielles de u, qui existent presque partout, sont aussi les dérivées faibles
de u au sens des espaces de Sobolev, donc que u € WHP(U) et lull ac ey = llullwrs@)-

Soit u € NYP(U). D’apreés la proposition 3.138 et la proposition 3.123, u € ACL(U). En raisonnant
comme pour la proposition 3.130, on montre que, si g € LP(U) est un gradient supérieur de w, alors, pour
tout vecteur v de norme 1, si D,u(x) désigne la dérivée de u en x dans la direction v, on a | D, (z)| <
ou

g(x) pour presque tout x € U. En particulier, a—zz(m)‘ < g(x), ce qui montre que u € ACLP(U) et

lull ac ey < Cllull v @)-

Comme u € ACLP(U), on a donc u € WP(U). On en déduit que, pour tout vecteur v de norme 1,
D,(xz) = (Vu(x),v) pour presque tout x € U. En effet, c’est vrai si u € C*°(U) et le cas général
provient du théoreme de Friedrichs. On obtient alors, comme dans la preuve de la proposition 3.130,
que |Vu(z)| < g(x) pour tout gradient supérieur g de u. Cela montre que, pour toute u € N1P(U),
HUHACLP(U) = HUHWLP(U) < HUHNLP(U)'

Soit enfin u € WHP(U). Par le théoreme 3.47, il existe une suite de fonctions (u;)j>1 € C®(U)
qui converge vers u dans W1P(U). Pour tout j > 1, [Vu;| est un gradient supérieur de u;, u; — u
dans LP(U) et |Vu;| — |Vu| dans LP(U). Par la proposition 3.140, il existe v : U — R égale a u
presque partout telle que | Vu/| soit un p-gradient supérieur faible de v. Cela montre que v € N'P(U) et
HUHNLP(U) = HUHWLP(U)' H

On a en particulier montré la généralisation suivante de la proposition 3.130 :

Corollaire 3.149. Soit u € WP(U). Alors il existe v égale a u presque partout telle que |Vu| est un
p-gradient supérieur faible de u. De plus, si g € LZIOC(U ) est un p-gradient supérieur faible de u, alors
|Vu| < g presque partout.

De fagon générale, une fonction de NP posséde toujours un plus petit gradient supérieur :

Théoréme 3.150. Soient p € [1,+oo[ et u € NYP(X). Alors u posséde un plus petit p-gradient
supérieur faible g,. Cela signifie que :

1. gy est un p-gradient supérieur faible de u et g,, € LP,

2. si g € LP est un p-gradient supérieur faible de u, alors g(x) > g, (x) pour presque tout x € X.

La preuve utilise :

Lemme 3.151. Soientp € [1,+oo[etu € NLP(X). Soient g, h € LP des p-gradients supérieurs faibles
de u. Si E C X estun fermé, alors

p:i=gxXe +hxx\e

est encore un p-gradient supérieur faible de v dans LP.
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Preuve du lemme 3.151 : soit I'y I'ensemble des courbes v € M telles que [ (g +h) = +ocoouuory
n’est pas continue. Alors Mod,(I'1) = 0.
Soit I, I’ensemble des courbes 7 : [a,b] — X telles que I’inégalité

() - u3(a))| < min ( o] h)

ne soit pas satisfaite. Soit I'y I’ensemble des courbes v € M qui contiennent une sous-courbe apparte-
nant a I'y. Comme Mod,,(I%) = 0, on vérifie facilement que Mod,(I'2) = 0. On va prouver que, pour
toute y € M\ (I'1 UT'),

[u(v(6)) — u(x(a))] < / . (3.152)

Soitdonc 7y : [a,b] — X telle que v € M\ (I'; UT'y). L'inégalité (3.152) est immédiate si y([a,b]) C E
ou([a,b]) C X \ E.

On suppose maintenant que y([a, b]) N E # 0 et y([a,b]) N (X \ E) # 0. Comme v~ 1(X \ E) est un
ouvert de [a, b], c’est une union dénombrable d’intervalles deux a deux disjoints, notés |t;, s;[ (avec un
1éger abus de notation si I’une des extrémités vaut a ou b). Soit ; := 7y, s,- Alors

[u(y(a)) —u(y(O) < |u(y(a)) —uly(t)] + luly(t1)) —ulvy(s1))]
+ Ju(y(s1)) — u(v(b))]
< g+ [ h,
M\ 7

ol v \ 71 est la courbe obtenue a partir de v en enlevant les portions 7\[(1,“] et 7][51,1,]. On obtient de
méme, pour tout n > 1,

[u(v(a)) —u((b))| < h,

1<i<n

+ |n
[y\ U %’g U%.
i=1

et on obtient la conclusion en faisant tendre n vers +oo. O

Preuve du théoréme 3.150 : soient u € NP et m = inf {||g||;,}, ol la borne inférieure est prise
sur tous les p-gradients supérieurs faibles g € LP de w. Il suffit de montrer qu’il existe un p-gradient
supérieur faible g, € LP de u tel que ||gy||;, = m. En effet, si ¢ € LP est un p-gradient supérieur
faible de u et si u ({z € X; g(x) < gu(x)}) > 0, alors par régularité de f, il existe un fermé £ C
{z € X; g(v) < gu(z)} tel que u(E) > 0. Si p := gxE + guXx\E- alors, par le lemme 3.151, p est
encore un p-gradient supérieur faible de v dans L” et ||p||;», < m, ce qui est impossible.

On montre donc I’existence de g,,. Soit (¢gn)n>1 une suite de p-gradients supérieurs faibles de u dans
LP tels que m < ||gn|l;» < m+ 27" On pose p; := g;. On suppose qu’on a construit des p-gradients
supérieurs faibles de u, p1, ..., py, tels que, pour presque tout x € X, p1(x) > pa(x) > ... > pup(x) et
Ipill » < m+21"¢ pour touti € [1,n]. La mesure v définie par v(A) := [, pP.dyu est finie, donc il existe
un fermé E C {z € X; gny1(z) < pn(z)} tel que v ({z € X; gni1(z) < pp(z)} \ E) < 27P(HD),
On pose alors pp41 = gn+1XE + pPnXx\E- Alors pn+1(x) < pn(x) pour presque tout x € X. De plus,
toujours par le lemme 3.151, p,,4+1 est un p-gradient supérieur faible de u. Enfin,

| Ahar(@ydu()

/Eg£+1($)d,u($) +/g - }\Eﬂﬁ(x)du(m) + i }\Epg(x)du(x)
/Egﬁﬂ(x)d*‘(ﬂf) + / L Pl + 2

< (m_’_2—(n+1))p+2—§n+1)p.

IN
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On a donc construit une suite des p-gradients supérieurs faibles de u, (p,)n>1, tels que, pour presque

toutz € X ettoutn > 1, pp(z) > ppi1(z) et ||pnll» < m + 27" pour tout n > 1. On peut donc

poser p(z) := lirf pn(x) pour presque tout x € X. On a aussi p,, — p dans L?, ||p||;, = m et pest
n—-+0oo

un p-gradient supérieur faible de v par la proposition 3.140. O

2.4 Espaces de Sobolev a valeurs dans un espace de Banach

On peut définir des espaces de Sobolev sur X a valeurs dans un espace de Banach E. Plus précisé-
ment, nous allons définir I’espace de Sobolev N'P(X : E) pour 1 < p < oo en utilisant la notion de
gradient supérieur.

Définition 3.153. On dit qu’une fonction mesurable f est dans N'P(X : E)si f € LP(X : E) ets’il
existe une fonction mesurable p : X — [0, 400| tel que p € LP(X) et pour p-presque toute courbe
rectifiable 7 : [a,b] — X, ona

1F (1)) = Flx(a))]] < / pds.

~

On rappelle que I'intégrale de Bochner et les espaces LP(X : E) sont définis dans la section 3.4 du
chapitre 2.

2.5 Espaces de Sobolev M/1?

Soit (X, d, j1) un espace métrique mesuré. Les espaces N P(X ) sont égaux a LP(X ) si X ne posseéde
pas de courbe rectifiable non constante (ce qui est le cas, par exemple, avec la courbe de von Koch). On
d’écrit ici un autre type d’espace de Sobolev, non trivial méme dans cette situation. L’introduction de cet
espace, due a Hajlasz, remonte a [54].

Définition 3.154. Soit p €]0, +oo[. On appelle M'?(X) I’espace des fonctions u € LP(X) pour
lesquelles il existe g € LP(X) avec g(z) > 0 pour presque tout z € X telle que

[u(z) —u(y)| < d(z,y)(9(x) +9(y)) (3.155)

pour presque tous x,y € X (ce qui signifie qu’il existe N C X de mesure nulle tel que (3.155) soit
satisfaite pour tous x,y € X \ V). On définit

lull prrexy = llull oy +nf 9l 1o x) »

la borne inférieure étant prise sur toutes les ¢ € LP(X) positives telles que (3.155) soit satisfaite.
Lapplication u — ||ul| p/1.5(x) est une norme sur MY (X)sip > 1.

Dans le cas euclidien, la situation est la suivante :

Théoreme 3.156. Soient p €]1,4+00] et U C R™ un ouvert qui posséde la propriété d’extension pour les
espaces WLP pour 1 < p < +o0 (voir la remarque 3.46). Alors M*P(U) = WYP(U) avec équivalence
des normes. Ici, U est un espace métrique muni de la distance euclidienne et la mesure est L.

La preuve utilise :

Lemme 3.157. Soit B C R" une boule. Pour toute fonction g € L'(B) avec g > 0 et tout z € B, on
définit le potentiel de Riesz de ¢ au point x par

I(x) ::/Bg('z‘)n_ldz.

|z —x
1
Alors ||.71HL1(B) <C|B|» ||9||L1(B)-
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Preuve du lemme 3.157 : il suffit d’écrire que, si B est de rayon r,

g(z) . 1—n _
/xeB /ZEB mdzdm = /Bg(z) (/meB |z — x| dm) dz =C'r ||g||L1(B) )

Lemme 3.158. 1l existe C' > 0 tel que, pour toute boule B C R™ et toute u € W1 (B),

[Vu(y)]

lu(z) —up| < C 1
B |z —y

dy

pour presque tout x € B.

Preuve du lemme 3.158 : on commence par le faire pour v € CZ°(R™). Pour tous =,y € B, on note
y = x + toz avec |z| = Letty > 0, et on pose 0(z) := sup {¢t > 0; x + tz € B}. Alors,

uly) — u(e) \/ — 0, V(e + tly — )t

yxl — _
:/ <y ’ Vu(x—i—sy ﬂc))d:;
0 ly — x|’ ly — |
ly—z| —
S/ Vu(x—i—s )‘ds
0 ly — |
3(2)

/ |Vu (z + sz)| ds.
0

En conséquence, si S™~! est la sphére unité de R” et r le rayon de B,

uw) = us| = g | @) —uw)a
1 5(z) n—1 n—1
< Zp /SH [ @) — e+ ) i 2)
4(2) 4(z)
< mtB) /S N /O e ( /0 \vu(x+sz)ds> dtdH™ " (2)
1
<

2r 5(z)
n—1 ne1
£"(B) /Sn—l/o t (/0 |Vu (x4 sz)] ds) dtdH" ' (2)
3(2)
= 1/ Msn—ldsd%n—l(z)
n- 0

S
= / 7‘Vu(i)_‘l dz.
B

Dans le cas général, il existe une suite de fonctions (uy)g>1 € C°(R™) telle que uy — u dans WhH1(B).
Pour tout £ > 1ettout x € B, on a |ug(z) — (ur)B| < I (Jug|) (z), et le lemme 3.157 montre que
I (|Vug|) — I (|Vu|) dans L'(B), donc aussi presque partout (quitte 2 extraire une sous-suite), ce
qui permet de conclure. O

Preuve du théoréeme 3.156 : comme U possede la propriété d’extension, on prolonge u en une fonction
de WHP(R™) (théoreme 3.41), toujours notée u et telle que ||u|yy1. reny S [ullwren- Solent z,y €
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R™ R := |z —y| et B = B(z,2R). Le lemme 3.158 montre que

lu(z) —up| < C’/ L(Zn)_‘ldz
|z—z|<2R |z — x|
[Vu(z)]

‘n_ldz

= C

i>07/2 FR<|z—a|<21 kR |2 — @

< C kR 1= "/ Vu(z)|dz
o I;O 2*’“R<\z—x|§21*’“R‘ )l
< cS (@2 FR)(27FR *"/ Vu(z)| dz
< oxErREt L v

< C'RM(|Vul) (),
ou M désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood (Chapitre 1, section 6). On en déduit que
u(@) = u(y)| < |u(@) —up| + uly) — up| < C'R(M (|Vul) (z) + M (|Vul) ().

Sig(z) := M( ) (2), comme |Vu| € LP etp > 1, g € LP avec ||g||;, < C'|||Vul||;» (Chapitre 1,
section 6, théoréme 1.158). Comme R = |z — y|, on a bien montré que, pour presque tous z,y € R",

[u(z) —u(y)| < Clz -yl (9(x) + g(y))

etdonc [|u[ 1, < Clullyprp-

On suppose maintenant que u € M1P(U). Soit g € LP(U) telle que |u(z) — u(y)| < C'lz — y| (g(x) +
g(y)) pour tous z,y € U \ N ou N est de mesure nulle. Soient x € U \ N et B = B(z,e) C U. En
intégrant sur B, on obtient

lu(y) —upldy < nl |u —u(z)| dydz
B L"(B)
< ml / / d(y, z + 9(2))dydz
< 4e /B (2)dz.

Soient p € CX(U) et p € C°(B(0,1)) avec [ = 1. Pour tout ¢ > 0 et tout z € R™, on pose
Ve () == 24 (£). On aalors, pour tout i € [1,n],

[u@)gE@is = i [ (0@ 5 @)
= —lim | o (?ﬁf ) @

Or, pour tout € U appartenant au support de ¢, comme [ %fj (z)dz =0,

(5o ) @ = (G + (s w310) ) )

Il s’ensuit que, si g est la fonction valant g sur U et 0 sur R™ \ U,

‘(8% * u) ()] < Ce_”_l/
0z B(z,e)

Ainsi, pour toute p € C2°(U),

/U“( )a

avec 5 + 5 = 1. La derniere égalité est due au fait que ¢ > 1. Comme p > 1, cela montre (théoreme
3.28) que u € WHP(U) avec lullwre@y < Cllullpw@)- O

u(y) — UB(e,e)

dy < Ce‘”/ g(y)dy < CMg(x).
B(z,e)

‘ < C/ z)| Mg(z)de < C HMguLp(w) H‘PHLq(U) <C HQHLp(U) H‘PHLq(U)
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Remarque 3.159. La conclusion du théoréme 3.156 est fausse pour p = 1 (exercice 3.195).
Théoreme 3.160. Pour tout p € [1,+oc[, M'P(X) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (u;),>1 une suite de Cauchy dans M1P(X). Il existe ¢ : N* — N* strictement

croissante telle que Hu<ﬁ(j+1) — Ug(j) H < 277 pour tout j > 1. Comme dans la preuve du théoréme

M1lp
3.144, jgrfoo () () = u(r) pour presque tout z € X et la convergence a aussi lieu dans L?.
Pour tout j > 1, soit g; € LP avec ||g;||,, < 91—j ot

[ (4 ) = o) ®)) = (41 (@) = o) (@) | < dl, ) (g5(2) + 95(9)

pour presque tous z,y € X.Si h := Zgj, alors ||k, < 2 et, pour tous k > j,
j=1

| (e @) = ey 1)) = (o9 (2) = (@) | < Al 1) D (@1(w) + ai(w))

1>

d’ou, en faisant tendre k& vers +oo,

| (u(y) = oy ) = (w(@) = gy (@))] < dlz,9) Y (@(@) + a(y)).-

1>j

Cela montre que u — uy(j) € MP(X) avec Hu - u@(j)H ) < Z lgill pp- Ainsi u € MIP(X) et

MEr( 1>
Ug(j) — udans MP(X). ) O

On obtient aussi un résultat d’approximation des fonctions de M'?(X) par des fonctions lipschit-
ziennes :

Théoreme 3.161. Soient p €]0, +oo| et u € MYP(X). Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction v
lipschitzienne sur X telle que :

L op({z € X; u(e) £ v(@)}) <=,

2. |lu =l <e

d(z,y)(g(x)+g(y)) pour presque tous z, y € X.Pourtout A > 0, soit E := {x € X; |u(x)] < Netg(x) < A}])
Comme u et g sont dans L?,

Preuve du théoréme 3.161 : soit g € LP telle que ||gl|;, < C|ulljn, et Ju(zx)—u(y) <

lim Mu(X\ Ey) =0.

A——+00

De plus, u|g, est 2A-lipschitzienne. Par la proposition 2.90 du chapitre 2, on prolonge u|g, en une
fonction 2\-lipschitzienne sur X, notée . Enfin, on pose, pour tout z € X,

ua(x) := (sgnu(x)) min ([u(z)], A) .
On vérifie que v) est 2\-lipschitzienne, que vy = u sur E) et |vy(x)| < A pour tout x € X. De plus,
i (o € X5 ul@) £ ur(@)}) < p(X\ By) = 0

quand A — 4-oc0.
On va montrer que lim ||u — vy|[;;1., = 0. Pour la “norme” LP,
A——+o00

Ju—eallfy = [ fute) — er@)F duge) < 27 ( [ @) dia@) + XX\ E») 0

\Ex
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quand A — +o0.
Si on pose, pour tout x € X,

(l’) L 0 siz € by,
IAE) = g(x) +3\ six ¢ E),

alors lim ||gx||;» = O et, pour presque tous z,y € X,
A—+00

[(u = ox)(y) = (u = o) (@)] < d(z,y)(9x(x) + 92(y)),

ce qui montre donc que ||u — vx|| 1., — O. O

Remarque 3.162. Cette preuve montre que, pour toute v € M 1P, il existe une suite fonctions lipschit-
ziennes (uy)r>1 qui converge vers u dans M 1P avec les propriétés suivantes :
1. pour tout k£ > 1, il existe g € LP telle que |ug(y) — ur(x)| < d(z,y)(g9x(z) + gx(y)) pour
presque tous z, y,
2. ilexiste g € LP telle que |u(y) — u(x)| < d(x,y)(g(z) + g(y)) pour presque tous x, y,
3. gr — g dans LP.

On va montrer que les espaces M P sont des sous-espaces de NP, au sens suivant :

Théoréme 3.163. Soit p € [1, +oc[. Pour toute u € MYP(X), il existe v € NYP(X) égale & u presque
partout et telle que ||v|| 1o x) < 2l pprp(x)-

La preuve utilise :

Lemme 3.164. Soienta < bet f € L'([a,b]). Alors il existe une suite (h,),>1 tendant vers 0 telle que,
pour presque tout x € [a, b], lim f(x + hy) = f(z).

Preuve du lemme 3.164 : comme f € L', 7,f — f dans L' quand h — 0 (ot 73, f désigne la transla-
tion de f de vecteur h, voir le théoréeme 3.28). Il existe donc h,, — 0 telle que 73, f(z) — f(z) pour
presque tout = € [a, b]. O

Preuve du théoréme 3.163 : soit u € M1P(X). Par le théoréme 3.161, il existe une suite de fonctions
lipschitziennes (u)r>1 qui converge vers u dans M Lp et des fonctions g, et g associées avec les pro-
priétés de la remarque 3.161. Quitte & modifier g; sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer
que |ug(y) — uk(z)| < d(z,y)(g9x(z) +gx(y)) pour tous z, y € X. On va montrer que, pour tout k > 1,
2gy, est un gradient supérieur de uy.

Soity : [0, L] — X une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc. Si [, gx = +0o0, il n’y a rien
a prouver. On suppose donc que [, g < +00. Comme gg o7y € L([0, L)), par le lemme 3.164, il existe
une suite h,, — 0 telle que gk (y(t + hy)) — gr(7(t)) pour presque tout ¢ € [0, L]. La fonction ug, o y
est lipschitzienne donc dérivable presque partout et, pour presque tout ¢y € [a, b],

C;lt|t:t0(uko'}/)(t)‘ — i uk(7<t0+h7;zj_uk(7<t0))‘
< 1 d0lt jﬁ’”(“” (g1 (to + n) + 6 (1(t0)))
< 2g5(v(to))-
Cela implique .
uer (D)~ ueyO)] = | [ (o) (e
L

< 2 aby(D)dt,

ce qui montre que g est un gradient supérieur faible de u,. Comme u; — w dans LP et g, — g dans
LP, 1a proposition 3.140 permet de conclure la preuve. O
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On va maintenant montrer des théorémes de plongements pour les espaces M ', en faisant une hypo-
theése sur la mesure p.

Définition 3.165. Soient (X, d, 1) un espace métrique mesuré et s > 0. On dit que (X, d, u) est s-
régulier si, et seulement si, p(X) < 400, X est borné et il existe ¢, s > 0 tel que, pour tout z € X et
tout r < diam (X)),

u(B(x,r)) > cr’.

Sous I’hypothese que (X, d, i) est s-régulier, on a un théoréme de plongement des espaces de So-
bolev M1?(X) qui s’énonce ainsi :

Théoréme 3.166. Soient s > 0 et (X, d, pu) un espace métrique mesuré s-régulier. Soient p € [1,+00|
et f € MP(X). Alors :

1. Sip < s, etsip*est déﬁnipar = =

% ,alors f € LP"(X) et
1 £l < (wmnx AL+ g )

2. sip=s, alors

1 w(X): | f(x) — fx]
u@X)f;eXp(C“mam<X> 17 Torne )d”C”fSC&’

3. sip > s, alors, pour presque tous x,y € X,

(@) = F@)] < Cu(X)> ™ | Fllapim -

On pourra se reporter a [54, Theorem 6]. On va prouver dans la suite une version légerement plus
générale de ces injections de Sobolev.

Définition 3.167. Soient By C X une boule, s,b > 0 et ¢ > 1. On dit que y satisfait la condition
V(o By, s, b) si, et seulement si, pour toute boule B(x,r) C 0By,

w(B(z,7)) > bre.
On a alors le théoréeme de plongement suivant :

Théoreme 3.168. Soient By C X une boule de rayon ro > 0, s,b > 0 et 0 > 1. On suppose que
w satisfait la condition V (o By, s,b). On suppose que u € MYP(cBy,d, 1) et que |u(z) —u(y)| <
d(z,y)(g(x) + g(y)) pour presque tous x,y € cBy et g € LP(0By). Alors il existe C,C1,Cy > 0 ne
dépendant que de s,p et o avec les propriétés suivantes :

1 _1_1

1. si0<p<s alorsuGLp*(Bo)avecF =5 et

gg(mgﬁﬁ%ﬁmuwwwdmm)

L
*

T o (MY (e’

||g||L5(aBo)

2. sip=s, alors
1

1(Bo) Bo

3. sip > s, alors

1 1
M(UBO)>p ( 1 / )p
_ < p .
[ = uB, | oo (By) < C( bt "o\ LB Lo, g(@)Pdp(x)

De plus, il existe v égale a u presque partout sur o By telle que, pour tous x,y € o By,

1

|mm—wqu%ﬁaaw“ingwé%mw%mmy. (3.169)
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Remarque 3.170. Dans le point 1 du théoréme 3.168, si p* > 1, on peut remplacer le membre de gauche
par [[u — upy || 1o* (p,)- Cela résulte de I'inégalité de Holder.

Preuve du théoreme 3.168 : la conclusion est immédiate si [, p g(x)Pdu(z) = +o0. Si g = 0,
alors u est constante presque partout, et la conclusion est également immédiate. On supposera donc
0 < J,p,9(x)Pdu(xr) < +oc. On pourra aussi supposer qu’il existe £ C 0By avec u(E) > 0 et
inf essg |u| = 0. En effet, on peut se ramener a cette situation en retranchant une constante a u, ce qui
ne change pas le résultat. Un tel ensemble £ sera choisi dans la suite de la preuve.

On peut également supposer que, pour tout x € o By,

g() > 27(1%3) (M(;BO) /UB g(y)pdu(y))p, (3.171)

1
quitte a remplacer g par § := g + (M(%BO) JoB, g(y)pdu(y)> ", Pour tout k € Z, soit

E; = {x € 0By; g(z) < 2k},

de sorte que Ey C Ej4q pour tout k € Z.On a

S PTBNEen) < [ gla)du(a) < C Y0 2B\ Eioa),
ke oBo keZ

ol ¢, C' > 0 ne dépendent que de p. Soit ax, := sup |u
BoNEy

, de sorte que a; < agq.
On suppose d’abord que 0 < p < s. Alors
| @ @dn(@) < 3 af w(Bo 0 (B \ Be-v)).
Bo keZ

On observe que

n(oBo\ ) = p ({o € 0By g(a) > 2}) <27 [ (o) au(a).

Pour presque tous z,y € L},
u(z) = u(y)| < d(z,y)2" .

Pour tout k£ € Z, on définit
1

1
T =2b"spu(0Bo \ Ey_1)*.
Soient k € Z et x;, € Ey, tels que
,U,(UB() \ Ek—l) >0 etB(IEk,Tk) C oBy.

Alors
w(B(zg, 1)) > bri > p(oBo \ Ex-1), (3.172)

si bien que B(xzk, i) N Ex—1 # 0 (sinon, B(xy, ) C 0By \ Ex_1, ce qui est impossibe compte tenu
de (3.172)). Il existe donc x_1 € Er_1 tel que

_1__(k=DLp P
d(rp—1,2k) <7 < 207527 s (/B g(y)pdﬂ(y)>
oBo
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Si B(xg—1,7%—1) C 0Bg,comme 0By \ Ex_o D 0By \ Ex_1,0naaussi u(cdBy \ Ex_2) > 0, on peut,
de méme, trouver x;_o € Ej_o tel que

1 (k= 2)p %
d(@p—1, k) < TRp—1 <2072 (/B g(y)”du(y)> :
0By

On construit ainsi xy, € Ey, ..., zy, € Ey, tels que

B =

1 (—=(i+1)p »
ATy Th—it1) < Th—i < 2b7 52 s (/ 9(y) dﬂ(?/))

Bo

On a donc
d(xk, l‘ko) < T+ Tt e T Tkt

e

—= 1
S ( ))
1—275 O'B()

Cette construction est possible des lors que B(xg_;, 7x—;) C 0 Bg pouri € [0,k — ko — 1] (en effet, on
aura aussi 0By \ Ex_; D 0By \ Ej donc i (0By \ Ex_;) > 0). Cela est garanti si on choisit x;, € By,

k > ko et kg tel que

1 1

p 2b7 % P

kot — (/ g(y)pdu(y)> < (o= 1)ro
1—-2"s oBg

k—1

> 2
j=ko
y)Pdp(

B =
m\“d

IN

Cette condition se réécrit

ko 2 i s —% %
> () 00 ([ sora)” G173

La borne inférieure (3.171) montre qu’il existe k € Z tel que Ej = (). De plus, kliT wu(Ey) = u(oBy).
—400

1l existe donc ko € Z tel que
(o Bo)

5 < HER)

:U'(E;;B_l) < ko

En particulier, El% # (), donc, pour tout x € E’% R

9~ (1+3) ( ! / BOg(y)?dmw)’l’ < g(x) < 2%,

(o Bo)
On a aussi 5 -
M(0'2 O) < M(UBO \ Ek 1) << 2—(7€0—1)P /UBO g<y)Pdlu(y)
Ainsi,
—(1+ 1 C ko 141 1 >
’ ( ) (#(UBO) /aBo g(y)pd,u(y)> =20 s 2( ) (,u(aBo) /o—Bo g(y)pd,u(y))

Soit [ € Z le plus petit entier tel que

2! > max 21+% ( ,2 )
-2 -1
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et on pose ko := ko -+ [. La condition V (0B, s,b) montre que [ > 0. On a donc p(Ey,) > /J,(E]:O) > 0.
La condition (3.173) est bien satisfaite. On vérifie que

2o <@g ([ gwpduty)) < c2n.
oBg

Pour k& > kg et x3, € Ej, N By, on construit 1, ..., Ty, comme plus haut. Alors

k—k—0—-1

ua)] < Y [ul@res) = u(@rian)| + luler)]
h—hm0-1

o 25 (@ wegny) + Julzk)| -
=0

IA

En prenant la borne supérieure sur Ej, N By, on obtient que

L k-1
a<s ([ gwrdnw) X 20+ sw ful.
oBy j=ko EkOﬂO'B()

On cherche a estimer  sup  [u|. On peut pour cela supposer que inf ess , |u| (en effet, ju(Ej,) > 0,
EkO ﬁO'B()

voir la remarque en début de preuve). Il existe donc une suite (y;);>1 € Ej, telle que u(y;) — 0. On a
donc, pour tout z € Fy, N 0By,

lu(z)] = lim |u(z) —u(y)| < dorg2.

i—>—4-00
On a finalement obtenu, pour k > ko :
1 g
ap < 8% (/ y)Pduly ) Z 210=5) 4 dorg2®. (3.174)
JBO j=ko
Pour k < kg,on a
ar, < ag, < 4oro2. (3.175)

On suppose d’abord que 0 < p < s: pour tout k € Z,

1
8b~s (/ g(y)Pduly > Z 210-5) 4 4gpy2ho
By

ap <
j=—oo
— 2H-byt ( /. g(y)pdmy))s 4 42",
0By
On en déduit
[ @ du@) <Y af wlBo ) (Be\ Biw))
Bo kEZ
L
< (v ([ awrdn) X 2B Bey) + 27 ()
oBo ke
B - 3
< C (1 + Mé 30)> b= (/ g(y)”du(y)> "
7o aBo

Or, par I’hypothese V (0 By, s,b), 1 + & (Bo) 2“1)(750) , ce qui donne la conclusion dans ce cas.



On suppose maintenant que p = s : par I'inégalité de Jensen,

1/2
1 s u(z) — ug,| 1 L Ju(o)
Cybs A T BBl < O1bs ——2 | du(z),
<u<30> /Bo‘”‘p< ! ugan(gBo)) ““’”) = u(Bo) /BoeXp< : ||g||Ls<UBO>> #e)
(3.176)

et il suffit donc de majorer I’intégrale de droite de (3.176). On a

s

ar, < dorg2to < Chs (/ g(y)sdmu(y))

By

En appliquant (3.174), on obtient

1

mzovt ([ N 90 du(w)) (k= ko)

pour tout k > k.
On décompose I’intégrale du membre de droite de (3.176) en la somme de I’intégrale sur By N E}, et
de 'intégrale sur By \ Ej,. Pour I'intégrale sur By N Ej,,

1 / 1 1 ag
—_— .. < w(Bo N Ey, ) exp Cbs0>§eXpCC.
W(Bo) Joupin, = nB) P00 Fl) ( O ol o ) = PO

Pour I’intégrale sur By \ Ej,,

=

M(lBo) /BO\Ek S (13) > e (Clb k) w(Bo N (Ex \ Ex-1))

0 k>ko+1 || ||L5 O’Bo)

(Bo) kz%:ﬂe)(p(clé(k — ko)) u(Ex \ Ex-1) = A.

IN
=

On choisit alors C] tel que exp(C 6’) = 2°. Alors

A< ———27%k0 N " oks (B \ Byq) < C,
(BO) keZ

ce qui termine la preuve.
On suppose enfin que p > s : alors, pour tout k > kg,

ay < 8bs </ g(y)Pdu(y ) Z 21(1=5) 4 4opq2ko
oBy —k
1 J 0 1
(o By) > » < 1 / ) b
< o ro (——— vd
bt '\ Bo) Lo 9(y)Pdp(y)
Cela montre que u est égale presque partout a une fonction bornée. On a ensuite ||u — up, || L(By) =
2 ||ull oo )
Il reste a prouver I’estimation (3.169). Soient 2,y € By. Si d(z,y) < (0 — 1)3%, et si By :=
B(x,2d(z,y)), alors 0 By C 0By, de sorte que
_1 _s P
) = u()] < 2w = sl < OV Fa)'F ([ atodnir)
o1

Sid(z,y) > (o —1)52, alors (3.169) résulte de la borne sur |lu — up, || oo (,)- O
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Le théoreme 3.168 implique le résultat de plongement suivant, dans le cas ot (X, d, i) est un espace de
nature homogene :

Corollaire 3.177. On suppose que (X, d, ) est un espace de nature homogene. Soit s > 0 tel que
w(B(x,A\r)) < CNp(B(z,r)) pour tous x € X et tout r > 0. Soient B une boule de rayon r et o > 1.
Soient p €]0,+oo[, u € MYP(ocB,d,u) et g € LP(oB) telle que |u(z) — u(y)| < d(z,y)(g(z) +
g(y)) pour presque tous x,y € oB. Alors il existe C, C1,Cy > 0 ne dépendant que des constantes de
doublement, p et o, telles que :

1. si0 < p < s,alors u € L” (B) avec]% = —%ﬂ

D=

B =

1
P* 1

int (M(lB)/B u(z) — o du(ﬂ?))p <Cr (u(oB) /UBg(a:)”du(«’L’)> 7

2. sip = s, alors

1
1 B)s —
7/ exp <01M(U )= Ju(z) uB’)du(x) <O,
w(B) /B o Nllson

3. sip > s, alors il existe v égale a u presque partout sur o B telle que, pour tous x,y € 0B,

o) — o(y)| < Crid(e,y)" s (M(jB) / Bg(x)ﬁdw:)) v (3.178)

3 Exercices

Exercice 3.179. Soit f € C!(R*). On cherche 2 montrer (3.59).
— T
1) Montrer qu’on peut supposer f(0) = 0 et f' > 0 (Indication : considérer f(r) := / |f'(t)| db).
0
2) A T’aide d’une intégration par parties puis de 1’inégalité de Holder, montrer (3.59).
Exercice 3.180. Soient U C R"™ un ouvert bornéet f € C°(U).

1. Soient ¢ > n, § := % — % et r défini par % = 1 — 4. Vérifier que, pour tout x € U,

er< >r"/q » 1
< _— .

En déduire que

; -1
porse (L) (510 (g )

2. Déduire de ce qui précede qu’il existe C7, Cy > 0 tel que, pour tout ¢ > n,

n-1 4
1100y < Cra o5 C5 " V1% g -

3. Montrer que, pour tout k > n,

kn

n—1 1+ K
i ( ()] ) dmg(jl( kn ) o
u \IIVfllzr@ n—1

4. En déduire que la conclusion du théoréme 3.78 est satisfaite.
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Exercice 3.181. [Une caractérisation maximale de W P(R™)] On reprend les notations du théoréme
3.118. Soient f € L} (R™")etl < g < +o0.

loc

1. Montrer qu’il existe C' > 0 indépendant de f tel que, pour tout u € C°(R™, R"),

f(x)div u(x)dz
RTL

<c [ NOS@)u) da.

On convolera u avec une approximation de I’identité.

2. On suppose que f € WH4(R™). Vérifier que
NWf< oM (V)
ou M désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood. En déduire que

HN(I)fHLq(Rn) < ClIVFllpa@n -

3. On suppose maintenant N!) f € L9(R™). Montrer que V f € LI(R") et que

IVfllpa@ny <€ HN(I)JC‘

La(Rn)
On utilisera la premiére question.

Exercice 3.182. Soientn > 1 et U C R"™ un ouvert borné. On considere 1’opérateur L donné par

Lu = —div(AVu) + (b, Vu) + du,

1. x — A(x) est une fonction mesurable bornée de U dans M, (R), A(z) est une matrice symé-
trique pour tout x € U, et il existe § > 0 tel que

(A(x)g. &) = 0 I&]*,
ou (u, v) est le produit scalaire usuel dans R",
2. x — b(z) est une fonction mesurable bornée de U dans R",
3. la fonction d est mesurable et bornée de U dans R et d(x) > 0 pour presque tout x € U.

Siu € WH2(U), on dit que Lu < 0 dans U si, et seulement si, pour toute fonction v € WOI’Q(U)
vérifiant v > 0 dans U,

/U ((A(x)Vu(x), Vou(z)) — (b(z), Vu(z))v(z) + d(z)u(z)v(z)) dz < 0.

Pour toute fonction v : U — R, on définit u* := max(u, 0). Siu € W2(U), on dit que u < 0 sur OU
si, et seulement si, u™ € Wol’Z(U). Enfin, siu € WH2(U) etsi {k € R; u < k sur OU} n’est pas vide,
on définit
saupu =inf{k € R; u < ksurdU},
U

et on pose supu = +oo si {k € R; u < k sur QU } est vide. Le but de cet exercice est de montrer que,
ou

siu € WhH2(U) vérifie Lu < 0 dans U, alors

supu < sup ut.
U oU

Soit donc u € WH2(U) tel que Lu < 0 dans U.
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1. Justifier qu’il existe C' > 0 et ¢ €]2, +00] tels que, pour toute fonction u € WOLQ(U), ue LIYU)
et
||UHLq <C ||VU||L2(U

2. Montrer que, pour toute fonction v € WO’ (U) telle que v > 0 dans U et uwv > 0 dans U,
| {A@Tu@), Vo@)dz < bl [ o) [Vu(z)]|de.

3. Dans cette question, on suppose que suput < sup u. Soit k € R avec suput < k < supu et
au U au U
v = (u—Fk)*t.
(a) Vérifier que v;, € Wol’z(U) et calculer Vuy.

(b) Montrer que

b
0kl 20y < 20 oy 25,

o By :={z € U; u(z) > k}.
(c) Vérifierque lim L"(Ey) =0.
k— SUpP U
U
(d) Déduire de la question (b) qu’il existe ¢ €]2, +oo[ et C’ > 0 indépendants de k tels que

[okll Loy < Cllvrll L2, -

puis qu’il existe ¢ > 0 indépendant de & tel que L™ (E})) > c.
(e) Obtenir une contradiction, et conclure.

4. Déduire de ce qui précede que, siu € VVO1 ’2(U ) et Lu = 0 dans U, alors u = 0 dans U.

Exercice 3.183. On reprend les notations et hypotheses de 1’exercice 3.182, avec en plus b = 0 et
d = 0. L’opérateur L s’écrit donc
Lu = —div(AVu).

Partie I

Soit u € W2(U) vérifiant Lu = 0 dans U. On fixe 29 € U et R > 0 tel que R < 3d(z, 0U).

1. Justifier qu’il existe une fonction n € C°(B(xp, 2R)) vérifiant n = 1 dans B(zg, R),0 <n <1
dans R" et ||Vl < % ou C' > 0 ne dépend pas de U, g, R.

2. Vérifier que n?u € Wol’Q(U).

3. En déduire que
/n2($)<14($) u(z), Vu(z = —2/ n(zx (x)Vu(z), Vn(z))dz.
U

4. Montrer qu’il existe C’ > 0 indépendant de u, U, xq et R tel que

!/

/ Vu(z)? dx < 02/ ()2 d. (3.184)
B(zo,R) R? JB(x0,2R)

5. Montrer que, pour tout réel m,

C
/B Vu(z)? dx < R2/ lu(z) — m)? da. (3.185)
(zo0,R) B(z0,2R)
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Partie 11

Dans cette partie, si £ C R™ est mesurable de mesure de Lebesgue finie et f € L!(E), on note
fe= L%(E) fE f(z)dz.
2n

1. On note B la boule ouverte euclidienne de centre O et de rayon 1 et s € } gy 100 [ Montrer

qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute fonction f € W*(B),

If = FBllL2 ) < CIVFlLs (B - (3.186)

On pourra raisonner par 1’absurde.

2. En déduire que, pour tout zo € R™, tout R > 0 et toute fonction f € W1*(B(zq, R)),

1

L"(B(z0,2R))1/? Hf B fB(aco,2R)’ 1

<2CR VIl .
L2(B(e02R) = £n(B(zo, 2R))} IV £ll s (Bao 2R))
(3.187)

Partie II1

On suppose a nouveau que u € W12 (U) vérifie Lu = 0 dans U, et on fixe zg € U et R > 0 tel que
R < d(z0,dU). On pose encore s € ]f—fQ, +oo[.

1. Montrer, en utilisant (3.185) et (3.187) que, pour un C' > 0 indépendant de u, zq et R,

S —\ < ¢
Lr(Bzo, R)E PO By 2R))

1 ||VUHLS(B(Q;O72R)) . (3.188)

2. Pourquoi I’inégalité (3.188) peut-elle €tre appelée inégalité de Holder inverse ?

3. On admettra qu’on peut déduire de (3.188) qu’il existe C,e > 0 tel que, pour toute solution
u € WL2(U) de Lu = 0, tout z9 € U ettout R > 0 tel que R < 1d(z¢,0U),

1 C

IVull p2+e (B 2o, m)) <
E”(B(mo,R))Tif L2+e¢(B(z0,R)) Ln(B(zo,2R))

IVull s (B(zo,R)) -

W |

Montrer alors qu’il existe ¢ €]0, 1] indépendant de u, z( et R tel que

/ Vu(z)|? de < c/ Vu()|? de.
B(zo,R) B(z0,2R)

Exercice 3.189. Soient n > 1 et B la boule ouverte euclidienne de centre 0 et de rayon 1 dans R".
On fixe o > 0. On cherche a montrer qu’il existe C' > 0 (dépendant de ) tel que, pour toute fonction
u € WH2(B),sim({x € B; u(z) =0} > a, alors

/ u?(x)dx < c/ IVu(z)| de. (3.190)
B B

On raisonne par 1’absurde en supposant cette conclusion fausse.

1. Montrer qu’il existe une suite de fonctions (uy)r>1 € WH?(B) telles que, pour tout k > 1,

/Bu%(:c)dx =1, L"{z € B; up(z) =0}) > «

et 1
/ (Vg (2)]? de < —.
B k
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2. Montrer qu’il existe ¢ : N* — N* strictement croissante et u € W12(B) telles que u
dans L?(B) et uyy () — u(x) pour presque tout 2 € B. On définit

p(k) —7 U

A= {:1: € B; uyp () — u(a:)}

3. Vérifier que
ﬂ U {a: € A; uy()(z) = 0} C {z € B; u(x) = 0}.

E>1 5>k
En déduire que
L"({x € B; u(x) =0}) > a.

4. Montrer que u est constante sur B (on calculera Vu) et obtenir une contradiction. Conclure.

Exercice 3.191. Soit U C R" un ouvert borné de classe C''. On rappelle que 1’opérateur trace, noté
tr dans la suite, est continu de W12(U) dans L?(0U). On appellera H 1'image de W2(U) par cet
opérateur. Pour toute ¢ € H, on définit

el = inf {lulyrzqy  tru= o}
1. Vérifier que ¢ — ||| ;; est une norme sur H.

Soit o € L>°(U) une fonction. On suppose, dans toute la suite de cet exercice, qu’il existe ¢ > 0
tel que, pour presque tout z € U, o(z) > c.
Soit p € H et u € W2(U). On dira que u est solution du probléme

(3.192)

div(cVu) =0 dans U,
U= sur OU,

si, et seulement si, u — v € Wol’z(U) ol v est une fonction de W2(U) telle que tr v = ¢ et

/ o(2)(Vu(z), Vw(z)) = 0 pour toute w € WL2(U). (3.193)
U

2. (a) Soitu € Wol’Q(U) vérifiant la condition (3.193). Montrer que » = 0.

(b) En déduire que la définition d’une solution u de (3.192) est bien indépendante du choix de la
fonction v.

3. Soit ¢ € H etu € W12(U) une solution de (3.192). Montrer que tr u = ¢.

4. Montrer que, pour toute ¢ € H, il existe une unique solution v € W12(U) du probléeme (3.192).

Indication : si v € WH2(U) est telle que tr v = ¢, on vérifiera d’abord que u € W12(U) est
solution de (3.192) si, et seulement si, pour toute fonction w & w2 (U),

/ o(2)(V(u - v)(x), Vw(z))de = — / o(2) (Vo(z), Vao(z))dz. (3.194)
U U

On appliquera alors le théoréme de Lax-Milgram pour résoudre (3.194).
5. (a) Vérifier que I’application H > ¢ + u, ot u € W12(U) est la solution de (3.192), est
linéaire

(b) Montrer que I’application considérée a la question (a) est continue de H dans W12(U).

Exercice 3.195. Soient I := | 1, [ etu(z) := — i

1. Montrer que v appartient a W11 (I).
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2. Montrer que u ¢ M“'(T).

Exercice 3.196. Soit (X, d, ) un espace métrique mesuré de nature homogene. Pour toute fonction
v € L},.(X,p), tout R > 0 et tout z € X, on pose

1
Mpo(z) == S ) /B -, lv(y)| du(y)-

Soit p €]1, +oc[. On cherche & montrer que, si v : X — R est une fonction, alors u € MP(X) si, et
seulement si, u € LP(X) etil existe C > 0, o > 1, une fonction g € LP(X ) avec g > 0 et ¢ €]0, p| tels
que, pour toute boule B de rayon 7,

1 1 %
w(B) /B [u(z) = up| du(z) < Cr <M(UB) /O_B g(sv)qdu(w)> : (3.197)

1. On suppose d’abord v € M*P(X).
(a) Montrer qu’il existe g € LP(X), g > 0, tel que, pour toute boule B de rayon r,

1 1
5 ) —uslduta) < Cro s | gtajan).

(b) Conclure.

On suppose maintenant que u € LP(X) et qu’il existe C' > 0, o > 1, une fonction g € LP(X)
avec g > 0 et g €]0, p] tels que, pour toute boule B de rayon r, (3.197) soit satisfaite.

2. On va d’abord montrer que, pour presque tous x,y € X,
q 1/q q 1/q
[u@) = u()| < Cd(@,y) ( (Magieyp9"(@)) " + (Magaaypa”@)) " ). (3.198)
Soient 2,y € X avec x # y. Pour tout i > 0, on pose 7; := 27 'd(x,y) et on définit B;(x) :=

B(x,r;) et Bi(y) := B(y,r;).

(a) On suppose que u(z) = lim wup,,). Montrer que

li
i——400

1/q

’U(JU) — UBy(z)| < Cd(z,y) (Mod(:p,y)gq(ﬂf))

(b) Montrer que
1/q
‘U’B()(J}) - uBo(y)‘ < Cd(l’,y) <M2ad(:c,y)gq($)> :

(c) En déduire que (3.198) est vérifiée pour presque tous z,y € X.
3. Déduire de (3.198) que u € M1P(X).

p
loc

Soitu € L}, (X). On suppose qu’il existe g € L
tous z,y € X,

(X),g > 0eto > 1 tels que, pour presque

1/p 1/p
[u(z) - u(y)| < Cd(z,y) ((Mgd@,y)gp(x)) + (Maaa) 9" ) ) :
4. Soit B une boule de rayon r. Vérifier que, pour presque tous z,y € B,
[u(z) = u(y)| < Cd(z,y) (Mg X308)(@))” + (M(g"x308) ()7
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5. En déduire que

1 Cr +oo . )
w(B) /B [u(z) — up|du(z) < (B) /0 1 ({z € By M(¢"x308)(z) > t'}) dt.

6. Montrer enfin que,

1 1 » 1/p
B [ lu(e) — usldute) < Cr <M<3GB> | o du(y)> ,

pour une constante C' > 0 ne dépendant pas de la boule B.
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Chapitre 4

Inégalités de Poincaré, espaces de
Loewner et applications

A la mémoire de Juha Heinonen (1960-2007) !

1 Le cas euclidien

1.1 Et tout commenca avec Poincaré !

Poincare. jpg

Henri Poincaré (1854-1912)

Lhistoire de I'inégalité de Poincaré commence avec Henri Poincaré lui-méme. En 1886, il est élu
Professeur a la faculté des sciences de I’Université de Paris sur la “Chaire de physique mathématique et
calcul des probabilités™. Ce poste est I’un des plus prestigieux a I’époque. Il a été avant Maitre de Confé-
rences a I’Université de Caen puis a celle de Paris. Cette nomination est a premiére vue assez étrange. En
effet, en 1886, Poincaré est connu pour ses travaux en théorie des nombres, analyse complexe ou encore
géométrie mais ses contributions en physique malhématique sont des plus modestes. De plus, il a parmi
ses concurrents par exemple Joseph Boussinesq (alors professeur a Lille et qui succeédera d’ailleurs a
Poincaré sur cette chaire en 1896) qui est I’auteur d’une centaine d’articles en mécanique des fluides.
Deux autres postes (la “Chaire de calcul différentiel et intégral” et la “Chaire de mécanique physique et
expérimental”) étaient aussi mises au concours la méme année et semblaient plus proches des travaux
récents de Poincaré. Cependant, avec 1’aide de son mentor Charles Hermite qui était un personnage trés
influent du monde mathématique parisien de cette période, il réussit a obtenir ce poste en physique ma-
thématique qu’il convoitait tant. Cette décision ne doit pas €tre vue comme un “caprice de star” mais

1. Le premier auteur souhaitait dédier ce chapitre a Juha car il a appris beaucoup de choses sur les inégalités de Poincaré
lors de longues conversations avec lui au cours de ses séjours a Ann Arbor.
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était motivée par I’intéret que portait Poincaré aux théories naissantes de la physique, comme la théorie
de Maxwell sur laquelle portera un de ses premiers cours a la suite de sa nomination a la Sorbonne.
Entre 1890 et 1896, Poincaré écrira 3 longs articles (ainsi que quelques Compte-Rendus a I’ Académie
des Sciences de Paris) sur les équations aux dérivées partielles provenant de la physique mathématique
comme 1’équation de la chaleur. Dans sa premere publication dans ce domaine, il démontre la premiére
version de ce qui s’appelera I’inégalité de Poincaré. Soit D un sous-ensemble ouvert, convexe et borné

de R? et soit f une fonction réguliere sur D telle que / f =0. Alors,
D

/ / f(2) — f(2)?dwda’ < C(diam(D / IV 2de.

Nous renvoyons a [95] pour plus de détails.

1.2 Le théoréeme fondamental de I’analyse

Nous avons déja rencontré des versions de ce théoreme pour les fonctions absolument continues
dans la section 7.3 du chapitre 1. Toutefois, nous le présentons ici dans un cadre plus élémentaire, pour
arriver ensuite a une approche géométrique des inégalités de Poincaré.

On commence par quelques rappels de calcul différentiel élémentaire. Soit f : R — R une fonction de
classe C'' sur un intervalle I de R. Alors, pour tout z et tout 4 dans I avec x < ,

Y
1)~ 1) = [ swar= [ g
x z,y
Il s’en suit | f(y) x)| < / |f'(t)|dt = / |f/(t)|dt. Ici, il faut voir [z, 7] comme le segment
[z.9]

géodésique allant de = a y. On peut étendre cette formule pour une fonction f : R™ — R qui est de
classe C! sur un ouvert Q de R™. Soient z, 3 dans Q tels que [z,y] C €. En appliquant le résultat

précédent a g(t) = f((1 —t)x +ty), onobtient | f(y) — f(x)]| < /[ } ||V f(£)]|d€. Siy est une courbe
D x7y

rectifiable dans €2 reliant = a y, il vient par approximation de «y par des segments que

f(z) - F(y)] < / IV £(€)]|de.

C’est sous cette forme que nous utiliserons le théoreme fondamental de 1’analyse. On rappelle que
/ [IVf(&)||de = / UV F(y@D|]-1Y (#)]|dt siv : [a,b] — R™ est lisse (par exemple, lipschitzienne de

sorte que ' (t) existe presque partout sur [a, b] par le théoréme 2.53).

1.3 Une preuve dans le cas euclidien via les potentiels de Riesz

La philosophie des inégalités de type Poincaré est toujours la méme. L’idée est de contrdler les
oscillations d’une fonction dans une boule par son gradient. Le point de départ pour obtenir une telle
estimation est souvent le théoreme fondamental de I’analyse. Pour illustrer ceci, considérons le cas de
la droite réelle. Soit f une fonction de classe C'! dans R (4 support compact) et soit I C R un intervalle.

Rappelons que le théoreme fondamental de 1’analyse dit que siy < x € R, f(z / f/(t)dt

etdonc |f(z) — f(y)] < /y |f'(t)|dt ou encore | f(x) — f(y)| < / |f'(t)|dt ot [z, y] est le segment

z,y]
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euclidien (c’est a dire 'unique segment géodésique) joignant = et y. Nous obtenons alors, en notant

|I| = £(I) 1a longueur de I,
m o [ 15@) = s ldady

TAvE If’(t)ldt> dady
< \I//(/ ]dt>dxdy

<l 17wl

IN

/I|f — fildz

IN

Que se passe-t-il en dimensions supérieures, par exemple dans le plan complexe ?

Si x et y sont des points dans C, alors il existe un unique segment géodésique (euclidien) qui les
joint. Cependant, I’argument précédent utilisé dans le cas de la droite réelle ne marche plus. Il faut
alors noter qu’il existe beaucoup de courbes rectifiables joignant x a y dont la longueur est comparable a
||z—yl|. Ceci nous ameénera a la notion de pinceau de courbes. Avant cela, nous allons donner une preuve
classique de I’inégalité de Poincaré. Comme elle utilise de facon cruciale les coordonnées polaires, elle
sera difficilement utilisable dans d’autres cadres, par exemple dans le cas riemannien.

Soit n > 2 un entier. Si 2 C R”™ est un ouvert, on rappelle que C2°(£2) est I’espace des fonctions
C a support compact dans (). Pour alléger les notations, la mesure de Lebesgue de A C R™ sera notée
|A|. La mesure de Lebesque de la sphere unité S”~! de R™ est w,,_1. Nous allons montrer 1’inégalité
de Poincaré sur les boules, déja obtenue au corollaire 3.99 (section 1.12 du chapitre 3). Ici, toutefois, la
valeur de la constante sera précisée :

Théoréme 4.1. Pour tout x € R™, toutr > 0, toute f € C°(B) o B = B(z,r) et1 <p < o0, ona

< /B \flpdg;)l/p ’r’< /B ||Vf‘|Pda:>1/p 4.2)
(/Blf—fBlpdx)l/p < 2% </]3\|ny|de>1/p. 43)

1
ononnote fp = — | fdx =+ fdx la moyenne de f sur la boule euclidienne B.
| Bl
B B

IN

Notons que la derniere inégalité (4.3) peut aussi s’écrire

(F15 - gopar) " <o ([ yonipas)”

Or, par I’inégalité de Holder ou I’inégalité de Jensen, on a

]é |f = fBlde < 2"r ( s !IVflpdlf)l/p

Cela sera sous cette forme que nous utiliserons les inégalités de Poincaré dans la suite.

Démonstration. Soit B = B(x, R) une boule de R” et soit f € C2°(B). Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que B = B(0, 1) est la boule unité de R™. Pour voir cela, il suffit d’utiliser
9(y) = (1/R™) f((y — x)/R). Tout d’abord, notons que

1 VI,

wat J Tly=al1

[f(2)] <

4.4)
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En effet en utilisant les coordonnées polaires (r,6) ot » > 0 et & € S™ 1, on a par le théoréme
fondamental de 1’analyse

f(x) _—/Omgr (2 + r0)dr.

Dot en intégrant sur la sphére unité S™~1, on obtient

+oo
f(z) = / / f(z+rf)drdd.
’an 1 Jsn-1

= r"~1drdf,
f(x—i—rH)—Hy—:cH LS (i — :Ui)a%if(y).Cecinousdonne
too D f(w+r0) ,
flz) = / / " drdf)
wn 1J8n-1 T
L[ i),
Wn—1 JRr [l — 2|

ou (.,.) est le produit scalaire euclidien de R"™. De cela, on peut alors conclure aisément en utilisant

[z =y, Vi)l <l = yllIIVFW)Il,

f@ls— | VWL, 4.5)

wn—1 Jre [[ =yl

Remarque 4.6. Pour 0 < « < n, on définit le potentiel de Riesz d’ordre o de u € CZ°(R™) par

1 u(y)

— [ —Z 4
Co Jrn ly — ||

ILyu(z) =

2
ou Oy = 7 ZQQ&. Dans le cas a = n, C),, = wy,_1. L’intéret de ces potentiels est en partie
I'((n—a)/2)

du a I’estimation suivante qui peut étre obtenue via la transformée de Fourier :

Tou=A"%%,
. 0%u ) 5 =~ . . .
ol Au = — Z 52U est le laplacien et A%/2 f = (27||z||)® f avec la transformée de Fourier est donnée

par f(¢) = / 2@ f(x)dx. Le point est de démontrer I’égalité suivante pour tout f € C°°(R™),

R

¢t [ el s@yda = [ rligl) e F)de

La condition 0 < o < n assure I’existence des deux intégrales ci-dessus. Soient 0 < o < n, 1 <
p < nj/aetq = (np)/(n — ap), il existe une constante C' = C'(a,n,p) > 0 de sorte que pour tout
f G CC(Rn)a

o fllq < ClIflp-

Voir la section 1.2 de [127] pour plus de détails et le théoreme 4.8 pour un résultat similaire dans le cas
des espaces métriques mesurés. L’inégalité (4.4) peut alors étre réécrite sous la forme

£ (@) < L[V £(@)]])-
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Nous démontrons maintenant (4.2) dans le cas p = 1. De (4.5), on obtient (puisque f est a support
compact dans B) par le théoréme de Fubini-Tonelli

M2 oy P

d d
Notons que/ % < / % = wp_1. Ceci donne/ |f(z)|de < / ||V f(z)||dz qui
B ||z —yll B ||7| B B

correspond a (4.2) pour p = 1. Pour p > 1, nous pouvons par exemple appliquer 1’inégalité de Jensen.

Posons C(z) =

J @) <

Wdy. Comme observé précedemment, C'(z) < wy,_1. Soit du(y) =
Bllr—y
C(z) Yo — y| " xp(y)dy ot x € B = B(0,1) est fixé. En appliquant 1’inégalité de Jensen 2 la

mesure de probabilité y, on obtient

IV )"

B lly —a|[*!

f@r < o

g

1
- S (LIl )
< O [N
_CErt AW
W Jp Ty =l
IO
S A L

Par le théoreme de Fubini, on peut alors conclure en intégrant sur tous les € B et en utilisant encore
C(x) < wy—1. Pour démontrer (4.3), la stratégie est essentiellement la méme. Cependant, a la place de
(4.5), nous utilisons

1)~ ol < 2 [ VIO, @7

wn-1 Jp [l —yl"7H

Pour démontrer (4.7), on note tout d’abord que pour tout z et tout y dans B, on a par le théoréme
fondamental de 1’analyse

s -t == [ g (e Y ar

D’ou, si nous posons F'(z) = ||V f(z)||xz(x), on a

f(z) - F(y)] < /O TF (HH?;) ar.
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De ceci, on déduit facilement
1@ = fel < g [ 1@ = Fldy
]_ o0 —
|B/B</o F(“Ué—iH)dT)dy
1 “+oo _
1B /52 </0 (F<“T\|§—zu>)d’“>dy

1 00 o)
= — F(z + r0)s" tdsdfdr
|B‘ /0 /Sn—l/o ( )
2 e F 0)dod
= T T+ T
5] /0 /Sn_1 (@ +r0)

iy O

wn—1 Jp |ly — ="

IN

IN

En intégrant par rapport a x comme précédemment, on peut conclure pour avoir (4.7). Pour obtenir (4.3),
nous devons adapter la preuve de (4.2) en utilisant (4.7). Nous laissons les détails au lecteur comme un
exercice facile. Ces preuves sont inspirées de [127]. 0

Il est possible de considérer les potentiels de Riesz dans le cadre plus général des espaces métriques
mesurés. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante p. Si f : X — R™, on pose

L@ = [ M(gé)’ﬁ(f;’y;)»dmg)-

Notons que si p est Ahlfors-réguliere de dimension @, alors d(x,y)/u(B(z,d(x,y)) est comparable a
1/d(x,y)9~1. En particulier, dans le cas euclidien, on retrouve 1’expression précédente. Cependant, sans
hypothese géométrique sur X, on ne peut pas démontrer I’existence d’inégalités de Poincaré a partir des
potentiels de Riesz dans le cadre général. On a quand méme des estimations de continuité des potentiels
de Riesz dans les espaces Ahlfors-réguliers.

Théoreme 4.8. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure Ahlfors-réguliére de dimension Q).
Alors, il existe des constantes C1 = C(Q,p, i) > 0 et Cy = C(Q, ) > 0 telles que

1 (Dllpe/@-p) < Crllfllpsil <p < Qer f e LP(p),

p({IL(f) > t}) < Co(t YIfIl)Y @V si f € LY (u).

On adapte une preuve tirée de [59] dans le cas euclidien.

Démonstration. On se donne § > 0 que 1’on choisira plus tard de fagon optimale plus tard et on décom-
pose I(f) en une bonne et mauvaise partie :

I7()(x) = bs(e) + ms(z) o
_ fy)d(z,y)
055 = [ sy BBy )

_ fy)d(z,y)
ms(@) = [ Bedie )
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Pour controler bs, on applique I’inégalité de Holder. Ainsi, si 1/p +1/q = 1,

bo(@) < 17l o))"
RO = I\ x B n(B(w,d(a,y))s

Comme p(B(x,d(z,y))) > C~ d(x,y)?, il vient

1/q
bs(z) < C||fll, (/X\B(M) d(z,y) "~ Q)du(y)> -

Or, on a par Ahlfors-régularité de u

d(z,y)11-q — / d(z, )10~
/X\B(maé) () uly) j%;] B(z,29+16)\ B(x,215) (z,9) w(y)

C > (276)10 - pu(B(x,27415))
JEN

C Z(2j5)Q(1—Q)(2j+15)Q

JEN
=3

IN

IN

<

jeN
< Clp, Q)(gq(lfQ)JrQ_
On en déduit
bs(x) < C||fl],6" /.

Nous passons a la “mauvaise” partie mgs(z). Pour cela, on note A; 1'anneau A; = B(z,2776) \
B(z,277715) pour j € N et nous allons utiliser la fonction maximale M (f) de f. Comme précé-
demment, on a “par discrétisation” et par Ahlfors—régularité de p:

ms(z) = Z/A B(z, dw y))))dﬂ(y)

jeN
< Cj%/ dnyl du(y)

< Og(z—j—lé)l—Q - f(y)du(y)
< C(S% 277 ]{9 s (y)du(y)

< COMf(x).

Nous avons donc pour tout z € X
L(f)(x) < C (M f(x)+ 87| f|I7) .

tM f () + =97 f]]p, i
-p [1£1l )p/?

p/Q
vient que ¢ (et donc le membre de droite) atteint son minimum pour ¢ = () ( M f(2)
p

Or, par une étude élémentaire de la fonction de la variable réelle, ¢(t)

p/Q
En choisissant ainsi § = < ]\Djji’(‘p )) , il vient
T

L(f)(@) < CIfIB/OM f(a)' P/
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Donc par la continuité LP de la fonction maximale (voir théoréme 1.165), il s’en suit
pQ
Q_

[ (@) Eduta) < UAIET [ 1M @)Pduta) < QU
X X

La preuve dans le cas p = 1 est similaire en utilisant la continuité faible dans L' de la fonction
maximale (théoréme 1.165). (]

1.4 De Sobolev a Poincaré

Le but de ce paragraphe est de voir comment on peut dériver des inégalités de type Sobolev des
inégalités de Poincaré qu’il faut voir comme des versions locales de celles de Sobolev. Rappelons (théo-
réme 3.69, chapitre 3) que si 1 < p < n, il existe une constante C' = C'(p,n) > 0 telle que

*

([ura)" <c([ iwsra)”

pour toute fonction f € WHP(R™) et ol p* =

est ’exposant conjugué de Sobolev de p.

On en déduit une inégalité de Poincaré dans le cadre des espaces de Soboleyv.

Théoreme 4.9. Pour tout 1 < p < n, il existe une constante C = C(p,n) > 0 telle que

(]é |f = fB‘p*dx> 1/p* < CdiamB (Jg vadex>1/p

pour toute boule B C R" et toute fonction f € W1P(B).

On rappelle que fp est la moyenne de f sur B.

Démonstration. Soitg € W1P(B) ot B = B(0,1). Comme précédemment (voir la preuve du théoréme
4.1), il suffit de considérer ce cas-1a. Soit § € W1P(R") une extension de g dans R" avec ||g] lwip@ny <
Cllg]| \Wl,p( B(0,1)) OU C est une constante absolue (voir par exemple le théoreme 3.41). Alors, ’inégalité
de Sobolev donne

. 1/p* - 1/p*
(/ lg|? dy) < (/ |g[? dy)
B R
B 1/p
< C(/ HVngdy)
RTL
1/p

< ([ Avelp +1o)a)

Nous pouvons conclure en appliquant ce qui précede a ¢ = f — fp et obtenir

(F1s—sora)™ <c(Lawar+1s - soray)

Comme par densité des fonctions lisses dans les espaces de Sobolev, il suffit de considérer le cas des
fonctions f € C'(B), on peut conclure en appliquant 1’inégalité de Poincaré précédente (Théoreme
4.1). d

1/p
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Par I’inégalité de Holder, on retrouve I’inégalité de Poincaré sur les boules vue au-dessus pour les
fonctions lisses, mais ici dans le cas des espaces de Sobolev. Si f € W1P(B),

(£ 1£ - salray) e (f wady)l/p.

En utilisant I’approximation des fonctions BV par les fonctions lisses, on en déduit une version de
I’inégalité de Poincaré dans le cadre des fonctions BV.

Théoréme 4.10. I existe une constante C' > 0 telle que

(n—1)/n
( /. !f\”/(”‘”) < CIVflls

pour toute boule B de R", toute fonction f € BV (R"™) (ou au moins localement dans BV (R™)) et ot
||V f|| est la variation totale de NV f dans B (voir chapitre 3).

Donnons une situation ou il est important d’avoir des versions locales des inégalités de Sobolev,
et donc des inégalités de Poincaré. Soit €} un ouvert borné de R™ dont le bord est lisse. On considere
classiquement des problemes de type Au = Au avecles conditions dy type suivant.

- Condition de type Neumann : U — 0 sur 99

n
- Condition de type Dirichlet : u = 0 sur 0f).
Les inconnues sont des paires (u, A) ol u est une fonction réguliére et A est un réel. Alors, A est une

valeur propre associée au vecteur propre u. En intégrant par parties et en normalisant / u?dx = 1 (pour

éviter les solutions trivialles © = 0), il vient (quelle que soit la condition au bord choisie) :

A = A/u2da:
Q

ou
—_ 2 et n—1
- /quuu dm—l—/m (anu) " ()
= / ||Vu|?dz >0
Q

Il est alors naturel de poser

. Vu||?da
ANV (Q) =1in { [ i2dz su#0, Qudw—O,UEC Q)

2d
AP(Q) = inf {W;u £0,u€ CgO(Q)} .
Q

Alors, AV (Q) (respectivement A\ (Q)) est le plus petit réel ) tel que le probléeme de Neumann
(respectivement de Dirichlet) a une solution. Notons que AV (Q) > C (respectivement AP (Q) > O) est
équivalente a I’inégalité de type Poincaré

1
2 2
U daz<—/ Vull|“dx

pour toute fonction u € C'*°(Q) (respectivement toute fonction f € C2°(12)), de sorte que 1/ (dans
les deux cas) soit la meilleure constante dans 1’inégalité de Poincaré associée.
Pour plus de détails pour toute cette partie, voir [127].
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2 Inégalités de Poincaré dans les espaces métriques

2.1 Gradients supérieurs et inégalités de Poincaré

Pour la notion de gradient supérieur, on renvoie a la section 2.2 du chapitre 3.
Définition 4.11. Soit p > 1. Si B est une boule dans 1’espace métrique (X, d) muni d’une mesure y,
1
on note gg = ][ gdu = ﬁ / gdp la moyenne de g : X — R sur B. On dit que I’espace métrique
B jz B

mesuré (X, d, 1) supporte une inégalité de Poincaré faible de type (1, p) s’il existe des constantes C' > 0
et 7 > 1 telles que

1/p
(Pp) ][ |lu —upgldp < CdiamB <][ ppdu)
B B

pour toute boule B dans X, toute fonction continue v : X — R et TOUT gradient supérieur p : X —
R* de u dans B. Ici, 7B est la boule de méme centre que B mais dont la rayon est 7 fois le rayon de
B. Si (P,) est vérifiée pour 7 = 1, on dit que (X, d, i) vérifie une inégalité de Poincaré (forte) de type
(1,p).

Remarque 4.12. 1) Par les inégalités de Holder, si (X, d, 1) supporte une inégalité de Poincaré de type
(1,1)-Poincaré, alors (X, d, 1) supporte une inégalité de Poincaré de type (1, p) pour tout p > 1. Ainsi,
I’inégalité de Poincaré de type (1, 1) est la meilleure possible au sens ou elle implique les autres.

2) Dans les espaces métriques qui vérifient une condition de chaines (par exemple, les espaces géodé-
siques), une inégalité de Poincaré faible de type (1, p) implique une inégalité de Poincaré forte de type
(1, p). Voir [59] ou [56]. Des idées de preuve sont proposées dans I’exercice 4.156. On oubliera souvent
dans la suite le mot “faible”.

3) Si X est un espace métrique propre et quasiconvexe (la définition est donnée plus loin) qui est muni
d’une mesure doublante y, alors X admet une inégalité de Poincaré de type (1, p) si et seulement si X
admet une inégalité de Poincaré de type (1, p) seulement pour les fonctions lipschitziennes bornées (voir
par exemple [63]).

4) L’existence d’inégalités de Poincaré est une condition ouverte, au sens ou si X est un espace métrique
complet muni d’une mesure doublante ;2 qui admet une inégalité de Poincaré (1, p) pour un p > 1, alors
il existe £ > 0 tel que pour tout p’ > p — ¢, X admet une inégalité de Poincaré (1, p’). Voir [74].

5) On aurait pu considérer plus généralement des inégalités de Poincaré (g, p), c’est a dire de la forme

1/q 1/p
(][ lu — uB\qdu> < C'diamB <][ . ppdu)
B B

Ainsi, dans les espaces euclidiens, nous avons rencontré des inégalités de type (p, p) pour les fonctions
lisses et des inégalités de type (p*, p) (ol p* est le conjugué de p) pour les fonctions de Sobolev. Mais,
ce sont les inégalités de type (1, p) qui nous seront utiles dans la suite.

6) Si la mesure y est doublante, 1(B) et u(7B) sont comparables et (P;) est équivalente a

/ lu —up|dp < CTdiamB/ pdi
B TB

ou C; est une constante qui dépend de la constante de (P ), de 7 et de la constante de doublement du
volume. Cette observation sera utile quand nous considérerons le cas des espaces a courbure positive
pour lesquels nous vérifierons que (P ) est satisfaite.

7) Pour tout () > 1, il existe des espaces (J-Ahlfors réguliers qui vérifient des inégalités de Poincaré
(1,1). Les premiers exemples sont des bords a I’infini d’immeubles 2-dimensionnels qui sont hyperbo-
liques au sens de Gromov (voir [18]). L’ensemble des dimensions ainsi obtenues est dense dans |1, +oco].
Dans [82] sont construits des exemples pour tout () > 1, ils sont obtenus comme quotients d’ensembles
de Cantor. Ainsi, un espace qui vérifie des inégalités de Poincaré peut avoir une “structure fractale”.
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2.2 Une caractérisation par la fonction maximale

Pour la fonction maximale de Hardy-Littlewood, nous renvoyons a la section 6 du chapitre 1.
Voici le résultat principal de cette section.

Théoreme 4.13. Soit (X, d, pu) un espace métrique mesuré doublant et localement compact. Soit p > 1.
Alors, X admet une inégalité de Poincaré faible de type (1,p) si et seulement si il existe une constante
Coy > 1 de sorte que pour presque tous x, y dans Co_lB,

u(z) — u(y)| < Cod(z,y) (MppP(x) + Mrp(y))"/" (4.14)

deés que u : X — R est une fonction continue sur la boule B de rayon R > 0 et p : X — R¥ est un
gradient supérieur de u dans B.

Le “pour presque tous x, y dans C 1p~ signifie qu’il existe £ avec u(E) = 0 tel que la propriété
est vraie pour tous z, y € (Cy ' B) \ E. Ce critére est par exemple utilisé dans [18].

Démonstration. Supposons tout d’abord que X admet une inégalité de Poincaré de type (1, p). Pour
simplifier, on supposera que cette inégalité est forte (c’est a dire 7 = 1). Le cas général s’en déduit
facilement. Soit u une fonction continue dans la boule B de rayon R dans X et soit p un gradient

. . 1 < 5 R .
supérieur de v dans B. Choisissons z € — B (c’est a dire la boule de méme centre que B mais de rayon

R 1__.
1—0) et posons B; = B (l’, E2_] R). Alors, si x est un point de Lebesgue de u (ce qui explique le

presque partout dans I’énoncé d’apres le théoreme de différentiation de Lebesgue)

—+00
|U(l‘) - uBo‘ < Z |qu - qu+1|
=0

+o0o
< Y lu sl
j=0 Bjt1
+oo
< C Z ]é |u — up;|du (par doublement)
i=0"Bi
400 1/p
< (CdiamB Z 27 <]é o d,u) (par I’inégalité de Poincaré)
=0 i

< CdiamB (MgpP(z))"/?.
1 -
En suivant les mémes idées, il vient que si y € TOB est un point de Lebesgue de u et B =
B(y, R/2), on a d’aprés I’inégalité de Poincaré

lu(y) — ug| < CdiamB (Mgp ()" .

Notons que By C B et que par la propriété de doublement de p, u(E) < Cu(Bp). On en déduit
comme précédemment que [up, —uz| < ][~ lu —ug|du < CdiamB(MpgpP(y))"/?. De cela, il découle
B

facilement que

IA

[u(x) — up,| + lup, —ug| + lug — u(y)|

CdiamB (Mg (z) + Mgp? (y)'/" .

u(z) = u(y)]

A
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Démontrons maintenant la réciproque. Pour cela, fixons une boule B dans X de rayon R. Soit
u : X — R une fonction continue et soit p : X — R+ un gradient supérieur de u dans B. Pour presque
tout x et presque tout y dans B, on a par hypothese

[u(w) — u(y)| < Cd(w, y) (M(p"xcus)/?(2) + M(pPxcop)?())

En prenant la moyenne sur x puis sur y, il vient par la continuité faible de la fonction maximale (utilisée
dans la quatrieme ligne)

Luusl < — [, [ 1u(e) — uldsdy

< (CdiamB ][ (P’xcoB) P du1 (par hypothese)
diamB
< CMI(a;I; /0 u({zx € B; M(pPxc,p) > t*})dt (par le principe de Cavalieri)
diamB [ [to o0
< CdiamB ( wu(B)dt + ¢ ( oP d,u) dt) (o1 ¢ sera choisi plus tard)
u(B)  \Jo 7 \Jcon
CdiamB (
= ——— (ton(B) + —l—Ct / ppd,u>
1(B) 5
1/p
Nous pouvons conclure en prenant tg = (,LL(B)1 P d,u) . O
CoB

Nous allons maintenant faire le lien entre les inégalités de Poincaré et les espaces de Sobolev M P
sur un espace métrique mesuré (rappelons que ces espaces M 1P ont été définis en section 2.5 du chapitre
3).

Théoreme 4.15. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante p et soitp > 1. Il y a
équivalence des assertions suivantes.

(i) u€ MYP (X, d, ).

(ii) u € LP(X, u) et il existe des constantes C > 0, T > 1, une fonction positive p € LP(X,d, u)
et un exposant q avec 0 < q < p tels que l’on a l’'inégalité de Poincaré suivante :

1/q
][ lu—upldp < CR (][ pqdu)
B B

pour toute boule B de X de rayon R > (.

Démonstration. On commence par I'implication (i) = (i). Il existe une fonction g : X — RT et un
ensemble £ C X avec p(F) = 0 tels que, pour tous =, y € X \ E,

[u(r) —u(y)| < d(z,y)(g(x) + g(y))- (4.16)

En intégrant (4.16), on obtient facilement

Flu—usldn < u(B? [ [ fula) = ulw)ldu@)duty)
< 1) [ [ () + 9w)du(z)duly)
<

2R][ gdu
B
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On obtient ainsi une inégalité de Poincaré de type (1, 1) qui implique les autres par I’inégalité de Holder.
Passons a I'implication (ii) = (). Supposons que u et p vérifie une inégalité de Poincaré de type (1, q)
pour un ¢ < p. Alors, par la caractérisation de I’'inégalité de Poincaré par la fonction maximale (voir
théoreme 4.14), il existe des constantes C' > 0, 7 > 1 et un ensemble £ C X avec u(E) = 0 tels que
pourtous z,y € X \ E,

1/q
\u(x) - u(y)’ < Cd(l’, y) (Mfd(x,y)pq(‘r) + Mﬂ'd(x,y)pq(y)) .
On en déduit
[u(z) —u(y)| < Cd(z,y) (Mp?(x) + Mp(y))".
Pour conclure, il suffit de voir que g(z) = (M p?(z))'/? est dans LP(X, u). Or, p? € LP/9(X, ;1) (avec
p/q > 1) et donc par le théoréme maximal, Mp? € LP/9(X, 11). Notre preuve est complete. O

2.3 Une caractérisation par la capacité ou le module de familles de courbes

Nous avons rencontré le module d’une famille de courbes au chapitre précédent (dans la section 2.1).
Dans cette section, nous allons insister sur
- les propriétés d’invariance conforme du module. Ceci motivera une caratérisation des applications
quasi-conformes dans les espaces métriques qui vérifient des inégalités de Poincaré.
- les estimations du module d’anneaux dans la cas euclidien/riemannien et dans le cadre des espaces
métriques Ahlfors-réguliers. Ceci nous amenera a I’introduction des espaces de Loewner qui seront ca-
ractérisés en termes d’inégalités de Poincaré.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On note vol, son volume riemannien. Le
lecteur peu familier avec les variétés peut se restreindre au cas de R™ muni de sa structure euclidienne et
de la mesure de Lebesgue. Si I' est une famille de courbes dans M, le module conforme de I" est défini
par

Mod(T") = inf/ p"dvoly,
M

ol I’infimum est pris sur toutes les fonctions p : M — [0, +o0] telles que / p(s)ds > 1 pour toute
v

courbe localement rectifiable v € I". Une telle fonction p est dite admissible pour la famille de courbes
T". Un point-clé est que le module conforme est un invariant conforme.

Théoreme 4.17. Soient M, N deux variétés riemanniennes de dimension n. Si f : M — N est (un
homéomorphisme) conforme, alors Mod(f(T')) = Mod(T") pour toute famille de courbes T" dans M, oi

f@) ={f(v),veT}

Démonstration. Soit 1) admissible pour f(I'), et posons
p= (Yo f)-IDf.
Soit v € I'. Par changement de variables, on a
[pas = [wen-IDslds
¥ v

= Yds
Q0]

<~

et p est donc admissible pour I'.
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Comme f est conforme, par définition, ||D f||™ = |.Jf| en tout point. Donc, par la formule de chan-
gement de variables 1.58 qui reste vraie dans ce cadre, on a

/M pdvol, = /M(¢o £ IDf | dvol,

= [ @e v,
= /N pdvol,.
Il s’en suit
Mod(T') < / p"dvoly = / Y"dvol,
M N
et donc Mod(I") < Modf(T"). L’inégalité inverse s’obtient par symétrie. O

Exemple 4.18. (Module conforme d’un anneau euclidien) Soit I' la famille de courbes dans R" reliant

les bords des composantes de ’anneau B(zg, R) \ B(zo,r) = {z;r < |v —z9| < R} (ou 29 € R",
0 < r < R). Alors, si on note w,,_1 la mesure de Lebesgue de la sphere unité S”~! de R,

R 1-n

Mod(T") = wy—1 (log <)> :

r
Démonstration. Par invariance conforme, on peut supposer que o = (0. Montrons que la fonction
définie par p(x) = (log (R/r)) " |z|~' sir < |z| < Ret p(x) = 0 sinon est admissible pour T'. Pour
cela, considérons v : [a, b] — R une courbe rectifiable de I" et notons [y(a),y(b)] le segment euclidien
reliant y(a) et 7y(b). Comme la fonction p est radiale, on a

[ods = [ pls)ds
v [v(a),y(b)]
[ (e (7))
T r t
= 1
Ce qui implique par un changement en coordonnées polaires que

Mod(T') < (x)"dx

/B(O,R)\B(O,r)

(e=(F) "L (1)
- (7))

Pour démontrer I’inégalité inverse, on considere une fonction admissible p pour la famille I'. Sans
perte de généralité, on peut supposer que p(z) = 0'si [z| > Rousi |z| < r. Pour tout§ € S"~ 1, ona
par 'inégalité de Holder

R
1 < / p(t0)dt (puisque p est admissible)

R n—1 1—n
_ / Pp(t0)¢ " " dt

n—1

</TR p(t@)”t”_ldt> " (/TR t‘ldt> '

([ otrerar) ™ (1o (5)) 7
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Donc,

/fp(t@)”t”ldt > <log (f))ln .

Ce qui implique

R
/ pt(x)dx = / (/ p(t&)"t"ldt> do
B(0,R)\B(0,r) Sn—1 r
R 1-n
()
T

D’olt, Mod(T') > w,_1 (log(R/r))' ™™ et nous avons fini notre preuve. Notons que nous avons utilisé les
coordonnées polaires, ce qui ne permet pas d’envisager d’avoir I’égalité dans des cadres non euclidiens.
Nous avons déja rencontré ce méme genre de probléme avec la preuve euclidienne de 1’'inégalité de
Poincaré donnée au début de ce chapitre. O

v

Soit (X, d, i) un espace métrique mesuré. On renvoie a la section 2.1 du chapitre 3 pour la définition
et les propriétés du module d’une famille de courbes de X. Rappelons que nous avions alors défini une
famile de modules M od,, (et non pas un module privilégié comme le module conforme qui correspond a
p = n dans R"™) et que ces modules définissaient des mesures extérieures sur les familles de courbes de
X. Nous utiliserons surtout dans ce paragraphe que le module ne “voit” pas les courbes non rectifiables
et donc que si le p-module d’une famille de courbes est non nulle, cette famille contient des courbes
rectifiables.

Exemple 4.19. (Module d’un anneau, cas général )

Soit (X, d, 1) un espace métrique mesuré. On suppose qu’il existe une constante Cy > 0 et un exposant
Q > 1tel que u(B(z, R)) < CoR® dés que z € X, R > 0. En particulier, cette hypothése est satisfaite
si 1 est Ahlfors-réguliere de dimension Q).

Lemme 4.20. Soit (X, d, 1) comme ci-dessus. Soit I" la famille des courbes joignant B(xzg,r) a X \
B(zg/R) (ou zg € X, 0 < r < 2R). Alors, il existe une constante C' > 0 (ne dépendant que de Cj et

de Q) telle que
R\\'"¢
Modg(T') < C (log (r)) .

Dans un espace métrique quelconque, on ne peut pas s’attendre a une borne inférieure comme dans
le cas euclidien (voir la discussion a la fin de I’exemple du module d’un anneau euclidien). Un espace qui
vérifiera ce genre de contrdle par en dessous du module sera bientdt défini et appelé espace de Loewner.
Notons aussi que cette estimée donne que le (J-module d’une famille de courbes passant par un méme
point est zéro. Pour le voir, faire tendre 7 vers 0.

Démonstration. Comme précédemment, notons p(z) = (log(R/r)) " d(zo, )~ pour r < d(zg,z) <
R et p(x) = 0 sinon. Alors, p est admissible pour I" et si on note IV le plus petit entier tel que 2V +1r >
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R,ona
Modg(T') = / pQdy
X

/ d(zo,2) " %dp
{29r<d(zo,2)<2it1r}

N
Z
Z B(z0,27 7))
oy
2

A
A~

—_

]

o
R
=
~
~
|

IN

2J+1 )Q)

(2
T

1-Q
10 - 2QC'0 (log (R>) (puisque 2Nr < R).
r

IN

Il existe une version “analytique” du module, appelé p-capacité.

Définition 4.21. Si E et I sont deux ensembles (disjoints) dans X, on définit la p-capacité du conden-
seur (E, F) par Capy,(E, F) = inf / PPdy ot I’infimum est pris sur tous les gradients supérieurs p de

X
toutes les fonctions v : X — R qui vérifientu < 0 sur Eetu > 1sur F.
Proposition 4.22. Avec les notations précédentes, Mod,(E, F') = Cap,(E, F).

Démonstration. Soit u : X — R une fonction qui vérifie u < 0 sur E et u > 1 sur F. Alors, si p est
un gradient supérieur de u, p est admissible pour la famille de courbe joignant E' et F', puisque pour
une courbe vy joignant x € EFay € F,ona / pds > |u(x) — u(y)| > 1. On a donc par définition

.
Mod,(E, F') < Cap,(F, F). D’un autre coté, si p est admissble pour la famille de courbe joignant £

et F', on pose u(zx) = / pds ou I’infimum est pris sur toutes les courbes ~, reliant le point x € X a

Ya
E. Alors, w = 0 sur E, et u > 1 sur F' (par choix de p). De plus, p est un gradient supérieur de u. On
obtient donc Mod,(E, F') > Cap,(E, ). O

On suppose maintenant que pour tout x et tout y € X, il existe une courbe rectifiable (c’est a dire
de longueur finie mais arbitraire ) entre x et y. Nous allons aussi supposer pour éviter les problemes
techniques que X est non borné. Soient F et F' deux continua non dégénérés de X (c’est a dire F et F'
sont des compacts connexes non réduits a un point). On note I'( £, F') la famille des courbes reliant F et
F dans X. On pose Mod,,(E, F') = Mod,,(I'(E, F') ). Enfin, on note A(E, F') la distance relative entre
FE et F, c’estadire

d(E, F)
min(diamFE, diamF)’

A(E,F) =

Définition 4.23. Soit p > 1. On dit que X (ou (X, d, u)) vérifie la p-propriété de Loewner s’il existe
une fonction ¢ :]0, +00[—]0, +o0] telle que

Mod,,(E, F) > ¢(A(E, F))

pour tous continua disjoints et non-dégénérés F et F' dans X.
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La définition de la p-propriété de Loewner implique directement 1’estimation de mesure suivante.

Lemme 4.24. Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré qui vérifie la p-propriété de Loewner pour un
p > 1. Alors, il existe une constante C' > 1 telle que p(B(x, R)) > C~!RP pour tout x € X, tout
R>0.

Démonstration. Fixons z € X et R > 0. Comme X n’est pas borné, il existe y € X avec d(x,y) >
10R. Par hypothese sur X, il existe une courbe rectifiable v reliant z a y. On peut donc trouver deux
continua E et F' (en fait, des sous-courbes de ) tels que diamE = diamF = R/10, E C B(z, R/2),
F C X\B(z,R)etE, F C B(z,2R). La propriété de Loewner implique que Mod,,(E, F') > ¢(20) >
0. Soit la fonction p : X — R définie par p(y) = 2/Rsiy € B(z, R) \ B(x, R/2) et p(y) = 0 sinon.
Alors, p est admissible pour I'(E, F'). On a donc

0<020) < [ pPduty) < (5w 7).

20
D’ou, u(B(z, R)) > d)(zp)Rp. O
Nous avons vu au chapitre 2 qu’une telle estimation (comme dans le lemme) de la mesure d’une
boule donne une borne sur la dimension de Hausdorff. Il est donc naturel dans un espace de dimension
@ > 1 de considérer p = () comme un indice privilégié pour le module. D’autre part, si X de dimension
de Hausdorff @) vérifie la Q-propriété de Loewner, il n’y a aucune raison que p soit Ahlfors-réguliere.

Cela nous amene a la définition suivante.

Définition 4.25. Soit ) > 1. Ondit que (X, d, i) est un Q-espace de Loewner (ou un espace de Loewner
de dimension Q)) si
(i) Lamesure y est Ahlfors-réguliere de dimension @ (et donc (X, d) est de dimension de Hausdorff
@)

(ii) L’espace métrique mesuré (X, d, u) vérifie la Q-propriété de Loewner.

En fait, si p est Q-réguliére, on peut choisir la fonction ¢ dans la définition de la Q-propriété de
Loewner (voir [62] dans lequel la notion d’espace de Loewner est introduite en relation avec la théorie
quasi-conforme) de sorte que

o(t) ~log (1/t) sit — 0,

o(t) ~ (logt)' =9 sit — +oc.

Puisque ) > 1, modg (E, F') est grand si A(E, F') est petit, c’est a dire si E et F' sont proches, ou si £/
et F' ont un grand diameétre. Ainsi, dans un espace de Loewner, il y a d’autant plus de courbes rectifiables
de courbes joignant F/ a F' que E et F' sont proches ou de grande taille. L’espace euclidien R n’est pas
un espace de Loewner. De fagon générale, la condition de Loewner impliquant I’existence de beaucoup
de courbes rectifiables n’a aucun intéret dans les espaces de dimension @ < 1.

Les espaces de Loewner ont des propriétés géométriques intéressantes.

Théoreme 4.26. Soit (X, d, 1) un espace métrique mesuré qui est QQ-Loewner (avec Q@ > 1). Alors,
(1) X estlinéairement localement connexe (LLC). Ceci signifie qu’il existe une constante C > 0 de
sorte que pour tout x € X, tout r > 0,
(1a) Tout couple de points dans B(x,r) peut étre joint par un continuum dans B(x,Cr) ;
(1b) Tout couple de points dans X \ B(x,r) peut étre joint par un continuum dans X \

B(z,r/C);
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(2) X est quasiconvexe, c’est a dire il existe une constante C' > 0 telle que tout couple de points
(z,y) € X x X peut étre joint par une courbe y de X de longueur bornée par Cd(x,y).

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant. On note Modg (E, F'; B(x,CR) \ B(z, R/C))
le @Q-module de la famille de courbes joignant E et F' en restant dans B(x, CR) \ B(z, R/C).

Lemme 4.27. Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré qui est QQ-Loewner (avec Q > 1). Il existe
des constantes positives C' > 2 et § > 0 telles que si z € X et R > 0, Modg(E, F; B(z,CR) \
B(z,R/C)) > § dés que E et F sont des continua disjoints dans B(x, R) \ B(z, R/2) qui vérifient
diamF, diamF > R/8. Ainsi, Il existe une courbe rectifiable dans B(z, Cr) \ B(z,r/C) joignant E a
F qui peut de plus étre choisie de longueur inférieure a C'R.

Démonstration. On fixe v € X et R > 0. Soient E et F' deux continua disjoints dans B(z, R) \
B(xz, R/2) qui vérifient les hypotheses du lemme. Posons 'y = I'(E U F, B(z, R/C)), T2 = T(E U
F, X\ B(z,R/C)),etI's =T'(E,F; B(x,CR) \ B(z, R/C)) (famille des courbes joignant E' a F' en
restant dans B(z, CR) \ B(z, R/C)). On a alors Modg(F, F) < 32 ; Modg(T;). Or par la propriété
de Loewner, on a Modg(E, F') > ¢(16) > 0. Posons § = ¢(16)/2. Mais, par I’estimation du module
d’un anneau, on a pour C' assez grand que Modg (I'1) +Modg(I'2) < 6. Ce qui nous permet de conclure
que Modg(E, F'; B(xz,CR) \ B(z,R/C)) = Modg(I's) > 6. Ceci implique qu’il existe beaucoup de
courbes rectifiables reliant £ a F' dans B(z, CR) \ B(x, R/C). Il nous faut voir qu’il en existe une de
longueur contrdlée par R. Pour cela, on a besoin du résultat suivant qui donne un contréle du module de
familles de “longues” courbes.

Lemme 4.28. Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré qui est Ahlfors-régulier de dimension @) > 1 et
soit L > 0. Soit I" une famille de courbes y contenues dans une boule B(z, R) de X telle que pour toute
courbe y € T, () > L. Alors, Modg(T') < L=9u(B(z, R)) < CarR?L~? (ot C4p est la constante
d’ Ahlfors-régularité de ).

Notons que ce résultat n’utilise pas la condition de Loewner et que la premiere partie de I’inégalité ne
nécessite méme pas 1’ Ahlfors-régularité. Pour démontrer le lemme, on pose p(y) = 1/Lsiy € B(z, R)
et p(y) = 0 sinon. Alors, p est admissible pour I" et on peut facilement conclure.

Terminons la preuve du lemme 4.27. Soit '} (respectivement I'_) I’ensemble des courbes reliant
a I et contenues dans B(z,CR) \ B(x, R/C) de longueur supérieure (respectivement inférieure) a
( 20 4R

J
par le lemme précédent, Modg(I';.) < §/2. Donc, Modg(I'—) > §/2 > 0 etla preuve est complete. [

1/Q
> R. Alors, Modg(I'y) +Modg(I'—) > ¢ par la premiere partie de la démonstration , mais

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 4.26. On note d’abord que la premiere partie (i) de
(1) est impliquée par la quasiconvexité. On démontre maintenant la seconde. Soient x1, 9 deux points
dans X \ B(z,r) et soit v une courbe rectifiable joignant z1 a xo. Si vy est contenu dans X \ B(z,r/C)
ou C est la constante du lemme 4.27, nous pouvons conclure. Sinon, -y rencontre B(z,7/C') (ou C' > 2).
Alors, on peut trouver deux continua disjoints E et F' dans y et dans B(z, )\ B(x, r/2) tels que diamF,
diamF > r/8. Par le lemme 4.27, Modg (E, F, B(z,Cr) \ B(z,r/C)) > 0. En particulier, il existe un
continuum (et méme une courbe rectifiable) joignant x; & xo dans B(z,r/C).

Démontrons maintenant la quasiconvexité. Pour cela, considérons deux points distincts x et y dans
X. On pose r = d(x,y). La constuction de la courbe ~ reliant = et y, de longueur inférieure a Cr se
fait par récurrence. Nous détaillons les premieres étapes et laissons le soin au lecteur de compléter la
construction.
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Etape O : Soit £ un continuum joignant z a X \ B(z,r/4), contenu dans B(x,r/4). De fagon symé-
trique, on chosit un continuum F' joignant y a X \ B(y,r/4), contenu dans B(y,r/4). L’existence de
tels continua est assurée par le fait que toute paire de points peut &tre reliée par une courbe rectifiable.
Par le lemme 4.27, il existe une courbe y de longueur < C'r qui joint E/ a F.

Etape 1 : On pose 1 = z et on choisit un point 23 € E N~. On pose r; = d(z},x?). Soit E} un conti-
nuum joignant x1 & X \ B(x{,r1/4), contenu dans B(x},71/4) et soit E? un continuum joignant 27 a
X\ B(x2,r1/4), contenu dans B(x?,r/4). Alors, par le lemme 4.27, il existe une courbe ~; reliant £}

C : . .
et E? avecl(y1) < Cry < TT De fagon symétrique, on pose i = y et on choisit un point 2 € F'N+.
On applique alors I’étape 0 de la méme fagon que précédemment a yi, v et s; = d(y1,y?) pour obtenir

Cr .
une courbe f; avec [(f1) < Csy < R On a donc construit deux courbes dont la longueur totale est
e . Cr
inférieure a >

Etape 2 : On applique la construction de 1’étape 0 au “voisinage” de z1, 23, yi et y? pour obtenir 4

r
courbes dont la somme totale des longueurs est bornée par o

. e . Cr
De facon générale, 4 I’étape k, on construit 2¥ courbes de longueur totale inférieure & 5 - Lacourbe

~ cherchée est obtenue en concaténant de facon naturelle toutes les courbes obtenues lors des diverses
étapes de la construction et on a [(y) < 2C'r.
O]

Nous admettrons le résultat fondamental suivant qui donne une caractérisation des espaces de Loew-
ner en termes d’inégalités de Poincaré. Nous utiliserons ce critere dans la suite pour donner des exemples
d’espaces de Loewner. Pour une démonstration, voir [62] (Section 5).

Théoreme 4.29. Soit (X, d, i) un espace métrique Q-régulier et propre. Alors, X est un QQ-espace de
Loewner si et seulement si X admet une inégalité de Poincaré de type (1, Q).

Ce résultat permettra d’obtenir la quasiconvexité des espaces de Loewner a partir des inégalités de
Poincaré (voir théoréme 4.46).

Nous allons maintenant introduire des versions discrétes du module et de la propriété de Loewner.
Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré et soit p > 1. On considére des continua non dégénérés E et
F de X. On se donne une famille B de boules (ouvertes) dans X \ (E U F') et p un “poids” sur B, c’est
a dire p est une application positive définie sur B. On attribue ainsi a toutes boules B de B son poids
p(B). On dit que le couple (p, B) est admissible pour la paire de continua non dégénérés (E, F') de X
si

(@) X\ (EUF)=Upep B, c’est adire B donne un recouvrement du complémentaire de £ U F';

. / / 1 1
(b) Si B, B’ € Bavec B # B :(b,gBﬂgz(Z);
() Z p(B) > 1 pour toute chaine C, c’est a dire toute famille C dans B telle que U B contient

BeC BeC
un connexe qui rencontre a la fois E et F'

Remarque 4.30. La condition (b) est trés utile en pratique. On peut construire des familles de boules
vérifiant (b) a I’aide du théoréme de recouvrement 5r vu au chapitre 1 a partir d’une famille vérifiant
(a) et (c). Notre définition est tirée de [61] dans lequel la définition du module discret est donnée avec
plusieurs familles de boules B;. Dans les cas qui nous intéressent (en particulier R™), il nous suffit de
considérer qu’une seule famille comme précédemment. Nous reviendrons plus tard sur ce point.
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On fixe E et F' deux continua non dégénérés dans X. Si 6 > 0, on définit le module discret de
(E, F) par
d-Mod)(E, F) = inf »_ p(B)?
BeB
ol I'infimum est pris sur toutes les paires admissibles (p, B) telles que pour tout B € B, diamB < §
puis d-Mod, (B, F) = lim d-Mod)(E, F).
Le lien entre le module et le module discret est donné par le résultat suivant (voir la proposition 2.9 de

[61]).

Lemme 4.31. Il existe une constante C' > 1 telle que pour tout couple de continua non dégénérés E et
Fde X,
Mod,,(E, F') < Cd-Mod,,(E, F).

Il existe une autre version du module discret qui ameéne a une version combinatoire de la proprété
de Loewner. Le point est que cette version discréte ne nécessite pas d’avoir une mesure privilégée. Soit
(X, d) un espace métrique que 1’on suppose compact. On se donne k£ € N et 7 > 1. Considérons un
recouvrement R de X tel que

- pour tout A € R, il existe z4 € X tel que B(z4,77127%) C A C B(za,727%) (c’est a dire A
ressemble 2 une boule de rayon de 1’ordre de 27%),

- si A, B € Ravec A # B, alors B(za,77127%) N B(zp,77127%) = 0.

On associe 2 R un graphe G = (V, E) ou I’ensemble des sommets V" est formé des éléments de R et
deux sommets A, B de G (c’est a dire deux éléments de R ) sont reliés par une aréte de F si AN B # (.
La notion de graphe a été introduite dans la démonstration du théoréme 2.117. Un tel graphe G est appelé
une T-approximation de X a I’échelle k. Une famille de graphes (Gy)rcn est une 7-approximation de
X si pour tout £ € N, G est une 7-approximation de X a1’échelle k.

Considérons maintenant une courbe v de X. Si p : G, — R™, est une fonction définie sur le graphe
Gk, on définit pour p > 1
- Lp(y) = Z p(A) ol la somme est prise sur tous A € Gy, tels que AN~y # (). La quantité Lp(y)

A
s’appelle la p-longueur de ~.

- My(p) = Z p(A)P. La quantité M, (p) s’appelle la p-masse de p.
Aegy,
Soit F une famille de courbes daans X . On définit le p-module combinatoire de F par rapport a Gy,
par
Mod,,(F, Gy) = il’plf M,(p)

ol I'infimum est pris sur toutes les fonctions admissibles p : G — R™T telles que pour toute courbe
v € F, Ly(p) > 1. Notons que dans cette définition, le fait que la courbe soit ou non rectifiable
n’intervient pas. Nous laissons au lecteur de vérifier que Mod,(.Gy) a les mémes propriétés que le
module continu (voir [17]). De plus, si X est une espace doublant (au sens métrique), et si G, Q,Q
sont respectivement des 7-approximation et 7/-approximation de X a I’échelle k (pour des 7 et des 7/
différents), alors Mod, (., i) et Mod,(.,G},) sont comparables, c’est a dire qu’il existe une constante
C > 0 telle que

C~™™od,(.,Gr) < Mod,(.,G;) < CMod,(.,Gy).

La condition de Loewner combinatoire s’énonce de la méme facon que précédemment. Soit (Gy)
une T-approximation de X et soit p > 1. On dit que X vérifie la propriété de Loewner combi-
natoire de dimension p s’il existe des fonctions positives, croissantes ¢, 9]0, +oo[— RT telles que
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PII(]] ¥(t) = 0 et pour tous les continua non dégénérés, dusjoints F, F' et pour tout £ € N avec
%

27% < min(diam(E), diam(F)),
S(A(B, F)) < Mody(E, F,Gy) < Y(A(E, F)™).

Ici, comme dans le cas continu, A(E, F') est la distance relative entre E et F, Modp(E, F,Gy) =
Modp(F(E, F),Gi) ou F(E, F) est I’ensemble des courbes reliant £/ a F'. Dans le cas ou X est dou-
blant, cette définition ne dépend pas de 1’approximation (Gy). Les espaces métriques qui vérifient la
propriété de Loewner combinatoire (pour un p > 1) vérifient des propriétés géométriques comme la
propriété LLC. Voir I’exercice 4.159.

Un espace de Loewner de dimension () vérifie la propriété de Loewener combinatoire de dimension
Q. La réciproque est fausse (pour le voir, considérer le tapis de Sierpinski). Nous renvoyons pour plus
de détails a [17] dans lequel on trouvera des applications a la théorie géométrique des groupes.

2.4 Persistance des inégalités de Poincaré sous la convergence de Gromov-Hausdorff
mesurée

Soit {(X;,d;, it;)} une suite d’espaces métriques mesurés qui vérifient des inégalités de Poincaré.
Le but de ce paragraphe est de montrer que si cette suite converge en un sens approprié vers un espace
métrique mesuré (X, d, i), alors (modulo des hypotheses sur les espaces), (X, d, i) vérifie des inégali-
tés de Poincaré. Nous expliquerons des motivations venant de la géométrie pour ce type de résultat a la
fin de la section. Nous commencgons par des rappels sur la convergence des espaces métriques (pointés,
mesurés). Cette partie est inspirée de [64] dans lequel le lecteur trouvera (beaucoup) plus de détails.

Définition 4.32. Soit (X, d) un espace métrique. Sie > 0 et A C X, on définit le e-voisinage de A
dans X par
A: ={z € X;d(z,A) <e} = U B(a,¢).
acA

Si A et B sont deux sous-ensembles, on définit leur distance de Hausdorff dans X par
dp(A,B) =inf{e >0;AC B.et B C A.}.

Ceci définit une distance sur I’ensemble des compacts de X. Nous voulons maintenant mesurer la
distance entre deux espaces métriques qui ne sont pas contenus a priori dans un méme espace métrique.
Nous allons proposer plusieurs définitions d’une telle convergence. Le lecteur doit se convaincre que
(modulo des hypothese techniques que nous ne préciserons pas) ces définitions sont équivalentes. L’idée
fondamentale est de plonger tous les espaces concernés dans un méme ““gros” espace.

Une premiere idée est d’utiliser le théoréeme de plongement élémentaire suivant. Tout espace mé-
trique séparable (X, d) se plonge isométriquement dans [*°(N). Pour voir cela, prendre une famille dense
dénombrable (x;) de X et considérer I’application F' de X dans [*°(N) donnée par F'(z) = (un(z)) ou
up(z) = d(z, z,) — d(zn, o). On notera d%7 la distance de Hausdorff dans [>°(N). On supposera dans
la suite que tous les espaces sont séparables.

Définition 4.33. Si X et Y sont deux espaces métriques (séparables), on pose

ou I’infimum est pris sur tous les plongements isométriques [ : X — [*°(N)etJ : Y — [*°(N).
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Notons que de tels plongements existent toujours d’apres ce qui précéde. On dira que la suite d’es-
paces métriques { (X, d;)} converge au sens de Gromov-Hausdorff vers I’espace métrique (X, d), et on

note (X;,d;) ot (X,d), si ‘lirf dau(Xj,X) = 0. On peut vérifier que dgy satisfait I’inégalité trian-
j——+oo

gulaire mais le probleme est que dg g ne définit par une distance sur I’ensemble des espaces métriques
séparables puisqu’il peut arriver que dg(X,Y) = oo. De plus, la condition dgg (X, Y) = 0 implique
que X et Y sont en général isométriques mais non égaux. Ceci motive les définitions suivantes. On dit
que deux espaces métriques compacts (K7,dq) et (K2, ds) sont équivalents s’il existe une isométrie
I : K1 — Ks. On définit ainsi une relation d’équivalence sur les espaces métriques compacts. On note
C I’ensemble des classes d’équivalence pour cette relation. On a alors le résultat fondamental suivant
(que nous n’utiliserons pas).

Théoreme 4.34. 1) La distance de Gromov-Hausdor[f dgp définit une distance sur C. De plus, I’espace
métrique (C,dg) est complet et séparable.

2) Toute famille F uniformément compacte d’espaces métriques est précompacte pour la distance de
Gromov-Hausdorff, c’est a dire toute suite de F admet une sous-suite convergente (théoreme de pré-
compacité de Gromov).

On rappelle qu’une famille F d’espaces métriques compacts est uniformément compacte s’il existe
une constante C' > 0 et une fonction N :]0, +00[—]0, +o0] telle que pour tout espace X de la famille
JF,ona

(i) diamX < C;

(ii) Pour tout ¢ > 0, on peut recouvrir X par au plus N (¢) boules de rayon .

Ainsi, la distance de Gromov-Hausdroff est bien adaptée pour I’ensemble des espaces compacts.
Pour considérer des familles plus générales d’espaces, nous devons introduire la notion d’espace pointé.

Définition 4.35. Un espace métrique pointé (X, d, p) est la donnée d’un espace métrique (X, d) et d’un
point-base p € X (une origine).

Avant de donner une notion de convergence d’espaces métriques dans un cadre général, nous allons
la motiver par la caratérisation suivante de la convergence au sens de Gromov-Hausdorff. Avant cela,
donnons une définition. Soit € > 0. On dit que A C X est un e-réseau de X ou est e-dense dans X si
UzeaB(z,e) = X (ou de fagon équivalente, le e-voisinage A. de A est X).

Proposition 4.36. Soient X, X7, Xy, ... des espaces métriques compacts. La suite {(X;, d;)} converge
vers (X, d) au sens de Gromov-Hausdorff si pour tout ¢ > 0, il existe des e-réseaux finis 4; C X; et
A C X tels que la suite {(A4;,d;)} converge vers (A, d) au sens de Gromov-Hausdorff.

La preuve du résultat précédent est laissée en exercice. Cela nous amene a la définition suivante.

Définition 4.37. Une suite {(X;, d;, p;) } d’espaces métriques pointés converge vers un espace métrique
pointé (X, d, p) si pour tout R > Oettout 0 < ¢ < R, il existe N € N, un sous-ensemble M de X, des
sous-ensembles M ; de X; et des bijections f; : M; — M telles que pour tout j > N, nous avons
(i) p € M, pj € Mjet fi(pj) = p.
(ii) L’ensemble M est e-dense dans la boule B(p, R) de X et les ensembles M sont e-denses dans
les boules B(pj, R) de X.
(iii) |dj(z,y) —d(fj(x), fi(y))| < € pour tout z, y dans M;.

Comme nous considérons des discrétisations a I’échelle ¢, il nous suffit d’utiliser des isométries f;
a € pres au lieu de vraie isométrie. Le fait de prendre des espaces métriques pointés permet de travailler
sur les boules centrées (pour tous les rayons) sur le point-base, et donc de (presque) se ramener au cas
compact.

On peut donner une autre définition du mé&me type sans parler de e-réseau.
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Définition 4.38. Une suite { (X, d;, p;)} d’espaces métriques pointés converge vers un espace métrique
pointé (X, d, p) si pour tout R > Oettout 0 < ¢ < R, il existe N € N, tel que pour tout j > N, il existe
des applications f; : B(p;, R) — X avec

@ fi(pj) =p

(i) Pour tout z, y € B(pj, R), |d(fj(x), fj(y)) — dj(z,y)| < e.

(iii) B(p, R — €) est contenu dans I’e-voisinage de f;(B(p;, R)).

Nous allons utiliser un autre théoréme de plongement pour définir une notion équivalente de conver-
gence d’espaces métriques pointés. Rappelons que, si (X, d) est un espace métrique doublant, le théo-
réeme de plongement d’ Assouad nous dit que, pour tout o €]0, 1], I’espace métrique (X, d*) admet un
plongement bilispchitzien dans un espace euclidien (voir théoréme 1.117). Cette définition (moins clas-
sique que les précédentes) est tirée de [36].

Définition 4.39. Nous dirons que les espaces métriques pointés (X, d;, p;) (que I’on suppose doublants
et complets) convergent vers 1’espace métrique pointé (X, d, p) s’il existe o €]0,1], K > 0,n € N tels
que
(i) II existe des plongements bilipschitziens (de constante K) f; : (Xj, d;’) - (R™,d
f(X,d*) — (Rnudeuc]) avec f](pj> = f(p) =0.
(i) Les ensembles f;(.X;) convergent vers f(.X) au sens ol

eucl) et

lim sup ey (z, (X)) =0,
J=+%0 3e f;(X;)NB(0,R) eucl )
et

lim sup , f
J—=400 1e f(X)NB(0,R) eud( i(X5)) =

pour tout i > 0.
(iii) La fonction d;(f; Ya ), f; Y(y)) de £;(X;) x f;(X;) dans R converge vers
d(ffl(x),f* (y ) sur f(X) x f(X) au sens ou, pour tout choix de z et y dans R",
A d;(f5 Ha), £ () = d(f (@), f7H ()

('D

Il est intéressant de noter que si les (X, d;,p;) sont des espaces métriques pointés (complets et
doublants, avec des constantes de doublement uniformément bornées), et si nous fixons o €]0, 1],
K > 0,n € N ainsi qu'une famille de plongement K-bilipshitziens f; : (Xj,d§) — (R", dgyc])
avec fj(p;) = 0, alors il existe une sous-suite de (X, d;, p;) qui converge au sens précédent vers un
espace métrique pointé (X, d, p). Voir [36] pour une discussion détaillée.

On veut maintenant donner une notion de convergence pour les espaces métriques mesurés.

Définition 4.40. On dit que la suite d’espaces métriques mesurés compacts { (K, d;, 1) } converge vers
I’espace métrique mesuré compact (K, d, i) s’il existe des plongements isométriques I; : X; — I°°(N)
et [ : X — I°°(N) tels que d%7(/;(X;,I(X)) — 0 et {(fj)sp;} converge falblement vers Iy dans
I’espace des mesures sur X.

Ici, Iy est la mesure image de y par I, c’est a dire pour tout A C [°°(N), Liu(A) = p(I71(A)),
Revenons au cas général des espaces métriques séparables.

Définition 4.41. On dit que la suite d’espaces de longueur mesurés propres {(X;,d;, 1;,p;)}
converge au sens de Hausdorff-Gromov mesuré vers 1’espace métrique mesuré propre (X, d, u1,p) si
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{(Xj,d;,pj)} converge vers (X,d,p) au sens de la définition 4.37 et si la suite d’espaces mesurés
compacts {(By(pj,r),d;, ;) } converge vers 1’espace mesuré compact {(Bf(p,r),d, ()} au sens de la
définition précédente (dans [°°(N)) pour tout r > 0.

Ici, on suppose que les espaces sont propres de sorte que les boules fermées soient compactes. La
condition d’étre un espace de longueur permet de rendre rigoureuse la notion précédente de convergence.
D’autre part, X est aussi un espace de longueur comme limite d’espaces de longueur (voir la discussion
apres la définition 10.4.5 dans [64]). On rappelle que I’espace métrique (X, d) est un espace de longueur
si pour tout x et tout y dans X, d(z,y) = inf I(y) ot I'infimum est pris sur toutes les courbes rectifiables
v de X reliant 2 et y. Un espace géodésique est de longueur, sans réciproque (considérer R? privé de
I’origine et muni de la distance euclidienne induite).

Nous aurons besoin du résultat technique suivant (mais qui est crucial).

Lemme 4.42. Soit (X, d) un espace de longueur qui est contenu dans un espace géodésique Z. Soient u
et p des fonctions lipschitziennes bornées sur X telles que infx p > 0 et p est un gradient supérieur de
u. Alors, pour tout § €]0, 1], il existe des fonctions lipschitziennes u et p sur Z qui sont des extensions
sur Z de u et p respectivement telles que p est bornée et (1 + §)p est un gradient supérieur de u dans Z.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en 3 étapes.

1) On commence par étendre p en une fonction lipschitzienne bornée p; : Z — R telle que |u(z) —

u(y)| < (149) / p1ds deés que x, y € X, pour toute courbe rectifiable v C X. C Z joignant x a y. Ici,
v
€ > 0 est une constante assez petite a choisir et X, est le e-voisinage de X dans Z. Pour cela, on note

K la constante de Lipschitz de p et on pose pour z € Z, p1(z) = infzex (p(z) + Kd(x,y)). On obtient
ainsi (voir la démonstration du théoreme 2.90) une extension lipschitzienne de p sur Z. L'idée pour
la rendre bornée est de la tronquer et pour cela, on pose p1(z) = max (inf x p, min(p1(z),supy p)).
Ainsi, pour tout z € Z, infx p < p1(z) < supy p et pour tout z € X, p1(x) = p(x). La fonction p; est
lipschitzienne. Notons que si zg € Z etsir > 0, on a pour tous z, 2’ € ZN B(zg,7), |p1(z) —p1(2')| <
2K car p; est K-lipschitzienne. On en déduit puisque p; est positive que

sup pi(z) — inf pi(z) < 2Kr
z2€B(zo,r) z€B(z0,7)

et donc pour tout zg € Z ettoutr > 0,

su 2K
SPB(on) PL g 2 (4.43)
infp(z . P1 infx p

Nous utilisons ici que par hypothése inf x p # 0. Soit 1) assez petit par rapport a ¢ (le choix sera précisé
au cours de la démonstration) et posons ¢ = 1/2n2. Prenons maintenant x, y € X ety C X_ une courbe
rectifiable joignant x a y dans Z.

Cas 1. La longueur de «y est < 7. Comme X est un espace de longueur, il existe une courbe 5 dans X
joignant z a y de longueur < (1+6/3)d(z,y) < (1+9/3)1(y) < 2n. On a alors puisque p est un

280



gradient supérieur de u sur X que |u(z) — u(y)| < / pds. Or, comme 3 C B(z,2n), on a
B

/pds = /plds
B B

De plus, v C B(z,n) et donc / prds > (Bl(nf : ,01> (). D’apres (4.43), il s’en suit que
vy z,n

lu(x) —u(y)] < /ﬂpds < ( sup m) (1+0/3)l(7)

B(z,2n
4Kn
< (1 f 1+6/3)1
< ( +ianp> <B(1;12W)P1>( +0/3)1(7)
4Kn
<
< (1+ = p) (1+5/3)[y,01ds
<

(1+9) / p1ds (si 7 est choisi assez petit par rapport a ¢).
v

Cas 2. La longueur de ~y vérifie I(y) > 7. L’idée naturelle est de se ramener au cas précédent en
décomposant y en “petits morceaux”. Pour cela, on écrit v = Uf\;l% ot les y; sont des courbes disjointes
(sauf en leurs extrémités) telles que /2 < I(-y;) < n pour touti = 1, ..., N. De plus, pouri = 1, ..., N,
on peut noter z;} et 27 les extrémités de i de sorte que z? = 2}, (pouri = 1,...,N — 1) Comme
v C X., on peut trouver des points z;, 77 € X tels que z = x1, y = 2%, 2?2 = :le et d(x}, l) <e.
Comme au-dessus, on prend des courbes ﬁl dans X qui joignent x} a 2?2 avec l(ﬁz) < (1+6/3)d(z}, x?)

pour tout . On pose S = U; ;. On a alors |u(z) — u(y)| < / pds. Pour conclure, il suffit de voir que
B
/ pds < (14 96) / p1ds ou encore pour tout %, / pds < (1 +6) [ pids. Pour cela, on raisonne
B Y Bi

Vi
comme avant. Notons que pour tout i,

d(z},2?) < d(z},2%) + 2¢ (par choix des z}, 2?)
< I(v) + 1? (par choix de ¢)
< (14 2n)i(v;) (par choix de ;)
< (14 2n)n (par choix de ;).
On adonc §3; C B(x}, (1+ 6/3)d(z},2?)) C B(x},2n) sin < §/6. On a alors comme précédemment

pour tout ¢

/A pds < (Bsup pl) (1+0/3)(1+2n)l(v)

(z},2n)

puis comme y; C B(z},n) C B(x},2n), ona

1ds > inf 1(7v:)-
/M p (B(xmn) ,01) (i)
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On en déduit si 7 est choisi assez petit par rapport a § que

/Bi pds < (1 + ,4577 ) (1+5/3)(1+2n)/

infxp ~

p1ds < (14 5)/ pds.
i Vi

7

2) On étend p; en une fonction lipschitzienne p sur Z telle que pour tout z, y € X, toute courbe
rectifiable joignant x a y dans Z,

ju(e) — uly)] < (1+6) [ pds.

~

Pour cela, on pose oscxu = sup{|u(z) — u(y)|,z,y € X}. Comme u est bornée, oscx est fini. Soit
2 d(z, X,
hiz) = 205U (1 (2, Xc/a)
d(Z \ Xa/Qa X6/4)

sur Z \ X, /2- Alors, p = p1 + h convient. En effet, soit y une courbe rectifiable joignant

. Alors, h est positive, lipschitzienne, nulle sur X, /4 et

oscxu
vaut 2

€
z,y € X dans Z. Siy C X, alors on peut conclure en utilisant I’étape 1. Si on suppose que y rencontre
Z \ Xe, alors on a

~ 20scxu
[ s = PO 0 (X X)) = osexu > Ju(@) — u(y)l.
ol

3) Il reste a étendre u en une fonction lipschitzienne @ sur Z telle que |ti(z) —u(2')| < / pds pour toute
gl

courbe rectifiable 7 joignant z a 2’ dans Z. Pour cela, on pose u(z) = inf ((1 +9) / pds + u(x)) ol
v

I’infimum est pris sur tous les x € X et toutes les courbes «y joignant = a z dans Z. Notons que 1’on peut
toujours joindre x a z par un segment géodésique de Z. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que
u convient. O

Le résultat principal du paragraphe est le suivant :

Théoreme 4.44. Soit {(X;,d;, aj, ju;)} une suite d’espaces de longueur mesurés complets qui converge
au sens de la convergence de Gromov-Hausdorff mesurée vers un espace mesuré complet (X, d, a, j1) et
soit 1 < p < oo. Supposons que toutes les mesures |i; sont doublantes de constante Cp et que tous les
espaces (X, dj, pj) vérifient une inégalité de Poincaré de type (1, p) avec des constantes Crp et T > 1.
Alors, (X, d, ) vérifie une inégalité de Poincaré de type (1,p).

Démonstration. 11 existe des plongements isométriques I; : X; — [*°(N) et [ : X — [*°(N) telles
que pour tout R > 0, 1ir+n dg; (I;(By(pi, R), I(B¢(p, R))) = 0 et la suite de mesures (/;);x converge
j—+oo

faiblement vers I;x dans [°°(N). Considérons une boule B = B(x, R) dans X. Pour démontrer I’in-
égalité de Poincaré (1, p) dans X, il suffit de considérer le cas d’une fonction u lipschitzienne et bornée
avec un gradient supérieur p lui-méme lipschitzien et borné (voir la remarque 4.12, point 3). Via les
plongements isométriques I et I, on peut voir les fonctions u et p comme des fonctions sur [*°(N).
Pour ne pas alourdir les notations, nous les appellerons aussi u et p. On se donne un 0 < § < 1. On
peut alors appliquer le lemme précédent a u et p + /2. Nous obtenons alors des extensions u et p de
ces fonctions dans [* telles que (1 + J)p est un gradient supérieur de @. Considérons maintenant une
suite de points z; € X telle que I;(x) converge vers I(x) dans [°°(N). On notera B> = B(I(x), R)
et B(Ij(z;), R) les boules dans [*°(N) de centres respectifs I(x) et I;(x;), de rayon R. Notons qu’il
existe N € Ntelque sij > N,ona2B* C 43}Do C 6B et 21B* C 47'B;O C 67B°. Nous
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pouvons maintenant appliquer I’inégalité de Poincaré dans X; pour obtenir :

fop 8= Tam (D) < Cov 0= T d((Lon)

1/p

< CrpCpydiamB (]{1 Boo( +6)PpPd((L )WJ))
J y
< CypC%ydiamB <][6TBW(1+5)p5Pd(( )WJ)) "

Or, quitte a passer a une sous-suite, la suite (4 B;o) converge vers un « € R, puisque @ est continue et
X est propre pour tout 7. Il vient alors alors en utilisant la convergence faible (vor remarque ci-dessous)
et le fait que p est doublante,

- 1 -
foli-cld@a) < gy [, - aldD

N

< Climjinf]éBJ |u—u4B°°|d(( i)
1/p
< (CdiamB (hmjsup (]éTBOO(l + 5)pﬁpd((—7j)ﬁﬂ)> )
1/
< (CdiamB (ﬁTBw(l + 5)pﬁd((1)ﬁu)) p-

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient alors

][oo |t — ald((I)spu) < CdiamB < l ﬁpd((I)ﬁM)> 1/1)‘

TTB>®

Or, par inégalité triangulaire, on a ][ lu—up|ldu <2 ][ |u — a|du. Donce, par changement de variable,
B B

on obtient

1/p
][ |lu —upldp < CdiamB ( p”du) .
B

7T B>
]

Remarque 4.45. On a utilisé le fait que si la suite de mesure (;) converge faiblement vers la mesure p
sur un espace métrique X, alors pour toute fonction continue positive u, on a udu < hm inf / udL;

ou K est compact inclus dans un ensemble borné W avec d(K, X \ W) > 0. Ce01 est une consequence
de la proposition 2.50.

Terminons par une motivation venant de la géométrie. Soit (M}, g;) une suite de variétés rieman-
niennes completes de dimension n. On munit chaque M de sa distance d,; et de son volume voly;
riemanniens. Supposons que cette suite converge au sens de la convergence de Gromov-Hausdorff me-
surée. L’espace limite X est un espace de longueur mais n’est pas en général une variété riemanienne.
Supposons de plus que toutes les vari€tés M soient de courbure de Ricci positives. Alors, les espaces
mesurés (Mj, dy;,voly;) sont doublants et vérifient des inégalités de Poincaré avec des constantes in-
dépendantes de j (nous reviendrons plus tard la-dessus). Il en résulte que I’espace limite X admet
des inégalités de Poincaré et donc que 1’on peut faire de 1’analyse dessus (voir le théoreme 4.109 par
exemple). Nous renvoyons a [27] pour plus de détails.
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2.5 Inégalité de Poincaré et quasiconvexité

Le but principal du paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 4.46. Soit (X, d, pu) un espace métrique mesuré. Supposons que (X, d) est complet, que la
mesure [ est doublante et que (X, d, j1) supporte une inégalité de Poincaré de type (1, p) pourunp > 1.
On suppose en outre que tout couple de points de X peut étre joint par une courbe rectifiable dans X.
Alors, I’espace métrique (X, d) est quasiconvexe.

Rappelons qu’un espace métrique (X, d) est quasiconvexe s’il existe une constante C' > 0 telle
que toute paire de points (z,y) € X x X peut étre reliée par une courbe v de X dont la longueur
est inférieure & C'd(x,y). Nous avons déja démontré qu’un espace de Loewner est quasiconvexe en
utilisant le contrdle des modules de familles de courbes. Le résultat précédent montre que 1’on aurait pu
aussi utiliser la caractérisation des espaces de Loewner par les inégalités de Poincaré. Notons que les
arguments utilisés pour démontrer ces deux théoremes sont tres différents.

Démonstration. Notons que X est propre puisque X est doublant et complet (voir la proposition 1.106).
La preuve est divisée en 4 étapes.

Etape 1. On commence par montrer que X est e-connecté pour tout € > 0, c’est a dire pour toute
paire de points (z,y) de X, il existe une collection finie de points © = zg, 1, ..., zy = y telle que
d(zj,xj41) <e,Vj=0,..,N — 1. La famille o, ..., x v est appelée une e-chaine joignant x a y. Pour
démontrer cela, on définit la relation x ~ y si et seulement si il existe une e-chaine de x vers y. Il est
clair que cette relation est une relation d’équivalence. Notre but est donc de démontrer qu’il n’y a qu’une
seule classe d’équivalence. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons qu’il existe x, y dans X qui
sont dans deux classes d’équivalence distinctes. Posons ¢ (z) = 1 s’il existe une e-chaine joignant = a z
et ¢-(z) = 0 sinon (en d’autres termes ¢, est la fonction caractéristique de la classe d’équivalence de x).
Alors, ¢-(z) = 1,Vz € B(z,¢) et ¢(z) = 0,Vz € B(y, ). Pour voir cela, noter que si z € B(w, ¢),
alors z ~ w. Voyons maintenant que p = 0 est un gradient supérieur de ¢.. En effet, considérons une
courbe rectifiable «y joignant z et 2z’ dans X. Alors, il existe une e-chaine (contenue dans «y) entre z et 2’.
D’ol, ¢:(2) = ¢e(2) et

|6e(2) — pe(2')] = 0 = [yOds.

En appliquant ’inégalité de Poincaré a ¢. sur B(z, R) ou R = d(z,y) + €, on obtient

Frem |1
B(z,R) B(z,R

Cependant, ¢. = 1 sur B(z,¢) et ][ ¢ < 1 puisque ¢ = 0 sur B(y, €). Ceci implique que

B(z,R)
- ][B(x R

£ e
B(z,R) ,

Nous obtenons donc une contradiction et la premiere étape est finie.

: Gedp| du = 0.

dp > 0.

) Pedp

Etape 2. Pour tout € > 0, posons pour z, y € X, d.(z,y) = inf Z;V:Bl d(2j, zj+1) ou I'infimum est

pris sur toutes les e-chaines zg, ..., z reliant x a y. Cette définition a bien un sens d’apres la premiere

étape. Considérons alors do(z,y) = liH(l) d:(x,y) = sup de(z,y). Il est naturel de penser que dj est une
€ e—0

distance sur X. Le probleme est qu’il n’est pas clair que dy(z,y) < oco. Dans cette étape, nous allons
supposer que c’est le cas. Alors, il existe une courbe rectifiable v joignant x a y dans X de sorte que
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I(vy) = do(x,y) (ou la longueur [ est par rapport a la distance d). Pour voir cela, posons L = dy(z,y)
(qui est fini par hypothese) et pour tout n € N*, choisissons une 1/n-chaine (z]")o<;<, joignant z a y

telle que
kn—1

D(zy,...r 2p) = Z d(z",zi%1) €L —1/n, L+ 1/n].
1=0

Définissons maintenant y,, : [0, L] — X par v, (t) = 2{' ou i = sup{j, D(z{, ..., 2}) < t}. Nous
affirmons qu’alors
d(y (), (t) < |t =1+ 1/n. (4.47)

En effet, supposons sans perte de généralité que ¢t < t’. Alors,

d('Yn(t)v'Yn(t/)) D(yn(t), '"a'}/n(t,))

<
< t—-t|+1/n

puisque par définition de 7y, D(z0, ..., 7n(t)) + 1/n > tetdonc t — 1/n < D(zp,...,1(t)) < t. En
utilisant le procédé diagonal de Cantor, on peut voir que (7, (t))nen converge (2 une sous-suite pres) )
des que t € QN [0, L]. Considérons maintenant ¢’ € [0, L] et ¢ > 0. Choisissons ¢t € Q N [0, L] de sorte
que [t—t'| < e/5etpuis N € Ntel que d(7,(t), ym(t)) < e/5sin,m > N et N > 5/c. Alors, d’apres
(4.47),onapourn,m > N

A (@), 1m(t) < dy(t), (1)) + d(vn (), Ym (1) + d(ym (), Y (t))
< In+t—t|+e/5+1/m+|t—t|
< 2/N+¢/5+¢/5+¢/5
< e

Ainsi, (7, (")) est une suite de Cauchy, qui converge donc vers un (t'). La fonction ~y est maintenant
bien définie sur [0, L]. Il nous reste a vérifier que /() = L. Encore une fois par (4.47), on a pour ¢,
t' €10, L]

/ = i / < 1 — ! == - ! .
A0, 1)) = lim_d(u(t),(#)) < lim (6 =] +1/n) = |t~ ¢!
Ceci implique que ~y est 1-lipschitzienne. En particulier, 7 est une courbe rectifiable et /() < L. Puisque
toute courbe rectifiable contient une e-chaine pour tout € > 0, on a aussi L = dop(z,y) < I(y). Donc,
L = [(). Finalement, nous démontrons que (L) = y. Pour cela, étendons -y, sur [0, L + 1] et notons
~n cette extension. Alors, par (4.47),

(L), (D (20, 1)) < 1/n+1/n.

Ceci implique que d(y,(L),y) < 2/n etdonc y(L) = y.

Etape 3. Nous voulons controler dg et pour cela, nous allons utiliser I’inégalité de Poincaré. Tout d’abord,
fixons z € X et posons (pour tout ¢ > 0) u°(.) = d.(x,.). Par I'inégalité triangulaire, u® est 1-
lipschitzienne et donc p = 1 est un gradient supérieur de u°. D’ou, pour tout » > 0 et tout € > 0, on a
par le doublement du volume puis par I’inégalité de Poincaré

][ utdp —][ uidu| < ][ u® —][ usdp| dp
B(z,r/2) B(z,r) B(z,r/2) B(z,r)
< C][ u® —][ udu|du
B(z,r) B(z,r)
< (Cr.
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En itérant, on obtient pour tout j € N*

][ usdp —][ udpu
B(z,r/27) B(z,r)

Puisque u® est continue, positive, et nulle en = (ou = est un point de densité de u*), il vient

< (C'r.

/ udp < Crp(B(z,r)). (4.48)
B(z,r)

D’ou, en prenant € — 0, on a
/ u’dp < Cru(B(z,r)). (4.49)
B(z,r)

Ceci implique que u° (et donc dy) est finie presque partout (prendre les points de densité de tous les
u/™). On peut alors montrer simplement qu’en fait u” est fini partout.

Etape 4. Fixons = et y dans X. Nous souhaitons construire un chemin de = a y dont on contrdle la

d
(Z’ Y) _. R/4. puis,

longueur par rapport a d(z,y). Tout d’abord, il existe z € X tel que d(z,y) <
d’apres (4.49), si on note u%(.) = do(z, .),

/ Wy < CRu(B(z, R/4)).
(z,R/4)

Donc, il existe 21 € B(z, R/4) tel que u’(21) = do(z, 21) < CR. Posons zy = x. Par I’étape 2, il existe
une courbe rectifiable g reliant zg = x a z; de longueur au plus C R. En itérant, on construit une courbe
rectifiable ~; de longueur < C'R/27 de z; vers zj11 ou d(y, 2;) < R/27. La courbe v est obtenue en
concaténant les courbes ;. On obtient que /() < 2CR (par somme géométrique). Ce qui finit notre
preuve. O

Cette preuve est inspirée de celle esquissée dans I’appendice de [26] dans lequel les arguments de la
construction sont attribués a G. David et S. Semmes.

3 Exemples d’espaces de Loewner

3.1 Pinceaux de courbes et la géométrie des poids A, -forts

Soit (X, d, i) un espace métrique mesuré. Nous supposons que 4 est Ahlfors-reguliere de dimension
Q. Soient x, y € X et considérons une famille de courbes I telles que toute courbe v € I relie x a y.

Définition 4.50. Nous dirons que cette famille I" est un pinceau de courbes joignant x a y s’il existe une
constante C' > 0 et une mesure de probabilité dy sur I telle que :

)T C B(z,Cd(x,y));

(ii) Pour tout borélien A C X,

/F Amyd8d7<c</ dsz 1 /d ) 4.51)

Ici, ds est la longueur d’arc sur . Notons que cette condition est reliée aux potentiels de Riesz (voir
la section 1).

Exemple 4.52. Donnons un exemple de pinceau de familles de courbes dans le plan. Soit z = (—1,0)
ety = (1,0). Pour tout ¢ € [—1, 1], on considere I'; = [z, (0,¢)]U[(0, ), y] (c’est a dire I’'union de deux
segments qui relient x a y). La mesure sur (I';) est juste la mesure de Lebesgue normalisée sur [—1, 1].
On peut généraliser cette constrution a tous les couples de points dans R2,
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Nous donnons maintenant un critere tres utile en pratique pour démontrer des inégalités de Poincaré.

Théoreme 4.53. Soit (X, d, ) un espace métrique Ahlfors-régulier de dimension Q. Supposons que
pour tous x et y de X, il existe un pinceau de courbes de X reliant x a y avec une constante C dans (i)
et (ii) uniforme en x et y. Alors, X supporte une inégalité de Poncaré faible de type (1,1).

Démonstration. Soient deux fonctions mesurables f : X — Retp : X — RT telles que p est un
gradient supérieur de f. Alors, d’apres (4.51), on a pour toute paire de points x et y dans X (et par
la suite dans une boule B de X) par définition du gradient supérieur et puisque d-y est une mesure de
probabilité,

f@-fwl < [ ( / pds) dy (4.54)

du(z) dp(2)
gc/ 27—1—/ 2)— ) (4.55)
<B<x,0d<x,y>>p A2, 209 " Jpcawyy” )d(w)"?‘1

On en déduit pour toute boule B de X

1
5= toldn < o [ ] 15w~ f@)ldnte)dnty)
< o bl </B< Gty "D+l Z>1Q)du(z)> duw)d(y)
<

M(CB) /B /B /1003 p(2)(d(z,2)' "9 + dly, 2)'~?)dp(z)du(y)dpu(z).

Pour conclure, nous devons vérifier que si z € 10C'B,

[ [ w2y =Cau(@)duty) < Cu(B)diam.
BJB
Pour cela, posons

Cj(z) = {z € X;277(10CdiamB) < d(z, z) < 27971 (10CdiamB)}.

Alors,
[ do—Cau@dnt) = w(B) [ deza)' )
BJB B
< wB)Y [ dw.2)dp()
j=0"¢i
< Cu(B)Car)_(277/diamB)'~? (277" diamB)“
j=0
< Cup(B)diamB.
Ce qui finit notre démonstration. O

Ce critere est par exemple utilisé dans [82]. Il est inspiré des travaux de David-Semmes (voir [34])
sur la géométrie des poids A..-forts que nous allons maintenant décrire. Une fonction w : R" — RT
localement intégrable est un poids Ao, si pour tout € > 0, il existe § = §(g) > 0 telle que si Q C R”

estun cube et si £ C @ vérifie L(E) < 0L"(Q), alors w(E) < ew(Q) ot w(A) = / w(x)dx pour
A
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A C R™. Ceci est une condition forte d’absolue continuité qui est motivée par des questions d’analyse

harmonique (voir par exemple [68]). On va maintenant associer a w une distance et une mesure, et pour
1/n

cela on commence par poser 0(x,y) = ( / w(u)du ou B, est la boule euclidienne fermée de
Bay
diametre ||z — y|| qui contient x et y. Siy : [0, 1] — R™ est une courbe, on définit sa w-longueur par

N
w — longueur(y) = lim sup {Z S(y(ti-1), ’Y(tz))}

=1

ou la lim sup est prise sur toutes les subdivisions 0 = ¢y < ... < t; < ... < ty = 1 de [0, 1]. On peut
alors définir la distance géodésique associée a cette “longueur”, c’est a dire si x, y sont dans R", on pose
dw(z,y) = inf,(w — longueur(y)) ou I'infimum est pris sur toutes les courbes v : [0,1] — R™ avec

7(0) = zety(l) =y.

Définition 4.56. On dit qu’un poids w est un poids A..-fort si w est un poids A, et s’il existe une
constante C' > 0 telle que pour z, y € R™, on a

C5(z,y) < du(z,y) < Co(z,y).

Remarque 4.57. L’inégalité de droite est toujours vraie car un poids A, vérifie une inégalité de Holder
inverse. D’un autre coté, I’inégalité de gauche est équivalente a w(B)'/" < C(w — longueur (7)) pour
toute courbe 7y contenue dans une boule B de R" avec diam(y) = diam(B).

Exemple 4.58. 1) Si w = 1, alors §(z,y) = dy(z,y) = ||z — y||. Dans le cas ol w est un poids non
constant, il faut voir d,, comme une déformation “conforme” de la distance euclidienne.

2) Le jacobien d’une application quasi-conforme f : R™ — R est un poids A.-fort. L’argument heu-
risitque est le suivant. Par distorsion des applications quasi-conformes, on a w(Bj,) est comparable a
|f(x) — f(y)|™ Or, si vy est une courbe joignant = a y, sa w-longueur est comparable a | f(z) — f(y)|
puisque w'/™ est comparable a |V f|. On peut alors conclure d’apres la remarque précédente.

Proposition 4.59. Soit w : R™ — R un poids A..-fort. Alors, la mesure i, définie par p,,(A) =
/ w(x)dx (ol dz est I’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue de R™) est Ahlfors-réguliere de
A

dimension n et tout couple de points de R™ peut &tre joint par une courbe rectifiable pour d,,.

En utilisant le théoreme d’Assouad, on peut voir tous les espaces métriques doublants comme des
sous-espaces des espaces donnés par les poids A -forts.

Théoreme 4.60. Soir (X, d) un espace métrique doublant. Alors, il existe n € N* et un poids Aoo-fort
tels que (X, d) admet un plongement bilipschitzien dans (R™, d,,).

D’apres I’exemple du groupe d’Heisenberg, il existe des espaces métriques doublants qui n’ad-
mettent pas de plongement bilipschitzien dans un espace euclidien. En fait, Stephen Semmes a donné
des exemples de poids Ao-forts w : R™ — R tels que (R™,d,,) n’admet pas de plongement bilip-
schtzien dans un espace euclidien. La géométrie des poids A,-forts peut donc étre trés différente de
la géométrie euclidienne. D’un autre c6té, I’application identité de (R",d,,) dans le R™ euclidien est
toujours quasisymétrique. En appliquant le théoréme précédent, on retrouve alors le fait que tout espace
métrique doublant admet un plongement quasisymétrique dans un espace euclidien. De plus, comme la
propriété de doublement métrique est stable par quasisymétrie, cela les caractérise (voir [59], chapitre
12). Nous renvoyons a [129] pour plus de détails sur la géométrie des poids A..-forts, et en particulier
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pour les preuves des résultats précédents. Les applications quasiconformes ont été définies dans la sec-
tion 3 du chapitre 2. La théorie des applications quasiconformes et quasisymétriques sera discutée plus
longuement a la fin de ce chapitre.

Le résultat suivant donne une version de I’inégalité de Poincaré dans ce cadre.

Théoréme 4.61. Soit w : R™ — R un poids Ao -fort. Alors, il existe une constante C > 0 telle que
_ntl .
B)~ /B /B () = f(y)w(@)w(y)dedy < C/ UM f(@)|w(z)de (4.62)

pour toute boule B de R™ et toute fonction f : R™ — R de classe C' a support compact.

Remarque 4.63. 1) L’inégalité (4.62) est vraie si w est le jaconbien d’une application quasi-conforme
par changement de variables.

2) On a aussi une inégalité de type Sobolev, asavoirsil < p <net— =

S|

1_
p
(/Rn f (x)’qw(x)dm)l/q <C ( /]R i w(z) "V f () ]pw(x)dx)l/p (4.64)

pour toute fonction f : R™ — R de classe C'* 4 support compact

Démonstration. Nous donnons juste quelques idées de preuve en suivant la présentation de [34] dans
lequel le lecteur trouvera une démonstration compléte. Soit f : R” — R une fonction de classe C! a
support compact et soit w un poids A..-fort. L’inégalité (4.62) (et aussi I’inégalité (4.64)) découle de
I’estimation suivante pour x, y € R" :

@) = 1WI O [ (B " 4 w(Bu) D) 9 ) . (469

En effet, en intégrant (4.65), on obtient
[ [ 15@) = f)lw@yuty)dsdy
w —(n—1)/n w —(n—1)/n wWlw(u (n—l)/nw 2w wda
SC/%B /yGB /ueBzy< (Bau) By ) IVF @l () (x)w(y)dud dyl
<2C - (/ / w (n—1)/n ( ) ( )dxdy) ‘Vf )‘w( )(n—l)/ndu
=2Cw(B /B </ w( —(n—1)/n w(z )da:) ‘Vf(u)‘w(u)_(n_l)/ndu.
2

Or pour u € 2B, on aen posant A, = {z € B;2 %" w(B) < w(B,) < 2 Fw(B)},

/w =D/my(z)de < Z/A =D/ () da

k>0
< Cw(B)* (n—1)/n Z 2(k(n71))/n2fkw(B)
k>0
= Cw(B)'".

Ceci permet de conclure. Il nous reste a voir comment obtenir (4.65) et pour cela, nous allons voir
apparaitre la notion de pinceau de courbes. L’idée est en effet d’intégrer |V f| sur une bonne famille de
courbes. Pour simplifier, on suppose que n = 2 et on considere le cas ot z = (—1,0) ety = (1, 0). Soit
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C le carré de sommets (—1,0), (0,1), (1,0) et (0, —1). Le but est de construire une famille de courbes
v, 0 <t < 1, incluse dans C, joignant z et y telle que si on note ds; la mesure de longueur sur 7, on
ait au sens des mesures pour une constante C' > 0 :

1
/ dsidt < (w(Bm)_l/2 + w(Byu)_l/Q) w(u)?du.
0 Jn
On peut alors conclure puisqu’on a par le théoréme fondamental de 1’analyse

[f(x) = f(y)]

IA

1
/ ]Vf\dstdt
0 Jn

< C  (w(Be) V4 w(By) V) |V () w(u) ' du,
Buy
Pour construire les ~;, I’idée est de construire une fonction ¢ dont les lignes de niveau sont les ;.

Pour voir cela, supposons que les ; sont connues et sont des courbes simples. Si ); est le domaine
1

(dans C) sous +y;, on pose ¢(z) = / xq,dt. Soient Lt = [(—1,0),(0,1)] U [(0,1),(1,0)] et L= =
0

[(—1,0),(0,—1)] U [(0,—1),(1,0)]. Alors, » = O sur LT, ¢ = 1 sur L™ et |[V¢| est une mesure qui

vérifie

1 1
|V¢>|§/0 |VXQt|dt:/O / dsit < O (w(Buu) ™2 + w(Byu) ™) wlu)du.
Yt

D’un autre cOté, partons d’une fonction ¢ définie sur C avec 0 < ¢ < 1, ¢ = Osur L*, ¢ = 1 sur
L™ et|Vo| < C (w(Bm)_l/2 + w(Byu)_l/Q) w(u)'/?du. Posons Q; = {z € C\ {z,y}, d(2) > t}.

1
Alors, une version de la formule de la co-aire donne (en tant qu’égalité de mesure) |V¢| = / |Vxa,|dt

0
et donc 0€); est rectifiable. De plus, comme ¢ est continue (sauf en x et y), 9€); connecte x et y. 1l
suffit donc de choisir +; dans 0f2;. Malheureusement, cette esquisse de preuve ne peut pas étre rendue
rigoureuse. Voir [34].
O

Définition 4.66. On dit qu'un espace métrique (X, d) vérifie la condition de contractabilité linéaire
locale s’il existe une constante C' > 1 telle que pour tout z € X et tout 0 < R < C~'diamX, la boule
B(z, R) peut étre contractée en un point dans B(z, CR).

Cette derniere condition signifie qu’il existe une famille 2 un parametre d’applications continues
¢¢ (t € [0,1]) de B(x, R) dans B(z, CR) qui commence par I’identité (¢9 = Id) et qui finit par une
application constante (¢1 = o ou ¢ € B(z, CR)). En appliquant des idées proches de celles décrites
au dessus, Stephen Semmes [130] a démontré le résultat suivant qui donne une vaste classe d’espaces
métriques qui admettent des inégalités de Poincaré.

Théoreme 4.67. Soit (X, d) un espace métrique connexe et complet muni d’une mesure . qui est Q-
Ahlfors-réguliére avec QQ € N, QQ > 2. On suppose que X vérifie la propriété de contractabilité linéaire
locale et que X a une structure de variété topologique orientable de dimension Q. Alors, (X,d, 1)
vérifie une inégalité de Poincaré (1,1). En particulier, X est un espace de Loewner de dimension Q).

On déduit de ce qui précede le résultat suivant sur les poids forts A.

Théoréme 4.68. Soit w : R" — R™ un poids Aso-fort. Alors, (R™, dy,, 1) est un espace de Loewner
de dimension n.

La propriété de contractibilité locale apparait implicitement dans 1’esquisse de preuve précédente.
En fait, les lignes de niveau de la fonction ¢ donne une famille de déformations a un parameétre qui
permet de passer continument de L™ a L™.

290



3.2 Groupes de Heisenberg

Les groupes de Heisenberg et de Carnot ont été décrits au chapitre 1. Nous allons voir que ce sont
des exemples d’espaces de Loewner.

Théoreme 4.69. Les groupes de Heisenberg H™ (avec leur mesure de Haar invariante a gauche et leur
distance de Carnot-Carathéodory doc) admettent des inégalités de Poincaré faible (1,1).

Démonstration. Pour tout z € H", nous posons |z| = doc(0, z) et nous choisissons une géodésique
vz : [0, |z]] — H™ allant de 0 a z. Notons que s — x.7;(s) est le plus court chemin qui va de = a z.z (si
x # 0). D’ou, par définition du gradient supérieur, on a

|=|
ule) — u(@.2)| < [ plwz(s))ds,

Pour simplifier les notations, dx est 1’intégration par rapport a la mesure de Haar et | A| est la mesure de
Haar de A C H". Soit B une boule dans H". A cause des propriétés d’invariance de la mesure de Haar,
on peut supposer que B a pour centre 1’origine 0 et en posant y = x.z, on a (par invariance a gauche)

’;/B/Bm(:g)—u(y)mdy
= ’;/n /H" xB(@)xp(z.2)|u(z) — u(z.2)|dxdz

IN

/B lu(x) — upl|dz

IN

];ﬂ/n /n /Olz xB(x)xB(x.2)p(x.7,(8))dsdzdz.

oll x4 est la fonction caractéristique de A. Par invariance a droite de la mesure de Haar, nous avons
(avec £ = x.7:(s))

[ xa@a@)p@r(s)de = [ X0 Oxb10.6(Epd.

Supposons que X g, (s)(§)XB.z-1.4.(s)(§) # 0. Alors, il existe = et y dans B tels que § = z.7,(s) =
Y.z~ 1.7,(s). Notons que z = z~ L.y est dans 2B puisque doc (0, 2) = doc (0,27 L.y) = deo(z,y) <
2r ol 7 est le rayon de B. De plus, § = x7,-1,,(s) est une géodésique de x vers y et donc doc(z,§) +
deo(y, &) = doco(x,y) < 2r. Ceci implique que soit doc(z, &) < r, soit doc(y, ) < r. On en déduit
par I'inégalité triangulaire que £ € 2B. Il s’en suit que

L X8 €X B2, (6 < x2m(2) [ pl€)de,

et donc

IN

1
< W/QB /ZB"ZV)(S)dgdZ
< C’r/B p(z)dz.
2

/B lu(x) — upl|dz

Cette preuve peut évidemment s’appliquer de facon générale dans le cadre des groupes de Carnot
car elle repose juste sur les propriétés d’invariance de la mesure de Haar et de la distance de Carnot-
Carathéodory. Elle adapte aussi aux groupes unimodulaires. Cette démonstration est tirée de [56] dans
lequel elle est attribuée a Nicholas Varopoulos. O
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Comme les groupes de Heisenberg sont Ahlfors-réguliers (voir la proposition 1.152), on a donc

Corollaire 4.70. Les groupes de Heisenberg (avec leur mesure de Haar invariante a gauche et leur
distance de Carnot-Carathéodory) sont des espaces de Loewner de dimension () ou () est la dimension
homogene du groupe (c’est a dire 2n + 2 dans le cas de H").

Pour les mémes raisons, les groupes de Carnot sont des espaces de Loewner.

3.3 Espaces a courbure de Ricci positive

Le but de cette partie est de montrer que I’existence d’inégalités de Poincaré sur un espace métrique
mesuré (X, d, uu) est reliée a la “courbure” de X. La courbure est un outil classique de géométrie rie-
mannienne, c’est a dire quand I’espace X est une variété. Mais, il existe plusieurs courbures (de Gauss,
sectionnelle, de Ricci, ...). Nous allons décrire plusieurs facons de définir des “espaces métriques a cour-
bure de Ricci positive”, ces définitions seront équivalentes a la définition usuelle dans le cas des variétés.
Pour le lecteur qui n’est pas familier avec la géométrie riemannienne, nous avons essayé de rendre la
présentation lisible en insistant sur les “aspects métriques”. Pour ceux qui sont plus a I’aise avec la géo-
métrie, nous avons inclus des références précises qui permettent d’aller plus loin.

Variétés riemanniennes a courbure de Ricci positive

Soit (M, g) une variété riemannienne compléte (voir la remarque ci-dessous pour la définition) de
dimension n. On supposera toujours dans la suite que les variétés considérées sont connexes. On note d
la distance riemannienne et vol, le volume riemannien de M. Dans le cas ou M = R", d, est la distance
euclidienne et vol, est la mesure de Lebesgue. Pour tout couple de points (z,y) dans M x M, on choisit
un segment géodésique 7, : [0, d(z,y)] — M joignant x et y que nous paramétrons par longueur d’arc.
Notons que, & un ensemble de mesure nulle pres (qui correspond au cut locus de M, voir ci-dessous), ce
segment géodésique est unique et donc pour tout t € [0, d(z,y)], Yyz(t) = Yay(d(x, y) —t). Dans le cas
euclidien, il est toujours unique et correspond au segment [z, y|. Posons

Gut(y) = Yay(t) (4.71)

pour z, y € M, t > 0 et notons .J; ;(y) le jacobien de cette application (c’est a dire la valeur absolue du
déterminant de la matrice jacobienne de ¢ ;).

Définition 4.72. On dit que M vérifie la propriété de courbure positive s’il existe une constante Cop >
0 telle que
Jz,t(y) > 1/CCP

desquez,y € M, t € [d(z,y)/2,d(x,y)].
Nous verrons que ceci est vrai pour une variété riemannienne avec RicM > 0. On a alors
Ccp = 2"~ ! qui est la constante (avec égalité) que 1’on obtient dans le cas olt M est tout simplement un

espace euclidien. Nous reviendrons sur ce point apres le théoréme 4.76 pour donner une interprétation
géométrique de cette définition.

Théoreme 4.73. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte de dimension n. Si M satisfait la
condition de courbure positive, alors il existe une constante C' > 0 (dependant seulement de la constante
Cecp dans la condition de courbure positive) telle que

/ lu — ugl|dvoly < C’diamB/ pdvol,
B 2B
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pour toute boule B de M, toute fonction continue u : M — R et tout gradient supérieur p : M — R"
de u .

Remarque 4.74. 1) Il n’y pas la moyenne sur les boules dans 1’inégalité précédente. Si le volume rie-
mannien est doublant sur M, on retrouve I’inégalité de Poincaré de type (1, 1). Cela sera le cas lorsque
la variété est a courbure de Ricci positive (voir les théorémes 4.75 et 4.76).

2) Une variété riemannienne (M, g) est compleéte si toute géodésique (au sens de la géométrie rieman-
nienne, c’est a dire toute courbe localement minimisante pour la longueur) de M peut étre définie sur
R tout entier. D’apres le théoreme de Hopf-Rinow, cette condition est équivalente au fait que I’espace
métrique (M, dg) est complet. De plus, dans ce cas, tout couple de points x, y de M peut étre joint par
un segment géodésique. Voir le paragraphe 1.7 de [25] par exemple.

3) Le cut locus de M en un point p € M est I’ensemble des points ¢ € M tels que le segment géodé-
sique de p a ¢ ne peut &tre prolongé en un segment géodésique au dela de ¢. Le rayon d’injectivité de
M en p est alors la distance de p a son cut locus. En dehors du cut locus de p, la fonction distance a p,
c’estadire g € M — dgy(p, ), est lisse et on peut donc calculer son laplacien par exemple pour obtenir
des théoremes de comparaison de type Bishop-Gromov (voir la preuve du théoreme 4.75). En fait, le
cut locus de p est ’ensemble des points ¢ € M tels que soit il existe plusieurs géodésiques reliant p et
q, soit p et g sont conjugués le long d’un segment géodésique qui les joint. Nous omettons la définition
de points conjugués qui ne nous sera pas utile dans la suite. Pour plus de détails, on pourra consulter le
paragraphe 3.2 de [25] par exemple. Nous donnerons une définition du cut locus dans le cas des espaces
métriques dans la section suivante.

Démonstration. Signalons que notre preuve va seulement reposer sur des outils classiques de théorie
de la mesure (plus les remarques préliminaires du début du paragraphe) et qu’elle permet de démontrer
simplement I’existence d’inégalités de Poincaré de facon géométrique dans le cas euclidien. Pour alléger
les notations, on pose p = vol,. Fixons une boule B dans M. Considérons u et p comme dans la
définition de I’inégalité de Poincaré. Si x et y sont dans B, alors par définition du gradient supérieur,
comme 7, 4 est paramétrée par longueur d’arc, on a

ju(a) — u(y)| < [

Y,y

d(z,y)
pls)ds = [ ploy (1)t

Donc,

1
J = usldn < B [, ]| lu@) = u)ldutz)anty)

d(z,y)
< M<13> L/ ( / p(wx,y@))dt) dya()dp(y).

En utilisant les définitions de v, et 7, ., on obtient

d(x,y) d(x,y)/2 d(zy)
R G A CH )X R B OO
0 0 d(z,y)/2

d(z,y) d(z,y)
[ ptna®t+ [ ply (@)
d(z,y)/2 d(z,y)/2

Donc, par symétrie en = et y, on a

2 d(z,y)
Jfu—usldn< s [ < / (%ympm,y(t))dt) dpu(w)dpu(y).
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Or, on a par le théoréme de Fubini et le changement de variables z = ¢ +(y) donné en (4.71),

/B /B</d ji:j;p(%,y(t))dt) du(z)du(y) = / / /d e’ PPt (y))dtdu(z)du(y)

< Cor [ [ [ soustn) ettt

< e[ [ /OdlamBpm,t(y))Jx,xy)dtdu(x)du(y)
< Cor /OdiamB ([ #60i)eat)disty) ) dutaya
< Cop /diamB / ( [ (z)) du(x)dt

< ccp/d‘amB/B(/wp )dm )t

< Ccp(diamB)u(B) / p(z

2B

On en déduit

/ |lu —up|du < QCcp(diamB)/ p(z)du(z).
B 2B

O

Nous allons voir que les variétés a courbure de Ricci positive vérifie la propriété de courbure positive.
Avant cela, nous allons rappeler le théoréme de comparaison des volumes de Bishop-Gromov qui va
jouer un réle dans ce résultat et dont on donnera des versions dans des cadres non riemanniens.

Théoreme 4.75. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte de dimension n et de courbure de Ricci
positive. On note V (r) la mesure de Lebesgue d’une boule euclidienne de rayon r dans R™. Alors, on a
(i) Pour tout x € M, tout r > 0, voly(B(x,r)) < V(r), et donc voly(B(z,7)) < apr™ ott oy, > 0

est la mesure de Lebesgue de la boule unité de R™.

volg(B(z, 1))

est décroissante en r.
Vi(r)

(ii) Pour tout x € M, la fonction r —
Nous n’allons pas démontrer ce résultat (voir [25] théoremes 3.9 et 3.10 ou [52] partie IV-13). Une
preuve consiste a estimer le laplacien de la fonction distance. Notons que (ii) implique que pour tout
ly(B(x,2 ly(B
v gif(;fj) r) < v gi/(f"? r) et donc voly(B(x,2r)) < 2"voly(B(x,1)).
Ainsi, vol, est une mesure doublante.

xr e M,toutr >0ona

Théoreme 4.76. Soit (M, g) une variété riemanniene compleéte de dimension n a courbure de Ricci
positive. Alors, M vérifie la condition de courbure positive. En particulier, M supporte une inégalité de
Poincaré de type (1,1).

Démonstration. Fixons x € M. Alors, I’application ¢t — exp,(t£) permet de décrire toutes les géo-
désiques partant de = quand & décrit I’ensemble des vecteurs tangents unitaires partant de x, que ’on
peut identifier a la sphere unité de R”. Ici, exp, est la fonction exponentielle en x. Dans le cas de R",
nous sommes en train de considérer toutes les demi-droites de vecteur directeur & avec ||£|| = 1 et elles
représentent bien toutes les géodésiques qui permettent de relier  a un autre point de R™. Soit (z, ¢, &)
le jacobien de I’application (¢,£) — exp,(t§). Alors, voly, = I(x,t,&)dtd§ ou d§ est la mesure de
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probabilité sur la sphere unité de R™. Or, si on note Iy(t) 1’analogue euclidien de I (mais dans le cas
euclidien, cela ne dépend plus de x et ¢ et en fait Io(t) = t" 1), par un argument analogue a celui de

I(x,t,€)

la preuve du théoreme de Bishop-Gromov, on a t - ————= est décroissant en ¢. Il s’en suit que pour

Io(t)
t €10,dg(z,y)l,

o I(x,t,€) Io(t) ¢ "
Tealy) = 1, dy(,9).€) = Toldy(z.9)) = (dg(x’y)> |

Ainsi, si t € [dy(x,y)/2,d,(x,y)], ona J.+(y) > 1/2""L. Donc, dans ce cadre, on a via la preuve du
théoreme 4.73,

/ lu —ugldp < 2"diamB/ pdp.
B 2B

Comme nous avons vu que le volume riemannien vol, est doublant sous la condition de courbure de
Ricci positive, nous pouvons obtenir la forme usuelle de 1’inégalité de Poincaré (avec des moyennes).
O

On en déduit alors le

Corollaire 4.77. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte (non compacte) de dimension n > 2
a courbure de Ricci positive. Alors, M est un espace de Loewner (pour sa structure riemannienne) si et
seulement si M est n-Ahlfors régulicre (pour le volume riemannien vol,).

Notons que par le théoréme de comparaison des volumes de Bishop-Gromov, il existe une constante
Cy, > 0telle que volg(B(z, 7)) < Cpr™ pour toutr > 0, tout € M. Donc, le fait que M soit n-Ahlfors
réguliére est équivalent a I’existence d’une constante C'4r > 0 telle que voly(B(x, 7)) > Cy L™ pour
tout r > 0, toutx € M.

Propriété de contraction de la mesure et espaces d’Alexandrov

Nous allons commencer par donner une version métrique de la propriété de courbure positive. Nous
utiliserons la notion de mesure image, vue au chapitre 1. Considérons un espace métrique géodésique
(X, d) (voir la section 2.3 pour la définition) que I’on suppose aussi séparable et muni d’une mesure
de Radon p. On dit que X est non branchant si deux segments géodésiques distincts n’ont aucune
sous-courbe commune non trivialle (c’est a dire non réduite a un point). On suppose que tous les seg-
ments géodésiques sont paramétrés a vitesse constante sur [0, 1]. Pour tout ¢ € [0, 1], on considére
er : Geo(X) — X T’application définie par e;(y) = ~y(t) pour tout segment géodésique v : [0,1] — X
de X. On a noté Geo(X) ’ensemble des segments géodésiques de X. Si x € X, on note par analogie
avec le cas riemannien C'(z) le cut locus de x, ¢’est a dire I’ensemble des points y € X tels que tout seg-
ment géodésique de la forme [z, z] de X ne contient pas y en son intérieur. En d’autres termes, C'(z) est
I’ensemble des points y € X tels que tout segment géodésique [z, y| ne peut étre prolongé au-dela de y
de facon géodésique. Si x, y € X, on note I'(z, y) I’ensemble des géodésiques de X reliant x a y. Dans
la mesure ou nous ne supposons pas I'unicité d’une géodésique reliant deux points, il est naturel d’in-
troduire pour z € X le cut locus géodésique en x défini par Cyeoq(x) = {y € X;card(I'(z,y)) > 2}.
Nous noterons aussi I'(z, A) I’ensemble des segments géodésiques reliant = a un point a € A ol A est
un sous-ensemble de X.

Définition 4.78. Nous dirons que I’espace métrique mesuré (X, d, u) vérifie la propriété de contraction
de la mesure MCP(0, N) pour un N > 1 (le cas N = 1 est un peu spécial et sera omis) si pour tout
x € X, tout sous-ensemble A C X de X avec u(A) > 0, il existe une mesure de probabilité II sur
I’ensemble des géodésiques I'(z, A) reliant x a A telle que
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1
(i) (eo)slI = mu LA = pa (ot pul_ Aestlarestriction de p sur A et p 4 est donc la restriction

normalisée de p sur A) et (eq)4II = 6, (mesure de Dirac en x).
(ii) Pourtoutt € [0,1], du > (1 =) u(A)(er)s(I1(dy)), c’est a dire pour tout ensemble (borélien)
Cde X,onapu(C) > (1-t)"u(AII({y € T(z, A);~(t) € C}).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que R™ (muni de sa distance euclidienne et de sa mesure
de Lebesgue) vérifie M C P(0,n) et que N = n est optimal. De fagon générale, si (M, g) est une variété
riemanienne compléte (sans bord) de dimension 7, alors 1’espace métrique mesuré (M, dg, vol,) vérifie
MCP(0,n) si et seulement si M est a courbure de Ricci positive (voir [108]). Nous pourrions définir
une notion d’espaces qui vérifient M CP(K,N) en comparant avec ’espace modele de courbure K
pour tout X € R mais cela ne sera pas utile pour nous (voir [108] pour la définition générale). Notons
que si X vérifie MCP(0, N), alors X vérifie MC P (0, N') pour tout N’ > N. Nous verrons plus tard
que si X vérifie M CP(0,N), N donne une borne supérieure sur la dimension de Hausdorff. Mais, le
N optimal peut parfois étre différent de la dimension de Hausdorff de I’espace ambiant. Par exemple, le
(premier) groupe de Heisenberg (muni de sa distance de Carnot-Carathéodory et de sa mesure de Haar)
est de dimension topologique 3, de dimension de Hausdorff 4 mais vérifie M C'P(0, N) si et seulement
si N > 5 (voir [69]). Il existe une théorie développée par Barilari et Rizzi pour donner une explication
géométrique a cet exposant N = 5. Soit (X, d) un espace géodésique muni d’une mesure de Borel p.
On suppose que pour tout & € X, (1(Cyeod(x)) = 0. Donc, pour tout x € X, tout ¢ € [0, 1], il existe une
application mesurable ¢, ; : X \ Cyeod(r) — X telle que t € [0, 1] — ¢, ¢(y) est 'unique géodésique
reliant £ 2 y ¢ Cyeoq(x). Ceci est ’analogue métrique de (4.71). Pour tout € X et tout t € [0, 1], on
définit I’homothétique géodésique de 2 C X de centre x et de rapport ¢ par

Qa:,t = {¢x,t(y); Yy € Q \ CGeod(m)}'

On pose ensuite pour x € X et s > 0

Q
Cs(x) = sup {lim sup H)

SR Q) ; 2 C X mesurable et borné avec 0 < u(Q2) < —i—oo} )

La dimension géométrique N (x) de (X, d, u) en x € X est alors
N(z) = inf{s > 0;Cs(z) = +o0} = sup{s > 0;Cs(z) = 0}.

Comme pour la mesure de Hausdorff, les deux définitions sont équivalentes. On peut démontrer que
si A C X est un borélien, sup{N(z);xz € A} > Hdim(A). On définit la dimension géomé-
trique N'(X) de (X,d, ) comme N (X) = sup{N(z);z € A} et donc N(X) > Hdim(X). Re-
venons a la propriété MCP. Si (X, d, p) vérifie MCP(0,N), on définit son exposant de courbure
par No(X) = inf{N > 1;MCP(0,N) est vérifiée }. D’un autre coté, si (X,d, p) ne vérifie pas
MCP(0,N) pour tous les N > 1, on pose N.(X) = 4o0. Juillet a montré que les groupes d’Heisen-
berg avaient un exposant de courbure fini. Rifford a montré qu’il en est de méme pour certains groupes
de Carnot. On a toujours pour un espace métrique mesuré (X, d, 1), N.(X) > N (X). L'inégalité peut
étre stricte. Dans le cas du groupe d’Heisenberg, on a N.(H') = 5, ce qui donne une explication géomé-
trique a cet exposant optimal N.(H) = 5 dans MCP. 1l est conjecturé que 1’égalité N (G) = N.(G) doit
étre vraie pour une large classe de groupes de Carnot G (ceux pour lesquels le cut locus géométrique est
partout de mesure nulle). Voir [124] pour une discussions plus détaillée.

Nous allons réécrire la condition (ii) en utilisant le théoréme de désintégration de mesure que nous
énongons maintenant. Si Y est un espace métrique, on note P(Y) I’ensemble des mesures de probabilité

sur Y. Voir [41] pour plus de détails.
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Théoreme 4.79. Soient Y et Z deux espaces métriques séparables. Soient i € P(Y') une mesure
de Radon et m : 'Y — Z une application mesurable. On note v € P(Z) la mesure définie par
Vo= Tyt = 4O 7L, Alors, pour v-presque tout z € Z, il existe une unique mesure de probabilité
wy € P(Y) surY telle que :

— Pour tout borélien B de Y, 'application z — 1,(B) est mesurable ;

— Pour v-presque tout z € Z, (Y \ 7~ (2)) = 0. En particulier si B C Y est borélien,
pz(B) = p=(BNw=(2));

— Pour toute fonction mesurable f :' Y — [0,+00], on a

/Y f(y)du(y / / y)dp(y)dv(z).

Donc, si B C'Y est borélien, en appliquant I’égalité précédente a f = x p (fonction caractéris-

tique de B), on a
— [ na(B)avz)
Z

En désintégrant II par rapport a I’application ey, il vient qu’il existe des mesures de probabilité A,
sur I'(y, z) de sorte que dII(y) = dAy . dpa(y). On utilise ici que (eg)II = pa. Il s’en suit que la
condition (ii) ci-dessus est équivalente a la condition pour tout ¢ € [0, 1], pour tout borélien C' de X,

w(C N eT(A, ) > (1—1) // £)dAye (V)dp(y).
I'(y,x)
L’inégalité précédente pouvant s’écrire

/ xe(y)du(y) > (1 —t) // t))dAy,2(7)du(y),
{y;Fvel (z,4) v () =y} T'(y,z)

il vient par la méthode usuelle que pour une fonction continue ¢ : X — R,

/ Swdu() = 1= [ [ 6(r()dN,()du(y).
{y;3vel (z,4) () =y} I(y,z)

On a donc (et c’est cette inégalité qui nous sera utile dans la suite) que

P(y)du(y) > (1 —1) //N) t))dAy 2 (v)dp(y). (4.80)

2B

si B est une boule de X et x € B. On a utilisé le fait que si x € B et y est un point sur une géodésique
reliant z a un pointde B, y € 2B5.

Supposons que pour tout z € X, le cut locus géodésique Cyeoq () est vide. Alors, pour tout y € X,
Azy M’est rien d’autre que la mesure de Dirac sur I'unique géodésique reliant 2 a y. On en déduit que
Azy = Ayz. Pour un espace non branchant X qui vérifie M CP(0,N), on a que pour /i X /i presque
tout couple (z,y) de X, Ayy = Ay,. Ceci découle du fait (que nous démontrerons dans le cas des es-
paces d’Alexandrov) que pour p-presque tout x € X, u(C(x)) = 0. Cette propriété de symétrie va
nous permettre, comme dans le cas des variétés a courbure positive, de démontrer I’inégalité de Poincaré
pour les espaces non branchant vérifiant M CP(0, N). Avant cela, énongons une version du théoréme
de comparaison de Bishop-Gromov dans ce cadre.
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Théoreme 4.81. Soir (X, d, i) un espace métrique mesuré qui vérifie MCP(0, N) pour un N > 1.

Alors, pourtout x € X etpour0 <r < R, ona
n(B(z, R))
u(B(z,r))

En particulier; 11 est doublante de constante 2V et la dimension de Hausdorff de (X, d) est inférieure ou
égale a N

N
<R7'
— »N

Démonstration. L’estimation découle de M CP(0, N) appliqué a z, A = B(x, R) ett = r/R. Le fait
que p est doublante s’en déduit facilement. La borne sur la dimension découle de notre discussion sur la
dimension de Hausdorff dans le chapitre 2. O

Nous en venons aux inégalités de Poincaré. Notons a ce sujet que la condition MCP est comme
I’inégalité de Poincaré stable par convergence de Hausdorff-Gromov mesuré (Voir par exemple [108]
pour une preuve).

Théoreme 4.82. Soit (X, d, ) un espace métrique mesuré non branchant qui vérifie MCP(0, N).
Alors, X supporte une inégalité de Poincaré de type (1,1).

Démonstration. Soit B une boule de X et soit u : X — R une fonction dont p : X — R™ est un
gradient supérieur. Alors, pour tout x € B, tout y € B et toute géodésique v € I'(x, y), on a par le fait
que ~y est paramétrée sur [0, 1] que

@) )| < 1) [ pla(s))ds

o) =l < [ 1) ([ poeds) arg o)

On en déduit comme d’habitude (en notant pour simplifier dx 1’intégration par rapport a p)

/B |u —upldz / / |u(z y)|dzdy
m /B /B ( L re) 1) ( /0 1 p(v(S))ds> dAmy(fy)> dady
< S ( [ ([ otonas) dAxym) dady

Nous allons appliquer la méme astuce que dans la preuve dans le cas des variétés a courbure positive en
utilisant ici la symétrie A\, = Ay.. Ainsi, on a

1/2
/ / pdsdha () = [ [ pla(s)dsdr ()
vel(z,y) vel(z,y) /0

1
+ p(1())dsdAry (1)
~vel'(z,y) /1/2

1/2
_ / / §))dsdAsy ()
vel(z,y)
1/2
4 / / $))dsdAye ()
7€l (y,x)
1/2
_ 9 / / §))dsdAay (7).
vel(z,y)
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On en déduit en utilisant la condition M C P (0, V) ou plutdt sa conséquence (4.80)

S ol (/() ( / Fova s>pr<s>>ds> dxzym) dedy
N+1diam /
S Lk L

<

2NdiamB/ p(z)dz.
2B

Nous retrouvons le méme résultat que pour les variétés a courbure de Ricci positive | Comme la mesure
w est doublante par le théoréme 4.81, on peut conclure. O

Passons aux “espaces métriques a courbure sectionnelle positive” (appelés espaces d’ Alexandrov).
Soit (X, d) un espace métrique que I’on suppose géodésique. Un triangle géodésique dans X est la
donnée de trois points (les sommets) x, y, z et de segments géodésiques notés [x, y], [y, z] et [z, ] qui
relient les sommets. Evidemment, un triangle géodésique n’est pas donné que par ces sommets car nous
ne supposons pas qu’il y a unicité d’un segment géodésique joignant deux points (penser au cas du
groupe d’Heisenberg). L’espace euclidien (par exemple R?) est plat donc de courbure nulle. L’idée de
base est de dire qu’un espace X est a courbure positive si ses triangles (géodésiques) sont plus “ventrus”
que ceux du plan euclidien. Cela se formalise de la fagon suivante. Soit [z, y] U [y, 2] U [z, 2] un triangle
géodésique de X . Un triangle de comparaison est juste un triangle de R? (ou de R™) de sommets z’, 3/
et 2’ de sorte que d(x,y) = ||z — y||, d(y, 2) = ||y — 2'|| et d(z,x) = ||z — 2]|.

Définition 4.83. On dit que X est de courbure positive au sens d’ Alexandrov (ou est un espace d’ Alexan-
drov) si pour tout triangle géodésique [z,y] U [y, z] U [z, z| de X, et tout triangle de comparaison de
sommets 2/, ', 2’ de R? (ou d’un espace euclidien R™), on a d(p, q) > ||p’ — ¢'|| dés que p € [z, 9],
q € [z,2],p" € [,y avec d(z,p) = [[2" — pl[ et ¢’ € [/, 2] avec d(z, q) = [|z" — ¢|.

Il est clair que d’apres cette définition, les espaces d’ Alexandrov sont non branchants. On notera dans
la suite xyz un triangle géodésique de X et 2'y'2’ un triangle de comparaison correspondant (dans un
espace euclidien). Par définition, I’espace euclidien R™ est un espace d’ Alexandrov. De facon générale,
une variété riemanienne complete a courbure sectionnelle positive est un espace d’ Alexandrov. On peut
définir aussi des espaces a courbure “sectionnelle” > —1 ou > +1 en faisant la comparaison de triangles
géodésiques de X avec ceux du disque de Poincaré (qui est & courbure —1) ou de la sphére unité S? de
R? (qui est a courbure +1) ou alors avec les espaces modeles de courbure K pour tout KX € R (11 suffit
de modifier la métrique d’un facteur multiplicatif dans le cas du disque de Poincaré ou de la sphere).
Notons que contrairement a la condition M C P (ou les autres condition de type courbure/dimension que
nous allons rencontrer dans la suite) la définition de “courbure” au sens d’Alexandrov ne nécessite pas
une mesure mais est purement métrique. Comme nous allons avoir besoin d’une mesure, nous allons
supposer que I’espace d’Alexandrov (X, d) est de dimension de Hausdorff finie @) et on munit (X, d)
de la mesure de Hausdorff H% de dimension Q. Il se trouve qu’alors () est un entier (voir le chapitre 10
de [23] qui donne une bonne introduction a la géométrie de ces espaces ou [110] pour une description
de comment les notions classiques de géométrie riemannienne peuvent s’adapter dans ces espaces).

Il existe dans le cadre des espaces d’Alexandrov des inégalités de type Poincaré qui utilisent la
notion de forme de Dirichlet (Voir par exemple [81]). Mais, on peut aussi démontrer des inégalités de
Poincaré avec les gradients supérieurs. Avant cela, nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 4.84. Soit (X, d) un espace d’Alexandrov de dimension de Hausdorff finie (). Alors, pour
toutz € X, H?(Cgeod(z)) = 0.
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Démonstration. Soit z € X. On commence par considérer le cut locus C'(x) de z. On pose W (z) =
X \ C(x). Nous allons montrer que H%(C(z)) = 0. Cela nous permettra de conclure. En effet, si y €
Cyeod(), alors y € C(x) et donc Cyeoq(x) C C(x). Le dernier point vient du fait que si y € Cyeoq()
mais y ¢ C(x), alors y est un point de branchement de X. Ce qui est impossible puisqu’un espace
d’Alexandrov est non branchant. Pour estimer la mesure de C'(z), on note que W (z) = Us~oWs(x) ou,
pour tout § > 0, Wy(x) est’ensemble des y € X tel qu’il existe un segment géodésique [z, 2’| contenant
yavecd(z,y) < (1—148)d(z,2’). Alors, Ws(z) est mesurable comme réunion des fermés Ws(x). Le fait
que W; est fermé vient du fait que la limite de segments géodésiques pour la convergence uniforme reste
un segment géodésique. On fixe 6 > 0 et 7 > 0. On construit une application f, 5 : Ws(z) N B(z, (1 —
d)r) — B(x,r) de la fagon suivante. Si y € Ws(x) N B(x, (1 — J)r), on choisit un segment géodésique
[x,2'] avec 2/ € B(x,r) contenant y tel que d(x,y) = (1 — d)d(z,2’), et on pose 2’ = f, 5(y). Alors,
frs est surjective car X est géodésique. Soient maintenant y1, yo € Ws(z) N B(x, (1 — §)r). Notons
pouri = 1,2, z; = fm;(yi). On considere un triangle de comparaison de xx1x2 de sommets notés .,
Z1, T9 puis pour ¢ = 1,2, un point §; € [T, Z;] tel que |T — ;| = (1 — J)|T — Z;|. Alors, par définition
des espaces d’ Alexandrov et par le théoréme de Thales, on a

d(frs(), fro(y2)) = 181 — T2 < (1= 0)7 g1 — 2| = (1 = 8) " d(y1, 12).
Donc, fr s est (1 — §)~!-contractante. I s’en suit que
(1= 0)"9HOUWs(x) N B(x, (1 — 6)r)) > H(B(z,1)).

En faisant tendre § vers 0, on obtient H@ (W (x) N B(x,r)) = HP(B(x,r)) et donc HP(C(z) N
B(z,7)) = 0 pour tout 7 > 0. D’ott H?(C(x)) = 0. O

Nous pouvons maintenant conclure sur I’existence d’inégalités de Poincaré. Rappelons que les es-
paces d’ Alexandrov sont non branchants.

Théoreme 4.85. Soit (X, d) un espace d’Alexandrov de dimension de Hausdorff finie QQ que 1I’on mu-
nit de sa mesure de Hausdorff naturelle notée i = H%. Alors, (X, d, i) vérifie MCP(0,Q) et donc
supporte une inégalité de Poincaré de type (1,1).

Démonstration. Soient un point z € X et un ensemble mesurable A C X avec u(A) > 0. On considere
une application ¢4 : A — Geo(X) telle que ¢p4(y) = you~y : [0,1] — X est un segment géodésique
(choisi de fagon arbitraire) reliant y € A a x, c’est a dire v(0) = y et y(1) = z. Alors, ¢4 est
mesurable. En effet, pour voir cela, considérons pour tout 6 > 0, I’ensemble noté As des points y de
A pour lesquels il existe deux segments géodésiques 1, v2 : [0,1] — X reliant y a x telles que pour
un t € [0,1], d(y1(t),72(¢)) > 6. Comme une limite (pour la topologie de la convergence uniforme)
d’une suite de segments géodésiques reste un segment géodésique, As est fermé pour tout § > 0. Soit
V = X\ Cyeod(x) ott Cyeoq(x) est le cut locus géodésique en x. Alors, puisque V = X \ (Us>04s),
V' est mesurable. Comme ¢ 4 est continue sur V' (car V' est I’ensemble des points y € A pour lesquels il
existe un unique segment géodésique reliant y a x) et que le cut locus géométrique Cycoq(x) de x est de
mesure nulle (voir la proposition précédente), ¢4 est mesurable.

A
MCP(0,Q). gl(l e)ffet, il est tout d’abord facile de vérifier que (eg)3IT = 4 et (e1)4II = d,. De plus,
fixons t € [0,1]. Poury € A, onpose z4(y) = et(¢.4(y)). Nous voulons maintenant utiliser la condition
de courbure et pour cela, il est naturel de comparer avec ce qui se passe dans R?. Rappelons que Q € N
par la théorie des espaces d’Alexandrov. Choisissons donc un 2/ € R et considérons I’application
associée ¢’ définie comme précédemment (c’est a dire ¢(y’) est I'unique segment euclidien de R%
reliant 4 € R9 a 2). On note aussi f;(y') = e:(¢'(y')) pour tout iy’ € R?. Si y; et yo sont des points de
X etsi 2’|y, est un triangle de comparaison ans R? du triangle 21y, alors on a d(z4(y1), 24 (y2)) >

Posons p 4 = p 1a mesure normalisée de yu sur A puis IT = (¢ 4)4p04. Alors, II convient pour avoir
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|f:(h) — fe(yh)]. On en déduit que dHP (24)(y) > |detf;(y')|dH? (y) ou ¢ est un point de R qui
vérifie d(x,y) = ||z’ — /||. Comme |det(f;)(y')| = t<, on peut conclure facilement. O

Nous avons donc le

Corollaire 4.86. Soit (X, d) un espace d’ Alexandrov de dimension de Hausdorff finie () que I’on munit
de sa mesure de Hausdorff naturelle notée ;1 = H®. Alors, (X, d, ;1) est un espace de Loewner de
dimension @) si et seulement si y est Ahlfors-réguliere de dimension Q.

Espaces a courbure de Ricci positive au sens du transport optimal

La théorie du transport optimal (voir [146] pour une introduction au sujet) commence avec Gas-
pard Monge et le probleme des déblais et remblais a la fin du XVIIleme siecle. La question peut étre
formulée de la facon suivante. On a un trou de 1m? et un tas de sable de 1m?. Quelle est la facon la
plus économique de transporter le tas de sable pour boucher le trou ? Nous allons maintenant donner
une formulation mathématique a ce probleme. Soit (X, d) un espace métrique. On choisit une fonction
colit ¢ : X x X — R™ qui mesure le cofit de transport pour aller de z a 3. On peut imaginer que ce
coiit dépend de la distance entre x et y. Ainsi, les fonctions les plus utilisées sont ¢(z,y) = d(z,y) ou
c(z,y) = d(x,y)?. On se donne deux mesures de probabilité 1 (le tas de sable) et v (le trou) sur X. La
formulation moderne (que nous appelerons formulation de Monge) est de déterminer

ir%f /X c(x, T(z))dp(z) (4.87)

ou I’inf est pris sur toutes les applications 7' : X — X telles que la mesure image de x4 par 1" soit v (ainsi
T transporte 1 vers v), c’est a dire Ty = v. Plagons nous un moment dans R™ muni de sa structure
euclidienne et de la mesure de Lebesgue. Supposons de plus que u et v sont absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue, avec des densités respectives f et g. Si on pense a 7' comme un
changement de variable, on voit que 7' doit vérifier I’équation (hautement non linéaire)

|det(T ()|
mr(z)

f(@) = g(T(x))

ot my(x) est la multiplicité de 7" en x. L’existence d’un transport optimal, c’est a dire d’une application
T vérifiant (4.87), n’est donc pas un probleme simple. Avant de donner un résultat dans ce sens dans R",
donnons une autre formulation due a Kantorovich qui a une solution dans le cadre général des espaces
polonais (c’est a dire les espaces métriques qui sont complets et séparables). Le probleme est maintenant
de déterminer

inf c(w,y)B(dz, dy)
B JXxX

ou I’infimum est pris sur toutes les mesures de probabilité 3 (appelées plan de transport de . sur v) sur
X x X telles que les marginales (c’est a dire les mesures images par les projections sur les axes) soient
w et v. On peut voir 3(dx, dy) comme la masse transportée de la partie infinitésimale dx du support de p
vers la partie infinitésimale dy du support de v. Il existe toujours des plans de transport. En effet, on peut
par exemple prendre la mesure produit 1 X v mais elle est rarement optimale ! Il n’est pas tres difficile
de voir que si 7' est une solution du probleme de Monge, 3(dx, dy) = dju(z)d,—7(y) est solution du
probleme de Kantorovich. Terminons cette revue du transport optimal par un théoréme d’existence non

trivial. Pour cela, nous considérons le cofit quadratique sur R™, c’est a dire c¢(z,y) = |z — y|>.

Théoreme 4.88. Soient i = f(x)dx et v = g(x)dx deux mesures de probabilité absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue de R™. Alors, il existe une unique solution T au probleme (4.87).
De plus, le minimiseur T' vérifie les deux propriétés suivantes :
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(i) T estde la formel' = V¢ ou ¢ est une fonction convexe.
(ii) T est (presque partout) solution de I’équation de Monge-Ampére

f(z)
det(V2¢(x)) = -
9(Vo(z))

Soit (X, d) un espace métrique (séparable) muni d’une mesure de référence m. On note Rect(X)
I’espace des courbes rectifiables de X. On suppose que toutes ces courbes sont paramétrées (2 vitesse
constante) par le méme intervalle [0, 1]. Avec cette convention, une fonction mesurable p : X — [0, oo]
est un gradient supérieur de la fonction continue u : X — R si pour toute courbe rectifiable v : [0, 1] —
R,ona

[u((0)) = u(y()] <1() /01 p(y(t))dt,

ou [(7y) est la longueur de 7. Comme précédemment, on définit I’application e; : Rect(X) — X
(t € ]0,1]) par e;(y) = ~y(t) pour tout v € Rect(X). Cette définition étend celle du paragraphe précé-
dent donnée pour les segments géodésiques. Enfin, si Y est un ensemble, on notera P(Y) I’ensemble
des mesures de probabilité sur Y.

Nous supposerons dans la suite que (X, d) est un espace géodésique et que toutes les segments
géodésiques sont paramétrés sur [0, 1]. Notons aussi qu’il existe une application mesurable GeoSel :
X? — Geo(X) telle que pour tout (z,y) € X2, GeoSel(x,y) est une géodésique 7 : [0,1] — X avec
7(0) = zety(1) =y.

Définition 4.89. On dit que I’espace métrique mesuré (X, d, m) vérifie la condition de Rajala si pour
tout couple de mesures de probabilité u, v absolument continues par rapport a m et de densités (notées
respectivement pg et p1) par rapport 2 m bornées, il existe une mesure de probabilité IT € P(Geo(X))
sur Geo(X) telle que, si on pose 11; = (e;)311, on a

RD) po=petp =v.

(R2) Pour tout t €]0, 1], u est absolument continue par rapport a m et sa densité p; vérifie

[1ptlloo < max({]polloc, [[£1]]o0)-

Remarque 4.90. Dans la suite, un seul cas sera utile. Si A est un borélien de X avec m(A) > 0, on

el 1 < .
note m 4 la mesure de probabilité my = Wm A ou ml_ A est la restriction de m sur A. Le cas
m

intéressant dans la condition de Rajala est quand 4 = m4 et v = mp ou A et B sont des boréliens
disjoints de X avec m(A), m(B) > 0.

Nous allons munir P(X) (I’espace des mesures de probabilités sur X') d’une “distance”. Pour cela,
posons pour y, v dans P(X)

W) =inf ([ deupasen)

ou I’infimum est pris sur tous les § € P(X x X) telle que u(A) = B(Ax X) etv(A) = B(X x A) pour
tout borélien A C X. En d’autres termes, y et v sont les marginales de 3. On retrouve la formulation de
Kantorovich du probléme du transport optimal (pour le colit quadratique). Si et v sont dans P(X), on
note Opt(u, v) 'ensemble des mesures de probabilité S € P(X x X) telles que

WQ(:“’) V)2 :/XXX d(.%',y)Zdﬁ(.%',y)
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On appelle W5 la distance de Wasserstein L? mais il faut voir que si la distance d n’est pas bornée sur
X, Wa(p, v) peut étre infinie. Ainsi, W n’est pas une vraie distance mais le devient si on se restreint
aux mesures de probabilité ;4 ayant un deuxieme moment fini, c’est a dire que pour un certain g € X

(et donc pour tous les o de X) / d(xg, z)2dpu(z) < 400 (voir [147]). Cela sera toujours le cas pour
X

nous dans la suite.

Théoreme 4.91. Soit (X, d) un espace géodésique complet. Supposons que L et i1 sont des mesures
de P(X) avec Wa(po, 1) < oo. Sipe : t € [0,1] — pue € P(X) est une courbe géodésique pour
Ws (paramétrée comme d’habitude a vitesse constante) reliant pg a p, alors il existe une mesure de
probabilité 11 € P(Geo(X)) sur Geo(X) telle que (eq, e1)sI1 € Opt(uo, p11) et pour tout t € [0, 1],

e = (eq)sIL.

L’ensemble de ces mesures de probabilité I sera notée GeoOpt(po, pi1). L'idée qui suit I’intuition
est que le transport optimal se fait le long des géodésiques de I’espace X.

Fixons N € [1,00[. On note DCy I’ensemble des fonctions convexes F' : [0, +oo[— R telles
que F(0) = 0etr — rNF(r~N) est convexe sur R. A toute fonction F € DCy, on associe une
fonctionnelle F : P(X) — R par

F() = [ Flo)dm+ F(00)u" (X)

oll u = pm + p*™9 (c’est a dire pm et 1*"9 sont respectivement les mesures absolument continues
et singuleres dans la décomposition de Lebesgue de p par rapport a m). Ici, F'(o0) = lilll F(r)/r.
r—400

Un exemple typique de fonction F de DCy est Fi(r) = —r'~'/N. Dans ce cas, Fiy(c00) = O et la
fonctionnelle associée s’appelle I’entropie de Rényi :

smmz—Af*WwL

ol it = pm + p*™9. Un autre exemple est la fonction » — P (avec p > 1) qui est dans tous les DCy.

Définition 4.92. On dit que ’espace géodésique mesuré (X, d, m) vérifie la condition de courbure-
dimension C'D(0, V) si pour tout couple de mesures (119, 11 ) dans P(X) qui sont absolument continues
par rapport a m (de densité respective pg et p1) avec Wa(po, 1) < 00, il existe II € GeoOpt (g, 111)
de sorte que le long de la géodésique 11; = (e;)411, pour tout F' € DC, tout t € [0,1], ona

Fu) <=0 [ [ —sFa)dota.a) +1 [ [ P @)dotzo.n)

deés que o = pom, w1 = pimetot o = (eq, e1)411

Cette définition est due sous cette forme a Lott et Villani [90]. Une définition qui ne prend en consi-
dération que I’entropie de Reyni a été proposée indépendamment par Sturm (voir [138] et [139]). Il n’est
pas connu si ces deux définitions sont équivalentes. Evidemment, les espaces a courbure positive au sens
de Lott-Villani sont a courbure positive au sens de de Sturm. Un point important est qu une variété rie-
mannienne de dimension n a courbure de Ricci positive vérifie CD(0,n) et qu’en fait cette condition
les caractérise. De plus, la condition C'D(0, N) est stable pour la convergence de Gromov-Hausdorff
mesuré. Pour tout cela, voir [147].
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Définition 4.93. On dit que I’espace géodésique mesuré (X,d,m) vérifie I'inégalité de Brunn-
Minkowski BM (0, N) si pour tous ensembles mesurables Ay, A; de X avec m(Ag), m(A1) > 0
ettoutt € [0,1],ona

m(Ag)N > (1= tym(Ag)N + tm(Ay)V,

ou A; est I’ensemble ¢-intermédiaire entre Ag et Ay, c’est a dire A; est I’ensemble des x € X pour
lesquels il existe xg € Ag et x; € A tels que d(z, xg) = td(zo, x1) et d(z, x1) = (1 — t)d(zo, x1).

Théoréme 4.94. Soit (X, d, m) un espace métrique mesuré qui verifie la condition CD(0, N). Alors X
admet une inégalité de Brunn-Minkowski BM (0, N).

Démonstration. On ne considere que le cas m(Ap), m(A1) < +oo. Le cas général s’en déduit par

approximation. On pose pg = mmI_AO et up = m

ar rapport a m sont respectivement = — et = — . Soit une
{1 par rapp p PO = Ay e BLPL = X (1e)tefo]

mL_ A;y. Dongc, les densités de 1 et

géodésique pour Wy reliant pg et pp. On applique C'D(0, N') avec I’entropie de Renyi £y pour obtenir
pour ¢ € [0, 1]

(1= Om(An) Y + tm(a)N < [ g Ny

ou p; est la densité de yu; par rapport a 1. On peut conclure en appliquant I’inégalité de Jensen au membre
de droite. O

On en déduit alors une version du théoreme de Bishop-Gromov (comme dans le cadre des espaces
vérifiant MCP(0, N)).

Corollaire 4.95. Soit (X, d, m) un espace métrique mesuré qui vérifie la condition C'D(0, ). Alors,

m(B(z, R)) < <R

N
m(Blar) = ) . En particulier, m

r
est doublante et (X, d) est de dimension de Hausdorff inférieure a V.

pour tout z € X dans le support de m, tous les 0 < r» < R,

Pour une preuve, voir [139]. L’idée est d’appliquer I’inégalité BM (0, N) a Ay = B(z,¢), A1 =
B¢(x,R+0R)\ B(xz,R)ett =r/Rpoure,§ > 0 assez petits. La difficulté technique consiste a passer
a la limite quand €, § — 0.

Théoreme 4.96. Soit (X, d, m) un espace géodésique mesuré. Supposons que (X,d, m) satisfait la
condition de courbure-dimension CD(0, N') pour un certain N > 1. Si p1, v sont des mesures de pro-
babilité de P(X) absolument continues par rapport a la mesure de référence m (avec Wa(ju,v) < 00)
et dont les densités (par rapport a m) sont bornées par une méme constante C, alors il existe
II € Opt(p,v) de sorte que py(x) < C pour m-presque tout v € X. Ici, p; est la densité de (e; )11 par
rapport a m.

Démonstration. Soit IT € Opt(u, ) donnée par la condition de courbure-dimension C' D (0, V) et soit
o = (eo, e1)411. Considérons p > 1 et posons F'(r) = rP. Alors, F' € DC eton a

lodlp=Fom) < (1=0) [ [ (ooao)ydozo,a)

+ // (p1(x1)) ldO'(.CL‘(],l‘l)

< tyer—t 4 rort = oL

Do, [[pt][oc < gm [pellp £ lim o =c. O
P

p——+00
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On en déduit tout de suite le résultat suivant.

Corollaire 4.97. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré qui vérife la condition de courbure-
dimension C'D(0, N) pour un N > 1. Alors, X vérifie la condition de Rajala.

Notons que la preuve précédente ne s’adapte pas a la condition de courbure positive au sens de
Sturm (car elle n’englobe pas les fonctions de type F'(r) = rP). Nous y reviendrons plus tard. Le
résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoreme 4.98. Soit (X, d, m) un espace géodésique mesuré qui vérifie la condition de Rajala. Alors,
X admet une inégalité de Poincaré de type (1,1) de la forme

/ lu — upldm < C(diamB) / g(y)dm(y)

B 2B

ot B est une boule de X, v : X — R est une fonction continue dont g : X — R¥ est un gradient
supérieur.

Dans le cas d’un espace vérifiant la condition de Rajala, la mesure n’est pas doublante et donc
on obtient une inégalité de Poincaré sans moyenne. Si I’espace géodésique mesuré (X, d, m) satisfait
la condition de courbure-dimension C'D(0, V), alors m est doublante et vérifie la condition de Rajala.
D’ol, X supporte une “vraie” inégalité de Poincaré de type (1, 1). Nous avons ainsi une version métrique
du théoreme sur les variétés a courbure de Ricci positive. On a donc le

Corollaire 4.99. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré qui vérifie la condition de courbure-
dimension C'D(0, N) pour un N > 1. Alors, (X, d, m) est un espace de Loewner si et seulement si m
est Ahlfors-réguliere.

Démonstration. Fixons une boule B = B(x,r) de X et soit g : X — RT un gradient supérieur
de v : X — R dans B. La démonstration est simple mais astucieuse. Considérons la médiane de
f:M = inf{la € R;m({f > a}) < m(B)/2}. Alors, nous pouvons écrire B = BT U B~ ol
Bt nNB™ = @,1m(B+) = m(B_)2: m(B)/2 et f(z) < ]\14 < f(y) des que:g € B~,y € B™.
Soient p = mml_B+ = WmI_B+ ety = mml_B = WmI_B . Nous
appliquons la condition de Rajala a y et a v pour trouver un “bon” II € P(Geo(X)). En particulier,
[|pt]|oc < 2/m(B) ol p; est la densité de (e;);11 par rapport a m. Maintenant, par définition de A/, pour
II-presque tout v € Geo(X), v(0) € BT ety(1) € B, et donc on a

[u((0)) —u(y()l = u(v(0)) —u(y(1))
(v(0)) = M + M — u(~(1))
= [u(y(0)) = M|+ |M — u((1))].

u
u

I s’en suit alors
L @) = uGldne) = [ ju(r(0) - Mdri()
Geo(X) Geo(X)

[ M= uG)lde)
Geo(X)

_ m?m/m lu(z) — M]|dm(z)
+ m(QB)/B lu(z) — M|dm(z)
2

— m(B>/B|u(:U)—M|dm(:n)
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Nous pouvons en déduire l’inégalité de Poincaré.

/B|u—uB\dm < //]u z)|dm(y)dm(z)

< @ [, [ () = 1+ 13 = () dm(y)dm )
= 2 Ju(y) ~ Mldm(y)
= m(B) [ ()~ ur (1))

Geo(X)

1

< mB) [ 16 [ o))

Geo(X
< )(diamB) /G o / t))dtdll(y)

< )(diamB) / / . (y)dm(y)dt
< 2(diamB)/O /B(a; 2T)g(y)dm(y)dt: 2(diamB)/ g(y)dm(y).

B(x,2r)
On a utilisé le fait que pour II-presque tout vy € Geo(X), I(7y) < diamB ety C B(z, 2r). O
Cette démontration dans le cas des espaces a courbure positive au sens de Lott-Villani est inspirée
de [122]. Il est possible de 1’adapter dans le cas des espaces a courbure positive au sens de Sturm mais

c’est beaucoup plus technique (voir [121]). En particulier, la difficulté est de démontrer I’analogue du
corollaire 4.97 dans ce cadre.

Remarque 4.100. Comme signalé precédemment, nous n’avons utilisé la condition de Rajala que dans

1 1
le cas ol les mesures sont de la forme p = my = ———ml_Aetv = ———m|_B ou A et B sont
m(A) m(B)
des boréliens de X avec m(A), m(B) > 0.

On conclut ce paragraphe avec une autre notion d’espace a courbure positive en relation avec le
transport optimal. On dit que 1’espace géodésique mesuré (X, d, m) vérifie la condition démocratique
s’il existe une constante C' > 0 telle que pour toute boule B C X, il existe une mesure de probabilité
IT € P(Geo(x)) sur I’ensemble des segments géodésiques (paramétrés sur [0, 1]) telle que

(CDl) (60, el)ﬁH =mp ®mp,

1
(CD2) / (er)plldt < Cmp
0

ol comme précédemment e, () = ~y(t) et mp est la restriction normalisée de m sur la boule B. Cette
condition est impliquée par la condition de courbure positive au sens du transport optimal si I’espace
géodésique est non branchant (Voir [147], chapitre 19). Cette condition signifie que 1’on peut transporter
des mesures sans trop passer par les mémes points de 1’espace.

Théoreme 4.101. Soit (X, d, m) un espace géodésique mesuré. Supposons que (X, d, m) satisfait la
condition démocratique. Alors, X supporte une inégalité de Poincaré (1,1) de la forme

/ lu —upgldm < C’(diamB)/ g(y)dm(y)
B 2B

ot B est une boule de X, v : X — R est une fonction continue dont g : X — R¥ est un gradient
supérieur.
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Démonstration. Soit B = B(z, R) une boule dans X et soit g : X — R un gradient supérieur pour une
fonction donnée u : X — R. Par (CD1), on a facilement

1
/ |lu — ugldm
B

IN

i) [ [ 1) = u(2)ldm(y)am()
< m(B) /G oy OO G ()la(z).

Puis, en utilisant que g est un gradient supérieur et (CD2), on a

/ lu — up|ldm
B

IN

w(s) [ 1) [ aoopancy

IN

@amB)m() [ [ goo)danc)

< C(diamB) / 9(y)dm(y)
B(xz,2r)
On a utilisé la fait que II-presque toute courbe v € Geo(X) est de longueur au plus diam(B) et est donc
contenu dans B(z, 2r). O

La condition de Bakry-Emery

Nous allons maintenant décrire une autre notion de courbure-dimension qui est liée a un opérateur
de diffusion L comme par exemple le laplacien A. La motivation initiale est 1’étude géométrique de
semi-groupes liés a des équations de diffusion comme I’équation de la chaleur et aux processus marko-
vins associés comme le mouvement brownien. Cette approche permet de démontrer certaines inégalités
fonctionnelles comme les inégalité de Sobolev logarithmiques. Le but de ce paragraphe est de voir que
les espaces métriques associés a ces géométries vérifient des inégalités de type Poincaré. Cette partie
est fortement inspirée de [7] et de [85] . Les liens avec la transport optimal sont discutés dans [147]
(chapitre 25 par exemple)

Commencons par quelques définitions un peu formelles. Soit L un opérateur (c’est a dire une forme
linéaire sur R) défini sur une algebre de fonctions notée .A. L’espace ambiant sera pour nous R” ou
une variété riemannienne M de dimension n. Dans ces deux situations, I’exemple-type sera le cas du
laplacien L = A (voir plus bas). On définit alors 1’opérateur “carré du champs” pour u, v € A par

I'(u,v) =1/2 (L(uwv) —ulv —vLu).

Ainsi, I'(u, v) mesure en quelque sorte I’écart avec le fait d’avoir une régle de dérivation en chaine, de
type Leibniz. Puis, on pose

Ioy(u,v) =1/2 (LT (u,v) — I'(Lu,v) — T'(u, Lv)) .

11 faut bien voir que 1’on passe de I' a I'y par un procédé simple d’itération. Ainsi, on pourait définir par
récurrence pour tout j € N,

Fj-l-l(u? 1}) = 1/2 (Lrj(ua U) - Fj(Lu7 ’U) - Fj(ua L’U)) )

pour toutes les fonctions u, v € A (si ¢’est possible) et avec I'g = I'. On pose I'(u) = I'(u, u). Prenons
2

le cas simple du laplacien Lu(z) (z) siu € C?(R™). Alors, par des calculs élémentaires,

=21 522
j

on a pour u, v € C?(R"™),

I'(u,v) = (Vu, Vv),
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n o n aQu 2 ou 83u
L(I'(u)) =2 (ZZ ((83:1'8:63') " 81’382%33«"3>) ’

Or par I’'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

1/2
auj< L (52 (2)
u_\/ﬁ 2 8x% .

Il s’en suit que T'y(u) > —|Aul|? et c’est cette inégalité que nous voulons généraliser. Le lecteur attentif
n

aura noté que la dimension n apparait mais pas la courbure de R™. Ce qui est normal puisque celle-ci est
nulle !

Soit maintenant une variété riemannienne compléte (M, g) de dimension n. On considere sur M
I’opérateur de Laplace-Beltrami A (c’est a dire 1’analogue du laplacien quand M = R"™). On commence
par rappeler que la métrique g donne en tout point x de M un produit scalaire g(z) sur ’espace tangent
de M en x. On notera par la suite g = (g; j)1<s,j<n la matrice associée. Dans le cas euclidien, I’espace
tangent en = € R™ peut étre identifié 2 R™ et en tout point € R"™, g(x) est tout simplement le produit
scalaire usuel sur R”. Si u est de classe C2 sur M, son gradient est le champs de vecteurs donné en
coordonnées locales par

[ i 0u ) 0
Vu = Z (ZQ 7]8951-) o

i=1 \j=1

otl (¢%) est I’inverse de la matrice g. L’ opérateur de Laplace-Beltrami est alors défini par

1 & 0 . Ou
Au=— .
\/?7 i;l 8:61‘ \/Z]Q E)a:j

Par un calcul analogue au précédent, on a I'(u,v) = ¢g~!(Vu, Vv). Ainsi, si nous supposons que la
courbure de Ricci Ric est bornée par K, nous avons Ric(Vu, Vu) > KT'(u). Or, la formule de Bochner
donne

Ty(u) = Ric(Vu, Vu) + ||Hessul|3.

Il s’en suit comme dans le cas euclidien par I’inégalité de Cauchy-Schwarz que pour une fonction u €
C>(M)

To(u) > KT'(u) + 1/n(Au)?.
On reconnait une estimation comme dans le cas euclidien modulo le terme faisant intervenir la courbure.
Passons maintenant au cas général.
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Soit M une variété lisse de dimension n et soit L un opérateur elliptique du second ordre sur M
(sans terme de degré 0). En coordonnées locales, L peut s’écrire sous la forme

i 0*u i\ ou
Lu(z) = Y g (a) 5+ S W () o
ivj K3 J i 3

ot g™/ et b’ sont des fonctions lisses. L hypothése d’ellipticité sur L implique que la matrice (¢*/(x))
est symétrique définie positive en tout  de M. D’ou, nous pouvons introduire la métrique riemannienne
g = (gi,;(x)) qui est I'inverse de la matrice (g7 (x)). Nous supposons maintenant que M est muni de
la distance riemannienne d et de la mesure riemannienne m associé a g. Pour simplifier, on suppose que
M est complete pour g (c’est a dire toute géodésique est prolongeable a I’infini) comme au dessus. Nous
allons associer a une fonction réguliére u sur M un gradient supérieur naturel relativement a L. Pour
cela, on pose comme précedemment

I'(u) =1/2(L(uww) — uLu — vLu).
On a alors que I'(u, v) = Vu.Vu (ol V est le gradient standard par rapport a g) et donc p = |T'(u, u)|"/?
est un gradient supérieur de u dans (M, d). Par itération de ’opérateur I, on peut définir

Io(u,u) =1/2 (L' (u,v) — I'(Lu,v) — I'(u, Lv)) .

Définition 4.102. Nous dirons que 1’opérateur elliptique L vérifie la condition de courbure-dimension
CD(K,N) de Bakry-Emery pour un N > n et une fonction K : M — R si, pour toute fonction
réguliere u sur M (par exemple u € C2(M)) et pour tout z € M, on a

Ia(u, u)(z) > %(LU)(@Q + K ()T (u, u) ().

Notons que si N > N et si L vérifie CD(K, N), alors L satisfait CD(K, N'). D’ot, CD(K,n)
(ot nn est la dimension de la variété M) est la condition la plus forte possible. Comme nous I’avons
vu au dessus, si M est a courbure de Ricci minorée par K et si L = A, alors L vérifie la condition
de courbure-dimension C'D(K, n) qui est optimal. Une remarque importante est que le laplacien est le
seul opérateur raisonnable (pour Etre plus précis, le seul opérateur de diffusion) pour lequel on a une
condition du type CD(K, N) avec N = n. Ainsi, il faut voir, comme dans le cas du transport optimal,
N non pas comme une vraie “dimension” mais plutdt comme un parametre. Nous pouvons maintenant
donner le résultat principal du paragraphe. Rappelons que la variété M est muni de la distance d et du
volume riemannien m de la métrique g associée a I’opérateur L.

Théoreme 4.103. Supposons que I’opérateur elliptique L vérifie la condition de courbure-dimension
CD(0,N) pour un exposant N > n (ou n est la dimension de M ). Alors, il existe une constante C' > 0
telle que pour toute fonction lisse u : M — R, on a l’inégalité de Poincaré suivante :

/ lu — up|ldm < CdiamB/ pdm
B B

oit p = |I'(u,u)|"/? et B une boule dans M (par rapport & d).
La démonstration (non publiée) est essentiellement la méme que dans le cas riemannien classique
(c’est a dire pour les variétés qui vérifient la condition de courbure positive). Le point-clé est une version

du théoreme de comparaison de Bishop-Gromov due a Bakry-Qian [11].
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Une digression : le cas des graphes discrets

Nous discutons rapidement le cas des espaces métriques discrets. Soit X un graphe (dénombrable),
c’est a dire X est la donnée d’un ensemble S dénombrable de points appelés sommets et d’un ensemble
A d’arétes reliant certains sommets. Ainsi, A est juste un sous-ensemble de S? avec la propriété que
si (z,y) € Aalors (y,s) € A. Nous avons déja rencontré la notion de graphe discret dans le chapitre
2 (voir la preuve du théoreme 2.117). On dit que les sommets x et y sont voisins, et on note x ~ y,
si (x,y) € A. On ne fait pas de différence entre X et S. Un chemin reliant deux points = et y de X
est une suite finie * = o, ..., ¥, = y de points dans X avec x; ~ w41 pour tout j = 0,...,n — 1.
Nous supposerons que le graphe X est connexe, c’est a dire que pour tout couple de points x et y de
X, il existe toujours un chemin les reliant. On peut alors définir la distance géodésique d de la facon
suivante. Si x et y sont dans X, d(x,y) est 'infimum des n € N tels qu’il existe un chemin x = x,
..y Tn, = y reliant x a y. En d’autres termes, n est le nombre minimal d’arétes de A pour relier x et y.
Notons que d(x,y) = 1 si et seulement si z ~ y. On munit X de la mesure de comptage m, c’est a dire
si Q) C X, m(Q) estle cardinal de 2. En particulier, siz € X etr > 0, onnotera V (z,r) = m(B(x,r)).

Exemple 4.104. Soit (G, .) un groupe finiment engendré (on note la loi de fagon multiplicative). Ainsi,
il existe un ensemble fini S = {s1, ..., s, } de générateurs que 1’on suppose symétrique, c’est a dire si
s € S, alors s~! (I'inverse de s dans le groupe (7) est aussi dans S. Donc, pour tout g € G, il existe s;,,
..y 8;,, dans S tels que g = s;,...s;, . Nous allons associer au couple (G, S) un graphe X (G, S) appelé
graphe de Cayley de (G, S) de la fagon suivante. Les sommets sont les éléments du groupe G. Deux
sommets, ¢’est a dire deux éléments g et ¢’ du groupe, sont reliés par une aréte s’il existe un générateur
s € Stel que g = ¢'s (ou de facon équivalente ¢’ = gs’ avec s’ = s~ € S). On dit que G est a
croissance polynomiale s’il existe C' > 0 et Q € N tels que V(x,7) < Cr? pour tout 2 € X et tout
r > 0. En fait, cette définition ne dépend pas du systeme de générateurs S et donc du graphe de Cayley
associé au groupe G.

1
Si f : X — R est une fonction, on pose f,(x) = Vi) Z fly) et [Vf(z)| =
yE€B(z,n)
Z |f(x) — f(y)| (pour tout x € X et tout n € N¥).
yeX,zvy

Définition 4.105. On dit que X supporte une inégalité de Poincaré s’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour toute fonction f : X — R a support fini, on a

(P) > fW)—fal@)<Cn > VWL,

yEB(z,r) yE€B(z,2n)
desque x € X, n € N*.

Nous allons maintenant définir la notion de graphes a courbure positive au sens de Coulhon/Saloft-
Coste. Pour cela, on fixe z € X et n € N*. Pour tout couple de points (y,2) € B(z,n)?, on choisit
un chemin géodésique (c’est a dire réalisant la distance d) 7, reliant y et z. Soit I'y , = {25y, 2 €

B(z,n)} etsoit K(z,n) = card{y € 'y », e € v}

V(x,n) {eCB(Iggr}L(),eeA}

Définition 4.106. On dit que X est un graphe a courbure positive s’il existe une bonne sélection des
chemins 7, ,, une constante C' > 0 telles que K (z,n) < C pour tout x € X et tout n € N*.

Cette définition est tirée de [32]. On peut voir cette notion comme une version discrete de la condi-
tion démocratique vue au dessus.
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Exemple 4.107. Le graphe de Cayley d’un groupe finiment engendré a croissance polynomiale est a
courbure positive.

Théoreme 4.108. Tout graphe a courbure positive admet une inégalité de Poincaré (P).

Démonstration. Si e est une aréte orientée de X, on note e et e_ ses extrémités (c’est a dire on définit
un sens de parcours). Alors pour tous y, z € B(x,n), par I'inégalité triangulaire, on a

1f(y) = F < D [f(ex) = fleo)l:

ey,
D’ou,
Yool —r@I< D >0 fler) = fle)l-
y,2€B(z,n) y,2€B(x,n) €€Vy,2
De plus,
1
Vie,n) Y |fy) = fal@)] = Vie,n) > f(y)—m Y. f»)
yEB(z,n) yEB(z,n) ’ €B(z,n)
1
= V(z,n) (f(y) = f(2))
yEB(z,n) V($, )ZEBZ(I,n)
< Y i) - F)
y,2€B(x,n)
Enfin,
Yoo D ) —fleo)l £ Y cad{y €Tupse €y} f(es) — fleo)]
y,2€B(z,n) €€Vy,2 e€B(x,2n)
< K(zn) Y, V)
yEB(z,2n)
< On Y |Vfyl
yEB(z,2n)
Ce qui termine notre preuve. O

11 est possible d’étendre bon nombre de notions et résultats vus dans ce chapitre au cas des graphes
discrets, voir [31].

4 Applications

4.1 Différentiabilité des applications lipschitziennes dans les espaces de Loewner

Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure p.. Une structure différentielle mesurable sur X
est une famille dénombrable de coordonnées (U, ) sur X qui vérifient les propriétés suivantes.
(i) Tout U, est un sous ensemble mesurable de X avec u(U,) > 0 et u(X \ UsU,) = 0.
(ii) Tout x, est un N(«a)-uplet de fonctions lipschitziennes oit N («) est majorée uniformément en
a : Il existe N € N* tel que N(«) < N pour tout . Le plus petit de tels N est la dimension de
la structure différentielle.
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(iii) Pour tout o, x,, = (x)..., xév(a)) engendre I’espace des différentielles presque partout sur Uy,

c’est a dire pour toute fonction lipschitzienne f : X — R, il existe une fonction mesurable
dof : Uy — RN(@) telle que pour p-presque tout z € X,

e 0 = F(2) — (o (@), 7aly) — a(a)]
y—mp d(z,y)

=0

oll {.,.) est le produit scalaire euclidien sur RY (@) De plus, dq f est unique 2 un ensemble nulle
pres.
Par analogie avec les variétés, on dira que U, est une carte (locale) et que (U,, x4) est un atlas (diffé-
rentiable).

Théoreme 4.109. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante . On suppose que X
admet une inégalité de Poincaré (1,p) pour unp > 1. Alors, X a une structure différentielle mesurable
de dimension N ont N ne dépend que des constantes dans [’inégalité de Poincaré et de la constante de
doublement.

Exemple 4.110. Nous allons reformuler dans le language du théoréme précédent les théorémes de dif-
férentiabilité des fonctions lipschitziennes vus au chapitre 2 (théoremes 2.53 et 2.82).

1) Espaces euclidiens. D’apres le théoreme classique de Rademacher, R™ (avec sa structure eucli-
dienne et sa mesure de Lebesgue) admet une structure différentielle donnée seulement par (X, x) ou
x = (x1, ..., T,) est le systéme de coordonnées canoniques sur R”.

2) Groupe de Heisenberg. Soit H' le premier groupe d’Heisenberg (que 1’on voit en tant qu’ensemble
comme R?) muni de la distance de Carnot-Carathéodory et de la mesure de Lebesgue sur R3. Alors, par
le théoréme de Rademacher-Pansu, H! a une structure différentielle (H', z) ot 2 = (21, x2) ne prend
en compte que les deux premieres coordonnées de R>.

Le théoreme précédent est du a J. Cheeger [26]. Une preuve plus simple a été proposée par S. Keith
dans [72]. Nous donnons maintenant une idée de preuve en suivant [76].

Etape 1. Un N-uplet de fonctions lipschitziennes (f1, ..., fx) ou pour touti € {1,...., N}, f; : X = R,
est lié au premier ordre en z € X s’il existe (Ay,..., Ay) € RN tel que SN, \i(fi(y) — fi(z)) =
o(d(z,y)) quand y tend vers = dans X. On dit que les différentielles dans (X, d, i) sont de dimension
finie s’il existe N € N tel que tout (N + 1)-uplet de fonctions lipschitziennes est lié (au premier ordre)
presque partout. En utilisant des arguments généraux (comme pour montrer qu’une famille génératrice
d’un espace vectoriel de dimension finie contient une base), on a

Proposition 4.111. Si les différentielles de (X, d, i) sont de dimension finie plus petite que NV, alors X
admet une structure différentielle mesurable de dimension au plus NV

Dans ce résultat, il n’y a aucune hypotheése sur X. On est donc ramené a démontrer que dans un
espace qui supporte une mesure doublante et des inégalités de Poincaré, les différentielles sont de di-
mension finie.

Etape 2. ’idée de Keith pour conclure, c’est a dire pour montrer que des familles de fonctions lipschit-
ziennes sont liées au premier ordre, en un x de X est d’utiliser des techniques de blow-up. Comme dans
[76], nous allons illustrer ces techniques en se restreignant au cas d’une seule fonction lipschitzienne
f + X — R. Comme d’habitude, on note Lip(f) la constante de Lipschitz de f. Fixons z € X. On se
donne une suite (7) de réels non nuls qui tend vers 0. Pour tout &, on définit une nouvelle distance dj,
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en posant pour tous x, y de X, di(z,y) = id(a:, y). Si on pose pour tout k, X, = X et x, = x, on
obtient une famille d’espaces métriques pointés (X, di, 7). Supposons que (quitte & prendre une sous-
suite), la suite (X, di, zx) converge vers un espace limite (X, doo, Zoo) au sens de la convergence de
Gromov-Hausdorff (pour les espaces métriques pointés, voir la section 2.4 pour les définitions). Il faut
considérer (X oo, doo, Too) comme un espace tangent de (X, d) en x. Posons pour tout k, fi = % f.
Alors, fi : Xi — R est lipschitzienne (pour la distance dj) de mé€me constante que f. Nous voulons
étudier le comportement de f sur B(x,r) quand rp, — 0, et cela revient a étudier le comportement
de fj sur la boule unité de (X, di). Or, qund k£ — o0, la suite de fonctions (fj) converge vers une
fonction fo, qui est lipschitzienne sur (X, do) de méme constante de Lipschitz que f.

Etape 3. Si f : X — R est lipschitzienne et si z € X, on définit les constantes de Lipschitz locales
inférieure et supérieure de f en x par

llp:c(f) = hg;%ﬁ sup {W’ y € B(.I, T)} 7
Lipy(f) = lim sup sup {wy € B(a:,r)} :

Nous avons déja vu que ces quantités comme Lip(f) sont des gradients supérieurs de f. Il est clair
que lip,(f) < Lip,(f) et en général, on ne peut pas espérer obtenir une comparaison dans 1’autre
sens. Pourtant, si X = R"etsi f : R® — Rest lisse, on a lip,(f) = Lip,(f) = |V f(z)|. Ceci
motive la définition suivante due a Keith. On dit que I’espace métrique mesuré (X, d, i) est un espace
lip-Lip s’il existe une constante X' > 1 telle que pour toute fonction lispchitzienne f : X — R, on
a Lip,(f) < Klip,(f) pour p-presque tout z € X. Or, par construction, on a pour tout x € X, tout
r >0,
| foo(y) = foo(Too)|

r

llpx(f) Ssup{ ;yeBoo(xomT)} < Lip:c(f) (4.112)
oll Boo(Zoo,7) est la boule de centre xo, et de centre 7 > 0 dans (X, doo). L'inégalité précédente
illustre le fait que f,, comme les constantes lipschitziennes locales de f capture le comportement asymp-
totique de f en x. En fait, en utilisant le fait que i est doublante, on peut montrer que pour tout x € X,
ona

r

lipe(f) < sup{ Y € Boo(:c*,r)} < Lip,(f) (4.113)
pour tout z* € X et tout » > 0. La seconde inégalite dans (4.113) est équivalente a Lip(foo) <
Lip,(f). Le point important ol apparait les inégalités de Poincaré est le suivant.

Théoreme 4.114. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante p. On suppose que
(X, d, p) supporte une inégalité de Poincaré (1,p) pour un p > 1. Alors, (X,d, 1) est un espace lip-
Lip.

Etape 4. Soit K > 0. Une fonction lipschitzienne f : X — R est dite K-quasilinéaire si pour tout
z e X, toutr >0,

sup

{W;y € B(w,r)} > %Lip(f).

Lemme 4.115. Soit (X, d) un espace métrique doublant et soit X > 0. L’espace des fonctions K-
quasi-linéaires sur X est de dimension finie N ou N dépend de K et de la constante de doublement de
(X,d).
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Soit X un espace lip-Lip (de constante K) et soit f : X — R une fonction lipschitzienne. Alors
d’apres (4.112) et (4.113), on a pour tout * € X, et tout r > 0,

{Ifoo(y) — foola")]

lips(f) < sup ye Boo<x*,r>} < Lip(foo) < Lipa(f) < Klips(f).

Ceci implique que f est K-quasilinéaire pour presque tout x € X.

Conclusion. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante y et qui vérifie une inégalité
de Poincaré (1,p) pour un p > 1. Alors, X est un espace lip-Lip. Dong, si fi, ..., fv : X — R sont
lipschitziennes, leurs applications tangentes f{°, ..., 7 engendrent un espace vectoriel de fonctions
K -quasilinéaires en u-presque tout z € X. Donc, si N est assez grand, il existe (A1, ..., A\xy) € RV \
(0,...,0) tel que Zf\il Ai f£° = 0. Ceci implique que f1, ...,fn sont liés au premier ordre en j-presque
tout x € X. Donc, les différentielles de (X, d, ;1) sont de dimension finie et (X, d, ) a une structure
différentielle mesurable.

4.2 Théorie quasi-conforme et rigidité des espaces hyperboliques

Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. Si f : X — Y est un homéomorphisme, on
définit pour tout z € X, tout r > 0,

Ly(z,r) = sup{dy (f(2), f(y)); dx (z,y) <7},
Lp(x, ) = inf{dy (f(z), f(y)); dx (2, y) = 7}

et Hy(x,7) = L¢(x,r)/lf(x,r). Comme f estun homéomorphisme, on aurait pu prendre dx (z,y) = r
dans les définitions de L¢(x,r) et lz(x, 7). Nous avons déja rencontré les applications quasi-conformes
dans le cas euclidien au chapitre 2 oli nous avons montré qu’elles sont presque partout différentiables.
Un homéomorphisme est quasi-conforme si on peut contrdler de facon infinitésimale la forme de I’image
d’une boule alors qu’il est quasi-symétrique si on peut contrdler la forme de 1’image de toute boule (qui
doit étre un ellipsoide pour lequel le rapport (grand axe)/(petit axe) est borné). Dans le cas des espaces
métriques, cela se formalise de la facon suivante.

Définition 4.116. Soit f : X — Y un homéomorphisme. On dit que
- f est quasi-conforme (QC) s’il existe une constante H > 1 telle que pour tout x € X,
limsup Hy(z,r) < H.

r—0
- f est faiblement quasi-symétrique (FQS) s’il existe une constante H > 1 telle que pour tout z € X,

tout 7 > 0, Hy(x,7) < H. Une formulation équivalente est de demander qu’il existe une constante
H > 0 telle que pour tous x1, z9 et x3 dans X,

dx(z1,72) < dx(z1,23) = dy (f(21), f(22)) < Hdy (f(21), f(23)).

- f est quasi-symétrique (QS) s’il existe un homéomorphisme croissant 77 : R* — R™ tel que pour tous
1, To et xg dans X, et tout ¢ > 0,

dx (w1, 22) < tdx (1, 23) = dy (f(z1), f(22)) < n(t)dy (f(z1), f(23)).

On notera qu’un homéomorphisme bilipschitzien f : X — Y est quasi-symétrique. De plus, I’in-
verse d’un homéomoprhisme quasi-symétrique est quasi-symétrique (voir I’exercice 4.155). Ceci n’est
pas vrai en général pour un homémorphisme quasi-conforme. Il est clair que I’on a

fest@QS = fest FQS = festQC.

Si X et Y sont des espaces métriques doublants (connexes par arcs), alors on a aussi 1I’implication

fest FQS = fest@S.
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Théoreme 4.117. Soient X et Y des espaces métriques doublants. On suppose de plus que X est
connexe par arcs. Alors, tout homéomorphisme f : X — Y faiblement quasi-symétrique est quasi-
symétrique.

Démonstration. Ce résultat est du a J. Viiséld [144] et nous suivons sa preuve. Attention, il n’utilise
pas la notion d’espaces doublants mais celles d’espaces k-HTB (voir la définition avant le théoréme 2.9
qui est ’analogue dans ce cadre de notre théoreme). Soient X, Y et f : X — Y comme ci-dessus.
En particulier, X et Y sont des espaces métriques doublants et donc on peut leur associer des fonctions
de recouvrement que 1’on note respectivement kx et ky. Expliquons cette terminologie. On dit que la
fonction kyx :]0,1/2] — N est une fonction de recouvrement de X si toute boule B de X de rayon R
peut étre recouverte par au plus kx () boules de rayon ¢R. Dans le cas out X est un espace métrique
doublant, une telle fonction kx existe toujours (voir I’exercice 2.195). On suppose de plus qu’il existe
H > 0 de sorte que pour x, a et b dans X,

dx(a,z) <dx(b,x) = dy(f(a), f(x)) < Hdy (f(b), f(x)). (4.118)

Considérons maintenant x, a, b dans X tels que dx(a,z) = tdx(b,x). On cherche n(t) tel que
dy (f(a), f(z)) < nt)dy(f(b), f(z)) ou t — n(t) soit un homéomorphisme (croissant) de R™ sur
sur RT. D’apres (4.118), (1) = H convient. On découpe la preuve en deux cas, suivant la position de
t par rapport a 1.

Cas1:t>1(cestadiredx(a,z) > dx(b,x)).

Pour simplifier les notations, on pose R = dx (x,b). Comme X est connexe par arcs, il existe un chemin
~ reliant = a a dans X . L’idée est maintenant de faire des sauts de taille R le long de v et d’appliquer
(4.118). De facon plus précise, on construit par récurrence une suite finie de points ag, ..., ay sur y de
la facon suivante :

1) ap =x;
(ii) aj41 estle dernier point (au sens de la paramétrisaion de ) de v dans B (a;, R) ;

(iii) ap est le premier point a; qui est en dehors de B(z, dx(a,z)). Rappelons que nous sommes
dans le cas ot dx (a, z) > R.

Le fait que la suite soit finie vient de la propriété de doublement de X. En effet par construction, pour

tout 0 < 4,5 < N aveci # j,onadx(a;,aj) > Retles ay, ...,ay—1 ont dans B(z,dx (a,x)). Donc,

par définition de la fonction de recouvrement kx de X,ona N < kx (d;d;,az)) = kx(t). De plus,
puisque f est faiblement QS, on a d’apres (4.118),
dx(z,a) <dx(z,an) = dy(f(x), f(a)) < Hdy(f(x), f(an)) (par choix de N)
etpourtout j =0,...., N — 1,
dx(aj1,05) < dx(aj,a;-1) = dy (f(aj+1), fla;)) < Hdy(f(a;), f(aj-1))

et donc par récurrence, on dy (f(aj+1), f(a;)) < H7Tldy (f(b), f(x)). Il vient donc par I'inégalité
triangulaire

dy(f(x), f(a)) < Hdy(f(ao), f(an)) < H(H+..+H")dy (f(b), f(x)) < NH*"Ldy (f(b), f(2)).
Ainsi, si on pose 7)(t) = kx (t) H**(+1 on a bien que dy (f(a), f(z)) < n(t)dy (f(b), f(x)).

Cas2:t <1(cestadiredx(a,z) < dx(b,x)).
On pose comme précédemment R = dx (x, b). On considere une suite finie by, ..., by dans X telle que
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(@ bo =b;

(ii) Pour tout j > 0, dx(x,b;) = 377 R. Par connexité par arc de X, un tel point existe car il suffit
de choisir b; sur un chemin +y reliant x a b.

iii) On stoppe pour le plus petit (noté N) des indices j tels que 3 7R < dx(a,x). Alors,
In(1/t)
> .
— In(3)

On affirme quesi0 <i<j< N —1,ona

dx(a, bj) < dx(bi,bj) (4.119)

et donc

dy (f(a), f(b;)) < Hdy (f(bi), f(b;)) (4.120)

Pour vérifier que (4.120) est satisfaite, il suffit de noter que si i < j, dx(b;,b;) > (37 —377)R >
377(2R) ou encore 2dx (z,b;) < dx(b;,bj). Or par définition de N, on a

dx(a,b;) < dx(a,z) +dx(z,b;) < 2dx(x,b;) < dx(bi, b))

puisque sij < N — 1,dx(z,b;) = 377 R > dx(a,z).
On a de plus que dx (x,b;) = 377 R < dx(b;, b;) et donc
dy (f(z), f(b)) < Hdy (f(bi), f(b)))- (4.121)

Les estimations (4.120) et (4.121) donnent

dy (fa), f(x)) < 2Hdy (f(bi), f(b;)) (4.122)

D’un autre c6té, on a par construction de la suite (b;) que pour tout j = 1,..., N, dx(z,b;) < dx(x,b)
et donc dy (f(z), f(b;)) < Hdy(f(x), f(b)). En d’autres termes, les f(b;), j = 0,..., N — 1, sont
dans la boule fermée B¢ (f(x), Hdy (f(x), f(b)). On en déduit que d’apres (4.122), on a par propriété

dy (f(b), f(z))
de doublement de Y que N < k (2H 2
Y dy (f(a), f(z))

conclure dans le cas 2.

In(1/t
). Comme N > n{l/ ), on peut facilement

In(3)
O

Dans le cadre euclidien (dans un premier temps dans le plan par des méthodes d’analyse complexe),
un grand challenge de la théorie a été de démontrer que f est QC = f est QS (voir [143]). Ce résultat a
été étendu aux groupes de Carnot par Heinonen et Koskela dans [61]. Leur démonstration permet dans
le cas euclidien de remplacer la lim sup par une lim inf dans la définition de la quasi-conformité. Un
autre probléme de longue haleine dans le cas euclidien fiit de démontrer 1’équivalence des définitions
métriques précédentes avec des définitions analytiques ou géométriques (voir encore [143]). Suite a
Iarticle [62], on s’est rendu compte qu’une partie de la théorie quasi-conforme euclidienne pouvait
s’étendre dans le cadre des espaces de Loewner. Nous donnons maintenant un résultat dans ce sens.

Théoreme 4.123. Soient X et Y deux espaces de Loewner de dimension (Q > 1 et soit f : X — Y un
homéomorphisme. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est (localement) quasi-symétrique ;

(ii) f est quasi-conforme ;

(iii) [ € NZI’Q(X 2 Y) et il existe K > 0 telle que Lipf(x)? < KJyof(z) pour presque tout

oc

r e X.
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(iv) Il existe L > 1 tel que L™*Modg(T') < Modg(f(T')) < LModg(T) pour toute famille de
courbes I de X.
De plus, si [ vérifie une des conditions précédentes, alors f est absolument continue en mesure et
absolument continue le long de Q-presque toute courbe de X, et f~1 est aussi quasi-symétrique.

On dit que f est absolument continue le long de )-presque toute courbe si I’ensemble des courbes y
telle que f o n’est pas absolument continue est de (-module nul. Cette propriété peut étre vue comme
un analogue métrique de la propriété ACL (Absolument Continues sur les Lignes, vue au chapitre 3) et
est classique pour les applications quasi-conformes euclidiennes (voir [143]). La propriété (iv) n’est pas
étonnante puisque nous avons vu que, dans le cas riemannien, les applications conformes préservent le
module conforme. Notons que dans le cadre des espaces métriques, il n’existe pas de définition cano-
nique des applications conformes. Les espaces de Sobolev 1V, llocQ (X :Y) ont été définis dans la section

: . py (f(B(z,7)))
2.4.1ci, Tpor f () hriljélp (B
clidien, la condition (iii) est équivalente a demander que f € VVﬁ)c" (R™, R™) et qu’il existe une constante
K > 0telle que || D f(x)||™ < K|Js(x)| pour presque tout z € R". La preuve du théoréeme 4.123 s’est
faite en plusieurs étapes (voir par exemple [62], [64] et les références dedans). Nous allons maintenant
donner une preuve (seulement complete dans le cas euclidien) de 1’équivalence (i) <= (ii). Elle est
tirée de [62] Theorem 4.7.

est la norme du jacobien volumique de f. Dans le cas eu-

Théoreme 4.124. Soient X et Y des espaces de Loewner de dimension (Q avec @Q > 1. Si f : X —
Y est un homéomorphisme quasi-conforme alors pour tout © € X, il existe R > 0 tel que f est
quasi-symétrique (pour un homéomorphisme 1 : R™ — R™) dans B(x, R), I’homéomorphisme 1 ne
dépendant que des donnéees de f, X et Y.

Remarque 4.125. ;

1) On peut se contenter de supposer que Y est linéairement localement connexe (LLC). Rappelons que
tout espace de Loewner est LLC. Voir le théoréme 4.26.

2) On peut prendre R > 0 de sorte que Y\ By (f(z), Lf(x,2R)) # 0.

3) On peut déduire du théoreme précédent que si X et Y sont deux espaces de Loewner non bornés de di-
mension () > letsi f: X — Y est un homéomophisme quasi-conforme, alors f est quasi-symétrique.
Le cas borné se traite un peu différemment (voir le théoréme 4.9 de [62]).

Démonstration. Le point-clé de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 4.126. Soient X, Y des espaces Ahlfors-réguliers de dimension @ > let f : X — Y un
homéomorphisme quasi-conforme. Si E et F' sont des continua (non dégénérés) de X tels que

-y € f(E) C Bly.r):

- J(F) C Y\ By(y,R)

pouruny € Y etr, R > 0avec R > ér. Alors, Modg(E,F) < C (log(R/r))' 9

Remarque 4.127. Cette estimation ressemble a I’estimation du module d’un anneau dans un espace
Ahlfors-régulier (voir le lemme 4.20). Cependant, elle est beaucoup plus difficile a démontrer. Notons
aussi que nous n’avons pas a supposer que X et Y sont des espaces de Loewner.

Supposons que le lemme est vrai et démontrons le théoreme. Soit f : X — Y un homéomorphisme
quasi-conforme entre deux espaces de Loewner de dimension () > 1. Soit z € X et soit R > 0 tel que
Y \ Bf(f(z),2L¢(z,2R)) # 0. Un tel R existe car f est un homéomorphisme. Nous allons montrer
qu’alors f est faiblement quasi-symétique dans B(z, R), ce qui est suffisant d’apres le théoreme 4.117.
Considérons donc trois points w, a, b dans B(zx, R) tels que dx (a,w) < dx(b,w). Soit M > 0 tel
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que dy (f(a), f(w)) > Mdy(f(b), f(w)). Nous allons montrer qu’alors M est majoré, ce qui permet
de conclure. Pour simplifier les notations, on note 6 = dy (f(a), f(w)). On commence par quelques
remarques (les deux premicres sont trivialles) :

() f(b) € B(f(w),d/M);
(i) f(a) ¢ B(f(w),d);

(iii) T existe z € X \ By(z,2R) tel que f(z) ¢ B(f(w),d/2).
Démontrons le point (iii). Notons tout d’abord que par définition de L¢, 6 < dy f(w), f(x))) +

dy(f(x), f(a)) < 2L¢(x,2R). Or, par choix de R, il existe 2’ = f(z) avec dy (2/, f(x)) > 2L (z, 2R).
Il s’en suit que z € X \ By(x,2R) (par définition de L ). Donc,

< dy(f(2), f(@))
< dy(f(), J(w)) + dy (f(w), ()
< dy(f(2). f(w)) + Ly (2, 2R).

On a donc dy (f(z), f(w)) > Ly¢(x,2R). Or, par 'inégalité triangulaire, § < 2L¢(z,2R). D’ou,

dy (f(2), f(w)) > %5. Nous avons donc obtenu (iii).
Nous allons maintenant utiliser la propriété LLC de Y pour construire des continua qui nous permettront
d”utiliser le lemme 4.126. Ainsi, on peut trouver un continuum E reliant f(w) a f(b) dans B(f(w), £2)
et un continuum F” reliant f(a) a f(z) dans Y \ Bf(f(w),d/C) (ot C est la constante donnée par la
propriété LLC). Posons E = f(E') et F = f(F’). On a alors
(1) Comme F joint w a betque F jointaaz,onady(F,F) < dx(w,a),diamE > dx(w,b) et
. dx(w,a)
diamF > R. Donc A(E, F) < min(dx (w, b), )
de dimension (), on a Modg (E, F)) > ¢(2) > 0.
(2) Si M < 2C?, on peut conclure. Sinon, on peut appliquer le lemme 4.126 pour obte-

1-Q
nir Modg(E,F) < C (log %) . On en déduit d’apres le point (1) que 0 < ¢(2) <

2L¢(x,2R)

< 2. Comme X est un espace de Loewner

C (log %) Q. Ce qui donne une borne sur M.

Nous allons maintenant démontrer le lemme dans le cas euclidien. On pose U = R" \ (E'U F') et on
se donne un d > 0 qui sera choisi plus tard. Pour tout « € U, on choisit un rayon r,, tel que

G 0<r,<d;

(ii) B(z,4r,) C U;

(iii) L¢(x,ry) < H ou H est la constante dans la définition de la quasi-conformité de f.
Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme de recouvrement de Besicovitch (proposition 1.90) a
la famille de boules B = { B(x, r,; x € U}. Ainsi, il existe une sous-famille dénombrable B; de B telle
que

(1) U =Upep, B;

. . 1 !/ 1 1 /

(ii) Si B, B’ € By avec B # B’, alors 53053 =0;

(iii) Pour tout z € R™, 3" g5 xB(z) < C(n) avec C(n) une constante positive ne dépendant que
de la dimension de R"™.
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Remarque 4.128. Le point est que nous pouvons utiliser le théoréme de recouvrement de Besicovitch.
Cependant, celui-ci est faux dans les espaces métriques généraux (par exemple, les groupes de Carnot,
voir le chapitre 1). Il faut alors adapter notre preuve en considérant plusieurs sous-famille de boules
B(x,r;). Voir [62] Lemma 4.12.

L’idée est maintenant d’utiliser le module discret (qui a été introduit a la fin de la section 2.3) et pour
cela, on pose si B € B,

= (lo r 71diam—f(‘8)
p(B) = (log(R/r)) d(f(B), f(z0))’

On commence par montrer que (p, B) est admissible pour (E, F') et pour cela, on considere une chaine
C de boules dans B reliant £/ a F. On a alors

— (R diamf(B)
dlamf
= (In(R/r
(/1)) ]Z;)Bzec:j f(B) :Co)

ol C; est 'ensemble des boules B € B telles que f(B) est soit dans I’anneau B(f(z¢),277R) \
B(f(x0),2777'R) ou intersecte dB(f(z0),2 7 R). On choisit § de sorte que si B C U, diamB <
20 = diamf(B) < 27971 R ot jo est le plus petit entier tel que 27/ R < 7. En particulier, {C;} est
une partition de C. On a alors

Zp(B > (log(R/r))” Z Z 27/ R) " 'diamf(B)
Bec >0 BEC,
> (log(R/m) " Y VR)T Y. diam (B
>0 BeC;

> C(log(R/r) " 32 R) 12 iR
> C. o

Ce qui permet de conclure que (p, B) est admissible pour (E, F).
Nous allons maintenant estimer de fagon analogue Z p(B )Q.

BeB
Q — (1 )@ (diamf(B))%
B%p(B) (log(R/7)) ;)B;g (B, f(20))°
Jo
< Cog(R/m) @S TR QY u(f
7=0 BeB;

oll B; est 'ensemble des boules B de B telles que soit f(B) est dans I’anneau B(f(z¢),277R) \
B(f(x0),2 771 R) ou intersecte dB(f(xg), 277 R. et jg est le plus petit entier tel que 27/ R < 7. Or par
choix de B (c’est a dire par le théoréme de recouvrement de Besicovitch), on a

Y u(f(B)) < Cu(B(f(x0),277R)) < C(277R)?.
BeB;

Il s’en suit que

> p(B)? < C(log(R/r)'™
BeB

D’ou en faisant tendre § vers 0, on obtient d-Modg (E, F') < C (log(R/ 7))~ On peut conclure par
le lemme 4.31. g
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Nous allons maintenant expliquer comment cette théorie quasi-conforme peut étre utile pour dé-
montrer des théoremes de rigidité en géométrique hyperbolique. Pour cela, on commence par décrire
I’exemple fondamental d’espace/variété a courbure négative, a savoir le disque de Poincaré. Ceci nous
permettra d’introduire la notion d’espaces CAT(-1) qui est une notion forte d’hyperbolicité, c’est a dire
de courbure négative. Nous suivons la présentation de [79]. Définissons tout d’abord quelques notions
de base de géométrie différentielle dans le cas d’
module du nombre complexe z € C. Une métrique riemannienne permet de mesurer la longueur d’un
vecteur tangent. De facon plus précise, soit {2 un domaine du plan complexe C. Une métrique p sur 2
est une fonction de classe C? telle que p(z) > 0 pour tout z € Q. Si z € Qet £ € C (£ doit étre vu
comme un vecteur, par exemple dans 1’espace tangent de z que 1’on peut identifier avec C), on pose
€]z, = p(2). : [a, b] — € est une courbe de classe C'!,
alors la longueur de ~y par rapport a la métrique p est définie par

b
= [0 Ol

On peut alors définir la distance entre z, 2’ € Q par

dp(z,z') =infl,(7y)

ol I'infimum est pris sur toutes les courbes de classe C! v : [a, b] — Q telles que y(a) = z et y(b) = 2.

Remarque 4.129. Dans le paragraphe sur la condition de Bakry-Emery, nous avons expliqué qu’une
métrique riemannienne sur {2 est la donnée en tout point d’un produit scalaire et donc d’une norme sur
I’espace tangent (ici, le plan complexe). Les métriques que nous considérons sont d’un type spécial.
Elles sont dans la classe conforme de la métrique euclidienne, c’est a dire proportionnelle en tout point
a la métrique euclidienne.

On définit maintenant la notion de courbure de la métrique. Si p est une métrique sur le domaine
Q) C C alors sa courbure en z € ) est définie par

Alog p(2)

p(z)*
Notons que la courbure a des singularités si p(z) = 0. La courbure est un invariant conforme au sens
suivant.

Kﬂ,p(z) = -

Proposition 4.130. Soient (2; et {25 des domaines du plan complexe et soit f : 21 — (2o une application
conforme. Si py est une métrique sur 2, alors pour tout z € 1, Ko, +p,(2) = Kq, p, (f(2)). Ici, f*p2
est la métrique définie par f*po(2) = p2(f(2))0f/0z.

Démonstration. Des calculs directs donnent

— Alog(pa(£(2)) 1))
Ko 402 2) (o2l () ()2
~ Alog(pa(f(2)) — Alog((2)
(02 (2) - (F(2)?
~ Alog(pa|(f()IF ()2
(27 ()T )2
—Alog pa(f(2))
o[ ()2
= K927P2( (Z))

320



Exemple 4.131. Dans le cas euclidien, on pose peyui(z) = 1 (et on retrouve la distance usuelle). La
courbure est alors nulle partout, ce qui était attendu.

Nous allons maintenant voir comment des résultats classiques d’analyse complexe peuvent aider a
comprendre la géométrie du disque de Poincaré. On commence par donner une version du lemme de
Schwarz.

Théoreme 4.132. Soit f une fonction holomorphe sur D = {z € C;|z| = 1}. On suppose que | f(z)| <
1 pour tout z € D et que f(0) = 0. Alors, | f(2)| < |z| pour tout z € D. De plus, s’il y a égalité pour un
20 € D, alors il existe A € C avec |\| = 1 de sorte que f(z) = Az pour tout z € D.

On peut trouver la démonstration (par le principe du maximum par exemple) de ce résultat dans tout
livre d’analyse complexe. Si on prend z — 0, on a

Corollaire 4.133. Soit f une fonction holomorphe sur D. On suppose que |f(z)| < 1 pour tout z € D
etque f(0) = 0. Alors, |f/(0)| < 1, avec égalité si et seulement si f(z) = Az avec [A\| = 1.

Une application classique du lemme de Schwarz est la caractérisation des représentations conformes
du disque unité D de C.

Théoreme 4.134. Les représentations conformes du disque unité D sont les transformations de Mobius

définies pour tout z € D par

fa,¢(z) =" i

1—az

ou a est un nombre complexe avec |a] =1 et 0 < ¢ < 2.

Nous rappelons la démonstration.

Démonstration. 1) On commence par noter que f, 4 est une représentation conforme de ID. Nous devons
donc vérifier que toute représentation conforme de DD est de cette forme.

2) Soit g : D — D une représentation conforme avec g(0) = 0. On peut apliquer le lemme de Schwarz
a g pour obtenir que |g(z)| < |2| pour tout z € D et pour g~ ! pour obtenir |z| < |g(2)| pour tout z € D.
D’ol, g(z)/z est de module constant (égal a 1). Il s’en suit que g(z)/z est constant et que g est une

rotation (c’est 2 dire g est de la forme g(z) = €*®z pour un 0 < ¢ < 2m).
Z —_—

3) Soit g : D — D une représentation conforme. Posons a = g~1(0) et h(z) = ¢ Alors, goh™!
z

—a
est conforme et (g o h=1)(0) = g(a) = 0. Par le point 2, ceci implique qu’il existe 0 < ¢ < 27 de sorte
que (g o h™ 1) (w) = e'®w pour tout w € D. En appliquant 1’égalité précédente & w = h(z) pour tout
z € D, on obtient g(z) = €'h(2) et le résultat est démontré. O

On donne maintenant une version du lemme de Schwarz (connue sous le nom de lemme de Schwarz-
Pick) qui est invariante sous I’action des représentations conformes de .

Théoreme 4.135. Si f : D — D est holomorphe, alors pour tout z € D,

! 1— ’f(Z)P
|f'(2)] < TR (4.136)

Si f est conforme alors ’égalité dans (4.136) est vrai dans . Sinon, ’inégalité est stricte pour tout
z € D.
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Démonstration. Fixons zp € D et soit wg = f(zp). Considérons les représntations conformes g et h
envoyant 0 sur zg et wg sur 0 respectivement, c’est a dire

z+ 2o w — Wy
o(2) = o2 and g(w) =
Alors, h o f o g(0) = 0 et par le corollaire précédent, on a
(R0 f09)'(0) = | (wo) f'(20)g"(0)] < 1. (4.137)

Puisque ¢/(0) = 1 — |20/ et A’ (wg) = 1/(1 — |wp|?), on obtient (4.136).

Si f : D — D est conforme, alors h o f o g est aussi conforme et on a égalité dans (4.137) et donc dans
(4.136). Réciproquement, supposons que f : D — ID soit une fonction holomorphe telle que 1’égalité
(4.136) est vraie pour tout zg. Les calculs précédents montrent qu’on a alors aussi égalité dans (4.137)
et on peut conclure par le théoreme précédent. 0

Nous allons donner une interprétation géométrique qui motivera la définition de la métrique de
Poincaré. Soit w = f(z) une application conforme sur le disque unité I de C. Alors, par le lemme de
1—|w]” |dw| |dz]
—| = ——5, c’est a dire sous forme différentielle = .
dz 1—1z? 1—|wl2  1—1z]2
signifie que pour toute courbe lisse v, on a

/ |dw| B |dz|
foy L=lwl>  Jy 1—z[*

on obtient une métrique qui est invariante sous 1’action des re-

Scwarz-Pick, on a Ceci

. 2

Donc, si on pose pp(z) = =
présentations conformes de ID. Cette métrique est appelée souvent métrique de Poincaré.. On note
dp la distance associée. La métrique de Poincaré est de courbure —1. En effet, —Alogpp(z) =
Alog(l — |z]?) = 4(0/02)(0/0%)log(1 — |z|?). En écrivant |z|> = 2.Z, on a facilement que

—Alog pp(z) = —4/(1 — |21*)? = —(pp(2))? et donc K ,,,(z) = —1 pour tout z € D.

Nous décrivons maintenant les géodésiques pour la métrique de Poincaré.
Soit v un chemin défini par v(¢) = ¢ pour tout 0 < ¢t < 1 — €. Alors,

4] e 2-c
PP(’Y) /0 1+|’7(t)|2 /0 1—t2 Il< c )

En particulier, notons que lim._,ol,,(7y) = +oo. Soit & une autre courbe reliant O et 1 — e : a(t) =
t+iw(t) for0 <t <1—edesorte que a(0) =0et (1 —e) =1 — €. Alors,

1—e 1—¢
Lop () = 2/0 1_¢2 _1(w(t))2 (1+ (w'(t))2)1/2dt > 2/0 ?1152@5-

Ainsi, les segments (euclidiens) doivent étre des géodésiques. On a en fait le résultat suivant.

Proposition 4.138. Pour tout couple de points distincts zg, 21 dans le disque unité I, il existe un unique

segment géodésique dans D reliant 2y et z; pour la métrique de Poincaré, c’est a dire I’arc de cercle

passant par zg et z1 qui est orthogonal au cercle unité. En particulier, si 29 = 0, la géodésique est juste
[O, Zl).

. 1+ |z

11 s’en suit que dp(0, z) = log (1 12

=4

). Dong, si |z| — 1, alors dp(0, z) tend vers +oo.
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Démonstration. Soit f une représentation conforme de D telle que f(z9) = 0. Quitte a multiplier par
une constante de module 1, on peut supposer que f(z1) = r > 0. Rappelons que les applications
conformes préservent le birapport. D’ou, f envoyent les cercles orhogonaux au cercle unité sur les
cercles orthogonaux au cercle unité. De plus, f préserve la longueur hyperbolique. Ainsi, il suffit de
montrer que [0, ] est 'unique segment géodésique de 0 a r. Pour voir cela, consideérons un chemin
de classe C! noté a : [0,1] — D reliant 0 et 7. Alors, v(t) = Re(a(t)) = z(t) (si nous posons
a(t) = z(t) + iy(t)) definit dans D un chemin de 0 a  contenu dans la droite réelle et on a

LY LU T 0 Iy g
0 0

v 1=z Jo 1=[z(®)]* = Jo 1—|a())? = Ja 12>

Si y(t) # 0 pour un ¢, I’inégalité précédente est stricte et le chemin ~ est strictement plus court (par
rapport a la métrique de Poincaré ) que le chemin «. Pour obtenir une géeodésique, on doit supposer que
vy est croissante et notre preuve est finie. O

Nous donnons maintenant une interprétation géométrique du fait que le disque de Poincaré est a
courbure négative. Un triangle géodésique de ID est une surface bornéee par trois segments géodésiques
(distincts) hyperboliques (des arcs de cercle orthogonaux au cercle unité). On peut voir facilement que la
somme des angles dans un triangle géodésique de ID est inférieure a 7 qui est la somme des angles dans
un triangle euclidien. Ainsi, les traingles géodésiques de ID sont plus fins que ceux de I’espace euclidien.
La notion d’hyperbolicité au sens de Gromov est en partie basée sur cette observation.

Théoreme 4.139. Toute fonction holomorphe f : D — DD est une contraction pour la distance de
Poincaré :

dp(f(z0), f(21)) < dp(z0, 21) pour tout zy, z1 € D.

De plus, I’inégalité est stricte si zg # z1, sauf si f est une représentation conforme du disque unité D.
Dans ce cas, f est une isométrie pour la distance de Poincaré, au sens ou f préserve la distance de
Poincaré :

dp(f(z0), f(21)) = dp(z0, 21) pour tout zy, z; € D.

Démonstration. Soit un segment géodésique v (donné par le résultat précédent) dans ID reliant 2z a z;.
Alors, f o « est une courbe (qui ne minimse pas forcément la distance!) reliant f(zo) a f(z1). Par
définition de la distance de Poincaré et par le lemme de Schwarz-Pick, on a

|dwl| 1f'(2)lld=| |dz|
dp(fo) fe) <2 [ s =2 <2 [ T = dpCo )
foy 1= [w]? v 1= (2)]? v 112
Le cas d’égalité est le méme que celui pour le lemme de Schwarz-Pick. O

Comme application, nous avons la description compleéte de la distance de Poincaré.

Proposition 4.140. Si zj et z; sont des points du disque unité D, alors la distance de Poincaré entre ces
deux points est donnée par

20—21
1+ 1—202z1

dp(20,21) = log
1 _ | 20—21
1—20z1

1
En particulier, dp(0, z) = log (1 + :ZD ‘
— |z

Démonstration. Nous avons déja vu comment calculer dp(0, z). Dans le cas général, il suffit d’appliquer
c 1z . .y Z =20

cette formule et de considéer les transformations de Mobius ¢(z) = - Alors par le théoreme

précédent, on a

dp(20,21) = dp(¢(20), #(21)) = dp(0, #(21)).
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Puis, en utilisant 'invariance de dp sous les rotations, on a dp(zo,21) = dp(0,|¢(z1]) et on peut
conclure. O

Nous avons déja vu que dp(0, z) est infinie si |z| — 1. Ainsi, la diatance entre 1’origine 0 du disque
unité D et le cercle unité est infinie ! On définit alors le bord a I’infini 0D comme I’ensemble des
rayons géoésiques partant de 0, c’est a dire d’apres la proposition précédente, O, ID est I’ensemble des
droites de la forme Ly = {re®;0 < r < 1}. On peut évidemment identifier ce bord avec le cercle unité
{z € C;|z| = 1}.

Remarque 4.141. On peut facilement se convaincre que la topologie induite par la distance de Poincaré
est la topologie euclidienne et que le disque unité de C muni de la distance de Poincaré est un espace
métrique complet.

Dans R", on considere la boule unité B” = {x € R™;||z|| < 1} et la sphére unité S~ ! = {z €

R™; ||z|| = 1}. Par analogie avec le disque de Poincaré, I’espace hyperbolique H™ est B" muni de la
métrique de Poincaré ds = 4 Z ﬁm Son bord a I’infini peut étre identifié avec S™~! muni de la
; — ||z
=1

distance euclidienne induite. Donnons quelques notions de géométrie métrique hyperbolique. Par analo-
gie avec les espaces d’Alexandrov (qui sont a courbure positive), on dit que I’espace géodésique X est
de courbure négative (ou est un espace d’Hadamard) si pour tout triangle géodésique [z, y|U[y, z]U|[z, 7]
de X, et tout triangle de comparaison de sommets z’, 3/, 2’ de R? (ou d’un espace euclidien R™), on a
d(p,q) < |Ip" — ¢'|| des que p € [z,y], g € [z, 2], p’ € [2/,y] avec d(z, p) = |2’ — p[| et ¢’ € [2/, 7]
avec d(z,q) = ||z’ — ¢||. Une notion plus forte d’hyperbolicité est celle d’espace C AT'(—1). Elle
est similaire a la précédente mais on compare les triangles géodésiques de X avec ceux de I’espace
modele a courbure —1, c’est a dire le disque de Poincaré. On peut définir de facon analogue les es-
paces C AT (—b?) en multipliant la métrique de Poincaré par b. L’espace hyperbolique H™ est un espace
CAT(-1).

Le but de ce qui suit est de montrer comment on peut utiliser la théorie quasiconforme dans les es-
paces de Loewner pour démontrer un théoreme de rigidité de type Mostow pour 1’espaces hyperbolique
réel H". On commence par rappeler qu’un réseau cocompact I' du groupe /som(H™) des isométries de
H™ est un sous-groupe discret de /som(H") tel qu’il existe un compact X C H" avec H" = UgergK.

Théoreme 4.142. Soient 'y, T's deux réseaux cocompacts dans le groupe des isométries I1som(H™)
de 'espace hyperbolique réel H". Alors, tout isomorphisme ¢ : I'y — D'y est la conjugaison par un
élément du groupe Isom(H™).

Nous aurons besoin de quelques définitions.

Définition 4.143. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. On dit que F' : X — Y est une
quasi-isométrie s’il existe des constantes C', D > 0 telles que
() Pourtous z, 2’ € X, C~ldx(z,2") — D < dy(f(z), f(z')) < Cdx(x,2') + D.

(ii) Pourtouty € Y, il existe z € X avec dy (y, f(x)) < D.

Définition 4.144. Soit (X, d) un espace métrique. On définit le birapport des points distincts x1, z2, x3,
x4 € X par

d(xl, xg)d(l’g, $4)

d(acl, x4)d(m2, 1’3) '

[xla x27x37x4] -
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Définition 4.145. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. On dit que I’homéomorphisme
f: X — Y est quasi-Mobius s’il existe un homéomorphisme 7 : [0, +oc[— [0, +o00] tel que tel que si
x1, T3, T3, T4 € X sont des points distincts,

[f(@1), f(22), f(3), f(z4)] < (21, T2, T3, 4]).

Un homéomorphisme quasi-symétrique est quasi-Mobius. Réciproquement, un homéomorphisme
quasi-Mobius est localement quasi-symétrique.

Soit ¢ : 'y — T’y un isomorphisme entre deux réseaux cocompacts de Isom(H"). Alors, on peut
construire une quasi-isométrie F' : H"™ — H™ qui est ¢-équivariante, c’est a dire F'(g.z) = ¢(g).F(x)
pour tout x € H" et tout g € I';. Le point-clé est que F' induit sur le bord a I’infini de H™ une appli-
cation f : S"~! — S§"~1 qui est quasi-Mobius donc (localement) quasi-symétrique. Ceci est vrai en
général pour les espaces hyperboliques. Par le théoréme de Stepanov vu au chapitre 2, f est différen-
tiable presque partout. En utilisant la structure de S™ !, on peut montrer que f est en fait une application
conforme et qu’elle est induite par une isométrie de H". Ceci permet de conclure, la conjugaison étant
donnée par cette isométrie. Ce schema de preuve peut étre utilisée pour d’autres espaces hyperboliques.
Par exemple, dans le cas de I’espace hyperbolique complexe, le bord a I’infini peut étre muni d’une struc-
ture de groupe de Carnot et on peut utiliser une version du théoréme de Pansu-Rademacher (voir chapitre
2). Dans le cas des immeubles hyperboliques, un point important est de montrer que que le bord a I’infini
peut &tre équipé d’une structure d’espace de Loewner. On utilise alors les propriétés de différentiabilité
des applications quasi-symétriques (comme I’absolue continuité sur les courbes) dans ces espaces et
la géométrie des immeubles pour conclure. Voir [19] pour une description plus précise des méthodes
d’analyse quasi-conforme pour démontrer des théorémes de rigidité en géométrie hyperbolique.

4.3 Fonctions harmoniques a croissance polynomiale

Soit (M, g) une variété riemannienne non compacte, complete de dimension n (que ’on munit de
la distance riemannienne d, et du volume riemannien vol, associés). Le lecteur peu familier avec la
géométie riemannienne peut supposer que M = R™ (muni de sa structure euclidienne usuelle). Une
fonction u : M — R de classe C? est dite harmonique si pour tout z € M, Au(x) = 0 pour tout
x € M. Soit p € M et soit dp la fonction distance a p, c’est a dire dy,(z) = dy(z, p) pour tout z € M.
Pour @ > 0, on note H, (M) I’espace vectoriel des fonctions harmoniques v : M — R telles qu’il
existe C' > 0 avec pour tous z, y € M,

lu(z)| < C(1+dp(x))”.

Ainsi, H, (M) est I’espace vectoriel des fonctions harmoniques a croissance polyndmiale de degré au
plus a.

Remarque 4.146. 1) Si M = R", on peut choisir p = 0 et donc la condition s’écrit |u(z)| <
C(1+ |z|)~.

2) Nous écartons le cas a« = 0, c’est a dire des fonctions harmoniques bornées. Dans les cas qui nous
intéressent (par exemple le cas euclidien), ces fonctions sont en fait constantes (théoréme de type Liou-
ville comme dans le cas de 1’analyse complexe).

Théoreme 4.147. Si M est une variété riemannienne non compacte, compléte telle que le volume rie-
mannien est doublante et que M vérifie une inégalité de Poincaré (2,2), alors pour tout o > 0, I’espace
vectoriel H, (M) est de dimension finie.
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En fait, la preuve dans [30] donne une borne sur la dimension en fonction de «, de la constante
de doublement et de la constante de I’inégalité de Poincaré. Ainsi, le théoréme précédent peut étre vu
comme une généralisation du theoreme de Liouville classique (voir au-dessus). On en déduit tout de
suite d’apres les résultats sur les variétés a courbure de Ricci positive le résultat suivant.

Corollaire 4.148. Soit M une variété riemannienne compléte, non compacte a courbure de Ricci posi-
tive. Alors, pour tout « > 0, I’espace vectoriel H, (M) est de dimension finie.

Remarque 4.149. 11 existe un analogue du théoreme précédent dans le cas des espaces métriques munis
d’une mesure doublante et qui supportent une inégalité de Poincaré (1, 1). Voir [26].

Un point-clé de la démonstration qui est aussi le seul endroit ou est utilisé I’harmonicité est une
inégalité de Poincaré inverse due a S.T. Yau (qui avait conjecturé que le théoreme précédent est vraie).
Voir [151].

Théoreme 4.150. Soit M une variété riemannienne non compacte et compléte de dimension n. Alors,
il existe des constantes T > 1 et C' > 0 telles que si u : M — R est harmonique,

R? /
B(z,R

)

|| Vu|[*dvol, < C’/ u*dvoly.
) B(z,7R)

pour tout x € X et tout R > 0.

Démonstration. Soit ¢ € CZ°(B(x,7R)) une fonction plateau qui vaut 1 sur B(z, R) et O sur
0B(z,TR), qui vérifie 0 < ¢ < let|Vo¢| < C/((1 — 7)R). L'existence d’une telle fonction dans
le cas ou M = R™ est classique et est laissée comme exercice. On a alors

0 = / ¢2uAudvolg
B(z,7R)

- / || Vul[*dvoly — 2 / Ppu(Vé.Vu)dvol,.
B(z,7R) B(z,7R)

IN

D’ou, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

IN

/ 62|V Pdvol, < —2 / $u(Vé.Vu)dvol,
B(z,7R) B(z,7R))

1/2
¢2|yvu|y2dvozg> (/ u2\|v¢u2dvozg>
T B(z,7TR)

2 ( /
B(z,TR))

)

1/2

IN

Nous pouvons alors conclure

/B(ac R

)

IN

|| Vul[2dvol,, / ¢*||Vu|[*dvol,,
) B(z,7R))

)

4/ 2|V | 2dvol,
B(z,TR)

¢ 2
< —_— u“dvol
- (I-7)R? /Bw,TR)) !

IN

O]

Nous pouvons maintenant donner une idée de la preuve du théoréme de Colding-Minicozzi. Soit
e €]0, 1[0 et soit R > 0 assez grand. On fixe une origine p € M comme au-dessus.
On recouvre la boule B(p, R) par des boules Bj, j = 1, ..., N de rayon ¢ R. Comme la mesure rieman-
nienne est doublante, on a un contrdle sur le nombre minimal /N de boules nécessaires qui dépend de €
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44¢

€
4.6 de [25]). Soit V un espace vectoriel de dimension finie de fonctions harmoniques a croissance < R®.

Pour conclure, il suffit de montrer que la dimension de V' peut étre bornée de facon indépendante de V'
mais pas de a ! Pour cela, on considére I’application ® : V' — R¥ définie par

( fdvolg ) .
=1,...,.N

sy

n
mais pas de R. Si M est une variété a courbure de Ricci positive, on a N < ( ) (voir le lemme

11 nous suffit de montrer que ® est injective. Comme & est linéaire, nous allons montrer que Ker(®) =
{0}. Considérons donc f € Ker(®). On a alors par I’inégalité de Poincaré et le doublement du volume
(en notant dz I’intégration par rapport au volume riemannien)

/B(I),R)dex = Z/Bf da

< C(eR) Z/ IV f(z)||*dx

< C(eR)? /B o IV 7@ P

(p,

D’un autre c6té, comme f est harmonique, on a par 1’inégalité de Poincaré inverse

C
Lo Vi@l < [ e
B(p,CR) B(p,CTR)
On a donc

/ fidx < Ce? / fdx
B(p,R) B(p,CTR)

Ce qui est impossible puisque f est a croissance polyndmiale et ¢ €]0, 1] est quelconque. L’ argument
peut étre rendu rigoureux en faisant de bons recouvrements et c’est un point-clé de [30].

4.4 Estimations gaussiennes du noyau de la chaleur

Soit M une variété riemannienne complete de dimension 7 que I’on munit de son volume riemannien
voly et de sa distance riemannienne dy. On notera V' (x,r) = wvoly(B(z,7)). On considere sur cette

variété 1’équation de la chaleur :
(8t + A)u =0

ou la fonction u(x,t) dépend de x et de ¢ (c’est la quantité de chaleur en = au temps t). Les solutions
sont données (formellement) par le semi-groupe de la chaleur :

H f(x /htmy (y)dy

ot h est une fonction lisse positive appelée noyau de la chaleur sur L2(M) et f = u(.,0) est la répartition
intiale de la chaleur. Ici (et dans la suite), dy est I’intégration par rapport au volume riemannien. Dans le
cas euclidien, on a

1
h(t,z,y) = Wezp(—\x — y|?/4t).
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Il est naturel de se demander pour quel types de variétés, on a ce type de comportement du noyau de la
chaleur. De fagon plus précise, on se demande pour quelles variétés M, il existe des constantes positives
C1, Co, c1, co telles que

ez exp((—Crd(z, )/1) Oy exp((—cad(z, ) /1)
Vv e s e

pour tout x € M, touty € M, toutt > 0.

Théoreme 4.151 (Grigor’yan, Saloff-Coste). Soit M une variété riemannienne compléte. Alors, le
noyau de la chaleur sur M a un comportement gaussien (au sens précédent) si et seulement si le volume
riemannien V sur M est doublant et M admet une inégalité de Poincaré (2,2) : il existe C > 0 tel que,
pour tout x € M, tout r > 0 et toute fonction u € C*°(B(z, 1)),

/ [u — up(gn|dr < CTZ/ |Vu|?dz.
B(z,r) B(w,2r)

Le point-clé est 1ié au fait que la condition de doublement du volume et I’inégalité de Poincaré
(2,2) (pour des rayons r inférieurs a R fixé) sont équivalents a I’inégalité de Harnack parabolique.
On dit que M admet une inégalité de Harnack parabolique s’il existe une constante C' telle que pour
toute boule B(z,r) avec 0 < r < R et toute solution u de I’équation de la chaleur dans le cylindre
(s —r%,5) X B(z,r),onasupg u < C'supg, u ol

Q_ = (s—(3/4)r% s — (1/2)r?) x B(z,r/2)

Qs = (s — (1/4)r%,5) x B(z,r/2).

Pour plus de détails voir [127]. On explique ici tres brievement le schéma de la preuve de I’inéga-
lité de Harnack parabolique a partir de la conjonction du doublement du volume et de I’inégalité de
Poincaré :

1. on montre d’abord que la conjonction du doublement du volume et de I’inégalité de Poincaré
implique une inégalité de Sobolev : il existe v > 2 et C' > 0 tels que, pour toute boule B =
B(x,r) et toute fonction f € C*°(B),

([ wei) © <ovmy i [ (WwP +r W) dut). @1

2. de (4.152) et du doublement, on déduit des inégalités de valeurs moyennes LP pour les sous-
solutions et sur-solutions de 1’équation de la chaleur,

3. la conjonction du doublement du volume et de I’inégalité de Poincaré impliquent aussi une in-
égalité de Poincaré a poids, dont on déduit des estimations sur la mesure des sous-ensembles et
sur-ensembles de niveau de In u pour toute sur-solution positive u de I’équation de la chaleur,

4. on obtient alors une inégalité de Harnack “faible” (i.e. avec une norme L? dans le membre de
gauche au lieu de la borne supérieure) pour les sur-solutions positives u de I’équation de la
chaleur,

5. la conjonction de cette inégalité de Harnack faible et des inégalités de valeurs moyennes donne
finalement 1’inégalité de Harnack parabolique.
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5 Quelques exercices

Exercice 4.153. Soit Q un ouvert de R” et soit f : R” — R une fonction de classe C! sur 2. On
suppose qu’il existe une fonction p :  — R™ telle que pour toute courbe rectifiable 7 : [0,1] — R”

(avec v([0,1]) € Q), [f(v(0)) — f(v(1))] < / |p(&)|dE. Démontrer que pour presque tout z € €,
g
IVf(@)] < pla).

Exercice 4.154. Soit R” muni de sa distance euclidienne et de la mesure dy = (1 + ||x||)dz. Montrer
que (R™, deyer, 1) Vérifie la n-propriété de Loewner, mais n’est pas un espace de Loewner de dimension
n.

Exercice 4.155. Soit f : X — Y un homéomorphisme quasi-symétrique entre les espaces métriques
(X, dx) et (Y,dy). Démontrer que f~! est aussi quasi-symétrique.

Exercice 4.156. ([59], Théoreme 4.18) Soient A > 1, M > 1 et a > 1. On dit que le sous-ensemble
borné A d’un espace métrique (X, d) vérifie la propriété de chaine (A, M, a) (par rapport a une boule de
référence By) si pour tout = € A, il existe une suite de boules (B;) telle que

(i) AB; C A pourtouti;

(i) B; est centré en x pour ¢ assez grand ;
(iii) Pour tout ¢, le rayon r; de B; vérifie
Mo idiamA < r; < Ma_idiamA;
(iv) L’intersection B; N B, contient une boule B, telle que B; U B;+1 C M B} pour tout i.

1a) Montrer que toute boule de 1’espace euclidien vérifie une condition de chaine (A, M (M), a(\)) pour
tout A > 1 et pour des constantes M (\) et a(\) dépendantes de \.

la) Montrer que toute boule d’un espace géodésique vérifie une condition de chaine (A, M (), a(A))
pour tout A > 1 et pour des constantes M () et a(\) dépendantes de .

2) Nous aurons besoin de deux résultats élémentaires que voici.

2a) Soit (X, d) muni d’une mesure doublante y (de constante de doublement notée C'py) et soit A C X.
Montrer que pour toute boule B(x,r) avec x € A etr < diamA, on a

MB@.1)) o 5es <dia7;nA>S @157

ol s = logy(Cpy) > 0.
2b) Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré et soit u : X — R une fonction mesurable. On suppose
qu’il existe s > 1 et Cy > 0 tel que pour tout ¢ > 0,

n({ul > 1)) < Cot ™.

Montrer que si ¢ < s, on a

1/q
ullg < <s i q) Cé/s,u(X)(S_Q)/Sq'

3) Le but de ce qui suit est de démontrer le résultat suivant. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une
mesure doublante ;o de constante de doublement C'py . Supposons que A C X vérifie une condition
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de chaine (A, M,a) pourdes A > 1, M > 1 eta > 1. Alors, si s vérifie (4.157) et si u et p sont des
fonctions localement intégrables sur A avec p positive telle que

£ unlin < clamo) (f, an)”

pour un 1 < p < s, une constante C' > 1 et pour toute boule B C X avec AB C A, alors pour tout
q < (ps)/(s — p), il existe une constante C’ > 1 (dépendante de p, ¢, s, \, M, a, C et Cpy) telle que

(][A Ju— UAdu>l/q < (’'(diamA) (][A ppdu>1/p'

3a) Montrer que I’on peut supposer w4 = 0.
3b) Soit 0 < € < 1. Montrer que 1’on a I’estimation suivante

1/(1-r)
p({Jul = 1)) <€) (¢ (diamay(a) " [ o)

ou C'(e) est une constante qui dépend de c et r = (p(1 — ¢€))/s.
3c¢) Conclure en appliquant 2b et 3b.

Remarque 4.158. Comme expliqué dans la remarque 4.12, des inégalités de Poincaré faibles impliquent
des inégalités de Poincaré fortes dans des espaces vérifiant la propriété de chaine. On peut adapter
I’argument précédent pour obtenir ce résultat, voir la remarque 4.21 de [59].

Exercice 4.159. Soit (X, d) un espace métrique doublant et soit p > 1. On suppose que (X, d) vérifie
la propriété de Loewner combinatoire de dimension p. Montrer que

1) X est linéairement localement connexe (LLC).

2) X n’a pas de point de coupure locale, c’est a dire qu I’on ne peut pas disconnecter un ouvert connexe
de X en enlevant un point.

Exercice 4.160. Soit {(X;,d;, /1, p;)} une suite d’espaces métriques pointés mesurés qui sont de lon-
gueur et complets. Supposons que cette suite converge au sens de Gromov-Hausdorff mesuré vers un
espace métrique pointé mesuré complet (X, d, i, p). Montrer que si toutes les mesures j; sont dou-
blantes avec la méme constante C'py, il en est de méme de .

Exercice 4.161. Soit (X, d) un espace métrique et soit ;4 une mesure sur X.

1) Si a > 0, on dit que p est a-homogene s’il existe une constante C' > 1 telle que pour tout z € X,

tousles0 < r < R, ( ( ))
HB@. 1) | 4 (r) 4162
WBrR) - \R) (*-162)

1a) Démontrer que si p est a-homogene pour un o > 0 alors p est doublante.
1b) Démontrer que si . est doublante alors p est a-homogene pour un o > 0.

2) On s’intéresse aux mesures qui vérifient I’estimation inverse :

<C (r>a. (4.163)



2a) On suppose que X est uniformément parfait, c’est a dire qu’il existe une constante Cyp > 1 telle
que pour tout x € X, tout R > 0, B(z,R) \ B(x, R/Cyp) # 0 des que X \ B(x, R) # 0. Si p est
doublante, démontrer qu’il existe C' > 1 et o > 0 de sorte que I’on ait (4.163).

2b) En déduire que sous les hypothéses de 2a), la dimension de Hausdorff de X est minorée par une
constante positive ne dépendant que de la constante de doublement de i et Crp.

2¢) En utilisant 2b), montrer que @Q muni de la distance euclidienne induite est métriquement doublant
mais ne supporte pas de mesure doublante. Ceci montre que tout espace doublant ne supporte pas de
mesure doublante (comparer avec le théoreme 1.111).

Exercice 4.164. [73]

Soit (X, d) un espace métrique complet muni d’une mesure doublante x. Soit p > 1. On considére
deux types d’inégalité de type Poincaré :

(P1) 1 existe des constantes C' > 0 et 7 > 1 de sorte que pour toute fonction mesurable u : X — R et
tout gradient supérieur p : X — Rt de u

1/p
][ |u - U’B(a,r)‘du <Cr <][ de,LL) (4.165)
B(a,r) B(a,rr)

pour tout @ € X et tout r > 0.

(P2) 11 existe des constantes C' > 0 et A > 1 de sorte que pour toute fonction mesurable v : X — R, on

y 1/p
][ |u — up(q|dp < Cr <][ (Dgu)pd,u) (4.166)
B(a,r) B(a,Ar)

desquea € X et0 <e < r.Ici, Deu(r) = supyep(y e M

I est important de noter que dans (P2), les constantes ne dépendent pas de ¢.
Le but de I’exercice est de montrer que (P1) <= (P2).

PARTIE I : Preuve de (P2) = (P1).
u(@) — u(y)|
d(z,y)

Keith (voir [71], theorem 2) a montré que (4.165) pour toutes fonctions mesurables est une conséquence
de

Siu : X — R est une fonction lipschitzienne, on pose Lip(u)(x) = limsup . Stephen
Yy—

1/p
][ ‘U’ — UB(a,r) ’d:u <Cr <][ (LZP(U)>de> (4.167)
B(a,r) B(a,rr)

pour toute fonction lipschitzienne w.
Démontrer I'implication (P2) —> (P1).

PARTIE II : Preuve de (P2) = (P1).
Fixons € > 0.

1) Démontrer qu’il existe un recouvrement de X par des boules B; = B(xz;,¢) (i € I) de sorte que les

boules B(z;,e/5) sont deux a deux disjointes et pour tout z € X, le nombre de boules B; contenant
est borné par une constante ne dépendant que de la constante de doublement de p (et non de €).
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2) Soit f : RT — [0,1] telle que f(¢t) = 1/2sit € [0,/2], f(t) = —(1/e)t + 1sit € [g/2,¢], et
f(t) =0sit > e Soit ¢y (x) = f(d(z,;)) et i = Yi(x)/ > jer ¥j(x) pour tout € X. Montrer que
¢; est Ce~L-lipschitzienne, 0 < ¢; < 1, le support de ¢; est dans B; et Y icr ¢i(x) = 1 pourtoutx € X.

On pose
ue(a) = Tiey Vidn(a) ou Vi = f u(@)dua)

[ lu() — ()
Diu(w) = o duty)

£

g=(a) :]é(a:,Qa) D?eu@)du(x).

3a) Montrer que |us(b) — u-(a)| < Cd(a,b)g:(a) ou d(a,b) < e (indication : si a € By, vérifier que
pour touti € I, |V; — V| < Cege(a)).
3b) Démontrer que C'g. est un gradient supérieur de ..

4) Démontrer les inégalités suivantes et conclure.

foo 1M o ) <2f, o)), )~ ) (4169

1/p
][ e () — w(@)|dp(z) < TCr <][ (D7€u(x))pdu(x)> (4.169)
B(a,r) B(a,Ar)
1/p
][ e () — () pay|dpa(z) < 3CT <][ (D75u(a:))pd,u(a;)> (4.170)
B(a,r) B(a,Ar)

Exercice 4.171. [134]
Soit (X, d, ;1) un espace métrique mesuré. Pour p > 1, on note N*?(X) I’espace de Sobolev défini
par Nageswari Shanmugalingam (voir chapitre 3).

1) Soit I' une collection de courbes dans X. Montrer que Mod,(I") = 0 si et seulement si il existe une

fonction positive p-intégrable p sur X de sorte que pour tout chemin vy de I, / pds = 0.
gl

2) Soit E un sous-ensemble de X tel que y(FE) = 0. Montrer que Mod,(I';;) = 0 ot I'f est la famille
des courbes rectifiables v de X telles que H!(E N~v) > 0 (Ici, H! est la 1-mesure de Hausdorff de X).

3) Soit p une fonction mesurable borélienne p-intégrable de X. On dit que x ~,, y si soit z = y ou
s’il existe une courbe rectifiable  reliant x a y de sorte que / p(s)ds < oco. Montrer que ~,, est une
v

relation d’équivalence.

Un espace métrique X vérifie la “Main Equivalence Class property M EC),” si toute fonction p bo-
rélienne positive p-intégrable engendre une classe d’équivalence G, (appelé€ la principale classe d’équi-
valence de p) de sorte que (X \ G,) = 0.

4) Supposons que X vérifie M EC), et contient au moins deux points.
4a) Soit £ un sous-ensemble de X. Montrer que Mod,(I'g) = 0 si et seulement si cap,(E) = 0,oul'g
est I’ensemble des courbes rectifiables qui intersectent E et cap,(E) = inf [[ul[%, , (x) ou I’infimum est

pris sur toutes les fonctions u € N?(X) de sorte que u > 1 sur E.
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4b) Soit I+ I’ensemble des courbes rectifiables de X. Montrer que M od,,(I'yect) > 0.

4c) Montrer qu’il existe une classe d’équivalence C de fonctions dans LP de sorte que v € C n’est
dans aucune classe d’équivalence de N'?(X). Montrer que cela implique que N1*(X) est strictement
contenu dans LP.

5) Supposons que X vérifie M EC),. Soit u : X — R une fonction sur X et soit N un ensemble négli-
geable de X. Si la restriction de u 2 X \ N est constante le long de presque toute courbe de X, montrer
que u est presque partout constante sur X.

Tout espace de Loewner de dimension () vérifie M ECg (voir [134]).

Exercice 4.172 (Une caractérisation de 1’inégalité de Poincaré par la capacité, [63]). Soit (X, d, 1) un
espace métrique complet muni d’une mesure doublante. On suppose que pout toute boule B C X,
0 < u(B) < 400 etdonc p(A) = sup{u(K); K C Acompact} ou A est un borélien de X (propriété
de régularité de ). On rappelle que X satisfait une inégalié de Poincaré (1, 1) s’il existe des constantes
C > 0et T > 1 de sorte que pour tout u : X — R et tout gradient supérieur p : X — RT de u

][ |lu —upldp < C’(diamB)][ pdp (4.173)
B B

pour toute boule B C X.
Pour des ensembles fermés disjoints E et F' dans un ouvert U de X, on pose Cap(E,F;U) =
inf, / pdp ou I’infimum est pris sur tous les gradients supérieurs p de fonctions mesurables v : U — R

tellesque uw > 1 sur Eetu < 0 sur F.
1) Supposons que X satisfait une inégalité de Poincaré (1, 1). Soient F, F' des sous-ensembles disjoints
d’une boule B de X. Montrer qu’il existe des constantes Cy > 0 et A > 1 telles que

min(u(E), u(F)) < CodiamBCap(E, F, AB). (4.174)
(indication : appliquer 1’inégalité de Poincaré a une fonction test pour la capacité).

2) Soit p un gradient supérieur de u sur X. Supposons que u est constante sur un sous-ensemble fermé
E de X. Montrer que la fonction borélienne p(x) = p(z)x x\ g() est un gradient supérieur de u sur X

A partir de maintenant, on suppose que X vérifie (4.174) et on veut montrer que X satisfait une
inégalité de Poincaré. Pour cela, considérons une fonction mesurable u définie sur une boule AB et soit
p un gradient supérieur de u.

3) Soit ¢ tel que a la fois u({x € B;u(z) > t}) et u({z € B;u(x) < t}) sont majorés par p(B)/2.

3a) Montrer qu’il est suffisant de montrer I’inégalité de Poincaré (1, 1) pour u avec |u — up| remplacé
par |u — t|. Montrer que 1’on supposer que ¢ = 0.

3b) Montrer que 1’on peut supposer que v > 0 (indication : montrer que p est un gradient supérieur de
ut = max(u,0) etde v~ = min(u, 0)).

Il nous reste a démontrer que
][ udp < CdiamB][ pdp. (4.175)
B AB

4) Montrer que (4.175) est équivalente a
/ udp < CdiamB/ pd .
B AB
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Pour tout entier j, on pose Fj = {x € AB;2/ < u(x) < 27+1}.
5) Montrer que la fonction pj(z) = p(x)xu(x) est un gradient supérieur de la fonction u;j(z) =
min (27, max(0,u(z) — 27)) dans AB ot U est un ouvert de AB tel que AB \ U est I’'union de deux
fermés K9 C {z € AB;u(z) < 2/} et Kj C {2 € AB;u(z) > 2771} (indication : utiliser la question
2).
6) Pour conclure, montrer qu’il est suffisant de vérifier que pour tout j,

2 u({x € Byuj(z) > 27}) < C’diamB/F pdp (4.176)

i

Il nous reste a montrer que (4.176) est satisfaite.

7) En utilisant la régularité¢ de  (voir au dessus), montrer que 1’on peut remplacer I par un ensemble
qui vérifie la méme condition que U dans la question 5.

8) Soit E C {z € B,u;(z) = 0} un compact avec u(E) > su({z € Bju(z) = 0}) et F C {
B, uj(z) = 27} de sorte que pu(F) > Lu({z € Bju(z) = 27}) . Montrer que min(u(E), u(F)

CdiamB / 27 pdp (ou V = AB \ (E N F)) puis conclure.
14

T €
) <
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Application H-linéaire, 135
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Application quasi-conforme, 122, 314
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Capacité, 272
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Champ de vecteurs invariant a gauche, 56
Classe monotone, 15

Condition de Bakry-Emery, 309
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Convergence de Hausdorff-Gromov, 278

Convergence de Hausdorff-Gromov mesurée, 279

Dilatation, 60

Dimension d’ Assouad, 182
Dimension de Hausdorff, 102
Dimension de Nagata, 144
Dimension homogene, 61
Dimension topologique, 180
Distance de Carnot, 59

Distance de Gromov-Hausdorff, 277
Distance de Hausdorff, 277

Ensemble Aronszajn nul, 131
Ensemble autosimilaire, 110
Ensemble cube nul, 132

Ensemble de Besicovitch, 164
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Ensemble rectifiable, 147
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Convergence faible de mesures , 117
Courant, 161
Courbe admissible, 58
Courbe de Von Koch, 112
Courbe intégrale, 55
Courbe rectifiable, 104
Courbure de Menger, 161
Crochet de Lie, 55
Cube dyadique, 27

Décomposition de Calderén-Zygmund, 85
Décomposition de Whitney, 85, 90
Dérivée au sens de Dini, 78

Dérivée d’une mesure, 68

Dérivée faible, 190

Dérivée métrique, 105, 137

Densité inférieure/supérieure, 114, 116
Différentiabilité, 28

Espace contractible, 290

Espace d’ Alexandrov, 299

Espace de Banach lisse, 91

Espace de Banach uniformément convexe, 91

Espace de Holder, 190

Espace de Loewner, 273

Espace de longueur, 109

Espace de Marcinkiewicz, 62

Espace de nature homogene, 46

Espace de Sobolev, 192

Espace de Sobolev M 1P, 240

Espace de Sobolev N1, 233
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nach, 240

Espace de Sobolev fractionnaire, 207

Espace doublant, 49

Espace géodésique, 109

Espace Lipschitz m-connecté, 144
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Espace métrique Ahlfors régulier, 48
Espace métrique pointé, 278

Espace métrique propre, 107

Espace non branchant, 295

Espace quasi-convexe, 274, 284

Fonction a variations bornées, 222
Fonction absolument continue, 58

Lemme de recouvrement de Vitali, 39, 44, 50

Lemme de Steinhaus, 88
Limite approchée, 92

Matrice jacobienne, 28
Mesure, 13
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Mesure o-finie, 17

. ) ,
Fonction absolument continue le long d’une courbe l pesure s-uniforme, 49

233

Fonction absolument continue le long des lignes,

237
Fonction holderienne, 190

Fonction maximale de Hardy-Littlewood, 62

Fonction maximale dyadique, 94
Fonction mesurable, 22

Fonction semicontinue, 75

Formule de Crofton, 172

Formule de I’aire, 166, 168, 174, 176, 178
Formule de la coaire, 169, 175, 179

Gradient supérieur, 230
Gradient supérieur faible, 230
Graphe a courbure positive, 311
Graphe lipschitzien, 148
Grassmannienne, 151

Groupe de Carnot, 59

Groupe de Heisenberg, 47
Groupe de Lie, 56

Groupe nilpotent, 59

Inégalité de Brunn-Minkowski, 34, 304
Inégalité de Gagliardo-Nirenberg, 220
Inégalité de Nash, 220

Inégalité de Poincaré, 220, 259, 266
Inégalité de Poincaré pour les boules, 221
Inégalité de Poincaré pour les graphes, 311
Inégalité de Prekopa-Leindler, 35
Inégalité de Trudinger Moser, 215
Inégalité isodiamétrique, 31

Inégalité isopérimétrique, 225

Injection de Morrey, 216

Injection de Sobolev, 212

Injection de Sobolev compacte, 218

Injection de Sobolev pour les espaces M 1P, 245

Injection pour les espaces BV, 225

Lemme d’Urysohn, 22

Lemme de Frostman, 118

Lemme de recouvrement 5r, 38

Lemme de recouvrement de Besicovitch, 41

Mesure absolument continue, 67
Mesure de comptage, 13

Mesure de Dirac, 13

Mesure de Haar, 61

Mesure de Lebesgue, 25

Mesure de Radon, 17

Mesure image, 22, 295

Mesure intégrale-géométrique, 172
Mesure mutuellement singulieres, 71
Mesure produit, 24

Mesure tangente, 150

Mesure uniforme, 152

Mesures de Hausdorff, 101

Module conforme, 269

Module d’un anneau, 270, 271
Module d’une famille de courbes, 228
Module discret, 276

Norme du jacobien, 126, 127
Norme du jaobien, 127

Opérateur compact, 218
Opérateur de Cauchy, 160

Paramétrisation par longueur d’arc, 105
Partie mesurable, 14

Partition de I’unité, 98

Pinceau de courbes, 286

Plan tangent approximatif, 155

Poids A fort, 288

Point de Lebesgue, 66

Potentiel de Riesz, 240, 260, 262
Principe de Cavalieri, 64

Propriété d’extension lipschitzienne, 143
Propriété de contraction de la mesure, 296
Propriété de courbure positive, 292
Propriété de Loewner, 272

Propriété de Loewner combinatoire, 276
Propriété de Radon-Nikodym (RNP), 133

Quasi-distance, 46
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201
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Théoreme de décomposition de Whitney, 123

Théoreme de différentiation de Lebesgue, 66, 70,
81

Théoréme de Fubini, 24
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Théoréme de Marstrand, 116

Théoréme de Pansu-Rademacher, 135
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Théoreme de Rademacher, 119

Théoreme de Rademacher en dimension 1, 75
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Théoreme de représentation de Riesz, 117, 222

Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, 219

Théoréme de Sard, 113

Théoréme de Stepanov, 121

Théoreme de Tietze-Urysohn, 22

Topologie faible, 141
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Trace dans les espaces de Sobolev, 204
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