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Motivations et plan

Les notes qui suivent correspondent à un cours de M2 recherche donné par les auteurs à l’Université
Joseph Fourier en 2014-2015 mais ont été complétées pour aller plus loin qu’un cours de niveau master.
On s’y consacre à l’analyse dans les espaces métriques mesurés, en se concentrant essentiellement sur
les questions de différentiabilité dans les espaces métriques et contient aussi bien des résultats et outils
classiques (lemmes de recouvrement, fonction maximale, différentiation de mesures) que des dévelop-
pements récents concernant la théorie géométrique de la mesure et le calcul des variations, les espaces
de Sobolev et les inégalités de Poincaré dans les espaces métriques.
Les espaces de Sobolev dans des ouverts de Rn jouent depuis longtemps un rôle essentiel dans diverses
branches des mathématiques (analyse, équations aux dérivées partielles, géométrie). Rappelons que, si
1 ≤ p ≤ +∞ et U ⊂ Rn est un ouvert, une fonction u ∈ Lp(U) appartient à l’espace de Sobolev
W 1,p(U) si, et seulement si, u possède un gradient faible (au sens des distributions) qui appartient à
Lp(U). Les propriétés de base de cet espace (densité des fonctions lisses, prolongement en une fonction
deW 1,p(Rn), règle de composition, changement de variables, existence de la trace sur ∂U , plongements
dans des espaces Lp ou des espaces de fonctions hölderiennes) sont bien connues et classiques (voir par
exemple [1, 22, 45, 102, 154]). Certaines propriétés de ces espaces (notamment les inégalités données
par les plongements de Sobolev) ont pu être étendues à des contextes géométriques plus généraux. En
particulier, certaines inégalités de Sobolev sont reliées au comportement du semigroupe de la chaleur
engendré par l’opérateur de Laplace-Beltrami sur des variétés, et des phénomènes comparables ont été
découverts dans des contextes discrets (groupes, graphes). On se reportera à [145] pour ces différents
contextes géométriques.
La théorie des espaces de Sobolev dans des espaces métriques a commencé à être développée à la fin
des années 1990. Une motivation de ce développement était l’étude (motivée elle-même par des ques-
tions de rigidité en géométrie hyperbolique par exemple) des applications quasi-conformes dans les
espaces à géométrie bornée. Rappelons que, dans Rn, un homéomorphisme quasi-conforme entre des
domaines de Rn est différentiable presque partout et appartient localement à W 1,n. La notion d’ap-
plication quasi-conforme s’étend sans difficulté aux espaces métriques. Toutefois, l’identification des
conditions géométriques sur l’espace qui permettent de donner une description analytique des applica-
tions quasi-conformes dans un espace métrique a été une étape essentielle du développement de l’analyse
dans les espaces métriques mesurés, mettant en évidence le rôle central joué par la condition de double-
ment et les inégalités de Poincaré sur les boules. Ceci a amené à la notion d’espace de Loewner, ce qui
est devenu un cadre général pour traiter de questions d’analyse géométrique.
Un objectif majeur de ce cours est de présenter des développements récents de l’analyse dans les espaces
métriques, en mettant l’accent sur la différentiabilité dans les espaces métriques, la théorie géométrique
de la mesure et la calcul des variations, les espaces de Sobolev et les inégalités de Poincaré. On com-
mencera toujours par rappeler la situation classique, c’est à dire dans les espaces euclidiens munis de le
mesure de Lebesque. Puis, nous expliquerons comment l’étendre à d’autres contextes géométriques (es-
paces de Banach, groupes de Carnot, espaces métriques à géométrie bornée, ...). Ces notes ne prétendent
pas donner une présentation exhaustive de l’analyse dans les espaces métriques, un domaine qui a connu
un fort développement ces dernières années. Le cours est accessible à tout étudiant ayant un niveau M1
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et comporte notamment les compléments nécessaires en théorie de la mesure. Nous insisterons sur les
aspects “géométrie métrique”. Ainsi, des connaissances en géométrie riemannienne ne sont pas néces-
saires (même si elles peuvent être utiles parfois, voir le chapitre 4 pour une introduction à la notion de
courbure). Plus de 70 exercices et problèmes sont aussi proposés.
On décrit maontenant brièvement le contenu des 4 chapitres. Le premier présente des résultats fonda-
mentaux d’analyse dans les espaces de nature homogène. Ces espaces ont été introduits dans les années
1970 par Coifman et Weiss ([28]) comme un cadre général pour faire de l’analyse harmonique (sans
théorie des représentations). Un espace de nature homogène est un espace métrique (X, d) muni d’une
mesure de Radon µ qui vérifie la condition de doublement, i.e. µ(B(x, 2r)) ≤ CDV µ(B(x, r)) pour une
certaine constante uniforme CDV > 0 (appelée souvent constante de doublement). On commence par
donner des compléments de théorie de la mesure et d’analyse (théorèmes de représentation de Riesz, de
Radon-Nikodym, d’Egoroff, lemme d’Urysohn, inégalité isodiamétrique,...). On introduit ensuite les es-
paces de nature homogène et décrit un exemple fondamental qui sera repris plusieurs fois dans le cours :
le groupe d’Heisenberg (ou plus généralement les groupes de Carnot). On démontre les théorèmes de
recouvrement classique (lemme 5r, Vitali, Besicovitch, ...) et on en donne des applications : théorème de
différentiation de Lebesgue, fonction maximale de Hardy-Littlewood, dérivation de mesures, fonctions
absolument continues... Ce chapitre doit être considéré comme un prolongement des cours classiques
d’analyse et d’intégration de L3 et M1.

Le chapitre 2 porte sur les fonctions lipschitziennes et propose une introduction à la théorie géométrique
de la mesure et au calcul des variations. On démontre les principales propriétés des fonctions lipschit-
ziennes dans le cas euclidien : théorème de Rademacher sur la différentiabilité, théorème de Kirszbraun
sur l’extension, théorème de Whitney (approximation par des fonctions lisses). Les cas non euclidiens
(espaces de Banach, groupes de Carnot, espaces métriques) sont toujours discutés à la suite des résultats
classiques. Après avoir défini les notions de mesures et dimension de Hausdorff, on définit les concepts
fondamentaux autour de la théorie de la rectifiabilité et puis on discute de ses applications en analyse
réelle (intégrales singulières), analyse complexe (effaçabilité pour les fonctions holomorphes bornées),
segmentation d’images (minimisation de fonctionnelles de type Mumford-Shah), autour du problème de
Kakeya (comment retourner efficacement une aiguille) ou des problèmes de type Plateau en lien avec
la théorie des courants et des varifolds... La dernière partie du chapitre concerne les formules d’aire et
de coaire qui sont des outils fondamentaux en théorie géométrique de la mesure. Nous insistons sur le
fait que nous présentons toujours dans un premier temps les résultats classiques. Le lecteur doit bien les
assimiler avant de s’attaquer aux généralisations dans des cadres non euclidiens qui sont discutées dans
la suite.

Le chapitre 3 est consacré aux espaces de Sobolev dans les espaces métriques. On commence par dé-
crire les espaces de Sobolev W 1,p dans les ouverts de Rn et leurs principales propriétés (densité des
fonctions lisses, extension, trace, plongements de Sobolev, ...). Puis on explique comment étendre cette
théorie dans le cadre des espaces métriques. Une approche passe par la notion de gradient supérieur,
qui généralise la longueur de gradient dans le cas euclidien et que l’on présente d’abord. Cela permet
de définir les espaces de Newton N1,p sur un espace métrique (introduits par Shanmugalingam, [134]),
dont on montre les propriétés principales. Ces espaces coïncident avec W 1,p dans le cadre euclidien, et
permettent notamment de caractériser les fonctions de W 1,p en termes d’absolue continuité. Une autre
approche des espaces de Sobolev dans le cadre métrique, via une inégalité faisant intervenir la fonction
maximale de Hardy-Littlewood, est celle due à Hajłasz ([54]). On obtient ainsi les espaces M1,p qui gé-
néralisent eux aussi les espaces W 1,p du cadre euclidien. Ce chapitre et le suivant décrivent des travaux
récents (remontant aux années 1990).

Le chapitre 4 concerne les inégalités de Poincaré dans les espaces métriques et leurs applications. Après
avoir présenté le cas euclidien et le lien avec les inégalités de Sobolev (déjà évoqué au chapitre 3), on
décrit la situation dans le cas des espaces métriques. On donne des propriétés des espaces métriques
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qui admettent des inégalités de Poincaré : quasiconvexité, persistance sous la convergence de Gromov-
Hausdorff mesurée, ... On présente ensuite des exemples d’espaces de Loewner (c’est à dire des espaces
métriques Ahlfors-réguliers qui vérifient des inégalités de Poincaré) : Géométrie des poids forts A∞
au sens de David-Semmes, groupes de Carnot, espaces à courbure de Ricci positive (critère de Bakry-
Emery pour les diffusions, condition de courbure-dimension au sens de Lott-Villani-Sturm en transport
optimal, espaces d’Alexandrov en géométrie métrique, ...). On discute aussi du cas des groupes et des
graphes discrets. On termine par des applications dans les espaces de Loewner : théorème de Cheeger
de différentiabilité des applications lispchitziennes, théorie quasiconforme de Heinonen-Koskela et ap-
plications à la géométrie hyperbolique (théorème de rigidité de type Mostow par exemple pour l’espace
hyperbolique réel), fonctions harmoniques à croissance polynomiale, estimations gaussiennes du noyau
de la chaleur. Ce chapitre est peut-être plus ambitieux que les précédents mais propose une ouverture
vers des sujets de recherche très actuels.

Le premier auteur a bénéficié pendant la rédaction de ces notes du soutien financier des projets ANR
“GEOMETRYA” et “SRGI”.
Les auteurs tiennent à remercier Claude Sabbah et les éditions EDP Sciences, qui ont accepté le principe
de ce livre et en ont accompagné la rédaction, ainsi que les relecteurs anonymes dont les nombreuses
remarques et suggestions ont grandement contribué à enrichir le texte. Nous remercions aussi Gilles
Lancien, Antoine Lemenant et Luca Rizzi pour des discussions stimulantes concernant le contenu de ce
livre.
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Notations

Espaces métriques

Si X est un ensemble, une distance d sur X est une application d : X ×X → R+ qui vérifie
(i) Pour tous x, y dans X , d(x, y) = 0 si et seulement si x = y ;

(ii) Pour tous x, y dans X , d(x, y) = d(y, x) ;

(iii) Pour tous x, y, z dans X , d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

L’axiome (iii) s’appelle l’inégalité triangulaire et jouera un rôle important dans ce livre.
Si x ∈ X et R > 0, on note B(x,R) la boule ouverte de centre x et de rayon R, c’est à dire

B(x,R) = {y ∈ X; d(x, y) < R}. La boule fermée de centre x et de rayon R sera notée Bf (x,R) =
{y ∈ X, d(x, y) ≤ R}. Nous rappelons qu’un espace métrique est dit propre si ses boules fermées sont
compactes.

Structures euclidiennes

On supposera toujours Rn muni de la base canonique notée (e1, ..., en). Un point x de Rn sera
associé à ses coordonnées (x1, ..., xn) dans la base canonique et on écrira souvent x = (x1, ..., xn).

Si x = (x1, ...., xn) et y = (y1, ..., yn), on définit leur produit scalaire usuel par 〈x, y〉 =
∑n
i=1 xiyi.

La norme euclidienne de x est alors

‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

Pour tous x, y ∈ Rn, la distance euclidienne de x à y, qui vaut ‖x− y‖, sera notée |x− y|, et, sauf
mention du contraire, Rn sera muni de la distance euclidienne.

Mesures

Les mesures que nous utiliserons le plus souvent dans ce livre sont :
- les mesures de Dirac en un point x d’un ensemble X , c’est à dire δx(A) = 1 si x ∈ A et δx(A) = 0
sinon (pour tout sous-ensemble A de X). On notera d’autre part χA la fonction caractéristique de A,
c’est à dire χA(x) = δx(A).
- la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle notée Ln dans le cas X = Rn.
- la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle notée Hs dans le cas d’un espace métrique quelconque
(X, d).
On note α(n) := Ln(B(0, 1)).
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Si µ est une mesure sur X , A ⊂ X , µ A est la restriction de µ à A.
On écrira qu’une propriété (P) est µ-presque partout vraie (ou µ-pp) si l’ensemble des points pour

lesquels la propriété (P) n’est pas vérifiée est de µ-mesure nulle.

Si µ est une mesure sur l’espace métrique (X, d) et si f : X → R est une fonction localement
intégrable, sa moyenne (si elle existe) sur la boule B(x,R) sera définie et notée par

−
∫
B(x,R)

fdµ = 1
µ(B(x,R))

∫
B(x,R)

fdµ.

Espaces fonctionnels

Soit (X, d) un espace métrique. On notera C(X) l’espace des fonctions continues f : X → R et
Cc(X) l’espace des fonctions continues f : X → R à support compact dans X .

Dans le cas où X = Rn, on note Cp(Rn) l’espace des fonctions de f : Rn → R de classe Cp et
Cpc (Rn) l’espace des fonctions f : Rn → R de classe Cp à support compact dans Rn. On englobe ici le
cas des fonctions C∞, c’est à dire pour p =∞.

Si X est muni d’une mesure µ, on note ‖f‖p = (
∫
X |f(x)|pdµ(x))1/p si p < ∞ et ‖f‖∞ =

inf{C; |f(x)| ≤ C pour µ− presque tout x ∈ Rn}. On note alors Lp(X) = {f ; ‖f‖p <∞}.

Si f est une fonction différentiable sur un ouvert de Rn, on note Df sa différentielle, Jf sa matrice
jacobienne et ∂f

∂xi
ses dérivées partielles. Si f est à valeurs réelles, on note ∇f le gradient de f . Enfin,

on note ∆ =
∑n
i=1

∂2

∂x2
i

le laplacien.
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Chapitre 1

Eléments de théorie de la mesure

1 Mesures

Le matériel présenté dans cette section est principalement issu de [45, Chapter 1].

1.1 Définitions et propriétés générales

Si X est un ensemble, on notera P(X) l’ensemble des parties de X .

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une mesure positive sur X est une application µ : P(X) →
[0,+∞] telle que

1. µ(∅) = 0,
2. pour toute suite (Ak)k≥1 de parties de X et tout A ⊂

⋃
k≥1

Ak,

µ(A) ≤
∑
k≥1

µ(Ak).

On dit aussi que (X,µ) est un espace mesuré.

On donne ici des premiers exemples de mesures.

Exemple 1.2. Soit X un ensemble.
1. Pour tout x ∈ X , on définit δx sur X par δx(A) = χA(x) (où χA désigne la fonction indicatrice

de A). On vérifie facilement que δx est une mesure sur X , appelée mesure de Dirac au point x.
2. Pour toute partie A ⊂ X , on pose µ(A) = ]A, où ]A désigne le cardinal de A dans [0,+∞].

L’application µ est clairement une mesure sur X , appelée mesure de comptage sur X .

Remarque 1.3. 1. La définition d’une mesure donnée dans la définition 1.1 correspond à ce qui est
souvent appelé une mesure extérieure. Ici, µ(A) est définie pour toute partie A de X , même si A
n’est pas mesurable (cette notion d’ensemble mesurable n’a pas encore été définie). Voir aussi la
remarque 1.14 plus bas.

2. Si µ est une mesure sur X , alors pour toutes parties A ⊂ B ⊂ X , on a µ(A) ≤ µ(B).

On définit maintenant la restriction d’une mesure à une partie :

Définition 1.4. Soient X un ensemble, µ une mesure sur X et A ⊂ X . On définit la mesure µ restreinte
à A, notée µ A, par

µ A(B) = µ(A ∩B)

pour tout B ⊂ X . On notera que µ A est encore une mesure sur X .
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Si (X,µ) est un ensemble mesuré, certaines parties sont dites mesurables :

Définition 1.5. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X . Si A ⊂ X , on dit que A est mesurable
(ou µ-mesurable) si, et seulement si, pour tout B ⊂ X ,

µ(B) = µ(B ∩A) + µ(B \A).

Voici quelques propriétés des ensembles mesurables :

Proposition 1.6. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X .
1. Si A ⊂ X et µ(A) = 0, alors A est mesurable.
2. Si A ⊂ X , A est mesurable si, et seulement si, X \A est mesurable.
3. Si A ⊂ X , tout ensemble mesurable pour µ est aussi mesurable pour µ A.
4. Si (Ak)k≥1 est une suite d’ensembles mesurables, alors

⋃
k≥1

Ak et
⋂
k≥1

Ak sont mesurables.

5. Si (Ak)k≥1 est une suite d’ensembles mesurables deux à deux disjoints, alors

µ

⋃
k≥1

Ak

 =
∑
k≥1

µ(Ak).

6. Si (Ak)k≥1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ak ⊂ Ak+1 pour tout k, alors

µ

⋃
k≥1

Ak

 = lim
k→+∞

µ(Ak).

7. Si (Ak)k≥1 est une suite d’ensembles mesurables avec Ak ⊃ Ak+1 pour tout k et µ(A1) < +∞,
alors

µ

⋂
k≥1

Ak

 = lim
k→+∞

µ(Ak).

La preuve est laissée en exercice (cf [45, Chapter 1, Section 1.1, Theorem 1]). On peut ajouter :

Proposition 1.7. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X .
1. Si A,B ⊂ X sont mesurables, alors

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).

2. Si (Ak)k≥1 est une suite d’ensembles mesurables tels que, pour tous k, l ≥ 1 avec k 6= l,
µ(Ak ∩Al) = 0, alors

µ

⋃
k≥1

Ak

 =
∑
k≥1

µ(Ak).

Démonstration. Pour 1, on remarque queA∪B = (A\B)∪(B \A)∪(A∩B),A = (A\B)∪(A∩B),
B = (B \ A) ∪ (A ∩ B), et que ces unions sont disjointes. On en déduit la formule annoncée si
µ(A ∩B) < +∞ (car dans ce cas, µ(A \B) = µ(A)− µ(A ∩B) et µ(B \A) = µ(B)− µ(A ∩B)).
Si µ(A ∩B) = +∞, on a aussi µ(A) = µ(B) = µ(A ∪B) = +∞, et la formule est encore valable.

Pour 2, on vérifie par récurrence sur n et en utilisant 1 que, pour tout n ≥ 1, µ

 ⋃
1≤k≤n

Ak

 =

∑
1≤k≤n

µ(Ak). On en déduit 2 car lim
n→+∞

µ

 ⋃
1≤k≤n

Ak

 = µ

⋃
k≥1

Ak

, par le point 6 de la propo-

sition 1.6.
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Remarque 1.8. Un cas particulier de la propriété 2 de la proposition 1.7 est le cas où les Ak sont deux
à deux disjoints, rappelé en 5 de la proposition 1.6.

Voici une autre propriété ([98, Exercise 1.2]) :

Lemme 1.9. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X . Soient A ⊂ B ⊂ X . On suppose µ(A) =
µ(B) < +∞. Alors, pour tout C ⊂ X mesurable, µ(A ∩ C) = µ(B ∩ C).

Démonstration. Comme C est mesurable, on a µ(A) = µ(A \ C) + µ(A ∩ C) et µ(B) = µ(B \
C) + µ(B ∩ C). Comme A ⊂ B, on a aussi A \ C ⊂ B \ C, donc µ(A \ C) ≤ µ(B \ C). Comme
µ(A) = µ(B) < +∞, on obtient

µ(B ∩ C) = µ(B)− µ(B \ C) ≤ µ(A)− µ(A \ C) = µ(A ∩ C),

et comme µ(A ∩ C) ≤ µ(B ∩ C) par inclusion, on obtient la conclusion.

Définition 1.10. Soient X un ensemble et T ⊂ P(X). On dit que T est une tribu si, et seulement si :
1. ∅ ∈ T ,
2. pour tout A ∈ T , X \A ∈ T ,
3. pour toute suite (Ak)k≥1 ∈ T ,

⋃
k≥1

Ak ∈ T .

Si (Ti)i∈I est une famille de tribus de X , alors⋂
i∈I
Ti := {A ⊂ X; A ∈ Ti pour tout i ∈ I}

est aussi une tribu de X . Cela permet de définir la tribu engendrée par une partie A ⊂ P(X) comme
l’intersection de toutes les tribus de X contenant A. C’est la plus petite tribu (au sens de l’inclusion)
contenant A.
On définit aussi la notion de classe monotone, qui servira pour la preuve du Lemme 1.47 plus loin :

Définition 1.11. Soient X un ensemble etM ⊂ P(X). On dit queM est une classe monotone si, et
seulement si :

1. X ∈M,

2. si A,B ∈M et A ⊂ B, alors B \A ∈M,

3. pour toute suite (An)n≥1 d’éléments deM avec An ⊂ An+1 pour tout n ≥ 1,
⋃
n≥1

An ∈M.

Comme dans le cas des tribus, on définit la classe monotone engendrée par une partieA ⊂ P(X) comme
l’intersection de toutes les classes monotones de X contenant A. C’est la plus petite classe monotone
(au sens de l’inclusion) contenant A.

On vérifie qu’une tribu est une classe monotone, et qu’une classe monotone stable par intersection
finie est une tribu.
On énonce ici le lemme des classes monotones :

Théorème 1.12. Soient X un ensemble et A ⊂ P(X) stable par intersection finie. Alors la classe
monotone engendrée par A et la tribu engendrée par A coïncindent.

On pourra se reporter à [13, Théorème I.3.3] pour la preuve. Une conséquence importante de ce
théorème est le résultat suivant d’unicité des mesures :

Corollaire 1.13. Soient X un ensemble,A ⊂ P(X) stable par intersection finie et T la tribu engendrée
par A.
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1. Soient µ, ν deux mesures sur X , telles que µ(X) = ν(X) < +∞. On suppose que µ(E) =
ν(E) pour tout E ∈ A. Alors µ(E) = ν(E) pour tout E ∈ T .

2. Soient µ, ν deux mesures sur X . On suppose que µ(E) = ν(E) pour tout E ∈ A et qu’il existe
une suite croissante (Xn)n≥1 ∈ A telle que

⋃
n≥1

Xn = X et mu(Xn) = ν(Xn) pour tout n ≥ 1.

Alors µ(E) = ν(E) pour tout E ∈ T .

Démonstration. On commence par le cas 1. SoitM l’ensemble des E ∈ T tel que µ(E) = ν(E). On
vérifie queM est une classe monotone. En effet, X ∈ M car µ(X) = ν(X). Soient A ⊂ B dansM.
Alors, comme µ(B) < +∞ et ν(B) < +∞,

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) = ν(B)− ν(A) = ν(B \A).

Soit enfin (An)n≥1 une suite d’éléments deM avec An ⊂ An+1 pour tout n ≥ 1. Alors

µ

⋃
n≥1

An

 = lim
n→+∞

µ(An) = lim
n→+∞

ν(An) = ν

⋃
n≥1

An

 .
CommeM est une classe monotone contenant A,M contient donc la classe monotone engendrée par
A, qui est égale à T par le théorème 1.12.
Pour 2, soit n ≥ 1. D’après le cas 1, les mesures µ Xn et ν Xn coïncident sur T , ce qui signifie
que, pou tout E ∈ T et tout n ≥ 1, µ(E ∩Xn) = ν(E ∩Xn). Il suffit alors de faire tendre n vers +∞
pour conclure que µ(E) = ν(E).

Remarque 1.14.
Une mesure est souvent définie sur une tribu et non sur l’ensemble de toutes les parties d’un ensemble
donné. Le lien entre la notion usuelle de mesure et celle présentée ici est le suivant. SiX est un ensemble
et µ est une mesure sur X au sens de la définition 1.1, alors l’ensemble des parties mesurables pour µ
forme une tribu de X (proposition 1.1) et :

1. µ(∅) = 0,
2. pour toute suite de parties mesurables deux à deux disjointes (Ak)k≥1,

µ

⋃
k≥1

Ak

 =
∑
k≥1

µ(Ak).

Cet énoncé est attribué à Carathéodory (voir [89, Theorem 1.15]). Réciproquement, si T est une tribu de
X et µ : T → [0,+∞] vérifie les propriétés 1 et 2 précédentes pour toute suite de parties deux à deux
disjointes (Ak)k≥1 appartenant à T , et si on définit, pour toute partie A ⊂ X ,

µ∗(A) := inf
B∈T ; B⊃A

µ(B), (1.15)

alors µ∗ est une mesure au sens de la définition 1.1 (exercice, voir [98, Chapter 1, Section 1.1]). On a
µ∗(A) = µ(A) pour toute A ∈ T .
On vérifie de plus que, si E ∈ T , alors E est mesurable pour µ∗. En effet, soient A ⊂ X et k ≥ 1. Il
existe B ⊃ A appartenant à T tel que µ(B) ≤ µ∗(A) + 1

k . Alors, comme B et E appartiennent à T ,

µ∗(A) ≥ µ(B)− 1
k

= µ(B ∩ E)− µ(B \ E)− 1
k
≥ µ∗(A ∩ E)− µ∗(A \ E)− 1

k
,

et comme c’est vrai pour tout k ≥ 1, on obtient

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ E)− µ∗(A \ E),

et comme la majoration µ∗(A) ≤ µ∗(A ∩ E) − µ∗(A \ E) est vraie par inclusion et sous-additivité de
µ∗, on obtient bien que E est mesurable pour µ∗.
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Définition 1.16. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X . On dit que µ est σ-finie si, et seulement
si, il existe une famille dénombrable de parties (Xk)k≥1 ⊂ X telles que X =

⋃
k≥1

Xk et µ(Xk) < +∞

pour tout k ≥ 1.

Définition 1.17. Soit (X, d) un espace métrique. La tribu engendrée par les ouverts deX s’appelle tribu
borélienne de X . Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.18. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X .
1. La mesure µ est dite régulière si, et seulement si, pour tout A ⊂ X , il existe un ensemble

mesurable B ⊃ A tel que µ(A) = µ(B).
2. Si (X, d) est un espace métrique, µ est dite borélienne si, et seulement si, tout ensemble borélien

est mesurable.
3. Si (X, d) est un espace métrique, µ est dite borélienne régulière si, et seulement si, µ est boré-

lienne et, pour tout A ⊂ X , il existe un borélien B ⊃ A tel que µ(A) = µ(B).
4. Si (X, d) est un espace métrique, µ est une mesure de Radon si, et seulement si, µ est borélienne

régulière et µ(K) < +∞ pour tout compact K ⊂ X .

Remarque 1.19. On revient à la remarque 1.14. Soient X un ensemble et µ une mesure sur X (au sens
de la définition 1.1). On commence par restreindre µ aux parties mesurables, puis on définit µ̃ par (1.15).
Alors µ̃(A) = µ(A) pour toute A ⊂ X si, et seulement si, µ est régulière. En effet, si µ est régulière et
A ⊂ X , il existe B ⊃ A tel que µ(B) = µ(A), donc µ̃(A) = µ(A). Réciproquement, supposons µ̃ = µ
et soit A ⊂ X . Pour tout k ≥ 1, il existe Ak ⊃ A mesurable tel que µ(Ak) ≤ µ(A) + 1

k . On pose alors
B :=

⋂
k≥1

Ak, qui est mesurable. On a bien B ⊃ A et µ(A) ≤ µ(B) ≤ µ(Ak) pour tout k ≥ 1, de sorte

que µ(B) = µ(A).

La propriété suivante sera utilisée par la suite :

Proposition 1.20. Soient (X, d) un espace métrique et µ une mesure borélienne régulière sur X . Soit
A ⊂ X mesurable avec µ(A) < +∞. Alors ν := µ A est une mesure de Radon.

Démonstration. Il est clair que ν(K) < +∞ pour tout compact K ⊂ X et que tout borélien est ν-
mesurable (proposition 1.6, assertion 3).
On peut supposer que A est borélien. En effet, il existe un borélien B tel que A ⊂ B et µ(A) = µ(B) <
+∞. Alors

µ A = µ B. (1.21)

En effet, comme A est µ-mesurable,

µ(B \A) = µ(B)− µ(A) = 0.

De plus, pour tout C ⊂ X ,

(µ B)(C) = µ(B ∩ C)
= µ(C ∩B ∩A) + µ((C ∩B) \A)
≤ µ(C ∩A) + µ(B \A)
= (µ A)(C).

Comme on a aussi clairement (µ A)(C) ≤ (µ B)(C), on obtient bien (1.21).
On peut donc supposer A borélien. Soit C ⊂ X . Comme µ est borélienne régulière, il existe un borélien
E ⊃ A ∩ C tel que µ(E) = µ(A ∩ C). On définit D := E

⋃
(X \ A), qui est un borélien qui contient

C. De plus,

(µ A)(D) = µ(A ∩D) = µ(A ∩ E) ≤ µ(E) = µ(A ∩ C) = (µ A)(C),
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et l’inégalité (µ A)(C) ≤ (µ A)(D) est immédiate. Ainsi, (µ A)(D) = (µ A)(C), ce qui
termine la preuve.

Voici une variante :

Proposition 1.22. Soient (X, d) un espace métrique et µ une mesure de Radon sur X . Soit A ⊂ X
borélien. Alors ν := µ A est une mesure de Radon.

Démonstration. Il est clair à nouveau que ν(K) = µ(A ∩ K) ≤ µ(K) < +∞ pour tout compact
K ⊂ X (car µ est de Radon) et que tout borélien est ν-mesurable (proposition 1.6, assertion 3).
Soit C ⊂ X . Comme µ est borélienne régulière, il existe un borélien E ⊃ A ∩ C tel que µ(E) =
µ(A∩C). On définitD := E

⋃
(X\A), qui est un borélien (rappelons queA est borélien par hypothèse !)

qui contient C. De plus,

(µ A)(D) = µ(A ∩D) = µ(A ∩ E) ≤ µ(E) = µ(A ∩ C) = (µ A)(C),

et l’inégalité (µ A)(C) ≤ (µ A)(D) est immédiate. Ainsi, (µ A)(D) = (µ A)(C), ce qui
termine la preuve.

Un phénomène important concernant les mesures boréliennes est constitué par leurs propriétés d’ap-
proximation ([98, Theorem 1.10]) :

Lemme 1.23. Soient (X, d) un espace métrique, µ une mesure borélienne surX etB ⊂ X un ensemble
borélien.

1. Si µ(B) < +∞, alors pour tout ε > 0, il existe un fermé F ⊂ B tel que µ(B \ F ) < ε.
2. S’il existe une famille dénombrable d’ouverts (Vk)k≥1 tels que µ(Vk) < +∞ pour tout k ≥ 1 et
B ⊂

⋃
k≥1

Vk, alors pour tout ε > 0, il existe un ouvert U ⊃ B tel que µ(U \B) < ε.

Démonstration. Pour 1, on pose ν := µ B. La mesure ν est borélienne et finie (i.e. ν(X) < +∞).
On définit

F := {A ⊂ X; pour tout ε > 0, il existe un fermé F ⊂ A et un ouvert U ⊃ A tels que ν(U \ F ) < ε} .

On vérifie d’abord que F contient tous les fermés deX . En effet, soient F un fermé deX et ε > 0. Pour
tout entier k ≥ 1, soit

Uk :=
{
x ∈ X; d(x, F ) < 1

k

}
,

qui est un ouvert de X . Pour tout k ≥ 1,

Vk := Uk \ F =
{
x ∈ X; 0 < d(x, F ) < 1

k

}
est un ouvert de X , Vk+1 ⊂ Vk et

⋂
k≥1

Vk = ∅. Comme ν(V1) < +∞, il existe k ≥ 1 tel que ν(Vk) < ε,

ce qui donne la conclusion.
On vérifie ensuite que F est une tribu. En effet, ∅ ∈ F et si A ∈ F , X \ A ∈ F . Enfin, si (Ak)k≥1 est
une suite d’éléments de F et ε > 0, alors, pour tout k ≥ 1, il existe un fermé Fk ⊂ Ak et un ouvert
Uk ⊃ Ak tels que ν(Uk \ Fk) < ε

2k . Soit U :=
⋃
k≥1

Uk, qui est un ouvert de X . Comme ν(U) < +∞,

lim
m→+∞

ν

U \ ⋃
1≤k≤m

Fk

 = ν

⋃
k≥1

Uk \
⋃
k≥1

Fk


≤ ν

⋃
k≥1

(Uk \ Fk)


≤

∑
k≥1

ν(Uk \ Fk) < ε,
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de sorte qu’il existe un entier m ≥ 1 tel que

ν

U \ ⋃
1≤k≤m

Fk

 < ε,

⋃
1≤k≤m

Fk est un fermé et
⋃

1≤k≤m
Fk ⊂ A ⊂ U .

Ainsi, F est une tribu contenant tous les fermés de X , donc tous les boréliens, ce qui termine la preuve
de 1.
Pour 2, par le point 1, pour tout k ≥ 1, il existe un fermé Fk ⊂ Vk \ B tel que µ((Vk \ B) \ Fk) < ε

2k .
Soit U :=

⋃
k≥1

(Vk \ Fk), qui est donc un ouvert de X . On vérifie facilement que B ⊂ U et que

µ(U \B) < ε.

Théorème 1.24. Soient (X, d) un espace métrique et µ une mesure de Radon sur X .
1. Soit A ⊂ X . On suppose qu’il existe une famille dénombrable d’ouverts (Vk)k≥1 tels que
µ(Vk) < +∞ pour tout k ≥ 1 et A ⊂

⋃
k≥1

Vk, alors

µ(A) = inf
U ouvert , U⊃A

µ(U),

2. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts (Km)m≥1 tels queX =
⋃
m≥1

Km.

Alors, pour tout ensemble µ-mesurable A ⊂ X ,

µ(A) = sup
K compact , K⊂A

µ(K).

On notera que A n’est pas supposé mesurable dans 1.

Démonstration. Pour 1, il suffit clairement de traiter le cas µ(A) < +∞. Si A est borélien, et si ε > 0,
le lemme 1.23 fournit un ouvert U ⊃ A tel que µ(U \ A) < ε, ce qui donne la conclusion car µ(U) =
µ(A) + µ(U \ A) < +∞. Dans le cas général, il existe un borélien B ⊃ A tel que µ(A) = µ(B). Il
s’ensuit que

µ(A) = µ(B) = inf
U ouvert , U⊃B

µ(U)

≥ inf
U ouvert , U⊃A

µ(U),

ce qui termine la preuve puisque l’inégalité inverse est immédiate.
Pour 2, soit A un ensemble mesurable tel que µ(A) < +∞. On définit ν := µ A, qui est une mesure
de Radon par la proposition 1.20. Soit ε > 0. Par le point 1 appliqué avec ν et X \A, il existe un ouvert
U ⊃ X \A tel que ν(U) < ν(X \A) + ε = ε. Si F = X \ U , F est fermé et F ⊂ A. De plus,

µ(A \ F ) = ν(X \ F ) = ν(U) < ε,

si bien que
0 ≤ µ(A)− µ(F ) < ε.

On a donc établi
µ(A) = sup

F fermé ; F⊂A
µ(F ). (1.25)
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On passe maintenant au cas où µ(A) = +∞. On peut supposer la suite (Km)m≥1 croissante (remplacer
chaque Km par l’union des Kl pour 1 ≤ l ≤ m), et on pose K ′m := Km \Km−1 pour tout m ≥ 2 et
K ′1 := K1, de sorte que les K ′m sont deux à deux disjoints et X =

⋃
m≥1

K ′m. Comme µ(A) = +∞, on a

+∞ = µ(A) =
∑
m≥1

µ(A ∩K ′m).

Comme µ est une mesure de Radon, µ(A ∩K ′m) < +∞ et le cas précédemment traité fournit un fermé
Fm ⊂ A ∩K ′m tel que µ(Fm) ≥ µ(A ∩K ′m)− 1

2m . On a
⋃
m≥1

Fm ⊂ A et

lim
l→+∞

µ

 ⋃
1≤m≤l

Fm

 = µ

 ⋃
m≥1

Fm


=

∑
m≥1

µ(Fm)

≥
∑
m≥1

(
µ(A ∩K ′m)− 1

2m
)

= +∞.

Comme
⋃

1≤m≤l
Fm est un fermé pour tout l, on obtient bien (1.25) également dans ce cas.

Enfin, comme, pour tout fermé F ⊂ X , µ(F ) = lim
m→+∞

µ(F ∩Km) et F ∩Km est compact, on obtient

finalement la conclusion de l’assertion 2 du théorème 1.24.

Voici des exemples de mesures de Radon :

Exemple 1.26. 1. La mesure de Lebesgue Ln, qui sera définie plus bas (section 2) est une mesure
de Radon sur Rn (voir la proposition 1.46).

2. Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout x ∈ X , la mesure δx (voir l’exemple 1.2) est une
mesure de Radon.

3. Soit (X, d) un espace métrique. La mesure de comptage sur A (voir l’exemple 1.2) est une
mesure borélienne régulière. C’est une mesure de Radon si, et seulement si, tout compact de X
est un ensemble fini, c’est-à-dire X est un espace discret.

Pour poursuivre cette section, voici une condition nécessaire et suffisante pour qu’une mesure soit boré-
lienne :

Théorème 1.27. [Critère de Caratheodory] ([45, Chapter 1, Theorem 5], [64, Lemma 3.3.5]) Soient
(X, d) un espace métrique et µ une mesure sur X . Alors µ est borélienne si, et seulement si, pour tous
A,B ⊂ X avec d(A,B) > 0, on a µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Démonstration. On suppose d’abord µ borélienne. SoientA,B ⊂ X avec d(A,B) > 0. On définitU :=
{x ∈ X; d(x,A) < d(x,B)}. Alors U est un ouvert contenant A et U ∩B = ∅. On a (A∪B) \U = B
et (A ∪B) ∩ U = A. Comme U est ouvert, U est borélien donc mesurable, de sorte que

µ(A ∪B) = µ((A ∪B) \ U) + µ((A ∪B) ∩ U) = µ(B) + µ(A).

On suppose maintenant que, pour tous A,B ⊂ X avec d(A,B) > 0, on a µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B).
On cherche à montrer que µ est borélienne. Il suffit de montrer que les fermés sont mesurables, car les
ouverts le seront donc aussi, donc les boréliens. Soit donc F ⊂ X un fermé. On veut montrer que F est
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mesurable, ce qui signifie que, pour tout A ⊂ X , µ(A) = µ(A \ F ) + µ(A ∩ F ). On a clairement, par
inclusion et sous-additivité de µ, µ(A) ≤ µ(A \ F ) + µ(A ∩ F ). Il suffit donc de vérifier

µ(A \ F ) + µ(A ∩ F ) ≤ µ(A). (1.28)

Il suffit de le voir quand µ(A) < +∞. Pour tout k ≥ 1, soit

Fk :=
{
x ∈ X; d(x, F ) ≤ 1

k

}
.

Comme d(A \ Fk, A ∩ F ) ≥ 1
k , l’hypothèse sur µ montre que

µ(A \ Fk) + µ(A ∩ F ) = µ((A \ Fk) ∪ (A ∩ F )) ≤ µ(A).

Il suffit donc, pour terminer la preuve du théorème 1.27, de montrer que

lim
k→+∞

µ(A \ Fk) = µ(A \ F ). (1.29)

Pour cela, pour tout k ≥ 1, on définit

Rk :=
{
x ∈ A; 1

k + 1 < d(x, F ) ≤ 1
k

}
.

Pour tous i, j ≥ 1 avec j ≥ i+ 2, d(Ri, Rj) > 0. On a donc, pour tout m ≥ 1 et en utilisant à nouveau
l’hypothèse sur µ,

µ(A) ≥ µ

 ⋃
1≤i≤m

R2i

 =
∑

1≤i≤m
µ (R2i) ,

et de même ∑
1≤i≤m

µ (R2i+1) ≤ µ(A),

de sorte que ∑
i≥1

µ(Ri) ≤ 2µ(A) < +∞. (1.30)

Comme F est fermé, pour tout x ∈ X , x /∈ F si, et seulement si, d(x, F ) > 0. On a donc, pour tout
k ≥ 1,

A \ F = (A \ Fk)
⋃ ⋃

m≥k
Rm

 ,
si bien que

µ(A \ F )−
∑
m≥k

µ(Rm) ≤ µ(A \ Fk) ≤ µ(A \ F ),

et, en faisant tendre k vers +∞ et utilisant (1.30), on obtient bien (1.29).

On termine cette section en définissant le support d’une mesure.

Définition 1.31. Soient X un espace métrique séparable et µ une mesure sur X . On définit le support
de µ, noté Supp(µ), comme

spt µ := X \ {x ∈ X; il existe r > 0 tel que µ(B(x, r)) = 0} .

En d’autres termes, le support de µ est le plus petit fermé F tel que µ(X \ F ) = 0.
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1.2 Fonctions mesurables

Définition 1.32. Soient X un ensemble, Y un espace métrique et µ une mesure sur X . Si f : X → Y ,
f est mesurable (ou µ-mesurable) si, et seulement si, pour tout ouvert ω ⊂ Y , f−1(ω) est µ-mesurable.

On notera que, si f est mesurable, alors pour tout borélien E ⊂ Y , f−1(E) est µ-mesurable.

Proposition 1.33. ([45, Chapter 1, Section 1.1, Theorem 6]) Soit (fk)k≥1 : X → [−∞,+∞] une suite
de fonctions mesurables. Alors supk fk, infk fk, lim fk et lim fk sont mesurables.

Dans cette proposition, [−∞,+∞] est muni de la topologie, donnée par la métrique standard
d(x, y) := |arctan x− arctan y|, avec la convention arctan(−∞) = −π

2 et arctan(+∞) = π
2 .

1.3 Mesure image

Définition 1.34. Soient X,Y des espaces métriques, f : X → Y une application et µ une mesure sur
X . La mesure image, notée f]µ, de µ par f est donnée par f]µ(A) = µ(f−1(A)) pour tout A ⊂ Y .

Il est laissé au lecteur le soin de vérifier que f]µ est une mesure sur Y . Si X et Y sont des espaces
métriques séparables et si µ est une mesure de Radon sur X (à support compact), alors f]µ est une
mesure de Radon (et Supp(f]µ) = f(Supp(µ))). Il est facile de voir que si f : X → Y et g : Y → R+

sont des fonctions boréliennes et si µ est une mesure de Borel sur X ,∫
Y
gdf]µ =

∫
X

(g ◦ f)dµ. (1.35)

En particulier, g est intégrable par rapport à f]µ si et seulement si g ◦ f est intégrable pour µ. Voir [98]
chapitre 1 pour plus de détails.

1.4 Prolongements d’applications continues

On commence par le lemme d’Urysohn ([125, Theorem 2.12]) :

Lemme 1.36. [Lemme d’Urysohn] Soient (X, d) un espace métrique et F,G deux fermés disjoints dans
X . Alors il existe une fonction continue f : X → [0, 1] telle que f = 0 sur F et f = 1 sur G.

Démonstration. Il suffit de poser

f(x) := d(x, F )
d(x, F ) + d(x,G)

pour tout x ∈ X .

Remarque 1.37. On peut donner une version de ce lemme pour des fonctions C∞, voir l’exercice 1.232
plus loin.

Théorème 1.38. [Théorème de Tietze Urysohn] Soient (X, d) un espace métrique, K ⊂ X un compact
et f : K → R une fonction continue. Alors il existe une fonction F : X → R continue bornée telle que
F (x) = f(x) pour tout x ∈ F et

‖F‖∞ = ‖f‖∞ .

Démonstration. Comme f est bornée sur K (fonction continue sur un compact), on peut supposer que
−1 ≤ f(x) ≤ 1 pour tout x ∈ K. On définit

K+ :=
{
x ∈ K; f(x) ≥ 1

3

}
, K− :=

{
x ∈ K; f(x) ≤ −1

3

}
.
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Les ensemblesK+ etK− sont des fermés deX disjoints. Le lemme 1.36 fournit une fonction f1 : X →[
−1

3 ,
1
3

]
telle que f1(x) = 1

3 pour tout x ∈ K+ et f1(x) = −1
3 pour tout x ∈ K−. On a donc

|f(x)− f1(x)| ≤ 2
3 pour tout x ∈ K

et
|f1(x)| ≤ 1

3 pour tout x ∈ X.

On construit ainsi par récurrence une suite de fonctions (fn)n≥1 continues sur X telles que∣∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
j=1

fj(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
(2

3

)n
pour tout x ∈ K

et

|fn(x)| ≤ 1
3

(2
3

)n−1
pour tout x ∈ X.

La fonction F surX définie par F (x) :=
∑
n≥1

fn(x) pour tout x ∈ X vérifie les conclusions voulues.

1.5 Approximation par des fonctions continues

Théorème 1.39. [Théorème de Lusin] Soient (X, d) un espace métrique, µ une mesure de Radon sur X
et f : X → R une fonction µ-mesurable. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts
(Xm)m≥1 tels que X =

⋃
m≥1

Xm. Soit A ⊂ X mesurable avec µ(A) < +∞. Pour tout ε > 0, il existe

un compact K ⊂ X tel que :
1. µ(A \K) < ε,
2. f |K est continue.

Démonstration. Soit (In)n≥1 la famille dénombrable de tous les intervalles ouverts de R dont les bornes
appartiennent à Q ou valent +∞ ou −∞. Comme f−1(In) et f−1(R \ In) sont mesurables, il existe,
par le théorème 1.24, des compacts Kn et K ′n tels que Kn ⊂ f−1(In) et µ(f−1(In) \ Kn) < ε

2n+1 ,
K ′n ⊂ f−1(R \ In) et µ(f−1(R \ In) \ K ′n) < ε

2n+1 , de sorte que µ(A \ (Kn
⋃
K ′n)) < ε

2n . On
pose K :=

⋂
n≥1

(Kn

⋃
K ′n), qui est bien compact et vérifie µ(A \ K) < ε. De plus, la restriction de

f à K est continue. En effet, soient n ≥ 1 et x ∈ f−1(In) ∩ K. Comme f(x) ∈ In et x ∈ K, on a
x ∈ Un := X\K ′n. Ainsi, x ∈ K∩Un etK∩Un est ouvert dansK, ce qui montre bien que f−1(In)∩K
est un ouvert de K. Comme tout ouvert de R est une réunion d’intervalles In (exercice 1.233 plus loin),
on a terminé la preuve.

Corollaire 1.40. Soient (X, d) un espace métrique, µ une mesure de Radon sur X et f : X → R une
fonction µ-mesurable. On suppose qu’il existe une famille dénombrable de compacts (Km)m≥1 tels que
X =

⋃
m≥1

Km. Soit A ⊂ X mesurable avec µ(A) < +∞. Pour tout ε > 0, il existe une fonction

continue g : X → R telle que µ ({x ∈ A; f(x) 6= g(x)}) < ε.

Démonstration. Par le théorème 1.39, il existe un compact K ⊂ A tel que µ(A \ K) < ε et f |K est
continue. Le théorème 1.38 donne alors une fonction g : X → R continue telle que g(x) = f(x) pour
tout x ∈ K, de sorte que

µ ({x ∈ A; f(x) 6= g(x)}) ≤ µ(A \K) < ε.
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Théorème 1.41. [Théorème d’Egoroff] Soient (X,µ) un espace mesuré tel que µ(X) < +∞ et (fn)n≥1
une suite de fonctions mesurables de X dans R. On suppose qu’il existe f : X → R telle que f(x) =

lim
n→+∞

fn(x) pour tout x ∈ X . Alors, pour tout ε > 0, il existe E ⊂ X mesurable tel que µ(X \E) < ε

tel que fn → f uniformément sur E.

Démonstration. Soit ε > 0. Pour tous j, k ≥ 1, on pose

Ej,k :=
⋃
i≥j

{
x ∈ X; |fi(x)− f(x)| > 2−k

}
.

Comme f est mesurable,Ej,k est mesurable. Soit k ≥ 1. Pour tout j ≥ 1,Ej+1,k ⊂ Ej,k et
⋂
j≥1

Ej,k = ∅,

de sorte qu’il existe Jk ≥ 1 tel que, pour tout j ≥ Jk, µ(Ej,k) < ε2−k (on utilise ici le fait que
µ(X) < +∞). Ainsi, on peut construire une suite d’entiers (jk)k≥1 strictement croissante telle que,
pour tout k ≥ 1, µ(Ejk,k) < ε2−k. Posons alors E :=

⋃
k≥1

Ejk,k. On a bien µ(E) < ε. De plus, si k ≥ 1

et x /∈ E, alors, pour tout i ≥ jk, |fi(x)− f(x)| ≤ 2−k, ce qui montre bien la convergence uniforme de
(fi)i≥1 vers f sur X \ E.

On notera que la conclusion du théorème 1.41 est fausse si on suppose µ(X) = +∞ (voir l’exercice
1.228 plus loin).

Dans la suite, on supposera connus les résultats de base concernant le calcul intégral : définition de
l’intégrale de Lebesgue, théorèmes de convergence monotone, de convergence dominée et de Fatou. On
pourra se reporter à [45, 48, 125].
On rappelle toutefois la construction de la mesure produit :

Définition 1.42. Soient X,Y des ensembles, µ une mesure sur X , ν une mesure sur Y . On définit la
mesure µ× ν : X × Y → [0,+∞] de la façon suivante : si S ⊂ X × Y , on pose

(µ× ν)(S) = inf

∑
i≥1

µ(Ai)ν(Bi)


où la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables d’ensembles µ-mesurables (Ai)i≥1
inclus dans X et toutes les familles dénombrables d’ensembles ν-mesurables (Bi)i≥1 inclus dans Y
telles que

S ⊂
⋃
i≥1

Ai ×Bi.

La mesure µ× ν est appelée mesure produit de µ et de ν.

On rappelle également le théorème de Fubini :

Théorème 1.43. ([45, Chapter 1, section 1.4, Theorem 1]) Soient X,Y des ensembles, µ une mesure
sur X et ν une mesure sur Y (on ne suppose pas µ ni ν régulière).

1. La mesure µ× ν est régulière sur X × Y .
2. Si A ⊂ X est µ-mesurable et B ⊂ Y est ν-mesurable, alors A × B est µ × ν-mesurable et

(µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B).
3. Soit S ⊂ X × Y , supposé σ-fini pour µ× ν (voir la définition 1.16). Alors, pour ν-presque tout
y ∈ Y , l’ensemble Sy := {x ∈ X; (x, y) ∈ S} est µ-mesurable, pour µ-presque tout x ∈ X ,
l’ensemble Sx := {y ∈ Y ; (x, y) ∈ S} est µ-mesurable, et

(µ× ν)(S) =
∫
Y
µ(Sy)dν(y) =

∫
X
ν(Sx)dµ(x).
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4. Soit f : X × Y → [0,+∞] une fonction µ × ν-mesurable et σ-finie (ce qui veut dire que
{x ∈ X × Y ; f(x, y) 6= 0} est une réunion dénombrable de parties de X × Y de mesure finie
pour la mesure µ × ν). Alors la fonction y 7→

∫
X f(x, y)dµ(x) est ν-mesurable, la fonction

x 7→
∫
Y f(x, y)dν(y) est µ-mesurable et

∫
X×Y

f(x, y)d(µ×ν)(x, y) =
∫
Y

(∫
X
f(x, y)dµ(x)

)
dν(y) =

∫
X

(∫
Y
f(x, y)dν(y)

)
dµ(x).
(1.44)

5. Soit f : X ×Y → R une fonction µ× ν-intégrable et σ-finie. Alors, pour ν-presque tout y ∈ Y ,∫
X |f(x, y)| dµ(x) < +∞ et la fonction y 7→

∫
X f(x, y)dµ(x) est ν-intégrable. Pour µ-presque

tout x ∈ X ,
∫
Y |f(x, y)| dν(y) < +∞ et la fonction x 7→

∫
Y f(x, y)dν(y) est µ-intégrable et

(1.44) est vérifiée.

On notera que les conclusions de 4 et 5 dans le théorème de Fubini ne subsistent plus si on supprime
certaines hypothèses, voir l’exercice 1.231 plus loin.

2 La mesure de Lebesgue dans Rn

2.1 Définition

On définit la mesure de Lebesgue dans Rn de la façon suivante :

Définition 1.45. 1. Un cube Q de Rn est un produit d’intervalles ayant tous la même longueur,
appelée longueur du côté de Q.

2. Si Q ⊂ Rn est un cube, dont la longueur du côté est égale à l, on définit la mesure de Lebesgue
de Q par

Ln(Q) := ln.

3. On définit, pour tout A ⊂ Rn, la mesure de Lebesgue Ln de A par

Ln(A) := inf
∑
j≥1
Ln(Qj)

où la borne inférieure est prise sur toutes les familles dénombrables de cubes (Qj)j≥1 de Rn

telles que A ⊂
⋃
j≥1

Qj .

On rappelle les propriétés suivantes ([48, Theorem 2.40], [45, Chapter 1]) :

Proposition 1.46. 1. La fonction Ln est une mesure de Radon sur Rn.
2. Si A ⊂ Rn, A est mesurable pour Ln si, et seulement si, il existe des boréliens A0 ⊂ A ⊂ A1

tels que Ln(A1 \A0) = 0.
3. Pour tout ensemble mesurable E ⊂ Rn, il existe des ensembles A1, A2, N1, N2 tels que E =
A1 ∪N1 = A2 \N2, Ln(N1) = Ln(N2) = 0, A1 est une réunion dénombrable de fermés et A2
une intersection dénombrable d’ouverts.

4. La mesure Ln sur Rn vérifie la propriété de récurrence suivante : si n = k + l avec k, l ∈ J1, nK
et si on considère que Rn = Rk × Rl, alors Ln = Lk × Ll.

5. Les conclusions du théorème 1.24 s’appliquent à la mesure Ln, et portent habituellement le nom
de “propriété de régularité de la mesure de Lebesgue”.
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2.2 Caractérisation de la mesure de Lebesgue

On termine ce paragraphe par une caractérisation de la mesure de Lebesgue dans Rn comme mesure
borélienne invariante par translation :

Lemme 1.47. On note Q0 := [0, 1[n. Soit m une mesure borélienne sur Rn. On suppose que :
1. pour tout borélien A ⊂ Rn et tout a ∈ Rn, m(A + a) = m(A) (autrement dit, A est invariante

par translation),
2. m(Q0) = 1.

Alors m(B) = Ln(B) pour tout borélien B ⊂ Rn.

Démonstration. On l’écrit pour n = 2, mais l’argument est analogue en toute dimension.
Soient J,K ≥ 1 des entiers. Comme

Q0 =
⋃

1≤j≤J, 1≤k≤K

[
j − 1
J

,
j

J

[
×
[
k − 1
K

,
k

K

[
,

on a donc, d’après l’invariance de m par translation,

1 = m(Q0) =
∑

1≤j≤J, 1≤k≤K
m

([
j − 1
J

,
j

J

[
×
[
k − 1
K

,
k

K

[)
= JKm

([
0, 1
J

[
×
[
0, 1
K

[)
.

Ainsi, toujours par invariance par translation, pour tous l,m ∈ N,

m

([
l

J
,
l + 1
J

[
×
[
m

K
,
m+ 1
K

[)
= 1
JK

.

Si maintenant L,M ≥ 1 sont des entiers,[
0, L
J

[
×
[
0, M
K

[
=

⋃
0≤l≤L−1, 0≤m≤M−1

[
l

J
,
l + 1
J

[
×
[
m

K
,
m+ 1
K

[
,

donc, en utilisant encore l’invariance par translation, on obtient

m

([
0, L
J

[
×
[
0, M
K

[)
= L

J

M

K
.

On a donc montré que, pour tous r, s > 0 rationnels,

m ([0, r[× [0, s[) = rs. (1.48)

Si r, s > 0, il existe une suite (rk)k≥1 de rationnels qui converge vers r en croissant et une suite (sk)k≥1
de rationnels qui converge vers s en croissant, et on a donc encore (1.48). Une nouvelle utilisation de
l’invariance par translation montre alors que, pour tous a < a′ et tous b < b′,

m
([
a, a′

[
×
[
b, b′

[)
= (a′ − a)(b′ − b).

Enfin, comme la tribu borélienne est engendrée par les ensembles du type [a, a′[ × [b, b′[ (il suffit de
voir que tout ouvert de R2 peut s’écrire comme réunion au plus dénombrable de tels ensembles, voir le
lemme 1.51 plus bas), on obtient bien, grâce au corollaire 1.13, que m(B) = L2(B) pour tout borélien
B ⊂ R2.

Corollaire 1.49. Soit m une mesure borélienne sur Rn invariante par translation. Alors, si C = m(Q0)
(où Q0 = [0, 1[n), on a m(B) = CLn(B) pour tout borélien B ⊂ Rn.
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Démonstration. Si C > 0, on applique le lemme 1.47 à 1
Cm. Si C = 0, alors pour tous k1, ..., kn ∈ Z,

par invariance par translation,

m ([k1, k1 + 1[× ... [kn, kn + 1[) = 0,

et comme
Rn =

⋃
k1,...,kn∈Z

[k1, k1 + 1[× ... [kn, kn + 1[ ,

on a m(Rn) = 0.

2.3 Changement de variables pour la mesure de Lebesgue

On commence par une définition :

Définition 1.50. Soient j ∈ Z et n ≥ 1. On appelle Qj la famille des cubes de Rn de la forme∏n
k=1[ak2j , (ak + 1)2j ] avec a1, ..., an ∈ Z. Un cube Q ⊂ Rn est appelé cube dyadique si, et seulement

si, Q ∈ Qj pour un j ∈ Z.

On vérifie que, si deux cubes dyadiques ont des intérieurs non disjoints, alors l’un des cubes est
inclus dans l’autre.
On aura besoin dans cette section du résultat suivant :

Lemme 1.51. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert. Alors il existe une famille au plus dénombrable de cubes fermés
(Qk)k≥1 d’intérieurs deux à deux disjoints tels que Ω =

⋃
k≥1

Qk.

Démonstration. Si Ω ⊂ Rn est un ouvert différent de Rn, pour chaque x ∈ Ω, il existe un cube dyadique
maximal Qx contenant x et inclus dans Ω, et pour tout point y ∈ Qx, Qx est aussi le cube dyadique
maximal contenant y et inclus dans Ω. Les cubes dyadiques ainsi obtenus ont des intérieurs deux à
deux disjoints par la remarque suivant la définition 1.50 et la propriété de maximalité, et ils forment une
famille dénombrable de cubes recouvrant Ω. Enfin, si Ω = Rn, la conclusion est immédiate.

Remarque 1.52. 1. La décomposition Ω =
⋃
k≥1

Qk obtenue dans le lemme 1.51 est une décompo-

sition de Ω en cubes de type Whitney. Voir aussi l’exercice 1.234 plus bas et le théorème 2.59 du
chapitre 2.

2. Une version du lemme 1.51 dans les espaces métriques doublants sera donnée dans la proposition
1.216 plus loin.

On commence par considérer le cas de changements de variables linéaires :

Proposition 1.53. Soit T : Rn → Rn linéaire. Alors, pour tout ensemble A ⊂ Rn mesurable,
Ln(T (A)) = |det T | Ln(A).

Démonstration. Si T n’est pas un isomorphisme, alors T (A) est contenu dans un sous-espace de Rn de
dimension au plus n− 1 et on a donc Ln(T (A)) = 0 comme annoncé. On peut donc supposer que T est
un isomorphisme.
On remarque d’abord que, pour tout borélien B ⊂ Rn, T (B) est borélien. Pour le voir, il suffit de
considérer {A ⊂ Rn; T (A) est un borélien}, qui est une tribu contenant tous les ouverts de Rn (parce
que T est un homéomorphisme de Rn sur Rn), donc les boréliens.
On définit alors, pour tout B ⊂ Rn, m(B) := Ln(T (B)). Alors m est une mesure invariante par
translation et C := m(Q0) < +∞ car T (Q0) est borné (on rappelle que Q0 = [0, 1[n). Le corollaire
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1.49 montre que m = CLn. Ainsi, on a montré que, pour tout isomorphisme T , il existe C(T ) > 0 tel
que

Ln(T (B)) = C(T )Ln(B) (1.54)

pour tout borélien B.
Il reste à montrer que C(T ) = |det T | pour tout isomorphisme T et que (1.54) reste valable pour tout
ensemble mesurable B ⊂ Rn.
Or on vérifie facilement que

C(T1)C(T2) = C(T1 ◦ T2) (1.55)

pour tous isomorphismes T1, T2 de Rn sur Rn. De plus, C(Id) = 1.
Si T est une isométrie de Rn, et si B0 est la boule unité euclidienne ouverte, comme T (B0) = B0, on a

C(T )Ln(B0) = Ln(T (B0)) = Ln(B0),

et comme Ln(B0) > 0, C(T ) = 1 = |det T |.
Si T est de la forme T (x1, ..., xn) = (λ1x1, ..., λnxn) avec λ1, ..., λn 6= 0, on a C(T ) =
Ln ([0, λ1[× ...× [0, λn[) = |λ1...λn| = |det T | (noter que les λi peuvent être négatifs).
Si T est diagonalisable dans une base orthonormée (f1, ..., fn) et si (e1, ..., en) est la base canonique
de Rn, soit U l’isométrie telle que U(fi) = ei pour tout i ∈ J1, nK. Alors T = U−1T0U où T0 est
de la forme T0(x1, ..., xn) = (λ1x1, ..., λnxn). On a donc encore C(T ) = |det T |. Finalement, si T
est un isomorphisme, il existe une isométrie U et un isomorphisme symétrique S tels que T = US.
Comme S est diagonalisable dans une base orthonormée, on obtient que C(T ) = |det T | en combinant
les observations précédentes.
On vérifie maintenant que (1.54) est encore vraie si B ⊂ Rn est mesurable (pour Ln). Si B est un
tel ensemble, par la proposition 1.46, il existe des boréliens B0 ⊂ B ⊂ B1 tels que B1 \ B0 soit de
mesure nulle. On a alors T (B0) ⊂ T (B) ⊂ T (B1), T (B0) et T (B1) sont des boréliens car T est un
homéomorphisme et

Ln(T (B1) \ T (B0)) = Ln(T (B1 \B0)) = |det T | Ln(B1 \B0) = 0,

ce qui termine la preuve.

On étend la proposition 1.53 au cas où T est un C1 difféomorphisme entre ouverts de Rn. Pour fixer les
notations de la suite, on rappelle la définition d’une fonction différentiable en un point de Rn :

Définition 1.56. 1. Soit U ⊂ Rn un ouvert. Une fonction f : U → Rm est différentiable en x ∈ U
s’il existe une application linéaire Df(x) : Rn → Rm telle que

f(y) = f(x) +Df(x)(y − x) + o(||x− y||) quand y → x.

L’application linéaire Df(x) s’appelle alors la différentielle de f en x.

2. On appelle matrice jacobienne de f en x la matrice de Df(x) dans les bases canoniques de
Rn et Rm. Cette matrice, notée Jf(x), est formée des dérivées partielles des coordonnées de f ,
c’est-à-dire des ∂f i

∂xj
.

3. On dit que f est de classe C1 sur U si f est différentiable sur U et x 7→ Df(x) est continue sur
U .

4. La fonction f : Rn → Rm est différentiable presque partout si l’ensemble des points x ∈ Rn où
f n’est pas différentiable est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue Ln.

5. Soient U, V ⊂ Rn des ouverts. UnC1-difféomorphisme de U sur V est une bijection f : U → V
de classe C1 telle que f−1 soit aussi de classe C1 sur V .
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Théorème 1.57. [Changement de variables dans l’intégrale pour la mesure de Lebesgue] Soient Ω ⊂
Rn et T : Ω→ V := T (Ω) ⊂ Rn un C1-difféomorphisme. Si f est une fonction mesurable sur V , alors
f ◦ T est mesurable sur Ω. De plus, si f ≥ 0 ou si f ∈ L1(V ), alors∫

V
f(y)dy =

∫
Ω

(f ◦ T )(x) |det JT (x)| dx, (1.58)

où, pour tout x ∈ Ω, JT (x) la matrice jacobienne de T au point x.

Démonstration. La première étape est de montrer que, si E ⊂ Ω est un borélien, alors

Ln(T (E)) ≤
∫
E
|det JT (x)| dx. (1.59)

Soit Q ⊂ Ω un cube fermé de centre a. Pour tout x ∈ Q,

|T (x)− T (a)| ≤ sup
y∈Q
‖DT (y)‖ |x− a|

(ici, |w| = sup
1≤i≤n

|wi| pour tout w ∈ Rn), donc

Ln(T (Q)) ≤ sup
y∈Q
‖DT (y)‖n Ln(Q). (1.60)

Soit S un isomorphisme de Rn sur Rn. Appliquant (1.60) avec S−1 ◦ T au lieu de T et utilisant la
proposition 1.53, on obtient

Ln(T (Q)) = |det S| Ln((S−1 ◦ T )(Q)) ≤ |det S| sup
y∈Q

∥∥∥S−1 ◦DT (y)
∥∥∥n Ln(Q).

Soit ε > 0. Comme T est C1, il existe δ > 0 tel que, pour tous y, z ∈ Q avec |y − z| < δ, on
ait
∥∥(DT (z))−1 ◦DT (y)

∥∥ ≤ 1 + ε. On peut trouver des cubes Q1, ..., QN d’intérieurs deux à deux
disjoints, dont la longueur des côtés est inférieure à δ et dont la réunion vaut Q. Pour tout i ∈ J1, NK, il
existe xi ∈ Qi tel que

|det DT (xi)| Ln(Qi) =
∫
Qi

|det DT (x)| dx.

En effet, on a

inf
z∈Qi
|det DT (z)| ≤

∫
Qi

|det DT (x)| dx ≤ sup
z∈Qi
|det DT (z)| ,

et il suffit d’appliquer le théorème des valeurs intermédiaires à z 7→ |det DT (z)| sur Qi. On a donc

Ln(T (Q)) ≤
N∑
i=1
Ln(T (Qi))

≤
N∑
i=1
|det DT (xi)| sup

y∈Qi

∥∥∥DT (xi)−1 ◦DT (y)
∥∥∥n Ln(Qi)

≤ (1 + ε)
N∑
i=1
|det DT (xi)| Ln(Qi)

= (1 + ε)
N∑
i=1

∫
Qi

|det DT (x)| dx

= (1 + ε)
∫
Q
|det DT (x)| dx.
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Comme cela est vrai pour tout ε > 0, on obtient

Ln(T (Q)) ≤
∫
Q
|det DT (x)| dx. (1.61)

On montre maintenant que (1.61) reste vraie si Q ⊂ Ω est un ouvert. En effet, si Q est un ouvert, on
peut trouver une famille (Qj)j≥1 dénombrable de cubes fermés d’intérieurs deux à deux disjoints tels
que Q =

⋃
j≥1

Qj (lemme 1.51). On obtient (1.61) pour Q en l’écrivant pour Qj et en sommant sur j.

Soit maintenant E ⊂ Ω borélien avec Ln(E) < +∞. Par régularité de la mesure de Lebesgue, il existe,
pour tout j ≥ 1, un ouvert Uj ⊂ Ω contenant E tel que Ln(Uj \E) < 2−j , et on peut supposer tous les
Uj inclus dans un même ouvert de mesure finie. On a donc, pour tout j ≥ 1,

Ln(T (E)) ≤ Ln(T (Uj)) ≤
∫
Uj

|det DT (x)| dx,

et en faisant tendre j vers +∞ et utilisant le théorème de convergence dominée, on obtient

Ln(T (E)) ≤
∫
E
|det DT (x)| dx. (1.62)

Cette inégalité reste valable pour tout borélien E ⊂ Ω, car E est une union dénombrable croissante de
boréliens de mesure finie inclus dans Ω.
On déduit de (1.62) que, pour toute fonction g borélienne sur Ω, positive et étagée (c’est-à-dire combi-
naison linéaire de fonctions indicatrices de boréliens),∫

T (Ω)
(g ◦ T−1)(x)dx ≤

∫
Ω
g(x) |det DT (x)| dx. (1.63)

Le théorème de convergence croissante montre que (1.63) reste vraie pour toute fonction g borélienne
positive sur Ω. Soit alors f borélienne et positive sur T (Ω). En appliquant (1.63) à g := f ◦T , on obtient∫

T (Ω)
f(x)dx ≤

∫
Ω

(f ◦ T )(x) |det DT (x)| dx. (1.64)

Soit maintenant g une fonction borélienne positive sur Ω. Appliquant (1.64) à g et auC1-difféomorphisme
T−1 : T (Ω)→ Ω, on obtient∫

Ω
g(x)dx ≤

∫
T (Ω)

(g ◦ T−1)(x)
∣∣∣det DT−1(x)

∣∣∣ dx. (1.65)

Si f est borélienne positive sur T (Ω), l’application de (1.65) à g := (f ◦ T ) |det DT (x)| donne∫
Ω

(f ◦ T )(x) |det DT (x)| dx ≤
∫
T (Ω)

f(x)
∣∣∣det DT (T−1(x))

∣∣∣ ∣∣∣det DT−1(x)
∣∣∣ dx,

et comme
∣∣det DT (T−1(x))

∣∣ ∣∣det DT−1(x)
∣∣ = 1 pour tout x ∈ T (Ω), on obtient que∫

Ω
(f ◦ T )(x) |det DT (x)| dx ≤

∫
T (Ω)

f(x)dx, (1.66)

et la conjonction de (1.64) et (1.66) donne bien (1.58) pour f borélienne positive.
Il reste à étendre cette conclusion au cas mesurable. Soit E ⊂ Ω mesurable. Il existe un borélien A et un
ensemble de mesure nulle N disjoints tels que E = A ∪N . La conclusion (1.58) appliquée à χA donne

Ln(T (A)) =
∫
A
|det DT (x))| dx.
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De plus, Ln(T (N)) = 0. En effet, il existe un borélien B de mesure nulle tel que N ⊂ B, de sorte que
T (N) ⊂ T (B) et (1.58) appliquée à χB montre que Ln(T (B)) = 0. Ainsi, Ln(T (N)) est de mesure
nulle et

Ln(T (E)) = Ln(T (A)) =
∫
A
|det DT (x))| dx =

∫
E
|det DT (x))| dx.

On raisonne alors comme dans le cas borélien pour obtenir que, si f est mesurable positive, alors f ◦ T
l’est aussi et (1.58) est valable pour f mesurable positive. Si f est intégrable réelle, on raisonne avec f+

et f−, et si f est intégrable et complexe, on passe par ses parties réelle et imaginaire.

Remarque 1.67. On peut affaiblir l’hypothèse sur T dans le théorème 1.57 en supposant seulement que
T est différentiable sur Ω et que T−1 est continue sur T (Ω), voir l’exercice 1.247 plus loin.

2.4 Inégalité isodiamétrique

Le but de cette section est de montrer l’inégalité isodiamétrique pour Ln :

Théorème 1.68. [Inégalité isodiamétrique] Pour tout A ⊂ Rn,

Ln(A) ≤ α(n)
(

diam(A)
2

)n
, (1.69)

où
α(n) := Ln(B(0, 1))

et diam(A) désigne le diamètre de A, c’est-à-dire

diam(A) = sup
x,y∈A

|x− y| .

En d’autres termes, la mesure de A est inférieure à celle de la boule euclidienne de même diamètre que
A.

La preuve de cette inégalité repose sur une construction géométrique, appelée symétrisation de Stei-
ner, que l’on présente maintenant.
On fixe des vecteurs a, b ∈ Rn avec |a| = 1. On définit

Lab := {b+ ta; t ∈ R}

et
Pa := {x ∈ Rn; 〈x, a〉 = 0} .

Définition 1.70. Soit a ∈ Rn avec |a| = 1. On définit la symétrisation de Steiner par rapport à l’hyper-
plan Pa de la manière suivante : si A ⊂ Rn,

Sa(A) :=
⋃

b∈Pa; A∩La
b
6=∅

{
b+ ta; |t| ≤ 1

2L
1(A ∩ Lab )

}
.

En termes plus intuitifs, on écritA comme la réunion disjointe desA∩Lab pour b ∈ Pa. SiA∩Lab n’est
pas vide, on considère sa mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle, et on le remplace par le segment centré
en b, de même direction que Lab , de longueur totale égale à la mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle de
A ∩ Lab .
Voici des propriétés de la symétrisation de Steiner :

Proposition 1.71. [45, Chapter 1, Section 2.2, Lemma 2] On reprend les notations de la définition 1.70.
Alors :
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1. diam(Sa(A)) ≤ diam(A),
2. si A est mesurable, alors Sa(A) l’est aussi, et Ln(Sa(A)) = Ln(A).

Pour la preuve de la proposition 1.71, on aura besoin du

Lemme 1.72. Soit f : Rn → [0,+∞] mesurable. Alors

A :=
{

(x, y) ∈ Rn+1; 0 ≤ y ≤ f(x)
}

est Ln+1 mesurable.

Preuve du lemme 1.72 : soient
B := {x ∈ Rn; f(x) = +∞}

et
C := {x ∈ Rn; 0 ≤ f(x) < +∞} .

Pour tout j ∈ N et tout k ≥ 1, soit

Cj,k :=
{
x ∈ Rn; j

k
≤ f(x) < j + 1

k

}
,

de sorte que, pour tout k ≥ 1, C =
⋃
j≥0

Cj,k. On définit aussi

Dk =
⋃
j≥0

(
Cj,k ×

[
0, j
k

])⋃
(B × [0,+∞])

et
Ek =

⋃
j≥0

(
Cj,k ×

[
0, j + 1

k

])⋃
(B × [0,+∞])

et
D =

⋃
k≥1

Dk, E =
⋂
k≥1

Ek.

Pour tout k ≥ 1, Dk et Ek sont Ln+1 mesurables et Dk ⊂ A ⊂ Ek. On a donc D ⊂ A ⊂ E, et les
ensembles D et E sont Ln+1 mesurables. De plus, pour tout R > 0 et tout k ≥ 1,

Ln+1 ((E \D) ∩B(0, R)) ≤ Ln+1 ((Ek \Dk) ∩B(0, R)) ≤ 1
k
Ln(B(0, R)),

ce qui implique que Ln+1 ((E \D) ∩B(0, R)) = 0, donc que Ln+1 (E \D) = 0. Ainsi, Ln+1(A \
D) = 0, ce qui montre que A est Ln+1 mesurable.

Preuve de la proposition 1.71 : pour 1, il suffit de le faire quand diam(A) < +∞. Il suffit aussi de
supposer que A est fermé (en effet, en général, on aura Sa(A) ⊂ Sa(A), donc diam(Sa(A)) ≤
diam(Sa(A)) ≤ diam(A) = diam(A)). Ainsi, on peut supposer A compact. Comme A est borné, donc
inclus dans une boule euclidienne de centre 0, Sa(A) est inclus dans la même boule, donc borné aussi.
Soient ε > 0 et x, y ∈ Sa(A) tels que diam(Sa(A)) ≤ |x− y|+ ε. On décompose

x = b+ 〈x, a〉a et y = c+ 〈y, a〉a.

En d’autres termes, b (resp. c) est la projection orthogonale de x (resp. y) sur Pa. On définit

r := inf {t; b+ ta ∈ A} ,
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s =: sup {t; b+ ta ∈ A} ,

u := inf {t; c+ ta ∈ A} ,

v := sup {t; c+ ta ∈ A} .

On suppose que v − r ≥ s− u (raisonnement analogue si v − r < s− u). Alors

v − r ≥ 1
2(v − r) + 1

2(s− u)

= 1
2(s− r) + 1

2(v − u)

≥ 1
2L

1(A ∩ Lab ) + 1
2L

1(A ∩ Lac ).

Comme x ∈ Sa(A) et |〈x, a〉| = |x− b|, on a |〈x, a〉| ≤ 1
2L

1(A ∩ Lab ), et de même |〈y, a〉| ≤ 1
2L

1(A ∩
Lac ). Ainsi,

v − r ≥ |〈x, a〉|+ |〈y, a〉| ≥ |〈x, a〉 − 〈y, a〉| .

On a donc
(diam(Sa(A))− ε)2 ≤ |x− y|2

= |b− c|2 + |〈x, a〉 − 〈y, a〉|2

≤ |b− c|2 + |v − r|2

≤ |(b+ ra)− (c+ va)|2
≤ diam(A)2,

(1.73)

car b+ ra ∈ A et c+ va ∈ A puisque A est fermé. Comme (1.73) est vraie pour tout ε > 0, on obtient
bien 1.
Pour 2, il suffit de le faire quand a = en = (0, ..., 0, 1), par invariance de Ln par rotation (voir la
proposition 1.53). Ainsi, Pa = Rn−1. Le théorème de Fubini (théorème 1.43) montre que, si f(b) :=
L1(A ∩ Lenb ) pour tout b ∈ Rn−1, alors f est Ln−1 mesurable et

Ln(A) =
∫
b∈Rn−1

f(b)db.

Comme

Sen(A) =
{

(b, y) ∈ Rn; −f(b)
2 ≤ y ≤ f(b)

2

}
\ {(b, 0); A ∩ Lab = ∅} ,

le lemme 1.72 montre que Sen(A) est mesurable et

Ln(Sen(A)) =
∫
Rn−1

f(b)db = Ln(A).

Preuve du théorème 1.68 : l’idée est la suivante : siA est inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et
de même diamètre que A, la conclusion est immédiate. Cette inclusion n’est pas vraie en général, mais
on va appliquer plusieurs symétrisations de Steiner à A pour le rendre symétrique par rapport à 0, ce qui
diminuera son diamètre sans changer sa mesure, et on pourra conclure ainsi car l’ensemble obtenu par
ces transformations sera inclus dans la boule euclidienne de centre 0 et de même diamètre que A.
Il suffit de faire la preuve quand A est de diamètre fini. On note (e1, ..., en) la base canonique de Rn,
A1 = Se1(A), Ak := Sek(Ak−1) pour tout k ∈ J2, nK et A∗ := An.
On montre d’abord que A∗ est symétrique par rapport à 0. Pour cela, on vérifie par récurrence sur k que,
pour tout k ∈ J1, nK, Ak est symétrique par rapport à Pe1 , ..., Pek . C’est clair pour k = 1. Supposons
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que ce soit vrai pour Ak. Alors Ak+1 est clairement symétrique par rapport à Pek+1 . De plus, soient
j ∈ J1, kK et Sj la réflexion orthogonale par rapport à Pej . Soit b ∈ Pek+1 . Alors, comme Sj(Ak) = Ak
par hypothèse de récurrence,

L1(Ak ∩ L
ek+1
b ) = L1(Ak ∩ L

ek+1
Sj(b)).

Cela implique que

L1 ({t; b+ tek+1 ∈ Ak+1}) = L1 ({t; Sjb+ tek+1 ∈ Ak+1}) .

Ainsi, Sj(Ak+1) = Ak+1.
Finalement, A∗ est symétrique par rapport à Pe1 , ..., Pen , donc par rapport à 0.
On en déduit que

A∗ ⊂ B
(

0, 1
2diam(A∗)

)
. (1.74)

En effet, soit x ∈ A∗. Comme −x ∈ A∗, 2 |x| ≤ diam(A∗), ce qui donne bien (1.74). On déduit de
(1.74) que

Ln(A∗) ≤ α(n)
(1

2diam(A∗)
)n

.

Pour conclure (rappelons que A n’a pas été supposé mesurable dans les hypothèses du théorème 1.68),
comme A est mesurable, la proposition 1.71 montre que

Ln(A) ≤ Ln(A)
≤ Ln((A)∗)

≤ α(n)
(1

2diam((A)∗)
)n

≤ α(n)
(1

2diam(A)
)n

= α(n)
(1

2diam(A)
)n

,

ce qui termine la preuve de (1.69).

L’inégalité isodiamétrique jouera un rôle central dans le chapitre suivant à propos de la mesure de Haus-
dorff.
Avant de passer aux lemmes de recouvrement, on propose ici une autre approche de l’inégalité iso-
diamétrique, qui repose sur une inégalité importante concernant la mesure de Lebesgue : l’inégalité de
Brunn-Minkowski.

2.5 Une autre approche via l’inégalité de Brunn-Minkowksi

Nous allons donner une autre approche de l’inégalité isodiamétrique, qui repose sur l’inégalité de
Brunn-Minkowski, que nous présentons maintenant.
Si A,B ⊂ Rn, on définit la somme de Minkowski de A et B par

A+B = {x ∈ Rn, ∃a ∈ A et b ∈ B tels que x = a+ b} .

Proposition 1.75. Soient A,B ⊂ Rn des ensembles mesurables non vides. On suppose A + B mesu-
rable. Alors

Ln(A+B)
1
n ≥ Ln(A)

1
n + Ln(B)

1
n .

Remarque 1.76. Il peut arriver que A+B ne soit pas mesurable, même si A et B le sont !
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La proposition 1.75 possède une version fonctionnelle, appelée inégalité de Prekopa-Leindler :

Proposition 1.77. Soient θ ∈ [0, 1] et u, v, w des fonctions mesurables positives sur Rn, telles que

w(θx+ (1− θ)y) ≥ u(x)θv(y)1−θ (1.78)

pour tous x, y ∈ Rn. Alors∫
Rn
w(x)dx ≥

(∫
Rn
u(x)dx

)θ (∫
Rn
v(x)dx

)1−θ
. (1.79)

On va d’abord prouver la proposition 1.75 pour n = 1, puis la proposition 1.77 pour tout n ≥ 1, et
enfin, la proposition 1.75 pour tout n ≥ 2.

Preuve de la proposition 1.75 quand n = 1 : on suppose d’abord que A et B sont des compacts
non vides de R. Si on remplace A et B par A+x et B+ y respectivement (avec x, y ∈ R quelconques),
A+B est transformé en A+B+x+ y, de sorte que les mesures de Lebesgue de A,B et A+B restent
inchangées. Comme A et B sont compacts, on peut les translater de sorte que supA = inf B = a ∈ R,
et, quitte à translater encore, on peut supposer que a = 0, de sorte que A ∩ B = {0}. On a donc
A+B ⊃ A ∪B, donc

L1(A+B) ≥ L1(A ∪B) = L1(A) + L1(B),

ce qui termine la preuve dans ce cas.
Si maintenant A et B sont des ensembles mesurables quelconques de mesure finie, soit ε > 0. Par la
proposition 1.46, il existe des compacts Aε et Bε, inclus respectivement dans A et B et tels que

L1(Aε) ≥ L1(A)− ε et L1(Bε) ≥ L1(B)− ε

Alors
L1(A+B) ≥ L1(Aε +Bε) ≥ L1(Aε) + L1(Bε) ≥ L1(A) + L1(B)− 2ε,

et comme c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient l’inégalité voulue.
Enfin, si par exemple, L1(A) = +∞,A+B contient un translaté deA, donc est aussi de mesure infinie,
ce qui rend l’inégalité triviale.

Preuve de la proposition 1.77 : on raisonne par récurrence sur la dimension. Commençons par le cas
n = 1. On suppose d’abord u et v bornées, et on peut donc supposer que ‖u‖∞ = ‖v‖∞ = 1. Soient
t ∈ [0, 1[, x ∈ R tel que u(x) > t et y ∈ R tel que v(y) > t. On a alors w(θx + (1 − θ)y) > t par
l’hypothèse (1.78). Ainsi, d’après le cas n = 1 de la proposition 1.75 et le fait que {u > t} et {v > t}
sont non vides,

L1 ({z ∈ R; w(z) > t}) ≥ θL1 ({x ∈ R; u(x) > t}) + (1− θ)L1 ({y ∈ R; v(y) > t}) .

On en déduit, en utilisant (1.159), la proposition 1.75 pour n = 1 et l’inégalité arithmético-géométrique,
que ∫

R
w(x)dx ≥

∫ 1

0
L1 ({z ∈ R; w(z) > t}) dt

≥ θ

∫ 1

0
L1 ({x ∈ R; u(x) > t}) dt+ (1− θ)

∫ 1

0
L1 ({y ∈ R; v(y) > t}) dt

= θ

∫
R
u(x)dx+ (1− θ)

∫
R
v(x)dx

≥
(∫

R
u(x)dx

)θ (∫
R
v(x)dx

)1−θ

ce qui termine la preuve dans ce cas.
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Dans le cas général, pour tout entier j ≥ 0, on pose

uj(x) =
{
u(x) si u(x) ≤ j,
0 si u(x) > j,

et on définit vj de façon analogue. Comme uj ≤ u et vj ≤ v, l’inégalité (1.78) est vérifiée avec uj et
vj à la place de u et v dans le membre de droite. On en déduit (1.79) avec uj et vj dans le membre de
droite, et on obtient la conclusion en faisant tendre j vers +∞ et utilisant le théorème de convergence
croissante.
On suppose maintenant le résultat prouvé en dimension n − 1 pour un n ≥ 2. On considère u, v, w
vérifiant l’hypothèse de la proposition 1.77. Pour tout q ∈ R, on pose

uq(x) = u(x, q), vq(x) = v(x, q) et wq(x) = w(x, q)

pour tout x ∈ Rn−1. Le théorème de Fubini (théorème 1.43) montre que uq, vq et wq sont mesurables
pour presque tout q ∈ R. De plus, par hypothèse, pour tous q0, q1 ∈ R tels que q = θq0 + (1 − θ)q1 et
tous x, y ∈ Rn−1,

wq(θx+ (1− θ)y) ≥ uq0(x)θvq1(y)1−θ.

En appliquant l’hypothèse de récurrence à wq, uq0 et vq1 , on obtient que

∫
Rn−1

wq(x)dx ≥
(∫

Rn−1
uq0(x)dx

)θ (∫
Rn−1

vq1(x)dx
)1−θ

.

D’après l’inégalité en dimension 1 appliquée aux fonctions

q 7→
∫
Rn−1

wq(x)dx, q 7→
(∫

Rn−1
uq(x)dx

)
et q 7→

(∫
Rn−1

vq(x)dx
)
,

et le théorème de Fubini, on obtient que∫
Rn
w(z)dz =

∫
q∈R

(∫
Rn−1

wq(x)dx
)
dq

≥
(∫

q∈R

(∫
Rn−1

uq(x)dx
)
dq

)θ (∫
q∈R

(∫
Rn−1

vq(x)dx
)
dq

)1−θ

=
(∫

Rn
u(z)dz

)θ (∫
Rn
v(z)dz

)1−θ
,

ce qui termine la preuve.

Preuve de la proposition 1.75 pour n ≥ 2 : tout comme dans le cas n = 1, on peut supposer que A et
B sont de mesure finie. On fixe θ ∈ [0, 1] et on applique la proposition 1.77 avec u = χA′ , v = χB′ et
w = χθA′+(1−θ)B′ où A′ et B′ sont des parties mesurables de Rn qui seront choisies ensuite. L’inégalité
(1.78) est trivialement satisfaite et on obtient donc

Ln
(
θA′ + (1− θ)B′

)
≥ L1(A′)θL1(B′)1−θ. (1.80)

et ce pour tout choix de θ ∈ [0, 1]. Si on choisit maintenant

A′ = 1
Ln(A)

1
n

A et B′ = 1
Ln(B)

1
n

B,

(1.80) signifie que
Ln(θA′ + (1− θ)B′) ≥ 1. (1.81)
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Si on pose

θ = Ln(A)
1
n

Ln(A)
1
n + Ln(B)

1
n

,

on voit que

θA′ + (1− θ)B′ = 1
Ln(A)

1
n + Ln(B)

1
n

(A+B),

et l’inégalité (1.81) donne bien la conclusion de la proposition 1.75.

On explique maintenant comment déduire l’inégalité isodiamétrique (Théorème 1.68) de l’inégalité de
Brunn-Minkowski. Soit A ⊂ Rn une partie compacte. Il suffit de prouver (1.69) quand Ln(A) = 1 (en
effet, dans le cas général, on peut bien sûr supposer que Ln(A) > 0 ; on pose alors A′ = λA avec λ > 0
et λ−n = Ln(A), et on obtient la conclusion en utilisant le fait que diam(A′) = λdiam(A)).
On suppose donc A compact avec Ln(A) = 1. Soit B := {x ∈ Rn; −x ∈ A}. Par la proposition 1.75
(on note que 1

2A et 1
2B sont compacts, donc aussi 1

2A+ 1
2B),

Ln
(1

2A+ 1
2B
) 1
n

≥ Ln
(1

2A
) 1
n

+ Ln
(1

2B
) 1
n

.

Comme Ln
(

1
2A
)

= Ln
(

1
2B
)

, on obtient donc

Ln
(1

2A+ 1
2B
)
≥ Ln(A) = Ln(B).

On vérifie maintenant que d
(

1
2A+ 1

2B
)
≤ 1. En effet, soient x, y ∈ 1

2A+ 1
2B. Il existe x1x2, y1, y2 ∈

A tels que x = 1
2(x1 − x2) et y = 1

2(y1 − y2). On a donc

|x− y| = 1
2 |(x1 − x2) + (y1 − y2)| ≤ 1.

De plus, 1
2A+ 1

2B est symétrique par rapport à 0, et est donc inclus dans la boule euclidienne de centre
0 et de rayon 1

2 . Ainsi,

Ln(A) ≤ Ln
(1

2A+ 1
2B
)
≤ Ln

(
B

(
0, 1

2

))
= α(n)

2n ,

ce qui termine la preuve quand A est compact. Dans le cas général, il suffit de prouver l’inégalité pour
A, comme dans la preuve donnée dans la section 3.142.

3 Lemmes de recouvrement

Soient (X, d) un espace métrique. Pour toute partie A ⊂ X non vide, on rappelle que le diamètre de
A est défini par

diam(A) := sup
x,y∈A

d(x, y) ∈ [0,+∞].

Soit B une boule fermée incluse dans X . On définit 5B comme la réunion des boules fermées B′ ⊂ X
telles que

B′ ∩B 6= ∅ et diam(B′) ≤ 2diam(B).

Remarque 1.82. Dans le cas X = Rn avec la distance euclidienne, si B = B(x, r), alors 5B =
B(x, 5r). En général, le centre et le rayon d’une boule ne sont pas déterminés de façon unique, ce
qui justifie la définition précédente. Par exemple, si X = N \ {2} muni de la distance usuelle, alors
B(0, 1) = B(1, 1) = {0, 1} (on considère ici des boules fermées), alors que B(0, 5) 6= B(1, 5) (ce
dernier ensemble contient 6, ce qui n’est pas le cas de B(0, 5)).
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3.1 Un lemme de recouvrement 5r

Pour la preuve du lemme de recouvrement de cette section, on aura besoin du résultat suivant, qu’on
admettra ici et dont la preuve repose sur le lemme de Zorn :

Lemme 1.83. Soit (X, d) un espace métrique. Soit F une famille de boules fermées de X . Alors il
existe une sous-famille maximale G ⊂ F formée de boules deux à deux disjointes.

Par maximale, on entend que, si G ⊂ G′ ⊂ F et si les boules de G′ sont deux à deux disjointes, alors
G′ = G.
Par ailleurs, on note que, si X est séparable (ce qui signifie que X possède une partie dense au plus
dénombrable) et si toutes les boules de F sont d’intérieur non vide, alors les boules de la famille G
fournie par le lemme 1.83 forment une famille au plus dénombrable. En effet, si A ⊂ X est une partie
dense et au plus dénombrable, alors, pour toute boule B ∈ G, il existe x ∈ B ∩ A, ce qui permet de
définir une application injective de G dans A.

Proposition 1.84. [Lemme de recouvrement 5r] ([98, Theorem 2.1], [47, Section 2.8]) Soit (X, d) un
espace métrique séparable. Soit F une famille de boules fermées de X . On suppose qu’aucune boule de
X n’est réduite à son centre et que

sup
B∈F

diam(B) < +∞. (1.85)

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G ⊂ F telle que :
1. les boules de G sont deux à deux disjointes,
2.

⋃
B∈F

B ⊂
⋃
B∈G

5B.

On notera que la conclusion n’est plus vraie sans l’hypothèse (1.85). On peut considérer le cas
X = Rn et les boules fermées Bf (0, n) pour tout entier n ≥ 1. Par ailleurs, la proposition 1.84 ne fait
intervenir aucune mesure.

Preuve de la proposition 1.84 : on définit D := sup
B∈F

diam(B). Pour tout j ≥ 1, on pose

Fj :=
{
B ∈ F ; D2j < diam(B) ≤ D

2j−1

}
.

On note que F =
⋃
j≥1
Fj en raison du fait qu’aucune boule de F n’est réduite à son centre.

Soit G1 ⊂ F1 une famille maximale de boules deux à deux disjointes de F1, fournie par le lemme 1.83.
Soit k ≥ 2. On suppose construites des familles Gj ⊂ Fj pour j ∈ J1, k − 1K. Soit alors Gk une
sous-famille maximale de boules deux à deux disjointes de la familleB ∈ Fk; B ∩B′ = ∅ pour tout B′ ∈

k−1⋃
j=1
Gj

 .
Comme chaque famille Gk est au plus dénombrable, c’est aussi vrai pour la famille G :=

⋃
k≥1
Gk, et les

boules de G sont deux à deux disjointes. On notera qu’il peut arriver que Gk soit vide à partir d’un certain
rang.
Soit maintenant B ∈ F et k ≥ 1 tel que B ∈ Fk. Par maximalité de Gk, il existe B′ ∈

⋃
1≤j≤k

Gj

telle que B ∩ B′ 6= ∅ (si B ∈ Gk, il suffit de prendre B′ = B, si ce n’est pas le cas, il existe B′ ∈⋃
1≤j≤k−1

Gj telle que B ∩ B′ 6= ∅, car sinon, la famille Gk
⋃
{B} contredirait la maximalité de Gk) .

Comme diam(B′) > D
2k et diam(B) ≤ D

2k−1 , on a diam(B) ≤ 2diam(B′), ce qui montre que B ⊂ 5B′.
La preuve est terminée.
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Remarque 1.86. On peut aussi remplacer les boules fermées par des boules ouvertes dans le lemme 5r
([64, Section 3.3]).

Remarque 1.87. La preuve du lemme 5r montre que, pour toute boule B ∈ F de rayon r, il existe une
boule B′ ∈ G de rayon au moins r

2 telle que B ∩B′ 6= ∅.

3.2 Un lemme de recouvrement de Vitali

Proposition 1.88. [Lemme de recouvrement de Vitali pour la mesure de Lebesgue dans Rn] ([98, Theo-
rem 2.2]) Soient A ⊂ Rn et F une famille de boules fermées d’intérieurs non vides. On suppose que :

1. pour tout x ∈ A, il existe B ∈ F telle que x ∈ B,

2. pour tout x ∈ A,
inf

B∈F ; x∈B
diam(B) = 0.

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G ⊂ F telle que :
1. les boules de G sont deux à deux disjointes,

2. Ln
A \ ⋃

B∈G
B

 = 0,

Démonstration. On suppose d’abord A borné, de sorte que Ln(A) < +∞. Comme Ln est une mesure
de Radon (voir l’exemple 1.26) et par la régularité de la mesure de Lebesgue, il existe un ouvert U ⊂ Rn
tel que A ⊂ U et

Ln(U) ≤ (1 + 7−n)Ln(A).

Notons qu’on peut supposer U borné car lim
R→+∞

Ln(A ∩ B(0, R)) = Ln(A) et A ⊂ B(0, R) pour R

assez grand.
On vérifie d’abord que

A ⊂
⋃

B∈F ; B⊂U
B. (1.89)

En effet, soit x ∈ A. Comme A ⊂ U , il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U (ici B(x, r) est la boule
ouverte de centre x et de rayon r). Soit B = Bf (y, η) ∈ F telle que η < r

2 et x ∈ B (où Bf désigne la
boule fermée). Alors

x ∈ Bf (y, η) ⊂ Bf (x, η + |x− y|) ⊂ Bf (x, 2η) ⊂ B(x, r) ⊂ U,

ce qui prouve (1.89). La proposition 1.84, appliquée à la famille {B ∈ F ; B ⊂ U} (noter que les rayons
de ces boules sont uniformément bornés car U est borné), fournit donc une famille au plus dénombrable
formée de boules fermées appartenant à la famille F , deux à deux disjointes et incluses dans U , notée
(Bi)i≥1, telle que

A ⊂
⋃
i≥1

5Bi.

Alors
5−nLn(A) ≤ 5−n

∑
i≥1
Ln(5Bi) =

∑
i≥1
Ln(Bi).

Il existe donc k1 ≥ 1 tel que
6−nLn(A) ≤

∑
1≤i≤k1

Ln(Bi).

Posons alors
A1 := A \

⋃
1≤i≤k1

Bi.
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On vérifie que

Ln(A1) ≤ Ln
U \ ⋃

1≤i≤k1

Bi


= Ln(U)−

k1∑
i=1
Ln(Bi)

≤ αLn(A),

où α := 1 + 7−n − 6−n < 1.

Comme A1 est inclus dans Rn \
k1⋃
i=1

Bi qui est ouvert, par la régularité de la mesure de Lebesgue, il

existe un ouvert U1 tel que A1 ⊂ U1 ⊂ Rn \
k1⋃
i=1

Bi et

Ln(U1) ≤ (1 + 7−n)Ln(A1).

En raisonnant comme précédemment, on trouve un entier k2 > k1 et des boules fermées deux à deux
disjointes Bi appartenant à F avec Bi ⊂ U1 pour i ∈ Jk1 + 1, k2K et, si

A2 := A1 \
⋃

k1+1≤i≤k2

Bi = A \
⋃

1≤i≤k2

Bi,

alors
Ln(A2) ≤ αLn(A1) ≤ α2Ln(A).

On note aussi que les boules Bi pour i ∈ J1, k2K sont deux à deux disjointes. Après l’étape m, on a
obtenu des boules Bi deux à deux disjointes appartenant à F pour i ∈ J1, kmK et telles que

Ln
A \ ⋃

1≤i≤km
Bi

 ≤ αmLn(A),

ce qui permet de conclure pour (i) et (ii) car 0 < α < 1.
Enfin, si on ne suppose plus A borné, on écrit

Rn =
⋃
i≥1

Qi,

où (Qi)i≥1 est une famille dénombrable de cubes ouverts deux à deux disjoints. On applique le cas

précédent à chaque A ∩Qi et on utilise le fait que Ln
A \ ⋃

i≥1
Qi

 = 0.

3.3 Un lemme de recouvrement de Besicovitch

La conclusion de la proposition 1.88 n’est plus vraie si on remplace la mesure de Lebesgue par d’autres
mesures de Radon dans Rn (voir l’exercice 1.235 plus loin).
Il est toutefois possible de donner une version du lemme de recouvrement de Vitali pour des mesures
de Radon générales (voir la proposition 1.95 plus loin). Dans l’exemple présenté dans l’exercice 1.235,
seules les frontières des boules considérées rencontrent l’ensemble considéré. On va voir dans la suite
que la situation est différente lorsque tout point de l’ensemble considéré est le centre (ou est proche du
centre) d’une boule de la famille considérée. C’est l’objet du lemme de recouvrement de Besicovitch.
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Proposition 1.90. [Lemme de recouvrement de Besicovitch] ([98, 2.7], [45, Chapter 1, Theorem 2])
Soit n ≥ 1. Il existe des entiers P (n) ≥ 1 et Q(n) ≥ 1 avec les propriétés suivantes. Soient A ⊂ Rn
une partie bornée et F une famille de boules fermées de rayons strictement positifs telle que tout point
de A soit le centre d’une boule de F . Alors :

1. il existe une famille au plus dénombrable de boules (Bi)i≥1 appartenant àF telle queA ⊂
⋃
i≥1

Bi

et, pour tout point x ∈ Rn, le cardinal de {i ≥ 1; x ∈ Bi} est inférieur ou égal à P (n),
2. il existe des sous-familles F1, ...,FQ(n) de boules appartenant à F telles que

A ⊂
Q(n)⋃
i=1

⋃
B∈Fi

B

et, pour tout i ∈ J1, Q(n)K, les boules de Fi sont deux à deux disjointes.

Remarque 1.91. 1. Contrairement au lemme 5r, l’ensemble A est inclus dans une réunion de
boules de la famille F non dilatées. Par contre, les boules sélectionnées ne sont pas deux à
deux disjointes.

2. La conclusion de la proposition 1.90 est fausse si A n’est pas borné. Considérer, dans R, la
famille des boules Bf (n, 2n) pour n ∈ N et A = N.

La preuve de la proposition 1.90 repose sur deux lemmes.

Lemme 1.92. Soient a, b ∈ R2 tels que 0 < |a| < |a− b| et 0 < |b| < |a− b|. Alors∣∣∣∣ 1
|a|
a− 1
|b|
b

∣∣∣∣ ≥ 1.

Démonstration. Comme |a− b|2 = |a|2 + |b|2−2〈a, b〉 > |a|2, on a 2〈a, b〉 < |b|2. De même, 2〈a, b〉 <
|a|2. Si u = a

|a| et v = b
|b| , on a donc 2〈u, v〉 < min

(
|b|
|a| ,
|a|
|b|

)
≤ 1. On en déduit que |u− v|2 =

|u|2 + |v|2 − 2〈u, v〉 = 2− 2〈u, v〉 > 1.

Lemme 1.93. Il existe un entier N(n) ≥ 1 avec la propriété suivante : si k ≥ 1, a1, ..., ak ∈ Rn et
r1, ..., rk > 0 sont tels que

ai /∈ B(aj , rj) pour tous j 6= i

et
k⋂
i=1

B(ai, ri) 6= ∅,

alors k ≤ N(n).

Démonstration. Si x ∈
k⋂
i=1

B(ai, ri), on a x 6= ai pour tout i ∈ J1, kK. Quitte à remplacer ai par

bi = ai−x, on peut donc supposer que 0 ∈
k⋂
i=1

B(ai, ri) et ai 6= 0 pour tout i ∈ J1, kK. Alors, pour tous

i 6= j, |ai| ≤ ri < |ai − aj |. Pour tous i 6= j, le lemme 1.92 appliqué dans le plan contenant 0, ai et aj
montre que ∣∣∣∣∣ 1

|ai|
ai −

1
|aj |

aj

∣∣∣∣∣ ≥ 1.

Les points 1
ai
ai sont situés sur la sphère unité de Rn et sont mutuellement distants d’au moins 1, ce qui

donne la conclusion.
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Preuve de la proposition 1.90 : pour tout x ∈ A, soit r(x) > 0 tel que B(x, r(x)) ∈ F . On peut
supposer que

M1 := sup
x∈F

r(x) < +∞.

En effet, si M1 = +∞, comme A est borné, on peut trouver x ∈ A tel que A ⊂ B(x, rx) et la preuve
est terminée. On supposera donc que M1 < +∞ dans la suite de cette preuve et on note que M1 > 0.
Soit x1 ∈ A tel que r(x1) ≥ 1

2M1. Si j ≥ 1 et si x1, ..., xj sont construits, on construit par récurrence
xj+1 ∈ A tel que

xj+1 ∈ A \
j⋃
i=1

B(xi, r(xi)) et r(xj+1) ≥ 1
2M1.

Cette construction s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes, car les xj sont des points de A mutuelle-
ment distants d’au moins 1

2M1 et A est borné. On a donc construit x1, ..., xk1 avec k1 ≥ 1.
On pose alors

M2 := sup

x∈A\
k1⋃
i=1

B(xi, r(xi))

r(x).

Par construction, 0 < M2 ≤ 1
2M1, sinon la construction de l’étape précédente se serait poursuivie après

k1. On choisit alors

xk1+1 ∈ A \
k1⋃
i=1

B(xi, r(xi))

tel que r(xk1+1) ≥ 1
2M2. On poursuit la construction des xj tels que

xj+1 ∈ A \
j⋃
i=1

B(xi, r(xi)) et r(xj+1) ≥ 1
2M2.

A nouveau, la construction s’arrête au bout d’un nombre fini d’étapes. On construit ainsi par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers k0 = 1 ≤ k1 < k2 < ..., une suite strictement décroissante de
nombres strictement positifs (Mi)i≥1 tels que 2Mi+1 ≤Mi, et une suite de boulesBi = B(xi, r(xi)) ∈
F avec les propriétés suivantes. Si Ij := Jkj−1 + 1, ..., kjK pour tout j ≥ 1, on a, pour tout j ≥ 1 et tout
k ≥ 1,

1. 1
2Mj ≤ r(xi) ≤Mj pour tout i ∈ Ij ,

2. xj+1 ∈ A \
j⋃
i=1

Bi,

3. xi ∈ A \
⋃
m 6=k

⋃
j∈Im

Bj pour tout i ∈ Ik.

Seule la propriété 3 demande une justification. Soit i ∈ Ik, m 6= k et j ∈ Im. Si m < k, i > j, de sorte
que xi /∈ Bj par la propriété 2. Si k < m, r(xj) ≤ Mm ≤ 1

2Mk ≤ r(xi). De plus, i < j donc xj /∈ Bi
par la propriété 2. Ainsi, |xi − xj | > r(xi) ≥ r(xj), ce qui montre que xi /∈ Bj .
Comme lim

i→+∞
Mi = 0, on a aussi lim

i→+∞
r(xi) = 0 par la propriété 1 ci-dessus. Par suite,

A ⊂
⋃
i≥1

Bi.

En effet, soit x ∈ A. Il existe j ≥ 1 tel que r(xj) < 1
2r(x). Si x ∈ A \

kj−1⋃
i=1

Bi, alors, par définition de

Mj , r(x) ≤Mj ≤ 2r(xj), ce qui donne une contradiction.
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Soit maintenant x ∈ Rn, on suppose que

x ∈
p⋂
i=1

Bmi .

Pour tout i ∈ J1, pK, soit ji ≥ 1 tel que mi ∈ Iji . Soient k, l ∈ J1, pK tels que jk 6= jl. D’après la
propriété 3 ci-dessus, pour tout m 6= jk et tout j ∈ Im, xmk /∈ Bj . En particulier, xmk /∈ Bml . De plus,
les boules Bmi sont d’intersection non vide. Le lemme 1.93 montre donc que

] {j ≥ 1; il existe i ∈ J1, pK tel que mi ∈ Ij} ≤ N(n).

Pour terminer la preuve du point 1 de la proposition 1.90, il suffit donc de vérifier que, pour tout j ≥ 1,

] ({m1, ...,mp} ∩ Ij) ≤ 16n. (1.94)

Soit j ≥ 1 et notons {m1, ...,mp} ∩ Ij = {l1, ..., lq}. Les boules B
(
xli ,

1
4r(xli)

)
pour 1 ≤ i ≤ q

sont deux à deux disjointes et incluses dans B(x, 2Mj), par les propriétés 1 et 2 ci-dessus. Par suite, en
notant toujours α(n) := Ln(B(0, 1)),

qα(n)
(
Mj

8

)n
≤

q∑
j=1
Ln
(
B

(
xli ,

1
4r(xli)

))
≤ Ln(B(x, 2Mj))
≤ α(n)(2Mj)n,

ce qui montre bien (1.94).
On prouve maintenant le point 2 de la proposition 1.90. Comme lim

i→+∞
ri = 0, pour tout ε > 0, l’en-

semble des i tels que ri ≥ ε est fini. Quitte à réindexer, on peut donc supposer la suite (ri)i≥1 décrois-
sante. On définit B1,1 := B1. Si on a construit des boules B1,1, ..., B1,j deux à deux disjointes avec
j ≥ 1, on définit B1,j+1 = Bk où k est le plus petit entier tel que

Bk ∩

 j⋃
i=1

B1,i

 = ∅.

On construit de la sorte une famille au plus dénombrable F1 := {B1,i} formée de boules deux à deux
disjointes. Si les boules de F1 ne recouvrent pas A, on définit B2,1 = Bk où k est le plus petit entier tel
que Bk /∈ F1. Si on a construit des boules B2,1, ..., B2,j deux à deux disjointes et n’appartenant pas à
F1 avec j ≥ 1, on définit B2,j+1 = Bl où l est le plus petit entier tel que

Bl ∩

 j⋃
i=1

B2,i

 = ∅.

On construit ainsi par récurrence des sous-familles Fj de F , chaque Fj étant formée de boules deux à
deux disjointes. Il reste à montrer qu’il existe m ≤ 4nP (n) + 1 tel que

A ⊂
⋃

1≤j≤m

⋃
B∈Fj

B.

Soit donc m tel qu’il existe x ∈ A \
⋃

1≤j≤m

⋃
B∈Fj

B. On veut prouver que m ≤ 4nP (n). Soit i tel que

x ∈ Bi. Pour tout j ∈ J1,mK, Bi /∈ Fj . En raison de la décroissance des rayons et de la construction de
la famille Fj , il existe donc ij tel que Bi ∩ Bj,ij 6= ∅ et ri ≤ rj,ij . Pour tout j ∈ J1,mK, il existe donc
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une boule B′j de rayon 1
2ri contenue dans (2Bi)∩Bj,ij . Pour tout x ∈ Rn, le cardinal de l’ensemble des

j ∈ J1,mK tels que x ∈ B′j est inférieur à P (n), puisque B′j ⊂ Bj,ij . Cela s’écrit∑
1≤j≤m

χB′j ≤ P (n)χ ⋃
1≤j≤m

B′j
,

où χE désigne la fonction indicatrice de E ⊂ Rn. On a donc

2nα(n)rni = Ln(2Bi)

≥ Ln
 ⋃

1≤j≤m
B′j


=

∫
Rn
χ ⋃

1≤j≤m
B′j

(x)dLn(x)

≥ P (n)−1
∫
Rn

∑
1≤j≤m

χB′j (x)dLn(x)

= P (n)−1 ∑
1≤j≤m

Ln(B′j)

= mP (n)−1α(n)
(1

2ri
)n

,

ce qui termine la preuve.

On poursuit cette section par une version du lemme de recouvrement de Vitali pour les mesures de
Radon :

Proposition 1.95. [Lemme de recouvrement de Vitali pour les mesures de Radon] ([98, Theorem 2.8])
Soit µ une mesure de Radon dans Rn, A ⊂ Rn et F une famille de boules fermées d’intérieur non vide.
On suppose que, pour tout x ∈ A,

inf
B(x,r)∈F

r = 0.

En d’autres termes, tout x ∈ A est le centre d’une boule de rayon arbitrairement petit et appartenant à la
classe F . Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G ⊂ F telle que :

1. les boules de G sont deux à deux disjointes,

2. µ

A \ ⋃
B∈G

B

 = 0.

Démonstration. On utilisera l’observation suivante : si X est un ensemble, µ une mesure, (Ai)i∈I une
famille de parties deux à deux disjointes de X (indexée par un ensemble I quelconque) et s’il existe B
de mesure finie tel que Ai ⊂ B pour tout i ∈ I , alors {i ∈ I; µ(Ai) > 0} est au plus dénombrable. En
effet, pour tout k ≥ 1, si Ik :=

{
i ∈ I; µ(Ai) ≥ 1

k

}
, alors

µ(B) ≥
∑
i∈Ik

µ(Ai) ≥
1
k
]Ik,

ce qui montre que Ik est fini, et l’ensemble {i ∈ I; µ(Ai) > 0} est la réunion des Ik.
On passe donc à la preuve de la proposition 1.95. Si µ(A) = 0, il n’y a rien à faire. On peut donc
supposer µ(A) > 0. On suppose d’abord A borné, de sorte que µ(A) < +∞. Il existe un ouvert
U ⊂ Rn contenant A et tel que

µ(U) ≤ (1 + (4Q(n))−1)µ(A),
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où Q(n) est donné par la proposition 1.90. Comme dans la preuve de la proposition 1.88, A est inclus
dans la réunion des boules B ∈ F qui sont incluses dans U . La proposition 1.90 fournit des familles
F1, ...,FQ(n) ⊂ F , chacune formée de boules deux à deux disjointes, telles que

A ⊂
Q(n)⋃
j=1

⋃
B∈Fj

B ⊂ U.

Par suite,

µ(A) ≤
Q(n)∑
j=1

µ

 ⋃
B∈Fj

B

 .
Il existe donc j ∈ J1, Q(n)K tel que

µ(A) ≤ Q(n)µ

 ⋃
B∈Fj

B

 .
Il existe donc une sous-famille finie F ′j ⊂ Fj telle que

µ(A) ≤ 2Q(n)µ

 ⋃
B∈F ′j

B

 .
Si A1 := A \

⋃
B∈F ′j

B, on a donc

µ(A1) ≤ µ

U \ ⋃
B∈F ′j

B


= µ(U)− µ

 ⋃
B∈F ′j

B


≤ αµ(A),

avec 0 < α := 1− 1
4Q(n)−1 < 1. On conclut comme pour la proposition 1.88.

Dans le cas général, soit (rm)m≥1 une suite de rayons strictement positifs tels que 22m ≤ rm ≤ 22m+1

et µ(∂B(0, rm)) = 0. Noter qu’une telle suite existe bien : comme les frontières de B(0, r) pour r ∈
[22m, 22m+1] sont deux à deux disjointes et incluses dans Bf (0, 22m+1) et µ(Bf (0, 22m+1)) < +∞,
l’ensemble des r ∈ [22m, 22m+1] tels que µ(∂B(0, r)) > 0 est au plus dénombrable d’après la remarque
initiale de cette preuve. On pose

V0 = B(0, r0) et Vm = B(0, rm) \Bf (0, rm−1) pour m ≥ 1.

On applique le cas précédent à chaque A ∩ Vm, en observant que

µ(Rn \
⋃
m≥0

Vm) ≤
∑
m≥0

µ(∂B(0, rm)) = 0.
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4 Espaces de nature homogène

4.1 Définitions et premières propriétés

Définition 1.96. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. On suppose que µ est une mesure borélienne
régulière sur X . Pour tout x ∈ X et tout r > 0, B(x, r) := {y ∈ X; d(y, x) < r} est la boule ouverte
de centre x et de rayon r, alors que Bf (x, r) := {y ∈ X; d(y, x) ≤ r} est la boule fermée de centre x
et de rayon r. On dira que (X, d, µ) est un espace de nature homogène si, et seulement si :

1. pour tout x ∈ X et tout r > 0, 0 < µ(B(x, r)) < +∞,
2. il existe C > 0 tel que, pour tout x ∈ X et tout r > 0,

µ(B(x, 2r)) ≤ Cµ(B(x, r)). (D)

Une conséquence importante de (D) est qu’il existe D > 0 tel que, pour tout x ∈ X , tout r > 0 et
tout θ > 1,

µ(B(x, θr)) ≤ CθDµ(B(x, r)). (1.97)

En effet, posons D := lnC
ln 2 . Soient θ > 1 et j ∈ N tel que 2j < θ ≤ 2j+1. Alors, pour tout x ∈ X et

tout r > 0, comme j lnC < D ln θ,

µ(B(x, θr) ≤ µ(B(x, 2j+1r))
≤ Cj+1µ(B(x, r))
≤ CθDµ(B(x, r)),

comme annoncé.

Remarque 1.98. Si (X, d, µ) est un espace de nature homogène, alors la mesure µ est de Radon. En
effet, µ est borélienne régulière et, si K est un compact, K est inclus dans une boule ouverte qui est de
mesure finie.

Remarque 1.99. Dans certains cas, on supposera seulement que d est une quasi-distance, ce qui signifie
que d est symétrique, d(x, y) = 0 si et seulement si x = y et il existe C > 0 tel que, pour tous
x, y, z ∈ X ,

d(x, z) ≤ C(d(x, y) + d(y, z)). (1.100)

Pour tout x ∈ X et tout r > 0, on définit la boule ouverte B(x, r) comme dans le cas métrique. Si d est
une quasi-distance sur X , la topologie sur X associée à d est définie de manière usuelle : si U ⊂ X , U
est ouvert si, et seulement si, pour tout x ∈ U , il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U .
Il peut arriver dans cette situation qu’une boule ouverte ne soit pas un ensemble ouvert. Pour le voir, on
considère la fonction s : [0,+∞[→ [0,+∞[ définie comme suit :

s(t) =


t si 0 ≤ t ≤ 1,
2 si 1 < t ≤ 2,
t si t ≥ 2.

On vérifie que t ≤ s(t) ≤ 2t pour tout t ≥ 0. Pour tous x, y ∈ R, on pose d(x, y) = s (|x− y|). Alors
d est une quasi-distance sur R, qui définit la même topologie sur R que la distance usuelle. Toutefois,
B
(
0, 3

2

)
= [−1, 1] n’est pas un ouvert.

Il est important de souligner que tout espace de nature homogène est séparable :

Lemme 1.101. [64, Lemma 3.3.30]
1. Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène. Alors (X, d) est un espace métrique séparable.
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2. Plus généralement, soit µ une mesure borélienne sur un espace métrique (X, d). On suppose que
X est l’union dénombrable d’ensembles ouverts de mesure finie et que toute boule ouverte est
de mesure strictement positive. Alors (X, d) est séparable.

Démonstration. Il suffit clairement de prouver le point 2. On remarque d’abord ceci : si I est un en-
semble et (αi)i∈I est une famille de réels positifs, et si

S := sup
J⊂I; J fini

∑
j∈J

αj < +∞,

alors {i ∈ I; αi > 0} est au plus dénombrable. En effet, soient k ≥ 1 et Jk :=
{
i ∈ I; αi > 1

k

}
. Si

J ′ ⊂ Jk est une partie finie de J , alors

1
k
]J ′

∑
j∈J ′

αj ≤ S,

de sorte que le cardinal des parties finies de Jk est uniformément borné. Ainsi, Jk est fini et
{i ∈ I; αi > 0} est la réunion des Jk.
Pour tout entier k ≥ 1, soit (xki )i∈Ik une famille maximale de points dans X telle que d(xki , xkj ) ≥ 1

k
pour tous i 6= j dans Ik (une telle famille existe par le lemme de Zorn). Soit (Xj)j≥1 une famille
dénombrable d’ouverts de mesure finie tels que X =

⋃
j≥1

Xj . Alors, pour tous k, j ≥ 1, l’ensemble

Ejk :=
{
xki ; i ∈ Ik

}
∩Xj est au plus dénombrable. En effet, pour toute partie finie F jk de Ejk,

∑
xki ∈F

j
k

µ

(
B

(
xki ,

1
2k

)
∩Xj

)
≤ µ(Xj) < +∞.

Or, comme xki ∈ Xj et Xj est ouvert, B
(
xki ,

1
2k

)
∩ Xj contient une boule ouverte de centre xki et de

rayon strictement positif, si bien que µ
(
B
(
xki ,

1
2k

)
∩Xj

)
> 0. La remarque faite au début de la preuve

permet de conclure.
On en déduit que

{
xki ; i ∈ Ik

}
est dénombrable, et il est facile de vérifier que l’ensemble des points{

xki ; k ≥ 1, i ∈ Ik
}

est dense dans X .

Voici des exemples d’espaces de nature homogène ([29, Section 2]) :

Exemple 1.102. 1. Si X = Rn, d est la distance euclidienne et µ la mesure de Lebesgue, alors
(X, d, µ) est un espace de nature homogène.

2. Si X = [0, 1[, d(x, y) est la longueur du plus petit intervalle dyadique fermé à gauche et ouvert
à droite (voir la définition 1.50 où seuls des cubes fermés sont considérés) contenant x et y et
µ = L1 la mesure de Lebesgue, alors (X, d, µ) est un espace de nature homogène.

3. Si X = [0,+∞[, d est la distance euclidienne et dµ = rn−1dr avec n ∈ N, n ≥ 1, alors
(X, d, µ) est un espace de nature homogène.

4. On considère X = R3, qu’on munit de la loi de groupe suivante : si x = (x1, x2, t) et y =
(y1, y2, s), on pose

x · y :=
(
x1 + y1, x2 + y2, t+ s+ x1y2 − x2y1

2

)
.

On notera H = R3 muni de cette loi. Le groupe H est appelé groupe de Heisenberg.
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Pour tout λ > 0 et tout x ∈ H, on pose

Tλ(x) := (λx1, λx2, λ
2t).

Pour tout λ > 0, Tλ est un automorphisme de groupes, appelé dilatation.
Pour tout x ∈ H, on pose

‖x‖ :=
((
x2

1 + x2
2

)2
+ t2

)1/4

On vérifie immédiatement que
∥∥x−1∥∥ = ‖−x‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ H. De plus, pour tout λ > 0

et tout x ∈ H,
‖Tλx‖ = λ ‖x‖ . (1.103)

Enfin, il existe C > 0 tel que, pour tous x, y ∈ H,

‖x · y‖ ≤ C (‖x‖+ ‖y‖) .

En effet, il suffit de le voir quand ‖x‖ ≥ ‖y‖, puis, en raison de (1.103), on peut supposer que
‖x‖ = 1 et ‖y‖ ≤ 1, et on conclut par compacité.
On définit alors, pour tous x, y ∈ H,

d(x, y) =
∥∥∥y−1 · x

∥∥∥ .
On vérifie que d est une quasi-distance sur H, et que d est invariante à gauche, ce qui signifie
que, pour tous a, x, y ∈ H, d(a · x, a · y) = d(x, y). Enfin, si µ = L3 est la mesure de Lebesgue,
on montre que (H, d, µ) est un espace de nature homogène. Plus précisément, pour tout x ∈ H
et tout r > 0, par l’invariance à gauche de la distance, µ(B(x, r)) = µ(B(e, r)) := V (r) et on
vérifie ([59, Theorem 9.27]) qu’il existe des constantes 0 < c < C telles que

cr4 ≤ V (r) ≤ Cr4 pour tout r > 0.

5. Soit G un groupe. On suppose qu’il existe s ≥ 1 et γ1, ..., γs ∈ G tels que G soit engendré par
γ1, ..., γs. On note e l’élément neutre de G. Pour tout x ∈ G, on définit ρ(x) comme le plus
petit entier n tel que x = x1...xn avec xi ∈

{
e, γ±1

1 , ..., γ±1
s

}
. On définit une métrique d sur

G par d(x, y) := ρ(y−1x). On munit G de la mesure de comptage, i.e. m(A) = ]A pour tout
A ⊂ G. On dira que G est à croissance polynomiale d’ordre D > 0 si, et seulement si, il existe
0 < c < C tels que crD ≤ m(B(e, r)) ≤ CrD pour tout r > 0. Dans ce cas, (G, d,m) est un
espace de nature homogène. Un théorème de Gromov affirme que cela se produit si, et seulement
si, G contient un sous-groupe nilpotent d’indice fini ([32, Section 1]).

6. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. On suppose que µ une mesure borélienne régulière
sur X . On dit que (X, d, µ) est Ahlfors régulier ([59, Section 8]) si, et seulement si, il existe
C,Q > 0 tel que, pour tout x ∈ X et tout r > 0,

C−1rQ ≤ µ(B(x, r)) ≤ CrQ.

Si (X, d, µ) est Ahlfors régulier, alors c’est un espace de nature homogène.
7. Plus généralement, soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. Soit α > 0. On dit que µ est
α-homogène s’il existe une constante C ≥ 1 telle que

µ(B(x, r))
µ(B(x,R)) ≥ C

−1
(
r

R

)α
(1.104)

pour tout x ∈ X et tout 0 < r < R. Si µ est α-homogène, alors (X, d, µ) est un espace de nature
homogène.
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8. Soient (X, d, µ) un espace métrique mesuré et s > 0. On suppose que µ est une mesure de
Radon non identiquement nulle. On dit que µ est s-uniforme si, et seulement si, il existe C > 0
tel que, pour tout x appartenant au support de µ et tout r > 0,

0 < µ(B(x, r)) = Crs.

Sous cette hypothèse, (X, d, µ) est un espace de nature homogène. On retrouvera cette notion au
chapitre 2 (voir la section 5.1).

Voici une remarque utile :

Remarque 1.105. On suppose (X, d, µ) de nature homogène. Alors il existe C > 0 tel que, pour tout
x ∈ X et tout r > 0, µ(Bf (x, 2r)) ≤ Cµ(Bf (x, r)). En effet, comme, pour tout x ∈ X et tout s > 0,

Bf (x, s) =
⋂
k≥1

B

(
x, s+ 1

k

)
, de sorte que µ(Bf (x, s)) = lim

k→+∞
µ

(
B

(
x, s+ 1

k

))
. On a donc, pour

tout x ∈ X , tout r > 0 et tout k ≥ 1,

µ(Bf (x, 2r)) ≤ µ
(
B

(
x, 2r + 2

k

))
≤ Cµ

(
B

(
x, r + 1

k

))
,

et on obtient la conclusion en faisant tendre k vers +∞.

On termine ce paragraphe avec le résultat suivant :

Proposition 1.106. Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène complet. Alors (X, d) est propre (ce
qui signifie que toute boule ouverte est relativement compacte).

Démonstration. Cette preuve est reprise de [106, Proposition 2]. Soient x0 ∈ X et r0 > 0. Comme
(X, d) est complet, il suffit de montrer que B(x0, r0) est précompacte. Soit donc ε > 0. Par le lemme
5r, il existe une famille au plus dénombrable de points (xi)i∈I ∈ B(x0, r0) tels que les boules B(xi, ε)
soient deux à deux disjointes et B(x0, r0) ⊂

⋃
i∈I

B(xi, 5ε). On en déduit que

µ(B(x0, r0)) ≤ C
∑
i∈I

µ(B(xi, ε))

≤ Cµ(B(x0, r0 + ε).

Si I est infini, il existe donc une suite (in)n≥1 ∈ I telle que

lim
n→+∞

µ(B(xin , ε) = 0. (1.107)

Or, pour tout n ≥ 1, 0 < µ(B(x0, r0)) ≤ µ(B(xin , 2r0)) ≤ C ′µ(B(xin , ε), ce qui est en contradiction
avec (1.107). Ainsi, I est fini, ce qui termine la preuve.

4.2 Espaces doublants

Définition 1.108. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Soit ε > 0. Si A ⊂ X , on dit que A est ε-séparé si, et seulement si, pour tous x, y ∈ A,
d(x, y) ≥ ε.

2. Soit N ≥ 1 un entier. On dit que X est doublant de constante N si, et seulement si, pour tout
x ∈ X et tout r > 0, toute partie r

2 -séparée dans la boule B(x, r) a au plus N points.

Voici une observation utile :
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Lemme 1.109. Soit (X, d) un espace métrique doublant de constante N . Soient k ≥ 1, x ∈ X et r > 0.
Alors tout ensemble 2−kr-séparé dans la boule B(x, r) possède au plus Nk points.

On vérifie facilement :

Proposition 1.110. Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène. Alors X est doublant.

Démonstration. Soient x ∈ X et r > 0. Soient x1, ..., xk des points de B(x, r) tels que d(xi, xj) ≥ r
2

pour tous i 6= j. Alors les boulesB(xi, r4) sont deux à deux disjointes et incluses dansB(x, 2r), et, pour
tout i ∈ J1, kK, B(x, 2r) ⊂ B(xi, 3r), de sorte que

kµ(B(x, 2r)) ≤ C
k∑
i=1

µ(B(xi,
r

4)) ≤ Cµ(B(x, 2r)),

ce qui donne la conclusion car 0 < µ(B(x, 2r)) < +∞.

Réciproquement, on peut montrer (voir [92]) :

Théorème 1.111. Soit (X, d) un espace métrique doublant complet. Alors il existe une mesure µ sur X
telle que (X, d, µ) soit un espace de nature homogène.

Ce théorème découle (comme le lemme de Frostman) d’arguments de convergence faible de suites de
mesures (voir la section 2.6 du chapitre 2). En réalité, dans la conclusion du théorème 1.111, la mesure
µ peut être construite α-homogène pour un α > 0 (voir la condition (1.104) plus haut). On notera aussi
que la conclusion du théorème 1.111 est fausse sans hypothèse de complétude, même pour des ouverts
de Rn (voir [126]).

4.3 Un lemme de recouvrement de Vitali dans les espaces de nature homogène

On poursuit cette section en donnant un lemme de Vitali dans les espaces de nature homogène :

Proposition 1.112. [Lemme de Vitali dans les espaces de nature homogène] ([59, Theorem 1.6]) Soient
(X, d, µ) un espace de nature homogène, A ⊂ X et F une famille de boules fermées d’intérieur non
vide. On suppose que, pour tout x ∈ A,

inf
Bf (x,r)∈F

r = 0. (1.113)

Alors il existe une sous-famille au plus dénombrable G ⊂ F telle que :
1. les boules de G sont deux à deux disjointes,

2. µ

A \ ⋃
B∈G

B

 = 0.

Démonstration. On suppose d’abord A borné. On peut aussi supposer que les rayons des boules de F
sont bornés (sinon, A, qui est borné, est inclus dans l’une des boules de F). Le lemme 5r permet de
trouver une sous-famille dénombrable G ⊂ F formée de boules deux à deux disjointes et A ⊂

⋃
B∈G

5B

(on rappelle que (X, d) est séparable, voir le lemme 1.101). On note que, comme A est borné et les
rayons des boules de F sont bornés, les boules de G sont contenues dans une boule fixe. En notant
G = {Bi; i ≥ 1} et en utilisant la remarque 1.105, on en déduit que

∑
i≥1

µ(5Bi) ≤ C
∑
i≥1

µ(Bi) = µ

⋃
i≥1

Bi

 < +∞,
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donc
lim

N→+∞

∑
i>N

µ(5Bi) = 0.

Il suffit donc, pour conclure, de montrer que

A \
⋃

1≤i≤N
Bi ⊂

⋃
i>N

5Bi. (1.114)

En effet, comme µ(A) < +∞, on aura alors

µ

A \ ⋃
i≥1

Bi

 = lim
N→+∞

µ

A \ ⋃
1≤i≤N

Bi

 = 0.

Montrons donc (1.114). Soit x ∈ A \
⋃

1≤i≤N
Bi. Comme

⋃
1≤i≤N

Bi est un fermé de X et x /∈
⋃

1≤i≤N
Bi,

il existe r0 > 0 tel que Bf (x, r) ∩ Bi = ∅ pour tout r ∈]0, r0[. Par (1.113), il existe donc r > 0 tel que
Bf (x, r) ∈ F et Bf (x, r) ∩ Bi = ∅ pour tout i ∈ J1, NK. De plus, la famille G est construite de sorte
qu’il existe j ≥ 1 tel que Bj soit de rayon au moins r

2 et Bf (x, r)∩Bj 6= ∅ (voir la remarque 1.87). On
a donc j > N et Bf (x, r) ⊂ 5Bj , ce qui termine la preuve dans le cas où A est borné.
On traite ensuite le cas général comme dans la preuve de la proposition 1.95.

Remarque 1.115. La conclusion du lemme de recouvrement de Besicovitch n’est pas satisfaite dans
un espace métrique de nature homogène en général. Cette conclusion est fausse en particulier dans le
groupe de Heisenberg ([78, 1.4]). L’inégalité isodiamétrique n’est pas non plus satisfaite dans le groupe
de Heisenberg (au sens où les boules ne maximisent pas la mesure à diamètre fixé, [123]). Il est toutefois
possible de donner une description de certains ensembles isodiamétriques ([88]).

4.4 Théorème de plongement d’Assouad

On présente ici un théorème de plongement pour les espaces doublants. On précise d’abord ce qu’on
entend par plongement :

Définition 1.116. Soient X,Y des espaces métriques.
1. Un plongement de X dans Y est une application f : X → Y qui est un homéomorphisme de X

sur f(X).
2. Si f est un plongement de X dans Y , on dit que f est bilipschitzien si, et seulement si, il existe
K ≥ 1 tel que, pour tous x, y ∈ X ,

1
K
d(x, y) ≤ d(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y).

Si K = 1, f s’appelle un plongement isométrique.

Théorème 1.117. [Théorème de plongement d’Assouad] ([8]) Soit (X, d) un espace métrique. Alors
(X, d) est doublant si, et seulement si, pour tout ε ∈]0, 1[, il existe un espace euclidien dans lequel
l’espace métrique (X, dε) possède un plongement bilipschitzien.

Remarque 1.118. 1. On vérifie que, pour tout ε ∈]0, 1[, dε est une distance sur X .
2. On ne peut pas prendre ε = 1 dans le théorème 1.117. Le groupe de Heisenberg H, muni de

la métrique décrite dans l’exemple 1.102, ne possède pas de plongement bilipschitzien dans
un espace euclidien. En effet, d’après [113], toute application lipschitizienne de H dans Rn
est presque partout différentiable et sa différentielle en presque tout point est un morphisme
d’algèbres de l’algèbre de Lie de H dans Rn (voir la section 5 pour la définition de l’algèbre de
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Lie). Si f est un plongement bilipschitzien de H dans Rn, comme l’algèbre de Lie de H n’est pas
commutative alors que Rn est commutatif, cela oblige Df(x) à être non injective pour presque
tout x, ce qui est impossible puisque f est bilipschitzienne. Plus généralement, le groupe de
Heisenberg ne possède aucun plongement bilipschitzien dans un espace de Banach possédant la
propriété de Radon-Nikodym. On pourra aussi consulter [5, 106]. On reviendra sur ces questions
au chapitre 2, voir le théorème 2.85.
D’autres exemples d’espaces doublants qui ne possèdent aucun plongement bilipschitzien dans
un espace euclidien se trouvent dans [18, 26, 82, 131].

La preuve du théorème 1.117 utilise le produit tensoriel de deux espaces euclidiens, que nous présentons
brièvement ici. Soient E1, E2 deux espaces euclidiens. Si u1 ∈ E1 et u2 ∈ E2, on définit u1 ⊗ u2 :
E1 × E2 → R par

(u1 ⊗ u2)(x1, x2) := 〈u1, x1〉〈u2, x2〉

pour tout (x1, x2) ∈ E1×E2. Il s’agit d’une forme bilinéaire sur E1×E2. On note E le sous-espace de
l’espace des formes bilinéaires sur E1 × E2 engendré par les u1 ⊗ u2. On définit une forme bilinéaire
sur E par

〈u1 ⊗ u2, v1 ⊗ v2〉 := 〈u1, v1〉〈u2, v2〉. (1.119)

On vérifie qu’il existe bien une unique forme bilinéaire sur E vérifiant (1.119), et que cette forme bili-
néaire est en fait un produit scalaire sur E . On appelle E le produit tensoriel de E1 et E2 et on le note
E1 ⊗E2. On vérifie enfin que, si (f1, ..., fk) est une base orthonormée de E1 et (g1, ..., gl) est une base
orthonormée de E2, alors la famille (fi ⊗ gj)1≤i≤k, 1≤j≤l est une base orthonormée de E1 ⊗ E2.

Preuve du théorème 1.117 : on suppose d’abord que, pour tout ε ∈]0, 1[, il existe un espace euclidien
dans lequel l’espace métrique (X, dε) possède un plongement bilipschitzien. Soit f un plongement
bilipschitzien de (X, d1/2) dans RN pour un entier N ≥ 1. On note E = f(X) ⊂ RN . Il existe
C > 0 tel que, pour tous x, y ∈ X , cd1/2(x, y) ≤ |f(x)− f(y)| ≤ Cd1/2(x, y). Soit B ⊂ X une boule
de rayon r > 0. Alors f(B) est une partie de E de diamètre inférieur ou égal à 2Cr1/2, que l’on peut
recouvrir par une famille de boules B1, ..., Bk de rayon c

2
(
r
2
)1/2, avec k ≤ C ′, où C ′ > 0 ne dépend

que de N . On a B ⊂
⋃

1≤i≤k
f−1(Bi) et, pour tout i ∈ J1, kK, diam(f−1(Bi)) ≤ r

2 . Ainsi, (X, d) est

doublant.
On suppose maintenant (X, d) doublant. Soit N0 ⊂ X un ensemble 1-séparé maximal (en utilisant le
lemme 1.109, on vérifie que N0, qui existe par le lemme de Zorn, est au plus dénombrable). Il existe un
entier M ≥ 1 tel que, pour tout x ∈ X , ](N0 ∩B(x, 12)) ≤M .
On construit d’abord une application κ : N0 → {e1, ..., eM} (où e1, ..., eM est la base canonique de
RM ) telle que

κ(x) 6= κ(y) si d(x, y) < 12. (1.120)

Pour cela, on note N0 = {ai; i ≥ 0}. On choisit κ(a0) arbitrairement. Si on a construit κ(a0), ..., κ(ai)
vérifiant (1.120), comme

] {a1, ..., ai} ∩B(ai+1, 12) ≤M − 1

(en effet le membre de gauche est inclus dans (N0 ∩B(ai+1, 12))\{ai+1}), on peut donc choisir κ(ai+1)
de sorte que (1.120) soit encore satisfaite.
On définit alors, pour tout x ∈ X ,

ϕ0(x) :=
∑
i≥0

max(2− d(x, ai), 0)κ(ai) ∈ RM .

Cette fonction est bien définie. En effet, soit x ∈ X . Comme X est doublant et l’ensemble N0 est 1-
séparé, B(x, 2) ∩ N0 est un ensemble fini, ce qui montre que la somme définissant ϕ0(x) n’a qu’un
nombre fini de termes non nuls.
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Si x, y ∈ X sont tels que 4 < d(x, y) ≤ 8, alors

|ϕ0(x)− ϕ0(y)| ≥ 1.

De plus, pour tous x, y ∈ X ,

|ϕ0(x)− ϕ0(y)| ≤ C min(d(x, y), 1).

Pour vérifier ces propriétés, on pose ∆i(x) := max(2− d(x, ai), 0) pour tout i ≥ 0 et tout x ∈ X . Pour
tout x ∈ X et tout i ≥ 0, soit Bx := {i ≥ 0; ∆i(x) 6= 0}.
Soient x, y ∈ X tels que 4 < d(x, y) ≤ 8. Alors Bx ∩By = ∅, ce qui implique que κ(ai) 6= κ(aj) pour
tous i, j ∈ Bx ∪By tels que i 6= j. On a donc

|ϕ0(x)− ϕ0(y)|2 =

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈Bx∪By
(∆i(x)−∆i(y))κ(ai)

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑

i∈Bx∪By
|∆i(x)−∆i(y)|2

≥ 1.

Soient x, y ∈ X quelconques. Pour tout i ≥ 0, |∆i(x)−∆i(y)| ≤ 2 min(d(x, y), 1). Comme κ est
injective sur {ai; i ∈ Bx} et sur {ai; i ∈ By}, on a donc ](Bx ∪By) ≤ 2M . Ainsi,

|ϕ0(x)− ϕ0(y)| ≤
∑

i∈Bx∪By
|∆i(x)−∆i(y)| ≤ C min(d(x, y), 1).

Soit j ∈ Z. En appliquant ce raisonnement à l’espace (X, 2jd), on obtient une fonction ϕj : X → RM
telle que, si x, y ∈ X sont tels que 8× 2−j−1 < d(x, y) ≤ 8× 2−j , alors

|ϕj(x)− ϕj(y)| ≥ 1.

De plus, pour tous x, y ∈ X ,

|ϕj(x)− ϕj(y)| ≤ C min(2jd(x, y), 1).

On peut choisir les ϕj de façon à ce qu’il existe x0 ∈ X tel que ϕj(x0) = 0 pour tout j ∈ Z.
Soit maintenant N ≥ 1 (qu’on fixera plus tard). On considère une famille de vecteurs (êj)j∈Z ∈ R2N

telle que êj+2N = êj pour tout j ∈ Z et (ê1, ..., ê2N ) est une base orthonormale de R2N . On définit,
pour tout x ∈ X ,

ϕ(x) :=
∑
j∈Z

2−εjϕj(x)⊗ êj ∈ RM ⊗ R2N .

La fonction ϕ est bien définie car∑
j∈Z

2−εj |ϕj(x)| =
∑
j∈Z

2−εj |ϕj(x)− ϕj(x0)| ≤ C
∑
j∈Z

2−εj2j min(d(x, x0), 1) < +∞.

Soient x, y ∈ X et k ∈ Z tel que 8× 2−k−1 < d(x, y) ≤ 8× 2−k. Alors

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤
∑

j≥k+1
2−εj |ϕj(x)− ϕj(y)|+

∑
j≤k

2−εj |ϕj(x)− ϕj(y)|

≤ C
(
2−εk + 2k(1−ε)d(x, y)

)
≤ Cd(x, y)ε.
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De plus,

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≥

∣∣∣∣∣∣
∑

−N+k<j≤N+k
2−εj(ϕj(x)− ϕj(y))⊗ êj

∣∣∣∣∣∣
−

∑
j>N+k

2−εj |ϕj(x)− ϕj(y)|

−
∑

j≤−N+k
2−εj |ϕj(x)− ϕj(y)|

≥ 2−εk |ϕk(x)− ϕk(y)|
−c2−ε(N+k) − c2−ε(−N+k)2−N+kd(x, y)

≥ 2−εk |ϕk(x)− ϕk(y)| − 1
22−εk

≥ c2−εk ≥ cd(x, y)ε,

ce qui termine la preuve. On a utilisé le fait que les vecteurs (êj)−N+k<j≤N+k sont deux à deux ortho-
gonaux et de norme 1 dans R2N , de sorte que les vecteurs ((ϕj(x)− ϕj(y))⊗ êj)−N+k<j≤N+k sont
deux à deux orthogonaux dans RM ⊗ R2N .

Remarque 1.121. Il est possible de montrer ([37]) que, si (X, d) est doublant, alors il existe N ≥
1 tel que, pour tout ε ∈

(
1
2 , 1
)

, on peut trouver un plongement bilipschitzien de (X, dε) dans RN .
La différence avec le théorème 1.117 est que N ne dépend pas de ε, mais cela n’est possible qu’en
restreignant l’intervalle de ε.

Pour terminer cette section, on indique que les espaces de nature homogène jouent un rôle crucial vis-à-
vis des inégalités de Poincaré, voir le chapitre 4.

5 Compléments sur les groupes de Lie

Le groupe de Heisenberg est un exemple de groupe de Lie non commutatif, et appartient à la classe
des groupes de Carnot ([56, Section 11]). On donne ici quelques définitions et énoncés à ce sujet, souvent
sans preuve. Cette présentation s’inspire de [15, Chapter 1]. On pourra aussi consulter [24, Chapter 2],
[137, Chapter 12] et [58].

5.1 Champs de vecteurs

Définition 1.122. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert.
1. Un champ de vecteurs sur Ω est un opérateur différentiel de la forme

X =
∑

1≤j≤N
aj

∂

∂xj
, (1.123)

où a1, ..., aN : Ω→ R sont des fonctions.
2. Pour toute fonction f différentiable dans Ω et tout x ∈ Ω,

Xf(x) =
N∑
j=1

aj(x) ∂f
∂xj

(x). (1.124)

Si les aj sont C∞, on dira que X est un champ de vecteurs C∞. Dans ce cas, Xf est C∞ si f
est C∞ et f 7→ Xf est linéaire de C∞(Ω) dans lui-même. On notera T (Rn) l’espace de tous les
champs de vecteurs C∞ dans Rn.

3. Si X et Y sont des champs de vecteurs C∞, on notera XY le produit qui consiste à composer
X et Y comme opérateurs différentiels.
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4. Si X est donné par (1.123), on notera aussi XI l’application de Rn dans Rn qui, à x ∈ Rn,
associe le vecteur (a1(x), ..., an(x)). On a donc XI(x) = (a1(x), ..., an(x)).

On définit maintenant les courbes intégrales associées à un champ de vecteurs.

Définition 1.125. Soit X un champ de vecteurs C∞ sur Rn. Soit I un intervalle de R. Une application
γ de classe C1 de I dans Rn est appelée courbe intégrale de X si, et seulement si, pour tout t ∈ I ,

γ′(t) = XI(γ(t)).

Si X est un champ de vecteurs C∞ et x ∈ Rn, le problème de Cauchy{
γ′(t) = XI(γ(t)) pour tout t
γ(0) = x

possède une unique solution maximale, notée γX(·, x) et définie sur un intervalle I(X,x). Cette solution
est de classe C∞ sur I(X,x).
On peut vérifier que, pour tout k ≥ 1,

γ(k)(0) = XkI(x).

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral, on a donc, pour tout j ≥ 1, tout x ∈ Rn et tout
t ∈ I(X,x),

γ(t, x) = x+
j∑

k=1

tk

k!X
kI(x) + 1

j!

∫ t

0
(t− s)jXj+1I(γ(s, x))ds.

On est conduit à définir l’application exponentielle d’un champ de vecteurs de la façon suivante :

Définition 1.126. Soit X un champ de vecteurs C∞. Avec les notations précédentes, on pose

exp(tX)(x) := γ(t, x),

pour tout x ∈ Rn et tout t ∈ I(X,x).

On vérifie que, pour tout x ∈ Rn, pour tout t ∈ I(−X,x), −t ∈ I(X,x) et

exp(−tX)(exp(tX)(x)) = x.

On en déduit que x 7→ exp(tX) est un C∞ difféomorphisme de Rn sur Rn.

Définition 1.127. Soient X,Y deux champs de vecteurs C∞ sur Rn. On définit le crochet de Lie de
X,Y , noté [X,Y ], par

[X,Y ] := XY − Y X.
On notera que [X,Y ] est encore un champ de vecteurs C∞ sur Rn (en effet, le calcul de [X,Y ]f montre
que les termes faisant intervenir des dérivées de f d’ordre 2 s’annulent).

5.2 Algèbres de Lie

Définition 1.128. On appelle algèbre de Lie un espace vectoriel V muni d’une application bilinéaire
V × V → V , appelé crochet de Lie, notée (X,Y )→ [X,Y ] et vérifiant :

1. pour tout X ∈ V , [X,X] = 0,
2. pour tous X,Y, Z ∈ V , [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

L’espace T (Rn), muni du crochet de Lie, est une algèbre de Lie. On appelle sous-algèbre de Lie de
T (Rn) tout sous-espace vectoriel A de T (Rn) tel que, pour tous X,Y ∈ A, [X,Y ] ∈ A.

Définition 1.129. Soit B ⊂ Rn, on appelle algèbre de Lie engendrée par B l’intersection de toutes les
sous-algèbres de Lie de T (Rn) contenant B. C’est, au sens de l’inclusion, la plus petite sous-algèbre de
Lie de G contenant B, noté Lie(B). On définit, pour tout x ∈ Rn, le rang de Lie(B) en x comme la
dimension du sous-espace de Rn engendré par les ZI(x) pour Z ∈ Lie(B).
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5.3 Groupes de Lie

On définit maintenant les groupes de Lie dans Rn.

Définition 1.130. Un groupe de Lie sur Rn est la donnée d’une loi de composition, notée (x, y) 7→ x ·y,
de Rn × Rn dans Rn, telle que :

1. Rn, muni de ·, est un groupe,
2. l’application (x, y) 7→ x · y de Rn × Rn dans Rn est C∞,
3. l’application x 7→ x−1 de Rn dans Rn est C∞.

On notera G le groupe de Lie Rn muni de cette loi.

On supposera toujours dans la suite que l’élément neutre de (G, ·) est 0.

Définition 1.131. Soit G un groupe de Lie sur Rn.
1. Soit a ∈ G. La translation à gauche de vecteur a est l’application τa(x) := a · x de G dans G.

La translation à droite de vecteur a est l’application τ ′a(x) := x · a de G dans G.
2. Soit X un champ de vecteurs C∞ sur Rn. On dit que X est invariant à gauche sur G si, et

seulement si, pour toute f ∈ C∞,

X(f ◦ τa) = (Xf) ◦ τa.

On notera G l’ensemble des champs de vecteurs invariants à gauche sur G. On vérifie que G est une
sous-algèbre de Lie de T (Rn), appelée algèbre de Lie de G.
On peut caractériser les champs de vecteurs invariants à gauche sur G de la façon suivante :

Proposition 1.132. Soient G un groupe de Lie sur Rn et X un champ de vecteurs C∞ sur Rn. Alors X
est invariant à gauche sur G si, et seulement si, pour tout a ∈ Rn,

(XI)(a · x) = Jτa(x) · (XI)(x)

pour tout x ∈ Rn. On a noté Jτa(x) la matrice jacobienne de τa au point x ∈ Rn et (XI)(x) désigne le
vecteur colonne des aj(x), si X est donné par (1.123).

Une conséquence importante de cette proposition est que, si X est invariant à gauche sur G, alors
pour tout x ∈ Rn,

(XI)(x) = Jτx(0) · (XI)(0).
Ainsi, un champ de vecteurs invariant à gauche sur G est entièrement déterminé par sa valeur en 0.
Réciproquement, si η ∈ Rn est un vecteur, alors le champ de vecteurs

XI(x) := Jτx(0) · η

est invariant à gauche sur G. On en déduit :

Proposition 1.133. Soient G un groupe de Lie sur Rn et X un champ de vecteurs C∞ sur Rn. Alors X
est invariant à gauche sur G si, et seulement si, pour tout x ∈ G,

(XI)(x) = Jτx(0) · (XI)(0).

SiG est un groupe de Lie sur Rn, l’algèbre de Lie deG est isomorphe à Rn (isomorphisme d’espaces
vectoriels). Plus précisément :

Proposition 1.134. Soient G un groupe de Lie sur Rn et G l’algèbre de Lie de G. Pour tout η ∈ Rn, on
définit le champ de vecteurs J(η) par

J(η)I(x) := Jτx(0) · η

pour tout x ∈ Rn. Alors :
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1. pour tout η ∈ Rn, J(η) ∈ G,
2. l’application J : Rn → G est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, G est de

dimension n.

Revenons au cas du groupe de Heisenberg H. On considère les champs

X := ∂

∂x1
+ 2x2

∂

∂t
et Y := ∂

∂x2
− 2x1

∂

∂t
,

dont on vérifie qu’ils sont invariants à gauche. Si T := [X,Y ], on vérifie que T = −4 ∂
∂t . D’autres choix

pour X et Y sont possibles et se trouvent dans les références citées plus haut.
On vérifie que l’algèbre de Lie de H est engendrée (en tant qu’espace vectoriel) par X,Y et T . En effet,
X,Y et T sont linéairement indépendants, et la proposition 1.134 montre que l’algèbre de Lie de H est
de dimension 3.
On précise le lien entre rang d’un système de champs de vecteurs et rang d’un système de vecteurs :

Proposition 1.135. SoientG un groupe de Lie sur Rn et G l’algèbre de Lie deG. SoientX1, ..., Xk ∈ G.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X1, ..., Xk sont libres dans G,
2. X1I(0), ..., XkI(0) sont libres dans Rn,
3. il existe x ∈ Rn tel que X1I(x), ..., XkI(x) sont libres dans Rn,
4. pour tout x ∈ Rn, X1I(x), ..., XkI(x) sont libres dans Rn.

On notera que la conclusion de la proposition 1.135 est fausse pour des champs de vecteurs non
invariants à gauche. Prenons

X1 = ∂

∂x1
, X2 = x1

∂

∂x2
qui sont des champs de vecteurs dans R2. Les champs de vecteursX1 etX2 sont libres, mais les vecteurs
X1I(0) etX2I(0) ne le sont pas dans R2, ce qui montre qu’on ne peut pas munir R2 d’une loi de groupe
de Lie pour laquelle X1 et X2 seraient invariants à gauche.

5.4 Application exponentielle

On peut maintenant définir l’application exponentielle entre un groupe de Lie et son algèbre de Lie :

Définition 1.136. Soient G un groupe de Lie sur Rn et G son algèbre de Lie. On définit l’application
exponentielle de G comme l’application Exp : G → G donnée par

Exp(X) := exp(1X)(0).
Autrement dit, on considère γ solution de{

γ′(t) = XI(γ(t)),
γ(0) = 0,

et on pose γ(1) := Exp(X).

On montre que, pour tout X ∈ G,
Exp(X) · Exp(−X) = 0.

En d’autres termes,
Exp(−X) = (Exp(X))−1 .

Reprenons le cas du groupe H. On a vu qu’une base de l’algèbre de Lie de H est X,Y, T . Un calcul sans
difficulté montre que, si Z est un champ de vecteurs sur H invariant à gauche, Z = t1X + t2Y + t3T
pour un unique (t1, t2, t3) ∈ R3 et

Exp(Z) = (t1, t2,−4t3).
On remarque que Exp est une bijection de l’algèbre de Lie de H sur R3.
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5.5 Distance de Carnot

On introduit maintenant la distance de Carnot associée à des champs de vecteurs. On aura besoin
pour cela de la notion de fonction absolument continue :

Définition 1.137. Soient n ≥ 1, I un intervalle de R et f : I → Rn. On dit que f est absolument
continue sur I si, et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour tout N ≥ 1 et

tous intervalles deux à deux disjoints ]ak, bk[⊂ I (1 ≤ k ≤ N) tels que
N∑
i=1
|bk − ak| < δ, on ait

N∑
i=1
|f(bk)− f(ak)| < ε.

Une fonction absolument continue est clairement uniformément continue. On montrera dans la sec-
tion 7.3 que toute fonction absolument continue f : I → Rn est dérivable presque partout, et que, si f ′

est intégrable sur tout segment inclus dans I , alors∫ b

a
f ′(t)dt = f(b)− f(a)

pour tous a < b ∈ I .
Pour la suite, on se donne des champs de vecteurs X1, ..., Xk de classe C∞ sur Rn. On pose

|XI(x)| :=
(

k∑
i=1
|XiI(x)|2

)1/2

.

Définition 1.138. Soient X1, ..., Xk des champs de vecteurs sur Rn. Une courbe absolument conti-
nue γ : [0, T ] → Rn (avec T > 0) est dite admissible si, et seulement si, il existe des fonc-

tions mesurables c1, ..., ck : [0, T ] → R telles que, pour presque tout t ∈ [a, b],
k∑
i=1

ci(t)2 ≤ 1 et

γ′(t) =
k∑
j=1

cj(t)XjI(γ(t)).

On remarque que, par Cauchy-Schwarz, si γ : [0, T ]→ Rn est une courbe admissible, alors∣∣γ′(t)∣∣ ≤ |XI(γ(t))| pour presque tout t ∈ [0, T ]. (1.139)

On en déduit qu’une courbe admissible est lipschitzienne. En effet, si γ : [0, T ] → Rn est une courbe
admissible, alors, pour tous a < b ∈ [0, T ],

|γ(b)− γ(a)| ≤
∫ b

a

∣∣γ′(t)∣∣ dt ≤ max
t∈[0,T ]

|XI(γ(t))| |b− a| . (1.140)

On peut à présent définir la distance de Carnot associée à des champs de vecteurs.

Définition 1.141. Soient X1, ..., Xk des champs de vecteurs sur Rn. Pour tous x, y ∈ Rn, on définit
d(x, y) comme la borne inférieure des T > 0 tels qu’il existe une courbe admissible γ : [0, T ] → Rn
telles que γ(0) = x et γ(T ) = y. Si une telle courbe n’existe pas, on pose d(x, y) = +∞. La fonction
d s’appelle la distance de Carnot associée à X1, ..., Xk.

Il peut arriver que d(x, y) = +∞. Par exemple, si on prend seulement X1 = ∂
∂x1

dans R2, alors
d(x, y) = |x− y| si y − x ∈ R(1, 0) et d(x, y) = +∞ sinon. Si on prend X1 et X2 = ∂

∂x2
, alors d est

la distance euclidienne usuelle.
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Proposition 1.142. Avec les notations précédentes, on suppose que d(x, y) < +∞ pour tous x, y ∈ Rn.
Alors :

1. d est une distance sur Rn,
2. pour tout compact K ⊂ Rn, il existe cK > 0 tel que, pour tous x, y ∈ K,

|x− y| ≤ cKd(x, y).

Pour prouver cet énoncé, on commence par montrer le lemme suivant :

Lemme 1.143. Soient x ∈ Rn et r > 0. On pose M := sup
y∈B(x,R)

|XI(y)|. Si γ : [0, T ] → Rn est une

courbe admissible telle que γ(0) = x avec T < R
M , alors γ([0, T ]) ⊂ B(x,R). Ici, B(x,R) désigne la

boule euclidienne (et non pour la métrique d) de centre x et de rayon R.

Preuve du lemme 1.143 : on suppose que la conclusion n’est pas satisfaite. Soit alors t0 le plus petit
t ∈]0, T ] tel que |x− γ(t0)| = R. Alors, en utilisant (1.139), on obtient

R = |x− γ(t0)| =
∣∣∣∣∫ t0

0
γ′(t)

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ t0

0
|XI(γ(t))| ≤MT,

contrairement à l’hypothèse.

Preuve de la proposition 1.142 : on commence par le point 2. Soient x, y ∈ K et γ : [0, T ] → Rn une
courbe admissible telle que γ(0) = x et γ(T ) = y. Soient ε > 0, Kε := {z ∈ Rn; d(z,K) < ε} et
M := sup

z∈Kε
|XI(z)|. Soit R := min (|x− y| , ε), de sorte que B(x,R) ⊂ Kε et y /∈ B(x,R). Le

lemme 1.143 montre alors que

T ≥ R

M
≥ c |x− y|

M
,

avec c := min
(

1, ε
diam(K)

)
. Cela termine la preuve du point 2. Le point 1 en résulte facilement.

5.6 Groupes de Carnot

On décrit une classe de groupes de Lie, appelés groupes de Carnot, pour lesquels on peut définir une
distance de Carnot qui est une “vraie” distance, au sens où d(x, y) < +∞ pour tous x, y.

Définition 1.144. 1. Soit V une algèbre de Lie. On pose V(1) := V et V(j+1) := [V, V(j)] pour
tout j ≥ 1, où [V, V(j)] désigne le sous-espace de V engendré par tous les [v, vj ] avec v ∈ V et
vj ∈ Vj . Si m ≥ 1, on dira que V est nilpotente d’ordre m si, et seulement si, V(m) 6= {0} et
V(m+1) = {0}.

2. Soit G un groupe de Lie sur Rn. On dit que G est nilpotent si, et seulement si, l’algèbre de Lie
de G est nilpotente.

3. Soit G un groupe de Lie sur Rn. On dit que G est un groupe de Carnot (ou un groupe stratifié)
si, et seulement si, G possède une stratification, c’est-à-dire que G = V1 ⊕ ... ⊕ Vm, où chaque
Vi est un sous-espace vectoriel de G, Vi+1 = [V1, Vi] pour tout i ∈ J1,m−1K et [V1, Vm] = {0}.

On vérifie qu’un groupe de Carnot est nilpotent, et que, si m est comme dans le point 3 avec Vm 6=
{0}, alors G est nilpotente d’ordre m. Si (X1, ..., Xk) est une base de V1, alors l’algèbre de Lie G est
engendrée par X1, ..., Xk. Le groupe de Heisenberg H est un groupe de Carnot, dont l’algèbre de Lie
est nilpotente d’ordre 2. Ici, V1 est engendré par X et Y , et V2 par T = [X,Y ].
Un fait important est que, pour un groupe de Carnot, Exp est un difféomorphisme global :

Théorème 1.145. Soient G un groupe de Carnot et G son algèbre de Lie. L’application Exp est un C∞

difféomorphisme de G sur G, dont la réciproque est notée Log.
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Ce théorème permet notamment de définir des dilatations sur un groupe de Carnot.

Définition 1.146. Soient G un groupe de Carnot et G son algèbre de Lie, décomposée comme dans la
définition 1.144.

1. Pour tout i ∈ J1,mK, tout X ∈ Vi et tout r > 0, on définit la dilatation δr par

δr(Xi) := riXi.

2. On définit ainsi une dilatation linéaire δr : G → G, qui est un automorphisme.
3. Si x ∈ G, on écrit x = ExpX pour un unique X ∈ G, et on pose δr(x) = Log(δr(X)).

Un autre fait important est que, sur les groupes de Carnot, la distance de Carnot est finie pour tout couple
de points :

Théorème 1.147. Soit G un groupe de Carnot, dont l’algèbre de Lie G possède la stratification G =
V1 ⊕ ... ⊕ Vm, avec Vi+1 = [V1, Vi] pour tout i ∈ J1,m − 1K et [V1, Vm] = {0}. Soit (X1, ..., Xk) une
base de V1. Alors, si d est la distance de Carnot sur G associée aux champs X1, ..., Xk :

1. d(x, y) < +∞ pour tous x, y ∈ G,
2. d est invariante à gauche, ce qui signifie que, pour tous a, x, y ∈ G, d(x, y) = d(a · x, a · y),
3. pour tous x, y ∈ G,

d(x, y) = d(y−1 · x, 0)

et
d(x−1, 0) = d(x, 0),

4. pour tous x, y ∈ G et tout r > 0, d(δrx, δry) = rd(x, y).

On peut aussi considérer des “normes” sur un groupe de Carnot.

Définition 1.148. Soit G un groupe de Carnot. On appelle norme sur G toute application x 7→ ‖x‖ de
G dans [0,+∞[ telle que :

1. ‖x‖ =
∥∥x−1∥∥ pour tout x ∈ G,

2. ‖δrx‖ = r ‖x‖ pour tout x ∈ G et tout r > 0,
3. ‖x‖ = 0 si, et seulement si, x = 0.

Par exemple, ‖x‖ := d(x, 0) est une norme, si d est la distance de Carnot considérée plus haut. On
résume ici les principales propriétés des normes sur G (voir [50, Chapter 1]) :

Proposition 1.149. Soient G un groupe de Carnot, ‖·‖ une norme sur G et |·| la norme euclidienne sur
Rn.

1. Il existe 0 < c < C tels que, pour tout x ∈ G avec ‖x‖ ≤ 1, on ait

c |x| ≤ ‖x‖ ≤ C |x|1/m

où m est comme dans la définition 1.144.
2. Si ρ(x, y) =

∥∥x−1 · y
∥∥, ρ est une quasi-distance (voir la remarque 1.99).

3. Pour tout x ∈ G et tout r > 0, B(x, r) est l’image de B(0, r) par la translation τx. De plus,
B(0, r) = δr(B(0, 1)).

4. Pour tout E ⊂ G et tout a ∈ G, Ln(τa(E)) = Ln(τ ′a(E)) = Ln(E), où τa (resp. τ ′a) est la
translation à gauche (resp. à droite) de vecteur a (voir la définition 1.131).

5. On définit Q :=
m∑
j=1

jdim Vj . L’entier Q s’appelle la dimension homogène de G. Pour tout

E ⊂ G, Ln(δr(E)) = rQLn(E) pour tout r > 0. En particulier, |B(x, r)| = CrQ.

60



6. Si ‖·‖′ est une autre norme sur G, alors il existe 0 < c < C tels que, pour tout x ∈ G,

c ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ C ‖x‖ .

Voici un autre exemple de norme sur G : si x ∈ G et x = Exp(X) avec X ∈ G, on décompose

X =
m∑
j=1

Xj et on pose

‖x‖ :=
m∑
j=1
|XjI(0)|1/jj ,

où |·|j est la norme euclidienne sur Rdim Vj .

5.7 Mesure de Haar

Pour les résultats présentés dans ce paragraphe, on pourra consulter [49, Chapter 2]. On donne
d’abord la définition d’une mesure de Haar dans un groupe de Lie :

Définition 1.150. Soit G un groupe de Lie sur Rn. On appelle mesure de Haar à gauche sur G toute
mesure de Radon µ sur G, non identiquement nulle et invariante par translation à gauche, c’est-à-dire
telle que, pour tout borélien A ⊂ G et tout a ∈ G,

µ(τa(B)) = µ(B).

On a le résultat d’unicité suivant pour les mesures de Haar :

Proposition 1.151. SoientG un groupe de Lie sur Rn et µ, ν des mesures de Haar à gauche surG. Alors
il existe λ > 0 tel que ν = λµ.

On peut effectivement construire des mesures de Haar à gauche sur les groupes de Carnot (et ces
mesures sont aussi invariantes par translation à droite !). Soient G un groupe de Carnot et G son algèbre
de Lie. La mesure de Haar m sur G est la mesure image, par l’application exponentielle, de la mesure
de Lebesgue sur G ([24, p.16]). Dans le cas du groupe de Heisenberg, la mesure de Haar coïncide avec
la mesure de Lebesgue L3 ([24, p.14]). On peut montrer ceci ([24, p.22]) :

Proposition 1.152. 1. la mesure m est Ahlfors-régulières d’exposant Q, la dimension homogène
de G,

2. la mesure m est Q-homogènes vis-à-vis des dilatations, au sens où, pour tout A ⊂ G et tout
λ > 0,

HQ(δλ(A)) = λQHQ(A) et SQ(δλ(A)) = λQSQ(A).

6 Fonction maximale de Hardy Littlewood

Soient µ une mesure de Radon sur Rn et ν une mesure borélienne sur Rn. Pour tout x ∈ Rn, on
pose

Mµν(x) := sup
r>0

ν(B(x, r))
µ(B(x, r)) ,

avec la convention 0
0 = 0 et u0 = +∞ si u ∈]0,+∞]. La fonction Mµν est appelée fonction maximale

centrée (de Hardy-Littlewood).

Lemme 1.153. La fonction Mµν est borélienne.

61



Démonstration. On commence par vérifier que, pour tout r > 0, la fonction x 7→ ν(B(x, r)) est
semicontinue inférieurement, ce qui signifie que, pour tout λ > 0, {x ∈ Rn; ν(B(x, r)) > λ} est un
ouvert. En effet, si ν(B(x, r)) > λ et si (rk)k≥1 est une suite strictement croissante de rayons qui tend
vers r, alors ν(B(x, r)) = lim

k→+∞
ν(B(x, rk)), ce qui fait qu’il existe k ≥ 1 tel que ν(B(x, rk)) > λ.

Alors, pour tout y ∈ B(x, r − rk), ν(B(y, r)) ≥ ν(B(x, rk)) > λ. La même conclusion vaut pour
x 7→ µ(B(x, r)).
On vérifie maintenant que, pour tout x ∈ Rn,

Mµν(x) = sup
r>0, r∈Q

ν(B(x, r))
µ(B(x, r)) .

Il suffit de vérifier que Mµν(x) ≤ sup
r>0, r∈Q

ν(B(x, r))
µ(B(x, r)) . Soient x ∈ Rn, r > 0 et (rk)k≥1 une suite

strictement croissante de rationnels qui tend vers r. Si µ(B(x, r)) > 0, on a clairement

lim
k→+∞

ν(B(x, rk))
µ(B(x, rk))

= ν(B(x, r))
µ(B(x, r)) . (1.154)

Si µ(B(x, r)) = 0, on a aussi µ(B(x, rk)) = 0 pour tout k. Si ν(B(x, r)) > 0, on a ν(B(x, rk)) > 0
pour k assez grand, de sorte que (1.154) est satisfaite (les deux membres valant +∞). Si ν(B(x, r)) = 0,
on a ν(B(x, rk)) = 0 pour tout k, de sorte que (1.154) est encore satisfaite (les deux membres valant 0).

Ainsi, ν(B(x,r))
µ(B(x,r)) ≤ sup

s>0, s∈Q

ν(B(x, s))
µ(B(x, s)) , ce qui termine la vérification.

Comme, pour tout r > 0, la fonction x 7→ ν(B(x,r))
µ(B(x,r)) est borélienne (comme quotient de fonctions boré-

liennes), x 7→Mµν(x) est borélienne comme borne supérieure d’une famille dénombrable de fonctions
boréliennes.

Dans la suite, on va s’intéresser aux propriétés de continuité deMµν dans des espacesLp. On commence
par introduire l’espace L1

w(µ) :

Définition 1.155. On appelle espace de Marcinkiewicz, et on note L1
w(µ), l’espace vectoriel des fonc-

tions µ-mesurables f : Rn → R pour lesquelles il existe une constante C > 0 telle que

µ ({x ∈ Rn; |f(x)| > λ}) ≤ C

λ

pour tout λ > 0. Etant donné f ∈ L1
w(µ), on note

||f ||L1
w(µ) := sup

λ>0
λµ ({x ∈ Rn; |f(x)| > λ}) .

On notera que L1
w(µ) est un espace vectoriel, qui contient L1(µ). L’inclusion est stricte en général

(exercice 1.236 plus loin).
L’application f 7→ ||f ||L1

w(µ) n’est pas une norme. On a par contre

||f + g||L1
w(µ) ≤ 2

(
||f ||L1

w(µ) + ||g||L1
w(µ)

)
.

Lemme 1.156. On suppose ν(Rn) < +∞. Alors Mµν ∈ L1
w(µ) et

‖Mµν‖L1
w(µ) ≤ P (n)ν(Rn),

où P (n) est donné par la proposition 1.90.
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Démonstration. Soient λ > 0 et O := {x ∈ Rn; Mµν(x) > λ}. Pour tout x ∈ O, il existe rx >
0 tel que ν(B(x, rx)) > λµ(B(x, rx)). Soit R > 0. Les boules B(x, rx) recouvrent O ∩ B(0, R),
qui est borné. On applique le lemme de Besicovitch (proposition 1.90), qui donne une famille au plus
dénombrable de points xi ∈ O tels que O ∩ B(0, R) ⊂

⋃
i≥1

B(xi, rxi) et, pour tout x ∈ Rn, le cardinal

de l’ensemble des i ≥ 1 tels que x ∈ B(xi, rxi) est inférieur ou égal à P (n). Alors

µ(O ∩B(0, R)) ≤
∑
i≥1

µ(B(xi, rxi))

<
1
λ

∑
i≥1

ν(B(xi, rxi))

= 1
λ

∑
i≥1

∫
Rn
χB(xi,rxi )(x)dν(x)

= 1
λ

∫
Rn

∑
i≥1

χB(xi,rxi )(x)dν(x)

≤ P (n)
λ

ν(Rn).

Comme c’est vrai pour tout R > 0, on obtient la conclusion voulue.

Un cas particulier important est celui où il existe f ∈ L1
loc(µ) telle que dν = |f | dµ. Dans ce cas, on

note Mµν = Mµf et on a donc

Mµf(x) := sup
r>0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)| dµ(y)

pour tout x ∈ Rn. Un corollaire immédiat du lemme 1.156 est :

Corollaire 1.157. Si f ∈ L1(µ), alors Mµf ∈ L1
w(µ) et

‖Mµf‖L1
w(µ) ≤ P (n) ‖f‖L1(µ) .

On donne maintenant une version Lp du corollaire 1.157 :

Théorème 1.158. Soit p ∈]1,+∞]. Il existe C > 0 ne dépendant que de n et p avec la propriété
suivante : pour toute mesure de Radon µ dans Rn et toute fonction f ∈ Lp(µ), Mµf ∈ Lp(µ) et

‖Mµf‖Lp(µ) ≤ C ‖f‖Lp(µ) .

La preuve utilise :

Lemme 1.159. [Principe de Cavalieri] Soit 1 ≤ p <∞. Pour toute mesure de Radon µ sur Rn et toute
fonction f ∈ Lp(µ),

||f ||pLp(µ) = p

∫ ∞
0

λp−1µ ({x ∈ Rn; |f(x)| > λ}) dλ.

Preuve du lemme 1.159 : par le théorème de Fubini (noter que la mesure µ est σ-finie),

||f ||pLp(µ) =
∫
Rn
|f(x)|p dµ(x)

=
∫
Rn

∫ |f(x)|

0
pλp−1 dλ dµ(x)

= p

∫ ∞
0

λp−1
∫
{x:|f(x)|>λ}

dµ(x) dλ.
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Preuve du théorème 1.158 : on remarque d’abord que le cas p = +∞ est immédiat. On supposera
1 < p < +∞ dans la suite de cette preuve et il suffit de considérer le cas f ≥ 0. Soit λ > 0. On pose,
pour tout x ∈ Rn,

g(x) :=
{
f(x) si f(x) ≥ 1

2λ,
0 si f(x) < 1

2λ.

Comme f ≤ g + 1
2λ, Mµf ≤Mµg + 1

2λ, de sorte que

{x ∈ Rn; Mµf(x) > λ} ⊂
{
x ∈ Rn; Mµg(x) > 1

2λ
}
,

donc, par le corollaire 1.157,

µ ({x ∈ Rn; Mµf(x) > λ}) ≤ µ

({
x ∈ Rn; Mµg(x) > 1

2λ
})

≤ 2P (n)
λ

∫
Rn
g(x)dµ(x)

= 2P (n)
λ

∫
{x∈Rn; f(x)≥ 1

2λ}
f(x)dµ(x).

Par le lemme 1.159,

‖Mµf‖pLp(µ) = p

∫ +∞

0
λp−1µ ({x ∈ Rn; Mµf(x) > λ}) dλ

≤ 2pP (n)
∫ +∞

0
λp−2

(∫
{x∈Rn; f(x)≥ 1

2λ}
f(x)dµ(x)

)
dλ

= 2pP (n)
∫
Rn
f(x)

(∫ 2f(x)

0
λp−2dλ

)
dµ(x)

= 2ppP (n)
p− 1

∫
Rn
f(x)pdµ(x),

ce qui termine la preuve.

Remarque 1.160. La conclusion du théorème 1.158 est fausse si p = 1, voir l’exercice 1.251 plus loin.

Diverses variantes de ces résultats peuvent être donnés. On peut considérer une version non centrée de
la fonction maximale. Si µ et ν sont comme plus haut, pour tout x ∈ Rn, on définit

Mµν(x) := sup
B3x

ν(B)
µ(B) ,

où la borne supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes B contenant x. De même, on définit Mµf

si f ∈ L1
loc(µ). On vérifie facilement que, pour tout λ > 0,

{
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

}
est ouvert, si bien

que Mµν est borélienne.
On fait l’hypothèse que (Rn, d, µ) est un espace de nature homogène (d désignant la distance eucli-
dienne), ce qui signifie que µ vérifie (D) (voir la section 4).

Lemme 1.161. On suppose ν(Rn) < +∞ et que µ vérifie (D). AlorsMµν ∈ L1
w(µ). Plus précisément,

pour tout λ > 0,

µ
({
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

})
≤ C

λ
ν
({
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

})
,

où C ne dépend que de la constante apparaissant dans (D).
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Démonstration. Soit R > 0. On notera MR
µ ν la fonction maximale définie comme Mµν, où la borne

supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes de rayon inférieur ou égal à R. On note OR :={
x ∈ Rn; MR

µ ν(x) > λ
}

. Pour tout x ∈ OR, il existe une boule ouverte Bx contenant x et de rayon
inférieur ou égal à R, telle que ν(Bx) > λµ(Bx). La version du lemme 5r pour des boules ouvertes
(voir la remarque 1.86) donne une famille au plus dénombrable de points (xi)i≥1 dans OR tels que les
boulesBxi sont deux à deux disjointes etOR ⊂

⋃
i≥1

5Bxi . Alors, en utilisant (D) dans la deuxième ligne,

µ(OR) ≤
∑
i≥1

µ(5Bxi)

≤ C
∑
i≥1

µ(Bxi)

≤ C

λ

∑
i≥1

ν(Bxi)

= C

λ
ν

⋃
i≥1

Bxi


≤ C

λ
ν
({
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

})
.

(1.162)

La dernière inégalité se justifie ainsi : si x ∈ Bxi , Mµν(x) ≥ ν(Bxi )
µ(Bxi )

> λ. Ainsi,

⋃
i≥1

Bxi ⊂
{
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

}
.

Pour terminer, on observe que
{
x ∈ Rn; Mµν(x) > λ

}
est la réunion croissante des ensembles OR et

on passe à la limite dans l’inégalité (1.162).

En raisonnant comme pour le théorème 1.158, on obtient :

Théorème 1.163. Soient p ∈]1,+∞] et µ une mesure de Radon sur Rn vérifiant (D). Il existe C > 0
ne dépendant que de p et de la constante apparaissant dans (D) avec la propriété suivante : pour toute
fonction f ∈ Lp(µ), Mµf ∈ Lp(µ) et∥∥∥Mµf

∥∥∥
Lp(µ)

≤ C ‖f‖Lp(µ) .

On peut également donner des versions du lemme 1.161 et du théorème 1.163 dans le cadre général
d’espaces métriques mesurés de nature homogène. Plus précisément, soit (X, d, µ) un espace de nature
homogène. Pour toute fonction f ∈ L1

loc(X), on définit la fonction maximale (non centrée) de f en x
par

Mf(x) = sup
B3x

1
µ(B)

∫
B
|f(y)|dµ(y), (1.164)

où la borne supérieure est prise sur toutes les boules ouvertes contenant x. On a alors :

Théorème 1.165. Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène. Alors il existe C1 > 0 ne dépendant
que de la constante de (D) et, pour tout p ∈]1,+∞], il existe Cp > 0 ne dépendant que de p et de la
constante de (D) tels que :

1. pour toute f ∈ L1(X) et tout λ > 0,

µ ({Mf > λ}) ≤ C1
λ

∫
X
|f(y)|dµ(y),
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2. pour toute f ∈ Lp(X), ∫
X
|Mf |pdµ ≤ Cp

∫
X
|f |pdµ.

La preuve est analogue à celles du lemme 1.161 et du théorème 1.163. Il suffit de remarquer que
(X, d) est séparable (lemme 1.101), si bien que le lemme 5r (version pour des boules ouvertes) donne
bien des familles de boules au plus dénombrables. On utilise aussi le principe de Cavalieri (lemme
1.159), valable dans ce contexte car la mesure µ est σ-finie (il suffit d’écrire X comme la réunion des
boules B(x0, n), où x0 ∈ X).
Une autre variante de la fonction maximale dans Rn consiste à considérer la fonction maximale dya-
dique, voir l’exercice 1.249 plus loin.

7 Différentiation de mesures

7.1 Le théorème de différentiation de Lebesgue

On commence par le théorème de différentiation de Lebesgue dans Rn :

Théorème 1.166. [Théorème de différentiation de Lebesgue dans Rn] ([64, Section 3.4]) Soit f ∈
L1
loc(Rn) (pour la mesure de Lebesgue). Alors, pour presque tout x ∈ Rn,

lim
r→0

1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0. (1.167)

Par conséquent, pour presque tout x ∈ Rn,

f(x) = lim
r→0

1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dy.

Les points x ∈ Rn en lesquels (1.167) est vérifiée s’appellent les points de Lebesgue de f .

Démonstration. La deuxième assertion provient facilement de la première car∣∣∣∣∣f(x)− 1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dy
∣∣∣∣∣ ≤ 1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy.

On prouve donc la première assertion. On peut supposer que f ∈ L1(Rn). En effet, si f ∈ L1
loc(Rn),

fχB(0,R) ∈ L1(Rn) pour toutR > 0, ce qui permet de montrer le résultat pour presque tout x ∈ B(0, R)
et de considérer ensuite les boules B(0, n) avec n ≥ 1.
Si f est continue, la conclusion est claire. Si f ∈ L1(Rn), on définit, pour tout x ∈ Rn,

ωf (x) := lim
r→0

1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy.

On vérifie que ωf+g ≤ ωf + ωg pour toutes fonctions f, g ∈ L1(Rn). De plus,

ωf ≤ |f |+MLnf.

Enfin, si f est continue sur Rn, alors ωf = 0.
Soient f ∈ L1(Rn) et ε > 0. Il existe g continue à support compact dans Rn telle que ‖f − g‖L1(Rn) ≤
ε. Alors

ωf ≤ ωf−g + ωg = ωf−g ≤ |f − g|+MLn(f − g).
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Par conséquent, pour tout λ > 0, d’après le Corollaire 1.157,

Ln ({x ∈ Rn; ωf (x) > λ}) ≤ Ln
({

x ∈ Rn; |(f − g)(x)| > 1
2λ
})

+Ln
({

x ∈ Rn; MLn(f − g)(x) > 1
2λ
})

≤ 2
λ
‖f − g‖L1(Rn) + C

λ
‖f − g‖L1(Rn)

≤ Cε

λ
.

Comme c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient que ωf (x) ≤ λ pour presque tout x ∈ Rn, et on en déduit
que ωf = 0 presque partout, ce qui est le résultat attendu.

7.2 Le théorème de Radon Nikodym

On commence par rappeler la définition suivante :

Définition 1.168. Soient µ, ν des mesures boréliennes positives sur Rn. On dit que ν est absolument
continue par rapport à µ si, et seulement si, pour tout A ⊂ Rn, si µ(A) = 0, alors ν(A) = 0. On note
alors ν << µ.

Remarque 1.169. Si f ∈ L1
loc(µ), la mesure ν = fdµ est absolument continue par rapport à µ.

On peut traduire l’absolue continuité par une propriété analogue à la définition d’une fonction abso-
lument continue :

Proposition 1.170. Soient µ, ν des mesures boréliennes positives sur Rn. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. ν << µ,
2. pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour tout borélienB ⊂ Rn, si µ(B) < δ, alors ν(E) < ε.

Démonstration. On suppose 1. Soit ε > 0. Si la conclusion de 2 est fausse, alors, pour tout k ≥ 1, il
existe un borélienBk ⊂ Rn tel que µ(Bk) < 1

2k et ν(Bk) ≥ ε. Pour tout k ≥ 1, on poseCk :=
⋃

i≥k+1
Bi,

de sorte que µ(Ck) ≤ 1
2k et ν(Ck) ≥ ε. Si maintenant C :=

⋂
k≥1

Ck, on a donc µ(C) = 0 et ν(C) ≥ ε,

contrairement à l’hypothèse 1.
On suppose maintenant 2. Si E ⊂ Rn est un borélien avec µ(E) = 0 et si ε > 0, on a µ(E) < δ où δ
est donné par la condition 2, donc ν(E) < ε, ce qui donne 1.

Soient ν et µ des mesures de Radon dans Rn. Pour tout x ∈ Rn et tout r > 0, on pose

Dµν(x, r) = ν(B(x, r))
µ(B(x, r))

et, pour tout x ∈ Rn,
Dµν(x) = lim

r→0
Dµν(x, r)

et
Dµν(x) = lim

r→0
Dµν(x, r).

Si, pour un x ∈ Rn, Dµν(x) = Dµν(x), cette quantité est notée Dµν(x) et est appelée dérivée de ν par
rapport à µ au point x.
On vérifie, comme dans la section 6, que ces fonctions sont boréliennes. On va montrer :
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Théorème 1.171. [98, Theorem 2.12] Soient µ, ν des mesures de Radon sur Rn. Alors :
1. pour µ-presque tout x ∈ Rn, Dµν(x) existe dans [0,+∞[,
2. pour tout borélien B ⊂ Rn, ∫

B
Dµν(x)dµ(x) ≤ ν(B), (1.172)

et si ν << µ, il y a égalité dans (1.172),
3. ν << µ si, et seulement si, pour ν-presque tout x ∈ Rn, Dµν(x) < +∞.

La preuve utilise :

Lemme 1.173. Soient µ, ν des mesures de Radon sur Rn, t ∈]0,+∞[ et A ⊂ Rn. Alors :
1. si Dµν(x) ≤ t pour tout x ∈ A, alors ν(A) ≤ tµ(A),
2. si Dµν(x) ≥ t pour tout x ∈ A, alors ν(A) ≥ tµ(A).

Preuve du lemme 1.173 : on se contente de l’assertion 1, la preuve de 2 étant analogue. On peut sup-
poser µ(A) < +∞, sinon la preuve est triviale. Soit ε > 0. Comme µ est une mesure de Radon, par le
théorème 1.24, il existe un ouvert U contenant A tel que µ(U) ≤ µ(A) + ε.
L’hypothèse entraîne que, pour tout x ∈ A, il existe ηx > 0 tel que, pour tout r ∈]0, ηx[, B(x, r) ⊂ U et
ν(B(x, r)) ≤ (t + ε)µ(B(x, r)). Le lemme de recouvrement de Vitali (proposition 1.95) montre qu’il
existe une famille au plus dénombrable de points (xi)i≥1 dans A et une famille au plus dénombrable
de réels strictement positifs (ri)i≥1 tels que les boules B(xi, ri) sont deux à deux disjointes et incluses

dans U , ν(B(xi, ri)) ≤ (t+ ε)µ(B(xi, ri)) pour tout i ≥ 1 et ν

A \ ⋃
i≥1

B(xi, ri)

 = 0. On en déduit

que
ν(A) ≤

∑
i≥1

ν(B(xi, ri))

≤ (t+ ε)
∑
i≥1

µ(B(xi, ri))

≤ (t+ ε)µ(U)
≤ (t+ ε)(µ(A) + ε),

et en faisant tendre ε vers 0, on conclut que ν(A) ≤ tµ(A).

Preuve du théorème 1.171 : soient 0 < s < t < +∞ et R > 0. On définit

A(s, t, R) :=
{
x ∈ B(0, R); Dµν(x) ≤ s < t ≤ Dµν(x)

}
et

E(t, R) :=
{
x ∈ B(0, R); Dµν(x) ≥ t

}
.

Par le lemme 1.173,

tµ(A(s, t, R)) ≤ ν(A(s, t, R)) ≤ sµ(A(s, t, R)) < +∞,

ce qui implique que µ(A(s, t, R)) = 0. Toujours par le lemme 1.173,

tµ(E(t, R)) ≤ ν(E(t, R)) ≤ ν(B(0, R)),

ce qui montre que

µ

 ⋂
t>0, t∈Q

E(t, R)

 = 0.
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Or, si R > 0, le complémentaire dans Rn de l’ensemble des x ∈ B(0, R) tels que Dµν(x) existe dans
[0,+∞[ est égal à  ⋃

0<s<t<+∞, s,t∈Q
A(s, t, R)

⋃ ⋂
t>0, t∈Q

E(t, R)

 ,
ce qui montre que Dµν(x) existe dans R pour µ-presque tout x ∈ B(0, R). On applique cela pour tout
R entier, ce qui conclut pour le point 1.
Soit maintenant B ⊂ Rn un borélien et

C := {x ∈ B; Dµν(x) ∈]0,+∞[} .

On fixe t > 1. Pour tout entier k ∈ Z, on définit

Bk :=
{
x ∈ B; tk ≤ Dµν(x) < tk+1

}
⊂ C,

de sorte que C =
⋃
k∈Z

Bk. Alors, en utilisant le fait que Dµν existe et est fini pour µ-presque tout point

et l’assertion 2 du lemme 1.173,∫
B
Dµν(x)dµ(x) =

∫
C
Dµν(x)dµ(x)

=
∑
k∈Z

∫
Bk

Dµν(x)dµ(x)

≤
∑
k∈Z

tk+1µ(Bk)

≤ t
∑
k∈Z

ν(Bk)

≤ tν(B).

En faisant tendre t vers 1, on obtient que
∫
BDµν(x)dµ(x) ≤ ν(B).

On suppose maintenant que ν << µ. On note que

µ ({x ∈ Rn; Dµν(x) n’existe pas ou vaut +∞}) = 0

de sorte que
ν ({x ∈ Rn; Dµν(x) n’existe pas ou vaut +∞}) = 0.

De plus,
{x ∈ Rn; Dµν(x) = 0} = {x ∈ Rn; Dνµ(x) = +∞} ,

ce qui montre que
ν ({x ∈ Rn; Dµν(x) = 0}) = 0.

Il s’ensuit que, si t > 1, en appliquant à nouveau le lemme 1.173,

ν(B) =
∑
k∈Z

ν(Bk)

≤
∑
k∈Z

tk+1µ(Bk)

≤ t
∑
k∈Z

∫
Bk

Dµν(x)dµ(x)

≤ t

∫
B
Dµν(x)dµ(x).

On fait tendre t vers 1 pour conclure la preuve du point 2.
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On passe maintenant au point 3. On suppose d’abord que ν << µ. Pour µ-presque tout x ∈ Rn,
Dµν(x) < +∞, donc aussi pour ν-presque tout x ∈ Rn.
Réciproquement, on suppose queDµν(x) < +∞ pour ν-presque tout x ∈ Rn. SoitA ⊂ Rn un borélien
tel que µ(A) = 0. Pour tout entier k ≥ 1, le lemme 1.173 montre que

ν
({
x ∈ A; Dµν(x) ≤ k

})
≤ kµ(A) = 0,

de sorte que, par l’hypothèse sur ν,

ν(A) = ν
({
x ∈ A; Dµν(x) < +∞

})
= 0,

ce qui termine la preuve.

Un corollaire du théorème 1.171 est une extension du théorème de différentiation de Lebesgue pour les
mesures de Radon :

Corollaire 1.174. Soit µ une mesure de Radon sur Rn. Soit f ∈ L1
loc(µ). Alors :

1. pour µ-presque tout x ∈ Rn,

lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dµ(y) = f(x),

2. pour µ-presque tout x ∈ Rn,

lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dµ(y) = 0.

Remarque 1.175. On notera que la conclusion de l’assertion 2 est plus forte que celle de l’assertion 1.
Toutefois, on va utiliser 1 pour prouver 2.

Preuve du corollaire 1.174 : pour 1, il suffit de faire la preuve quand f ≥ 0. On définit la mesure ν par
ν(A) :=

∫
A f(x)dµ(x) pour tout borélien A ⊂ Rn, puis, pour A ⊂ Rn quelconque, ν(A) := inf ν(B)

où la borne inférieure est prise sur tous les boréliens B contenant A (voir la remarque 1.14). Il s’agit
d’une mesure de Radon positive, absolument continue par rapport à µ. Pour tout borélien bornéB ⊂ Rn,
l’assertion 2 du théorème 1.171 montre que∫

B
Dµν(x)dµ(x) = ν(B) =

∫
B
f(x)dµ(x),

ce qui implique que, pour µ-presque tout x ∈ Rn, f(x) = Dµν(x), ce qui exactement la conclusion
attendue.
Pour 2, soit ρ ∈ Q. On applique la conclusion de 1 à la fonction |f − ρ|, ce qui donne

lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− ρ| dµ(y) = |f(x)− ρ|

pour µ-presque tout x ∈ Rn. Il existe donc un ensemble A ⊂ Rn avec µ(A) = 0 et tel que, pour tout
x ∈ Rn \A et tout ρ ∈ Q,

lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− ρ| dµ(y) = |f(x)− ρ| .

Soient x ∈ Rn \A et ε > 0. Il existe ρ ∈ Q tel que |f(x)− ρ| < ε. On a donc

lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dµ(y) ≤ lim
r→0

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− ρ| dµ(y) + |f(x)− ρ|

= 2 |f(x)− ρ| < 2ε,

et comme c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient la conclusion.
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Remarque 1.176. Soient µ une mesure de Radon sur Rn et A ⊂ Rn un ensemble µ-mesurable. En
appliquant la conclusion du corollaire 1.174 avec f = χA, on obtient que

lim
r→0

µ(A ∩B(x, r))
µ(B(x, r)) = 1 (1.177)

pour µ-presque tout x ∈ A, alors que

lim
r→0

µ(A ∩B(x, r))
µ(B(x, r)) = 0

pour µ-presque tout x ∈ Rn \A.
La conclusion (1.177) est vraie même si A n’est pas supposé mesurable. En effet, il suffit de le voir
quand µ(A) < +∞ (en effet, comme Rn est une réunion dénombrable de boules de µ-mesure finie, il
suffit de le voir quand x appartient à une boule, et comme on peut supposer r ≤ 1, B(x, r) reste incluse
dans une boule fixe, et on peut donc remplacer A par l’intersection de A avec une boule, qui est un
ensemble de µ-mesure finie). Il existe alors un borélien B tel que A ⊂ B et µ(A) = µ(B), et on a donc,
pour µ-presque tout x ∈ B, donc aussi pour µ-presque tout x ∈ A,

lim
r→0

µ(B ∩B(x, r))
µ(B(x, r)) = 1.

Or, d’après le lemme 1.9, µ(A ∩B(x, r)) = µ(B ∩B(x, r)), ce qui termine la preuve.

On peut à présent énoncer une version du théorème de Radon-Nikodym. On aura besoin de la défi-
nition suivante :

Définition 1.178. Soient µ, ν des mesures de Radon sur Rn. On dit que µ et ν sont mutuellement
singulières si, et seulement si, il existe un ensemble A ⊂ Rn tel que 0 = µ(A) = ν(Rn \A).

Remarque 1.179. Soient µ et ν des mesures de Radon mutuellement singulières sur Rn. On suppose que
ν << µ. Alors ν = 0. En effet, soit A ⊂ Rn tel que ν(A) = 0 et µ(Rn \A) = 0. Alors ν(Rn \A) = 0,
de sorte que ν = 0.

Théorème 1.180. [Théorème de Radon-Nikodym] ([98, Theorem 2.17], [45, Chapter 1, Theorem 3]
Soient µ et ν des mesures de Radon sur Rn. Alors :

1. il existe une unique mesure de Radon νac et une unique mesure de Radon νs telles que νac << µ,
µ et νs sont mutuellement singulières et ν = νac + νs,

2. il existe une unique fonction borélienne f localement intégrable et positive µ-presque partout
telle que, pour tout borélien B ⊂ Rn,

νac(B) =
∫
B
f(x)dµ(x).

Démonstration. On commence par les résultats d’unicité. Pour 1, on suppose que ν = νac + νs =
ν̃ac + ν̃s, où νac et ν̃ac sont des mesures de Radon absolument continues par rapport à µ et νs et ν̃s sont
des mesures de Radon telles que µ et νs sont mutuellement singulières et µ et ν̃s sont mutuellement
singulières.
Alors, sim := νac−ν̃ac = ν̃s−νs,m est une mesure de Radon absolument continue par rapport à µ etm
et µ sont mutuellement singulières (en effet, siA ⊂ Rn est tel que νs(A) = µ(Rn\A) = 0 et Ã ⊂ Rn est
tel que νs(Ã) = µ(Rn\Ã) = 0, alorsm(A∩Ã) = 0 et µ(Rn\(A∩Ã)) = µ((Rn\A)∪(Rn\Ã)) = 0).
Par la remarque 1.179, m = 0.
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Soient maintenant f et g des fonctions boréliennes positives, localement µ-intégrables et telles que∫
B f(x)dµ(x) =

∫
B g(x)dµ(x) pour tout borélien B. Si h := f − g, h est borélienne et localement µ-

intégrable et
∫
B h(x)dµ(x) = 0 pour tout borélien B tel que µ(B) < +∞. Cela implique que h(x) = 0

pour µ-presque tout x ∈ Rn.
En effet, si B est une boule fermée de Rn, k ≥ 1 et Bk :=

{
x ∈ B; h(x) > 1

k

}
, on a 0 =∫

Bk
h(x)dµ(x) ≥ 1

kµ(Bk), donc µ(Bk) = 0. Cela montre que h(x) ≤ 0 pour presque tout x ∈ B,
et de même, h(x) ≥ 0 pour presque tout x ∈ B. On conclut en remarquant que Rn est une réunion
dénombrable de boules fermées. On a prouvé l’unicité pour 2.
On passe maintenant aux résultats d’existence. On définit

A :=
{
x ∈ Rn; Dµν(x) < +∞

}
puis

νac := ν A et νs := ν (Rn \A).

On note que A est borélien, car, si, pour tout entier k,

Ak :=
{
x ∈ Rn; Dµν(x) ≤ k

}
,

Ak est borélien parce que Dµν est borélienne et A =
⋃
k≥1

Ak.

On a bien ν = νac + νs et νac et νs sont des mesures de Radon par la proposition 1.22. De plus, µ et νs
sont mutuellement singulières par l’assertion 1 du théorème 1.171. On vérifie aussi que νac << µ. En
effet, si B ⊂ Rn est tel que µ(B) = 0, alors l’assertion 1 du lemme 1.173 donne

ν(B ∩Ak) ≤ kµ(B ∩Ak) = 0

pour tout entier k ≥ 1, de sorte que νac(B) = ν(B ∩A) = 0. Cela termine la preuve de 1.
Si on pose maintenant f(x) := Dµνac(x), l’assertion 2 du théorème 1.171 assure que

νac(B) =
∫
B
f(x)dµ(x)

pour tout borélien B ⊂ Rn.

7.3 Introduction aux fonctions absolument continues

On a déjà défini les fonctions absolument continues (définition 1.137). On notera qu’une fonction
absolument continue sur I est en particulier uniformément continue sur I .
On examine ici les liens entre absolue continuité et dérivabilité :

Théorème 1.181. Soient a < b et f : [a, b] → R continue et croissante. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est absolument continue sur [a, b],
2. pour tout E ⊂ [a, b] avec L1(E) = 0, L1(f(E)) = 0,
3. f est dérivable presque partout sur [a, b], f ′ ∈ L1([a, b]) et, pour tout x ∈ [a, b],

f(x)− f(a) =
∫ x

a
f ′(t)dt.

La preuve utilise :

Lemme 1.182. Soit f : [a, b] → R une fonction croissante. Si A,B ⊂ [a, b] avec A ∩ B = ∅, alors
f(A) ∩ f(B) est au plus dénombrable.
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Preuve du lemme 1.182 : soit z ∈ f(A) ∩ f(B). Il existe x ∈ A et y ∈ B tels que z = f(x) = f(y).
On a, par exemple, x < y. Comme f est croissante sur [a, b], elle est constante sur [x, y], donc il existe
w ∈ Q ∩ [x, y] tel que f(w) = z. On peut donc définir une application g : f(A) ∩ f(B)→ Q telle que,
pour tout z ∈ f(A) ∩ f(B), f(g(z)) = z. Cela entraîne que g est injective, donc que f(A) ∩ f(B) est
au plus dénombrable.

Preuve du théorème 1.181 : on suppose 1. Soit E ⊂ [a, b] de mesure nulle. Soient ε > 0 et δ > 0
donnés par la définition 1.137. Il existe un ouvert ω ⊂ [a, b] contenant E tel que L1(ω) < δ. On
écrit ω comme l’union disjointe dénombrable d’intervalles ]ak, bk[. Comme f est continue et croissante,

f(E) ⊂
⋃
k≥1

[f(ak), f(bk)]. Si N ≥ 1, comme
N∑
k=1

(bk − ak) < δ, on a donc
N∑
i=1

(f(bi) − f(ai)) < ε.

Comme c’est vrai pour tout N ≥ 1, on a donc
N∑
i=1

(f(bi) − f(ai)) ≤ ε, donc L1(f(E)) ≤ ε. Comme

c’est vrai pour tout ε > 0, on en déduit que f(E) est de mesure nulle.
On suppose maintenant 2. Pour tout E ⊂ [a, b] borélien, on définit µ(E) := L1(f(E)). Les lemmes
1.7 et 1.182 montrent que, si (Ek)k≥1 est une famille dénombrable de parties mesurables de [a, b] deux
à deux disjointes, µ(E) =

∑
k≥1

µ(Ek). De plus, µ([a, b]) < +∞. Si on étend maintenant µ à toutes les

parties de [a, b] en utilisant la remarque 1.14, le prolongement, qu’on note encore µ, est une mesure de
Radon. En effet, tout borélien de [a, b] est mesurable pour µ par la remarque 1.14.
De plus, µ est borélienne régulière. En effet, si E ⊂ [a, b] et k ≥ 1, il existe Ẽk borélien contenant E

tel que µ(Ẽk) ≤ µ(E) + 1
k . Alors

⋂
k≥1

Ẽk est un borélien contenant E et µ

⋂
k≥1

Ẽk

 ≤ µ(E), ce qui

montre que µ

⋂
k≥1

Ẽk

 = µ(E). Enfin, µ est une mesure finie.

L’hypothèse 2 montre que µ << L1. Par le théorème de Radon-Nikodym, il existe h ∈ L1([a, b]) tel
que, pour tout borélien E ⊂ [a, b],

µ(E) =
∫
E
h(t)dt.

En particulier, pour tout x ∈ [a, b], comme f([a, x]) = [f(a), f(x)],

f(x)− f(a) = L1(f([a, x])) = µ([a, x]) =
∫ x

a
h(t)dt.

Le théorème de différentiation de Lebesgue montre donc que f est dérivable presque partout et f ′ = h.
Ainsi, 3 est montré.
On suppose maintenant 3. Pour tout E ⊂ [a, b] Lebesgue mesurable, on pose µ(E) :=

∫
E f
′(t)dt. On

étend µ en une mesure sur [a, b] en utilisant à nouveau la remarque 1.14. Alors µ est une mesure absolu-
ment continue par rapport à L1. En conséquence (voir la proposition 1.170), si ε > 0, il existe δ > 0 tel
que, pour tout E ⊂ [a, b] vérifiant L1(E) < δ, on ait

∫
E f
′(t)dt < ε. Si les intervalles (]ak, bk[)1≤k≤N

sont deux à deux disjoints et
∑

1≤k≤N
(bk − ak) < δ, alors

N∑
k=1

f(bk)− f(ak) =
N∑
k=1

∫ bk

ak

f ′(t)dt < ε. On

a donc 1.

On va montrer dans la suite que tout fonction absolument continue (non nécessairement monotone) est
différentiable en presque tout point.
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Proposition 1.183. On suppose f : [a, b]→ R absolument continue. Pour tout x ∈ [a, b], on définit

F (x) := sup
N∑
i=1
|f(ti)− f(ti−1)| ,

où la borne supérieure est prise sur toutes les subdivisions a = t0 < ... < tN = x (la fonction F
s’appelle la variation totale de f ). Alors F, F + f et F − f sont croissantes et absolument continues sur
[a, b].

Démonstration. Soient x < y ∈ [a, b],N ≥ 1 et a = t0 < ... < tN = x. Alors F (y) ≥ |f(y)− f(x)|+
N∑
i=1
|f(ti)− f(ti−1)|, donc F (y) ≥ |f(y)− f(x)| + F (x). Cela montre que F est croissante. Comme

F (y) ≥ f(y) − f(x) + F (x), F − f est croissante. Comme F (y) ≥ f(x) − f(y) + F (x), F + f est
croissante.
On montre maintenant que F est absolument continue. Soient ε > 0 et δ > 0 fourni par la définition

1.137 pour f . Si (]ak, bk[)1≤k‘N sont des intervalles deux à deux disjoints avec
N∑
k=1

(bk − ak) < δ, alors

la définition de F montre que
N∑
k=1

F (bk) − F (ak) < ε. Ainsi, F est absolument continue, et comme f

l’est aussi, F + f et F − f le sont aussi.

On en déduit :

Théorème 1.184. Soit f : [a, b]→ C. Alors f est absolument continue si, et seulement si, f est dérivable
presque partout, f ′ ∈ L1([a, b]) et, pour tout x ∈ [a, b],

f(x)− f(a) =
∫ x

a
f ′(t)dt. (1.185)

Démonstration. On suppose d’abord que f est dérivable presque partout, f ′ ∈ L1([a, b]) et (1.185) est
satisfaite pour tout x ∈ [a, b]. Alors l’argument utilisé pour la preuve de l’implication 3. ⇒ 1. dans le
théorème 1.181 montre que f est absolument continue sur [a, b].
Il suffit de montrer la réciproque quand f est à valeurs réelles. On définit F comme dans la proposition
1.183 et on pose g := 1

2(F+f), h := 1
2(F−f). Comme g et h sont absolument continues et croissantes,

le théorème 1.181 montre qu’elles sont dérivables presque partout, que g′ et h′ sont dans L1([a, b]) et
que, pour tout x ∈ [a, b],

g(x)− g(a) =
∫ x

a
g′(t)dt et h(x)− h(a) =

∫ x

a
h′(t)dt,

et comme f = g − h, on obtient la conclusion.

Une fonction lipschitzienne sur [a, b] est absolument continue. On a donc prouvé ceci :

Corollaire 1.186. Soit f : [a, b] → C lipschitzienne. Alors f est dérivable presque partout sur [a, b],
f ′ ∈ L1([a, b]) et, pour tout x ∈ [a, b], (1.185) est satisfaite.

Le corollaire 1.186 est la version en dimension 1 du théorème de Rademacher, qui sera prouvé en
toute dimension au chapitre 2 (Théorème 2.53).
En complément des résultats précédents :

Théorème 1.187. Soit f : [a, b] → C dérivable en tout point x ∈ [a, b]. On suppose f ′ ∈ L1([a, b]).
Alors, pour tout x ∈ [a, b], (1.185) est satisfaite. En conséquence, f est absolument continue sur [a, b].
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Remarque 1.188. Le théorème 1.184 affirme qu’une fonction absolument continue f sur [a, b] est déri-
vable presque partout et que (1.185) est vérifiée pour tout x ∈ [a, b]. Dans le théorème 1.187, on suppose
f dérivable partout sur [a, b] et f ′ ∈ L1([a, b]), et on en déduit (1.185), puis que f est absolument conti-
nue sur [a, b].
Il peut arriver que f soit dérivable partout sur [a, b] sans que f ′ ne soit intégrable sur [a, b] (exercice
1.252). Il se peut aussi que f soit croissante et dérivable presque partout sur [a, b], que f ′ soit nulle
partout où elle est définie, sans que f ne soit constante, de sorte que (1.185) n’est pas satisfaite dans
ce cas (exercice 1.254). Il est même possible (voir encore l’exercice 1.254) de construire une fonction
continue et strictement croissante sur [0, 1], dérivable presque partout et de dérivée nulle presque partout
sur [0, 1]. Enfin on verra à la fin de la présente section (théorème 1.194) qu’une fonction croissante (non
nécessairement continue) est dérivable presque partout.

Pour prouver le théorème 1.187, on rappelle les définitions suivantes (la semicontinuité inférieure a
déjà été rencontrée dans la preuve du lemme 1.153) :

Définition 1.189. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Soit f : X →]−∞,+∞]. On dit que f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, pour
tout λ ∈ R, {x ∈ X; f(x) ≤ λ} est fermé.

2. Soit f : X → [−∞,+∞[. On dit que f est semicontinue supérieurement si, et seulement si,
pour tout λ ∈ R, {x ∈ X; f(x) ≥ λ} est fermé.

On vérifie ([22, Section 1.4]) :

Proposition 1.190. Soient (X, d) un espace métrique et f, g : X →]−∞,+∞]. Alors

1. f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, pour toute suite (xn)n≥1 dans X et tout
point x ∈ X tels que xn → x, lim inf f(xn) ≥ f(x),

2. si f et g sont semicontinues inférieurement, alors f + g est semicontinue inférieurement,

3. si (fi)i∈I est une famille de fonctions semicontinues inférieurement sur X , alors sup
i∈I

fi est aussi

semicontinue inférieurement sur X ,

4. f est semicontinue inférieurement si, et seulement si, −f est semicontinue supérieurement.

Démonstration. On suppose f semicontinue inférieurement. Soient (xn)n≥1 une suite dans X qui
converge vers x ∈ X . Soit ε > 0. L’ensemble {y ∈ X; f(y) > f(x)− ε} est un ouvert conte-
nant x, donc il existe N ≥ 1 tel que f(xn) > f(x) − ε pour tout n ≥ N , ce qui montre que
lim inf f(xn) ≥ f(x)− ε. Comme c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient que lim inf f(xn) ≥ f(x).
On suppose réciproquement que, pour toute suite (xn)n≥1 dans X et tout point x ∈ X tels que xn →
x, lim inf f(xn) ≥ f(x). Soit λ ∈ R et (xn)n≥1 une suite de points de X telle que f(xn) ≤ λ
pour tout n ≥ 1. On suppose que xn → x. Alors f(x) ≤ lim inf f(xn) ≤ λ, ce qui montre que
{y ∈ X; f(y) ≤ λ} est fermé dans X .
Pour 2, soit (xn)n≥1 une suite de X qui converge vers x ∈ X . On a

lim inf f(xn) + g(xn) ≥ lim inf f(xn) + lim inf g(xn) ≥ f(x) + g(x),

ce qui montre que f + g est semicontinue inférieurement.
Pour 3, on note f(x) := sup

i∈I
fi(x) ∈]−∞,+∞] pour tout x ∈ X . Si λ ∈ R,

{x ∈ X; f(x) ≤ λ} =
⋂
i∈I
{x ∈ X; fi(x) ≤ λ}

est fermé comme intersection de fermés. Enfin, la preuve de 4 est immédiate.
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La preuve du théorème 1.187 utilise :

Proposition 1.191. Soient (X, d) un espace métrique et µ une mesure de Radon sur X . Soit f ∈
L1(X,µ) à valeurs réelles. Alors, pour tout ε > 0, il existe des fonctions u et v avec :

1. u semicontinue supérieurement, v semicontinue inférieurement,

2. pour presque tout x ∈ X , u(x) ≤ f(x) ≤ v(x),

3.
∫
X(v(x)− u(x))dµ(x) < ε.

Preuve de la proposition 1.191 : on suppose d’abord f ≥ 0. Soit (sn)n≥0 une suite croissante de fonc-
tions étagées positives qui converge vers f presque partout. Alors f =

∑
n≥1

tn + s0 où tn = sn − sn−1,

et comme chaque tn est une combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables,
tout comme s0, il existe une famille dénombrable d’ensembles mesurables (En)n≥1 et des coefficients
(cn)n≥1 positifs ou nuls tels que, pour presque tout x ∈ X ,

f(x) =
∑
n≥1

cnχEn(x). (1.192)

On a ∑
n≥1

cnµ(En) =
∫
X
f(x)dµ(x),

donc la série
∑
n≥1

cnµ(En) converge. On peut supposer que µ(En) < +∞ pour tout n ≥ 1 (en effets,

si µ(En) = +∞ pour un n ≥ 1, cn = 0, de sorte que le terme correspondant peut être retiré dans
(1.192)). Pour tout n ≥ 1, il existe un compact Kn et un ouvert Un tels que Kn ⊂ En ⊂ Un et
cnµ(Un \Kn) < ε2−n−1. On définit, pour tout x ∈ X ,

v(x) :=
∑
n≥1

cnχUn(x) et u(x) :=
N∑
n=1

cnχKn(x)

pour N ≥ 1 tel que
∑

n≥N+1
cnµ(En) < ε

2 . On vérifie en appliquant la proposition 1.190 que v est

semicontinue inférieurement, u est semicontinue supérieurement, u ≤ f ≤ v et

v − u =
N∑
n=1

cn(χUn − χKn) +
∑

n≥N+1
cnχUn ≤

∑
n≥1

cn(χUn − χKn) +
∑

n≥N+1
cnχEn ,

ce qui implique
∫
X(v − u)(x)dµ(x) < ε.

Dans le cas général, on décompose f = f+−f− et on applique le cas précédent (on prendra u = u1−v2
et v = v1 − u2 avec des notations intuitives).

Preuve du théorème 1.187 : il suffit de faire la preuve pour x = b. Soit ε > 0. Par la proposition 1.191,
il existe une fonction g semi-continue inférieurement telle que f ′(x) ≤ g(x) pour tout x ∈ [a, b] et∫ b

a
(g − f ′)(x)dx < ε.

Pour c > 0 assez petit, si h := g + c, on a f ′(x) < h(x) pour tout x ∈ [a, b] et∫ b

a
(h− f ′)(x)dx < ε.
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Soit η > 0. Pour tout x ∈ [a, b], on pose

Fη(x) :=
∫ x

a
h(t)dt− (f(x)− f(a)− η(x− a)).

Pour tout x ∈ [a, b[, comme g(x) > f ′(x), par la semi-continuité de g et la définition de f ′(x), il existe
δx > 0 tel que, pour tout y ∈ [a, b] tel que |y − x| < δx,

h(y) > f ′(x) et
f(y)− f(x)

y − x
< f ′(x) + η.

Soit y ∈ [a, b] tel que |y − x| < δx. Alors

Fη(y)− Fη(x) =
∫ y

x
h(t)dt− (f(y)− f(x)− η(y − x))

> (y − x)f ′(x)− (y − x)(f ′(x) + η) + η(y − x) = 0.
(1.193)

Soit x := sup {t ∈ [a, b]; Fη(t) = 0}. On notera que x existe car Fη(a) = 0, et que, par continuité de
Fη, Fη(x) = 0. Si x < b, alors (1.193) montre qu’il existe y > x tel que Fη(y) > Fη(x) = 0. Si
Fη(b) < 0, le théorème des valeurs intermédiaires montre qu’il existe z ∈]y, b[ tel que Fη(z) = 0, ce
qui est contraire à la définition de x. On a donc Fη(b) ≥ 0. Si x = b, on a Fη(b) = 0. Finalement, dans
tous les cas, Fη(b) ≥ 0. Cela signifie que

f(b)− f(a)− η(b− a) ≤
∫ b

a
h(t)dt <

∫ b

a
f ′(t)dt+ ε.

Comme c’est vrai pour tout η > 0, on en déduit

f(b)− f(a) <
∫ b

a
f ′(t)dt+ ε,

et en faisant tendre ε vers 0,

f(b)− f(a) ≤
∫ b

a
f ′(t)dt.

Raisonnant de même avec −f , on termine la preuve.

On termine cette section en montrant que toute fonction monotone est dérivable presque partout :

Théorème 1.194. Soient I ⊂ R un intervalle et f : I → R monotone. Alors f est dérivable presque
partout sur I .

La preuve de ce résultat utilise la notion de dérivée au sens de Dini .

Définition 1.195. Soient I ⊂ R et f : I → R une fonction quelconque. On définit, pour tout x ∈ I ,

D+f(x) := lim
y→x, y>x

f(y)− f(x)
y − x

et D−f(x) := lim
y→x, y<x

f(y)− f(x)
y − x

et

D+f(x) := lim
y→x, y>x

f(y)− f(x)
y − x

et D−f(x) := lim
y→x, y<x

f(y)− f(x)
y − x

.

On montre d’abord que, si f est monotone, alors D+f et D−f sont finis presque partout :

Lemme 1.196. On suppose f : I → R monotone. Alors D+f(x) < +∞ et D−f(x) < +∞ pour
presque tout x ∈ I .
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Démonstration. on peut supposer que I =]a, b[ avec a < b ∈ R et que f est croissante sur ]a, b[. On
définit E :=

{
x ∈]a, b[; D+f(x) = +∞

}
et on va montrer que L1(E) = 0.

On suppose d’abord que f est bornée sur ]a, b[ : il existe M > 0 tel que |f(x)| ≤M pour tout x ∈]a, b[.
On fixe un entier m ≥ 1 et un réel ε > 0. Soit I la famille de tous les intervalles [x, y] ⊂ I tels que :

1. x ∈ E,

2. x < y < b,

3. f(y)−f(x)
y−x > m.

On vérifie que la famille I satisfait les hypothèses du lemme de recouvrement de Vitali (proposition
1.88). Il existe donc une famille de segments ([xk, yk])k≥1, deux à deux disjoints et appartenant tous à
I , tels que

L1

E \ ⋃
k≥1

[xk, yk]

 ≤ ε

2 .

Par la proposition 1.6, assertion 7, il existe donc K ≥ 1 tel que

L1

E \ ⋃
1≤k≤K

[xk, yk]

 ≤ ε.
Il suit que

L1(E) ≤ ε+
K∑
k=1

(yk − xk),

donc
K∑
k=1

f(yk)− f(xk) ≥ m
(
L1(E)− ε

)
.

Comme f est croissante, les intervalles ]f(xk), f(yk)[ sont deux à deux disjoints et tous inclus dans
[−M,M ], donc

m
(
L1(E)− ε

)
≤ 2M.

En faisant tendre ε vers 0, puis m vers ∞, on obtient que L1(E) = 0. Ainsi D+f(x) < +∞ pour
presque tout x ∈]a, b[.
Si f n’est pas supposée bornée, on applique cette conclusion à l’intervalle ]a + 1

n , b −
1
n [ pour tout

entier n ≥ 1. Enfin, en appliquant cette conclusion à x 7→ f(−x), on conclut que D−f(x) < +∞ pour
presque tout x ∈]a, b[.

On va maintenant établir que, si f est monotone, alors D+f = D−f presque partout :

Lemme 1.197. Soit f : I → R monotone. Alors D+f(x) = D+f(x) pour presque tout x ∈ I et
D−f(x) = D−f(x) pour presque tout x ∈ I .

Démonstration. Là encore, on peut supposer I =]a, b[ et f croissante. Soient r < s des rationnels. Il
suffit de montrer que, si

E :=
{
x ∈]a, b[, D+f(x) < r < s < D+f(x)

}
,

alors L1(E) = 0. Soient ε > 0 et O un ouvert contenant E tels que L1(O) ≤ L1(E) + ε. Soit I la
famille de tous les intervalles [x, y] tels que :

1. x ∈ E,

2. x < y,
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3. ]x, y[⊂ O,

4. f(y)−f(x)
y−x < r.

On vérifie que la famille I satisfait à nouveau les hypothèses du lemme de recouvrement de Vitali
(proposition 1.88). Par le lemme de Vitali, il existe donc K ≥ 1 et des intervalles ([xk, yk])1≤k≤K deux
à deux disjoints, appartenant à la famille I, tels que

L1

E \ ⋃
1≤k≤K

[xk, yk]

 < ε.

On a donc
K∑
k=1

(f(yk)− f(xk)) < r
K∑
k=1

(yk − xk).

On pose alors U :=
⋃

1≤k≤K ]xk, yk[. On définit J comme la famille des intervalles [u, v] tels que

1. u ∈ E ∩ U ,

2. u < v,

3. ]u, v[⊂ U ,

4. f(v)−f(u)
v−u > s.

Appliquant à nouveau le lemme de Vitali, on trouve un entierM ≥ 1 et des intervalles ([um, vm])1≤m≤M
deux à deux disjoints, appartenant à la famille J , tels que

L1

(E ∩ U) \
⋃

1≤m≤M
[um, vm]

 < ε.

On a donc
M∑
m=1

(f(vm)− f(um)) > s
M∑
m=1

(vm − um).

Comme f est croissante, les intervalles ]f(um), f(vm)[ sont deux à deux disjoints. Comme chacun
d’entre eux est inclus dans un intervalle de la forme [f(xk), f(yk)] (toujours parce que f est croissante),
on a donc

s
M∑
m=1

(vm − um) <
M∑
m=1

(f(vm)− f(um)) ≤
K∑
k=1

(f(yk)− f(xk)) < r
K∑
k=1

(yk − xk). (1.198)

Mais les intervalles ]xk, yk[ sont deux à deux disjoints et inclus dans O, de sorte que

K∑
k=1

(yk − xk) ≤ L1(O) ≤ L1(E) + ε. (1.199)

De même,

s
M∑
m=1

(vm − um) ≥ s(L1(E ∩ U)− ε) > s(L1(E)− 2ε). (1.200)

Rassemblant (1.198), (1.199) et (1.200), on obtient

s(L1(E)− 2ε) < r(L1(E) + ε),

et en faisant tendre ε > 0 et utilisant que r < s, on obtient que L1(E) = 0.
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Le dernier lemme nécessaire pour la preuve du théorème 1.194 affirme que, pour toute fonction f
(non supposée monotone), D−f ≤ D+f et D+f ≤ D−f en dehors d’un ensemble dénombrable :

Lemme 1.201. Soit f : I → R une fonction quelconque. Alors :

1. l’ensemble des x ∈ I en lesquels f possède un extremum strict est au plus dénombrable,

2.
{
x ∈ I; D+f(x) < D−f(x)

}
et {x ∈ I; D−f(x) < D+f(x)} sont au plus dénombrables.

Démonstration. il suffit de traiter le cas I =]a, b[. Soit δ > 0. On définit l’ensemble

Eδ := {x ∈ I; f possède un maximum strict en x sur ]x− δ, x+ δ[} .

Soient x1, x2 ∈ Eδ. On a f(x) < f(x1) pour tout x ∈ ]x1 − δ, x1 + δ[ avec x 6= x1. Ainsi, si
|x2 − x1| < δ, alors f(x2) < f(x1). Par ailleurs, f(x) < f(x2) pour tout x ∈ ]x2 − δ, x2 + δ[ avec
x 6= x2, donc, si x1 6= x2, alors f(x1) < f(x2), ce qui donne une contradiction. On a donc montré que,
si x1, x2 ∈ E et sont différents, alors |x2 − x1| ≥ δ, ce qui garantit que E est fini. Comme l’ensemble
des x ∈ I en lesquels f possède un maximum strict est égal à

⋃
k≥1

E 1
k

, cet ensemble est au plus dénom-

brable. En appliquant cette conclusion à −f , on obtient la même conclusion pour l’ensemble des x ∈ I
en lesquels f possède un minimum strict.
Pour le deuxième point, on pose A :=

{
x ∈ I; D+f(x) < D−f(x)

}
. Comme

A ⊂
⋃
q∈Q

{
x ∈ I; D+f(x) < q < D−f(x)

}
:=

⋃
q∈Q

Aq,

il suffit de vérifier que, pour tout q ∈ Q, Aq est au plus dénombrable. Or, si x ∈ Aq, et si g(y) =
f(y) − qy pour tout y ∈ I , il existe δ > 0 tel que g(y) > g(x) pour tout y ∈]x − δ, x + δ[\ {x}. En
d’autres termes, g possède un minimum strict en x, et le point 1 donne la conclusion pour A. On termine
en appliquant cette conclusion à f .

Preuve du théorème 1.194 : d’après les lemmes 1.196 et 1.197, f possède une dérivée à gauche et une
dérivée à droite en presque tout point, et le lemme 1.201 assure que ces dérivées sont égales presque
partout, ce qui termine la preuve.

7.4 Différentiation de Lebesgue dans les espaces de nature homogène

On termine avec une version du théorème de différentiation de Lebesgue dans un espace de nature
homogène.

Théorème 1.202. [Théorème de différentiation de Lebesgue dans un espace de nature homogène] [64,
Section 3.4] Soit (X, d, µ) un espace de nature homogène. Soit f une fonction mesurable telle que, pour
tout x ∈ X , il existe r > 0 tel que f soit intégrable sur Bf (x, r). Alors, pour presque tout x ∈ X ,

lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) = f(x). (1.203)

On a même

lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

|f(y)− f(x)| dµ(y) = 0

pour presque tout x ∈ X .
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Démonstration. La dernière assertion résulte de la précédente comme dans la preuve du corollaire 1.174.
Il suffit de faire la preuve quand f ≥ 0. Comme X est une réunion dénombrable de boules, qui sont
toutes de mesure finie, il suffit de montrer le résultat pour presque tout x dans l’une de ces boules, ce qui
permet de supposer que µ(X) < +∞ et que f ∈ L1(X).
Première étape : on montre que, pour presque tout x ∈ X ,

lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) < +∞. (1.204)

Pour cela, pour tout λ > 0, on définit

Eλ :=
{
x ∈ X; lim

r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) > λ

}
.

Soit Uλ ⊂ X un ouvert contenant Eλ. Pour tout x ∈ Eλ, il existe rx > 0 tel que, pour tout r ∈]0, rx[,
Bf (x, r) ⊂ Uλ et

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) > λ.

Le lemme de Vitali (lemme 1.112) donne une famille dénombrable de points (xi)i≥1 ∈ Eλ et de rayons
(ri)i≥1 > 0 tels que les boules Bf (xi, ri) soient deux à deux disjointes et incluses dans Uλ et µ(Eλ \⋃
i≥1

Bf (xi, ri)) = 0, de sorte que

λµ(Eλ) ≤ λ
∑
i≥1

µ(Bf (xi, ri)) ≤
∑
i≥1

∫
Bf (xi,ri)

f(y)dµ(y) ≤
∫
Uλ

f(y)dµ(y) ≤
∫
X
f(y)dµ(y),

ce qui donne bien (1.204) en considérant une suite (λn)n≥1 strictement croissante de réels strictement
positifs.
Deuxième étape : soient s < t ∈]0,+∞[. On définit

As,t :=
{
x ∈ X; lim

r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) < s < t < lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y)
}
.

On va montrer que
µ(As,t) = 0. (1.205)

Soit Ãs,t ⊂ X un borélien contenantAs,t tel que µ(As,t) = µ(Ãs,t). En raisonnant comme à la première
étape, on obtient que, pour tout ouvert U contenant Ãs,t,

tµ(As,t) ≤
∫
U
f(y)dµ(y) ≤

∫
Ãs,t

f(y)dµ(y) +
∫
U\Ãs,t

f(y)dµ(y).

Comme f ∈ L1(X) et comme µ(U \ Ãs,t) peut être rendu arbitrairement petit pour un choix convenable
de U , on en déduit que

tµ(As,t) ≤
∫
Ãs,t

f(y)dµ(y). (1.206)

Soit maintenant ε > 0. Comme f ∈ L1(X), il existe δ ∈]0, ε[ tel que, pour tout borélien A ⊂ X
vérifiant µ(A) < δ,

∫
A f(y)dµ(y) < ε. Soit U un ouvert contenant Ãs,t et tel que

µ(U \ Ãs,t) < δ.
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Pour tout x ∈ As,t, il existe rx > 0 tel que, pour tout r ∈]0, rx[, Bf (x, r) ⊂ U et

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y) < s.

Le lemme de Vitali (lemme 1.112) donne une famille dénombrable de points (xi)i≥1 ∈ As,t et de
rayons (ri)i≥1 > 0 tels que les boules Bf (xi, ri) soient deux à deux disjointes et incluses dans U et
µ(As,t \

⋃
i≥1

Bf (xi, ri)) = 0. On a

∫
Ãs,t

f(y)dµ(y) ≤
∫
Ãs,t\

⋃
i≥1

Bf (xi, ri)
f(y)dµ(y) +

∑
i≥1

∫
Bf (xi,ri)

f(y)dµ(y)

≤
∫
U\
⋃
i≥1

Bf (xi, ri)
f(y)dµ(y) +

∑
i≥1

∫
Bf (xi,ri)

f(y)dµ(y).
(1.207)

Comme

µ

U \ ⋃
i≥1

Bf (xi, ri)

 = µ(U)− µ

⋃
i≥1

Bf (xi, ri)


= µ(U \ Ãs,t) + µ(Ãs,t)− µ

⋃
i≥1

Bf (xi, ri)


≤ δ,

on a ∫
U\
⋃
i≥1

Bf (xi, ri)
f(y)dµ(y) < ε.

Revenant à (1.207), on obtient que∫
Ãs,t

f(y)dµ(y) ≤ ε+
∑
i≥1

∫
Bf (xi,ri)

f(y)dµ(y)

≤ ε+ s
∑
i≥1

µ(Bf (xi, ri))

≤ ε+ sµ(U)
≤ ε+ s(δ + µ(Ãs,t))
≤ ε(s+ 1) + sµ(Ãs,t).

Comme c’est vrai pour tout ε > 0, on en déduit∫
Ãs,t

f(y)dµ(y) ≤ sµ(As,t). (1.208)

Combinant (1.206) et (1.208), et utilisant le fait que s < t et µ(Ãs,t) < +∞, on obtient bien (1.205).
Troisième étape : soit E l’ensemble des x ∈ X tels que la limite dans le membre de gauche de (1.203)
n’existe pas. Alors

E ⊂

 ⋃
0≤s<t; s,t∈Q

As,t

⋃{
x ∈ X; lim

r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dµ(y) = +∞
}
. (1.209)
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Les étapes précédentes assurent que µ(E) = 0. On a donc montré que, pour presque tout x ∈ X ,

lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y)

existe, et on pose

g(x) := lim
r→0

1
µ(Bf (x, r))

∫
Bf (x,r)

f(y)dµ(y).

Il reste à montrer que g(x) = f(x) pour presque tout x ∈ X .
Quatrième étape : on vérifie d’abord que g est mesurable. Pour presque tout x ∈ X , par définition de
g, g(x) = lim

n→+∞
gn(x), avec

gn(x) := 1
µ
(
Bf
(
x, 1

n

)) ∫
Bf (x, 1

n
)
f(y)dµ(y).

Il suffit donc, d’après la proposition 1.33, de montrer que, pour tout n ≥ 1, gn est mesurable, ce qu’on
fera en montrant que, pour tout η > 0 et toute fonction h ∈ L1(X) positive,

x 7→
∫
Bf (x,η)

h(y)dµ(y)

est mesurable. Soient λ ∈ R et x ∈ X tels que
∫
Bf (x,η) h(y)dµ(y) < λ. Il existe η′ > η tel

que
∫
B(x,η′) h(y)dµ(y) < λ. Pour tout y ∈ B(x, η′ − η), Bf (y, η) ⊂ B(x, η′), de sorte que∫

Bf (y,η) h(y)dµ(y) < λ. L’ensemble des x ∈ X tels que
∫
Bf (x,η) h(y)dµ(y) < λ est donc ouvert,

donc mesurable. On vérifie de même que x 7→ µ(Bf (x, η)) est mesurable.
Cinquième étape : on vérifie maintenant que g = f presque partout. On note déjà que g ≥ 0. Soient
F ⊂ X mesurable et ε > 0. Pour tout entier n ∈ Z, soit

An :=
{
x ∈ F ; (1 + ε)n ≤ g(x) < (1 + ε)n+1

}
.

On vérifie d’abord que

(1 + ε)nµ(An) ≤
∫
An
f(y)dµ(y), (1.210)

En effet, An est mesurable. Soient δ > 0 et U un ouvert contenant An. Pour tout x ∈ An, il existe
rx > 0 tel que, pour tout r ∈]0, rx[, Bf (x, rx) ⊂ U et 1

µ(Bf (x,r))
∫
Bf (x,r) f(y)dµ(y) ≥ (1 + ε)n − δ.

Par le lemme de Vitali, il existe une famille au plus dénombrable (xi)i≥1 ∈ An et une famille au plus

dénombrable (ri)si≥1 > 0 tels que µ

An \ ⋃
i≥1

Bf (xi, ri)

 = 0. Alors

((1 + ε)n − δ)µ(An) ≤ ((1 + ε)n − δ)
∑
i≥1

µ(Bf (xi, ri))

≤
∑
i≥1

∫
Bf (xi,ri)

f(y)dµ(y)

≤
∫
U
f(y)dµ(y).

En faisant tendre δ vers 0, on obtient

(1 + ε)nµ(An) ≤
∫
U
f(y)dµ(y),
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et en prenant la borne inférieure sur tous les ouverts U contenant An, on obtient bien (1.210). On en
déduit ∫

F
g(x)dµ(x) =

∑
n∈Z

∫
An
g(x)dµ(x)

≤
∑
n∈Z

(1 + ε)n+1µ(An)

≤ (1 + ε)
∑
n∈Z

∫
An
f(x)dµ(x)

= (1 + ε)
∫
F
f(x)dµ(x).

(1.211)

On vérifie ensuite, comme pour (1.208), que∫
An
f(y)dµ(y) ≤ (1 + ε)n+1µ(An). (1.212)

De plus,
∫
{z∈X; g(z)=0} f(y)dµ(y) = 0, car pour tout n ∈ Z, l’inégalité (1.212) et le fait que µ(An) ≤

µ(X) < +∞ donnent∫
{z∈X; g(z)=0}

f(y)dµ(y) ≤
∑
k≤n

∫
Ak

f(y)dµ(y) ≤ C(1 + ε)n,

et il suffit de faire tendre n vers −∞. On en déduit que∫
F
f(x)dµ(x) =

∑
n∈Z

∫
An
f(x)dµ(x)

≤
∑
n∈Z

(1 + ε)n+1µ(An)

≤ (1 + ε)
∑
n∈Z

∫
An
g(x)dµ(x)

= (1 + ε)
∫
F
g(x)dµ(x).

(1.213)

En combinant (1.211) et (1.213), on obtient que, pour tout F ⊂ X ,
∫
F f(x)dµ(x) =

∫
F g(x)dµ(x), ce

qui montre que f = g presque partout sur X .

Remarque 1.214. En partant du théorème 1.202, on peut développer une théorie de la différentiation
des mesures de Radon dans des espaces de nature homogène et obtenir une version du théorème de
Radon-Nikodym dans ce cadre ([64, p.82]).

Voici une application importante du théorème 1.202 : la décomposition de Calderón-Zygmund pour
des fonctions de L1(X).

Théorème 1.215. [137, Chapter 1, Theorem 2] Soient (X, d, µ) un espace de nature homogène. Alors
il existe C > 0 et N ≥ 1 avec les propriétés suivantes : pour tous f ∈ L1(X) et λ > C1

µ(X) ‖f‖1, où
C1 est la constante apparaissant dans l’assertion 1 du théorème 1.165, il existe des fonctions g et b sur
X , une famille au plus dénombrable de fonctions (bk)k≥1 sur X et une famille au plus dénombrable de
boules (Bk)k≥1 telles que :

1. pour tout x ∈ X , x appartient au plus à N boules Bk,

2. pour tout x ∈ X , f(x) = g(x) + b(x) et b(x) =
∑
k≥1

bk(x),

3. |g(x)| ≤ Cλ pour presque tout x ∈ X ,

4. pour tout k ≥ 1, le support de bk est inclus dansBk,
∫
Bk
bk(x)dµ(x) = 0 et ‖bk‖1 ≤ Cλµ(Bk),

84



5.
∑
k≥1

µ(Bk) ≤
C

λ
‖f‖1.

La preuve utilise une version de la décomposition de Whitney dans les espaces doublants (voir le
lemme 1.51, l’exercice 1.234 et le théorème 2.59 du chapitre 2) :

Proposition 1.216. [64, Proposition 4.1.15] Soit (X, d) un espace doublant (voir la définition 1.108).
Alors, il existe M ≥ 1 avec la propriété suivante : pour tout ouvert O $ X , il existe une famille au plus
dénombrable de boules (Bk)k≥1 telles que :

1.
⋃
k≥1

Bk = O,

2. tout point de X appartient au plus à M boules 2Bk,

3. pour tout k ≥ 1, 16Bk ∩ (X \O) 6= ∅,
où, pour toute boule B = B(z, r) et tout λ > 0, λB := B(z, λr).

Preuve de la proposition 1.216 : pour tout x ∈ X , on pose d(x) = d(x,X\O). Alors, pour tout x ∈ O,
d(x) > 0 car O est ouvert et d(x) < +∞ car O 6= X .
Pour tout j ∈ Z, soit Fj la famille des boules B

(
x, 1

40d(x)
)

avec x ∈ O et 2j−1 < d(x) ≤ 2j . Par le
lemme 5r, il existe une famille Gj ⊂ Fj au plus dénombrable et formée de boules deux à deux disjointes,
et telle que ⋃

B∈Fj
B ⊂

⋃
B∈Gj

5B.

On note (Bk)k≥1 la famille des boules obtenues en réunissant toutes les boules 5B pour toutes les boules
B de

⋃
j≥1
Gj . Les boules Bk sont de la forme B(x, 1

8d(x)), donc elles satisfont les propriétés 1 et 3.

On vérifie maintenant la propriété 2. Soit x ∈ X . On suppose que x appartient aux boules 2B1, ..., 2BN
pour un N ≥ 1. On peut supposer que d(x1) ≥ d(xi) pour tout i ∈ J2, NK.
Soit i ∈ J2, NK. Alors

d(x1, xi) ≤ d(x1, x) + d(x, xi) ≤
1
4(d(x1) + d(xi)), (1.217)

ce qui montre que d(x1) ≤ d(x1, xi) + d(xi) ≤ 1
4d(x1) + 5

4d(xi), donc

d(x1) ≤ 5
3d(xi). (1.218)

De plus, par (1.217) et le fait que d(xi) ≤ d(x1),

B

(
xi,

1
4d(xi)

)
⊂ B

(
x1,

1
2d(xi) + 1

4d(x1)
)
⊂ B

(
x1,

3
4d(x1)

)
.

Ces conclusions restent vraies si i = 1.
Si i 6= k et si xi, xk sont les centres de boules de la même famille Fj , les boules B(xi, 1

40d(xi)) et
B(xk, 1

40d(xk)) sont disjointes, de sorte que

d(xi, xk) ≥ min
( 1

40d(xi),
1
40d(xk)

)
≥ 1

80d(x1),

où la dernière inégalité provient de (1.218). Cela signifie que les xi qui sont les centres de boules
de la même famille Fj forment une famille 1

80d(x1)-séparée de points appartenant tous à la boule

B
(
x1,

3
4d(x1)

)
, donc il y a au plus L points dans cette famille, où L ≥ 1 est un entier ne dépendant que

de X (voir le lemme 1.109).
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Finalement, on suppose que x1 ∈ Fj1 . Pour tout i ∈ J2,MK,

d(x1) ≥ d(xi) ≥
1
2d(x1),

de sorte que
2j1−2 < d(xi) ≤ 2j1 .

Cela signifie que les points x1, ..., xM sont les centres de boules de la famille Fj1 ou de la famille Fj1−1,
donc que tout point x de X appartient au plus à 2L boules de la famille (Bk)k≥1.

Preuve du théorème 1.215 : on définit

O := {x ∈ X; Mf(x) > λ} ,

où M est la fonction maximale de Hardy-Littlewood non centrée définie par (1.164). L’ensemble O est
un ouvert de X et, par le théorème 1.165,

µ(O) ≤ C

λ
‖f‖1 < µ(X), (1.219)

si bien que O 6= X . Soient (Bk) les boules fournies par le lemme 1.216, de sorte que la propriété 1 est
satisfaite. Pour tout k ≥ 1, on appelle χk la fonction caractéristique de Bk. On observe que

∑
k≥1

µ(Bk) =
∫
X
χBk(x)dµ(x) ≤Mµ(O) ≤ C

λ
‖f‖1 ,

ce qui donne bien 5.
On définit, pour tout k ≥ 1, la fonction ηk par

ηk(x) := χk(x)∑
l≥1

χl(x)
,

puis, pour tout x ∈ X ,

g(x) :=


f(x) si x /∈ O,∑
k≥1

1
µ(Bk)

(∫
X
f(y)ηk(y)dµ(y)

)
χk(x) si x ∈ O,

et, pour tout k ≥ 1 et tout x ∈ X ,

bk(x) := f(x)χk(x)− 1
µ(Bk)

(∫
X
f(y)ηk(y)dµ(y)

)
χk(x).

La propriété 2 est clairement vérifiée. Si x /∈ O, le théorème de différentiation de Lebesgue montre que

|g(x)| = |f(x)| ≤Mf(x) ≤ λ.

Si x /∈ O et si k ≥ 1 est tel que x ∈ Bk, soit y ∈ 16Bk ∩ (X \O). Alors

1
µ(Bk)

∣∣∣∣∫
X
f(y)ηk(y)dµ(y)

∣∣∣∣χk(x) ≤ C

µ(16Bk)

∫
16Bk
|f(y)| dµ(y) ≤ CMf(y) ≤ Cλ,

et comme tout point de X appartient à au plus M boules Bk, on obtient bien 3.
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Les deux premières conclusions de 4 sont immédiates. De plus, par le même raisonnement,∫
X
|f(x)χk(x)| dµ(x) =

∫
Bk

|f(x)| dµ(x) ≤ Cλµ(Bk)

et ∫
X
|f(x)ηk(x)| dµ(x) ≤

∫
Bk

|f(x)| dµ(x) ≤ Cλµ(Bk),

de sorte que ∫
X
|bk(x)| dµ(x) ≤ 2Cλµ(Bk),

ce qui termine la preuve.

8 Exercices

Les exercices qui suivent concernent les mesures et le calcul intégral.

Exercice 1.220. Soit X un ensemble non vide.

1. Quelle est la tribu de X engendrée par les singletons de X ?

2. On suppose que X a au moins 2 éléments. Quelle est la tribu de X engendrée par toutes les
paires de X ?

3. On fixe A ⊂ X . Quelle est la tribu de X engendrée par toutes les parties de X contenant A ?

4. Montrer que X est fini si, et seulement si, l’ensemble de toutes les parties finies de X est une
tribu.

5. Montrer que X est au plus dénombrable si, et seulement si, l’ensemble de toutes les parties au
plus dénombrables de X est une tribu.

Exercice 1.221. Soit X un ensemble.

1. On suppose que X =
⋃

1≤i≤n
Xi où les Xi sont tous non vides et deux à deux disjoints.

(a) Montrer que la tribu de X engendrée par X1, ..., Xn est exactement l’ensemble des parties
de X de la forme

⋃
i∈I

Xi, où I ⊂ J1, nK.

(b) En déduire que cette tribu est finie et de cardinal 2n.

2. On suppose maintenant que X =
⋃
n≥1

Xn où les Xn sont tous non vides et deux à deux disjoints.

Décrire la tribu de X engendrée par les (Xn)n≥1 et montrer qu’elle n’est pas dénombrable.

Exercice 1.222 (Il n’existe pas de tribu dénombrable). Soit X un ensemble. Soit T une tribu sur X ,
supposée finie ou dénombrable. Pour tout x ∈ X , on pose T (x) :=

⋂
A⊂X, A3x

A. En d’autres termes,

T (x) est l’intersection des parties de X appartenant à T et contenant x.

1. Montrer que, pour tout x ∈ X , T (x) ∈ T .

2. Vérifier que, pour tout x ∈ X , T (x) est le plus petit élément de T (au sens de l’inclusion)
contenant x.

3. Soient x, y ∈ X . On suppose que y ∈ T (x). Montrer que T (x) = T (y).

4. Soient x, y ∈ X . Montrer que T (x) = T (y) ou T (x) ∩ T (y) = ∅.
5. Soit E l’ensemble des parties de X qui sont de la forme T (x) pour un x ∈ X . Montrer que la

tribu de X engendrée par E est T .
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6. En déduire que T est finie.

Exercice 1.223. Soit µ une mesure sur Rn. Montrer que µ est une mesure de Radon si, et seulement si,
µ est borélienne régulière et localement finie (ce qui veut dire que, pour tout x ∈ X , il existe r > 0 tel
que µ(B(x, r)) < +∞).

Exercice 1.224. [Lemme de Steinhaus] Soient n ≥ 1 et A ⊂ Rn tel que Ln(A) > 0. On veut montrer
que 0 appartient à l’intérieur de A−A.

1. Justifier qu’il suffit de le faire quand Ln(A) < +∞.

2. Vérifier qu’il existe un compact K et un ouvert U tels que K ⊂ A ⊂ U et 2µ(K) > µ(U).

3. Montrer qu’il existe un ouvert V ⊂ Rn contenant 0 tel que K + V ⊂ U .

4. Vérifier que, pour tout v ∈ V , (K + v) ∩K 6= ∅ et conclure.

Exercice 1.225 (Application du lemme de Steinhaus aux sous-groupes additifs de Rn). Soit G ⊂ Rn
un sous-groupe additif de Rn. On suppose que G 6= Rn et que G est mesurable (pour la mesure de
Lebesgue). Montrer que Ln(G) = 0.

Exercice 1.226 (Une partie de R non mesurable). Pour tous x, y ∈ R, on dit que x ∼ y si, et seulement
si, x− y ∈ Q.

1. Vérifier que ∼ est une relation d’équivalence sur R.

2. Pour toute classe d’équivalence C pour ∼, on choisit un élément x ∈ C ∩ [0, 1[ (pourquoi est-il
possible d’en trouver un dans cet intevalle ?). Soit A l’ensemble ainsi obtenu.

3. Vérifier que
[0, 1[⊂

⋃
q∈Q∩[−1,1]

A+ q ⊂ [−1, 2],

et que, si q1 6= q2 avec q1, q2 ∈ Q, alors (A+ q1) ∩ (A+ q2) = ∅.
4. Montrer que A n’est pas mesurable.

Exercice 1.227 (Une variante du lemme d’Egoroff). Soient (X,µ) un espace mesuré de mesure finie,
(fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables sur X telle que

∫
X |fn(x)|2 dµ(x) < +∞ pour tout n ≥ 1

et f une fonction mesurable sur X telle que
∫
X |f(x)|2 dµ(x) < +∞. On suppose que fn(x) → f(x)

pour presque tout x ∈ X . Montrer que, pour tout p ∈]0, 2[,

lim
n→+∞

∫
X
|fn(x)− f(x)|p dµ(x) = 0,

mais que cette conclusion n’est plus valable si p = 2.

Exercice 1.228. Pour tout n ≥ 1 et tout entier j ∈ N, on pose

fn(j) :=
{

0 si 0 ≤ j ≤ n,
1 sinon .

Montrer que fn(j) → 0 pour tout j ∈ N mais que la conclusion du théorème d’Egoroff n’est pas
satisfaite dans ce cas.

Exercice 1.229. Soient (X,µ) un espace mesuré, 1 ≤ p < ∞, (fn)n≥1 une suite de fonctions mesu-
rables sur X et f une fonction mesurable sur X telles que fn(x) → f(x) pour presque tout x ∈ X et
‖fn‖p → ‖f‖p. On veut montrer que ‖fn − f‖p → 0.

1. Justifier qu’il suffit de le faire quand ‖fn‖p = ‖f‖p = 1 pour tout n ≥ 1.
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2. Soit ε > 0.

(a) Justifier qu’on peut écrire X = A ∪B avec A ∩B = ∅ et
∫
A |f(x)|p dµ(x) < ε.

(b) Vérifier que lim
∫
A |fn(x)|p dµ(x) ≤ ε.

(c) Conclure en utilisant le lemme d’Egoroff sur B.

3. Que se passe-t-il si on ne suppose plus ‖fn‖p → ‖f‖p ?

Exercice 1.230. Soit (nk)k≥1 une suite d’entiers strictement croissante. On note E l’ensemble des
x ∈ [0, 2π] tels que la suite (sin(nkx))k≥1 converge.

1. Montrer que, pour presque tout x ∈ E, sin(nkx) → ± 1√
2 (on utilisera le fait que 2 sin2 u =

1− cos(2u) pour tout u ∈ R).

2. En déduire que L1(E) = 0.

Exercice 1.231. [Contre-exemples pour le théorème de Fubini]

1. Soit (δn)n≥1 ∈]0, 1[ une suite strictement croissante telle que lim δn = 1. Pour tout n ≥ 1, soit
gn une fonction continue sur [0, 1], à support compact dans ]δn, δn+1[ et telle que

∫ 1
0 gn(t)dt = 1.

Pour tous x, y ∈ [0, 1], on pose

f(x, y) :=
∑
n≥1

(gn(x)− gn+1(x)) gn(y).

Vérifier que f est bien définie et que∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dy

)
dx 6=

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dx

)
dy.

Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème de Fubini dans ce cas ?

2. Pour tous x, y ∈ [0, 1], on pose

f(x, y) :=
{

1 si x = y,
0 sinon .

On note λ la mesure de comptage sur [0, 1]. Vérifier que∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dy

)
dλ(x) 6=

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dλ(x)

)
dy.

Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème de Fubini dans ce cas ?

Exercice 1.232. [Une version C∞ du lemme d’Urysohn] Soient Ω ⊂ Rn un ouvert et K ⊂ Ω un
compact. On veut montrer qu’il existe ϕ ∈ C∞c (Ω) telle que ϕ(x) = 1 pour tout x ∈ K. Pour cela, on
commence par fixer ε > 0 tel que, pour tout x ∈ K, d(x,Rn \ Ω) > 2ε et on pose, pour tout η > 0,
Kη := {x ∈ Rn; d(x,K) ≤ η}, de sorte que K2ε ⊂ Ω.

1. Vérifier qu’il existe ψ continue sur Rn, à support inclus dans K2ε, telle que ψ(x) = 1 pour tout
x ∈ Kε.

2. Utiliser une convolution convenable de ψ pour conclure.

Exercice 1.233. Soit U ⊂ R un ouvert.

1. Montrer que U est une réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts deux à deux disjoints.

2. En déduire que U est une réunion d’intervalles dont les bornes sont rationnelles ou valent +∞
ou −∞.
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Exercice 1.234. Soit Ω $ Rn un ouvert non vide de Rn. Pour tout k ∈ Z, on définit Dk comme la
collection des cubes de Whitney de Rn de côté 2−k. On définit aussi

Ωk :=
{
x ∈ Ω; 2

√
n2−k < d(x,Rn \ Ω) ≤ 2

√
n2−k

}
.

Enfin, soit F ′ la collection des cubes Q ⊂ Rn tels que Q ∈ Dk pour un k ∈ Z et Q ∩ Ω 6= ∅.
1. Vérifier que Ω =

⋃
k∈Z Ωk.

2. Montrer que, pour tout cube Q ∈ F ′, dont la longueur du côté est notée l(Q),
√
nl(Q) ≤

d(Q,Rn \ Ω) ≤ 4
√
nl(Q).

3. Vérifier que Ω =
⋃
Q∈F ′ Q.

Pour tout cube Q ∈ F ′, soit Qmax le cube maximal appartenant à F ′ qui contient Q. On définit
F comme la collection de tous les cubes Qmax ainsi obtenus.

4. Montrer que les cubes de la collection F ont des intérieurs deux à deux disjoints et que leur
réunion vaut Ω.

5. Vérifier que, pour tous cubes Q1 et Q2 dans F tels que Q1 ∩Q2 6= ∅, alors 1
4 ≤

l(Q1)
l(Q2) ≤ 4.

6. Montrer enfin que, pour tout Q ∈ F , il existe au plus 12n cubes de la collection F dont l’adhé-
rence rencontre celle de Q.

On trouvera une approche un peu différente de ce résultat au chapitre 2, théorème 2.59.

Exercice 1.235. Sur R2, on considère la mesure suivante :

µ(A) := L1 ({x ∈ R; (x, 0) ∈ A})

pour tout A ⊂ R2.
1. Vérifier que µ est une mesure de Radon.
2. Soit A := {(x, 0); x ∈ R}. On considère les boules Bf ((x, y), y) ⊂ R2 pour tout x ∈ R et tout
y > 0.
(a) Vérifier que ces boules vérifient bien les hypothèses de la proposition 1.88.
(b) Montrer que, pour toute sous-famille dénombrable (Bi)i≥1 de la famille de boules considé-

rée,

µ

A \ ⋃
i≥1

Bi

 = µ(A).

(c) En déduire que la conclusion de la proposition 1.88 n’est pas satisfaite.

Les exercices qui suivent concernent les espaces Lp.

Exercice 1.236. Vérifier que la fonction t 7→ 1
t appartient à L1

w(]0,+∞[) mais pas à L1(]0,+∞[).

Le but des exercices suivants est de présenter une approche de la dualité entre espaces Lp, inspirée par
[149, Sections 14 et 16].

Exercice 1.237. Soit X un espace de Banach. On dit que X est lisse si, et seulement si, pour tout u 6= 0
et tout v ∈ X , la limite suivante existe :

lim
ε→0

‖u+ εv‖ − ‖u‖
ε

.

En d’autres termes, la fonction F (u) := ‖u‖ possède, en tout u 6= 0, une dérivée directionnelle selon
tout vecteur. On note F ′(u)(v) cette dérivée.
On dit que X est uniformément convexe si, et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que,

pour tous u, v ∈ X avec ‖u‖ = ‖v‖ = 1 et ‖u− v‖ ≥ 2ε,∥∥∥∥1
2(u+ v)

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.
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1. Soit X un espace lisse. Montrer que, pour tout u 6= 0, v 7→ F ′(u)(v) ∈ X ′.
2. Soit X un espace lisse. Montrer que, pour tout u 6= 0,

F ′(u)(u) = ‖u‖ = max
f∈X′, ‖f‖=1

f(u)

.

3. Soient X un espace lisse et f ∈ X ′ non nulle. Si u ∈ X , ‖u‖ = 1 et f(u) = ‖f‖, montrer que
f = ‖f‖F ′(u).

4. Soit X un espace uniformément convexe. Montrer que, pour tout f ∈ X ′ non nulle, il existe un
unique u ∈ X avec ‖u‖ = 1 et f(u) = ‖f‖.

5. On supposeX lisse et uniformément convexe. Montrer que, pour tout f ∈ X ′ non nulle, il existe
un unique u ∈ X avec ‖u‖ = 1, f(u) = ‖f‖ et f = ‖f‖F ′(u).

Exercice 1.238. Soient (X,µ) un espace mesuré et p ∈]1,+∞[. Soient f, g ∈ Lp(X,µ).

1. On suppose 1 < p ≤ 2. Montrer que

‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp ≥
(
‖f‖p + ‖g‖p

)p
−
∣∣∣‖f‖p − ‖g‖p∣∣∣p .

On pourra considérer les fonctions

α(r) = (1 + r)p−1 + (1− r)p−1

et
β(r) =

(
(1 + r)p−1 + (1− r)p−1

)
r1−p

pour 0 ≤ r ≤ 1.

2. On suppose p ≥ 2. Montrer que

‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp ≤
(
‖f‖p + ‖g‖p

)p
−
∣∣∣‖f‖p − ‖g‖p∣∣∣p .

Exercice 1.239. Soient (X,µ) un espace mesuré et p ∈]1,+∞[.
1. Montrer que Lp(X,µ) est lisse et que, pour tout u 6= 0 et tout v,

F ′(u)(v) = ‖u‖1−pp

∫
X
|u(x)|p−2 u(x)v(x)dµ(x).

2. Montrer que Lp(X,µ) est uniformément convexe.

3. En déduire que, pour toute L ∈ (Lp(X,µ))′, il existe une unique g ∈ Lp′(X,µ) telle que

L(h) =
∫
X
g(x)h(x)dµ(x)

pour toute h ∈ Lp(X,µ) et ‖g‖Lp′ (X,µ) = ‖L‖. Ici, 1
p + 1

p′ = 1.

L’exercice suivant utilise la :

Définition 1.240. Soit f : Rn → Rm.

1. Si l ∈ Rm, x ∈ Rn, on dit que l est la limite approchée de f en x si, et seulement si,

lim
r→0

Ln ({y ∈ B(x, r); |f(y)− l| ≥ ε})
Ln(B(x, r)) = 0.

On note lim
y→x

app f(y) = l.
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2. Si x ∈ Rn, on dit que f est approximativement continue en x si, et seulement si, lim
y→x

app f(y) =
f(x).

Exercice 1.241. On suppose que l1, l2 ∈ Rm sont les limites approchées de f en x. Montrer que l1 = l2.

Exercice 1.242. Soit f ∈ L1
loc(Rn). Montrer que f est approximativement continue en presque tout

point x ∈ Rn. On pourra utiliser le théorème de différentiation de Lebesgue.

Exercice 1.243. Soit f : Rn → Rm mesurable. On veut montrer que f est approximativement continue
en presque tout point x ∈ Rn.

1. Justifier que, pour tout i ≥ 1, il existe un compact Ki ⊂ Rn tel que :

(a) Ki ∩Kj = ∅ pour tous i 6= j,

(b) Ln
Rn \ ⋃

i≥1
Ki

 = 0,

(c) pour tout i ≥ 1, f |Ki est continue.

Indication : si K1, ...,Ki sont construits, il existe un compact Ki+1 ⊂ B(0, i+ 1) \
⋃

1≤j≤i
Kj tel

que Ln
B(0, i+ 1) \

⋃
1≤j≤i+1

Kj

 ≤ 1
i+1 et f |Ki+1 est continue.

2. Vérifier que, pour tout i ≥ 1 et presque tout x ∈ Ki,

lim
r→0

Ln(B(x, r) \Ki)
Ln(B(x, r)) = 0. (1.244)

3. On pose A := {x ∈ Rn; il existe i ≥ 1 tel que x ∈ Ki et (1.244) est vérifiée}. Montrer que
Ln(Rn \A) = 0 et que, pour tout x ∈ A, f est approximativement continue en x.

Exercice 1.245. Si L : Rn → Rn est un opérateur linéaire, on pose ∆(L) := Ln(L(Q0)) avec Q0 :=
[0, 1[n.
Soient Ω ⊂ Rn un ouvert et T : Ω → Rn une application continue et ouverte. Soit x ∈ Ω. On suppose
T différentiable en x. Soit ε > 0. On veut montrer qu’il existe δ > 0 tel que, pour tout cube Q ⊂ Ω
contenant x avec l(Q) < δ (où l(Q) est la longueur du côté de Q),∣∣∣∣Ln(T (Q))

Ln(Q) −∆(DT (x))
∣∣∣∣ < ε. (1.246)

1. Justifier qu’on peut supposer x = 0 et T (x) = 0. Dans la suite, on pose L = DT (0).

2. On suppose d’abord L inversible. Pour tout x ∈ Ω, on pose S(x) := L−1(T (x)). Soit η ∈]0, 1
4 [

tel que
1− ε < (1− 2η)n < (1 + 2η)n < 1 + ε.

(a) Vérifier que S est continue sur Ω, différentiable en 0 et que DS(0) = Id.

(b) En déduire qu’il existe δ > 0 tel que, pour tout x ∈ Rn avec |x| < δ, |S(x)− x| ≤ η |x|.
(c) Soient λ ∈]0, δ[ et Q un cube contenant 0 avec l(Q) = λ. Soient Q1 (respectivement Q2) les

cubes de même centre queQ tels que l(Q1) = (1−2η)λ (respectivement l(Q2) = (1+2η)λ).

i. Vérifier que S(Q) ⊂ Q2.

ii. On pose E1 := Q1 ∩ S(Q) et E2 := Q1 \ S(Q). Montrer que E1 et E2 sont ouverts et
en déduire que Q1 ⊂ S(Q).
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(d) Déduire de ce qui précède que, pour tout cube Q contenant 0 avec l(Q) < δ,∣∣∣∣Ln(S(Q))
Ln(Q) − 1

∣∣∣∣ < ε.

(e) Montrer que (1.246) est satisfaite.

3. On suppose maintenant L non inversible. Pour tout η > 0, on définit

Eη := {x ∈ Rn; d(x, L(Q0)) < η} .

(a) Justifier qu’il existe η > 0 tel que Ln(Eη) < ε.

(b) Montrer l’existence de δ > 0 tel que, pour tout x ∈ Rn tel que |x| < δ, |T (x)− L(x)| ≤
η |x|.

(c) Montrer que (1.246) est encore satisfaite.

Exercice 1.247. Soient n ≥ 1, Ω ⊂ Rn un ouvert et T : Ω → T (Ω) une application différentiable. On
suppose T injectif et T−1 continu sur T (Ω).

1. Montrer que, pour tout borélien E ⊂ Ω, T (E) est borélien. Dans la suite, on pose m(E) :=
Ln(T (E)) pour tout borélien E ⊂ Ω.

2. Vérifier que m est une mesure borélienne sur Ω.

3. En utilisant la conclusion et les notations de l’exercice 1.245, montrer que, pour tout x ∈ Ω,
DLnm(x) = ∆(DT (x)), la quantité DLnm(x) étant calculée avec des cubes au lieu des boules
euclidiennes.

4. Montrer que m << Ln et que, pour tout ensemble borélien E ⊂ Ω,

Ln(T (E)) =
∫
E

∆(DT (x))dx. (1.248)

5. Déduire de ce qui précède que, pour tout ensemble mesurable E ⊂ Ω, T (E) est mesurable et
que (1.248) est encore satisfaite.

6. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive ou intégrable sur T (Ω),∫
T (Ω)

f(y)dy =
∫

Ω
(f ◦ T )(x)∆(DT (x))dx.

7. Montrer que ∆(DT (x)) = |det DT (x)| pour tout x ∈ Ω.

Exercice 1.249. [53, Chapter 2, exercise 2.1.12] Soit f ∈ L1
loc(Rn). Pour tout x ∈ Rn, on pose

Mdf(x) := sup
Q3x

1
Ln(Q)

∫
Q
|f(y)| dy,

où la borne supérieure est prise sur tous les cubes dyadiques contenant x.

1. On suppose f ∈ L1(Rn). Montrer que, pour tout λ > 0,

Ln ({x ∈ Rn; |Mdf(x)| > λ}) ≤ 1
λ

∫
Rn
|f(y)| dy.

2. Soit p ∈]1,+∞[. Montrer que

‖Mdf‖Lp(Rn) ≤
p

p− 1 ‖f‖Lp(Rn) .

93



Exercice 1.250. Soit f ∈ L1
loc(Rn). On suppose qu’il existe x ∈ Rn tel que Mf(x) = 0. Montrer que

f est nulle presque partout.

Exercice 1.251. Soit f ∈ L1
loc(Rn). On suppose que f(x) ≥ 0 pour presque tout x ∈ Rn et que f n’est

pas nulle presque partout.

1. Montrer qu’il existe c > 0 telle que, pour tout x ∈ Rn avec |x| ≥ 1, Mf(x) ≥ c
|x|n .

2. En déduire que Mf /∈ L1(Rn).

Exercice 1.252. Pour tout x ∈]0, 1], soit f(x) = x2 sin
(

1
x2

)
et on pose f(0) = 0. Montrer que f est

dérivable sur [0, 1] mais que f ′ /∈ L1([0, 1]).

Exercice 1.253. [Ensembles de Cantor] Soit (αn)n≥0 une suite de réels strictement positifs tels que∑
n≥0

2nαn ≤ 1. On pose A0 = [0, 1]. Si on a construit An ⊂ [0, 1] pour un entier n ≥ 0, comme une

réunion de 2n segments deux à deux disjoints, on construit An+1 ⊂ An comme l’ensemble obtenu à
partir de An en retirant, de chaque segment composant An, un intervalle ouvert centré de longueur αn.
On pose ensuite K =

⋂
n≥0

An.

1. Montrer que K est un compact d’intérieur vide.

2. Montrer que L1(K) = 1−
∑
n≥0

2nαn. En déduire queK peut être de mesure strictement positive.

3. Vérifier que K est en bijection avec R.

Exercice 1.254. On reprend la construction d’un ensemble de Cantor comme dans l’exercice 1.253.
Soit K0 = [0, 1]. Soit n ∈ N. On suppose qu’on a construit Kn ⊂ [0, 1] comme une réunion de 2n

segments deux à deux disjoints, chacun de longueur
(

2
3

)n
, inclus dans [0, 1]. On retire alors de chacun

de ces segments le tiers central et on note Kn+1 la réunion des 2n+1 segments deux à deux disjoints

ainsi obtenus, chacun de longueur
(

2
3

)n+1
. Par exemple, K1 = [0, 1

3 ] ∪ [2
3 , 1], K2 = [0, 1

9 ] ∪ [2
9 ,

1
3 ] ∪

[2
3 ,

7
9 ] ∪ [8

9 , 1]. On pose aussi K :=
⋂
n≥0

Kn.

Pour tout n ∈ N, on pose

gn :=
(3

2

)n
χKn

et, pour tout x ∈ [0, 1],

fn(x) :=
∫ x

0
gn(t)dt.

1. Montrer que L1(K) = 0.

2. Vérifier que, pour tout n ∈ N, fn(0) = 0, fn(1) = 1, fn est continue et croissante sur [0, 1],
constante sur chaque intervalle contenu dans [0, 1] \Kn.

3. Soient n ∈ N et I l’un des 2n segments dont la réunion constitue Kn. Montrer que∫
I
gn(t)dt =

∫
I
gn+1(t)dt = 2−n.

4. En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1] \Kn, fn+1(x) = fn(x), et que, pour tout x ∈ Kn,

|fn+1(x)− fn(x)| ≤ 2−n+1.
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5. Montrer que la suite (fn)n≥0 converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue et
croissante sur [0, 1], vérifiant f(0) = 0 et f(1) = 1, et que f ′ est dérivable de dérivée nulle en
tout point de [0, 1] \K. Comparer avec les théorèmes 1.184 et 1.187.
Remarque : prolongeons f en posant f(x) = 0 pour x < 0 et f(x) = 1 pour x ≥ 1. On note
alors ([ak, bk])k≥1 la suite des segments dyadiques [0, 1], [0, 1

2 ], [1
2 , 1], [0, 1

4 ], [1
4 ,

1
2 ]... On définit

enfin
g(x) :=

∑
k≥1

1
2k f

(
x− ak
bk − ak

)
.

On montre ([153]) que g est continue et strictement croissante sur [0, 1], et que g est dérivable et
de dérivée nulle presque partout.
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Chapitre 2

Applications lipschitziennes et théorie
géométrique de la mesure

1 Définition, exemples et propriétés élémentaires des applications lip-
schitziennes

Soient (X, dX), (Y, dY ) deux espaces métriques et soit K ≥ 0 un réel.

Définition 2.1. On dit que l’application f : (X, dX) → (Y, dY ) est K-lipschitzienne si pour tous x,
y ∈ X , on a

dY (f(x), f(y)) ≤ KdX(x, y). (2.2)

Une application f : (X, dX) → (Y, dY ) est lipschitzienne si elle est K-lipschitzienne pour un certain
K ≥ 0. Dans ce cas, on appelle constante de Lipschitz de f , et on note Lip(f), la plus petite constante
positive K pour laquelle on a (2.2). Ainsi,

Lip(f) = sup
x6=y

dY (f(x), f(y))
dX(x, y) .

Si A ⊂ X est un sous-ensemble de X , l’application f est lipschitzienne sur A si l’estimation (2.2)
est vérifiée pour tous les x, y de A. En d’autres termes, f : (A, dA)→ (Y, dY ) est lipschitzienne où dA
est la restriction de la distance dX sur A. Enfin, l’application f : (X, dX)→ (Y, dY ) est localement lip-
schitzienne si pour tout x ∈ X , il existe un voisinage Vx de x dansX telle que f est lipschitzienne sur Vx.

Remarque 2.3. Dans le cas euclidien, une façon simple de démontrer qu’une fonction est lipschitzienne
est d’utiliser (si possible) l’inégalité des accroissements finis. On peut ainsi voir que les fonctions sinus
x → sin(x) et cosinus x → cos(x) sont 1-lipschitziennes. Voir l’exercice 2.186 dans lequel on se
propose aussi de démontrer des propriétés élémentaires des fonctions lipschitizennes..

Un point important est qu’il existe toujours des applications lipschitziennes entre un espace métrique
(X, d) (non vide) quelconque et R muni de la distance euclidienne. En effet, d’après l’inégalité trian-
gulaire, pour tout x0 ∈ X , l’application fx0 : X → R définie par fx0(x) = d(x, x0) est lipschitzienne
avec une constante de Lipschitz égale à 1. Dans le cadre des espaces métriques généraux, les applica-
tions lipschitziennes sont les plus régulières possibles et vont jouer le rôle des fonctions lisses (disons
de classe C∞, notion qui n’a pas de sens a priori dans un espace métrique) de l’analyse euclidienne.
En particulier, la densité des fonctions lipschitziennes dans bon nombre d’espaces fonctionnels (sous
parfois certaines conditions sur l’espace métrique ambiant) sera très utile dans la suite. Voir l’exercice
2.187 à la fin du chapitre pour voir ce qui se passe dans le cadre des espaces Lp. Nous allons donner
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une autre illustration de l’importance des fonctions lipschtizennes en présentant la notion de partition de
l’unité. Elle sert parfois en analyse et en géométrie, dans la mesure où elle permet de construire de façon
globale une fonction à partir de définitions seulement locales. Par exemple, la démonstration de théo-
rèmes d’extension comme celui de Whitney (voir le théorème 2.61) repose sur une partition de l’unité
adaptée comme nous le verrons plus tard. Nous allons présenter deux versions de la notion de partition
de l’unité, l’une dans le cas euclidien avec des fonctions lisses, l’autre dans le cas métrique avec des
fonctions lipschitziennes.

Théorème 2.4. Soit K un compact de Rn. On suppose que K ⊂
⋃N
j=1 Uj où pour tout j = 1,... , N , Uj

est un ouvert de Rn. Alors, il existe des fonctions φ0, ... , φN ∈ C∞(Rn) telles que
(i) Pour tout j = 0,..., N , 0 ≤ φj ≤ 1 et

∑N
j=0 φj = 1.

(ii) φ0 est à support dans Rn \K et pour j = 1, ..., N , φj ∈ C∞c (Uj).

Démonstration. Cette démonstration est tirée de [149], elle utilise le lemme d’Urysohn que nous utili-
serons sous la forme suivante (Voir le lemme 1.36 pour une version dans les espaces métriques).

Lemme 2.5. Soit U un voisinage ouvert d’un compact K de Rn. Alors, il existe une fonction φ ∈
C∞c (U) telle que 0 ≤ φ ≤ 1 et sur K, φ = 1.

Comme K est compact, il existe un entier M ∈ N et un recouvrement de K par des boules ouvertes
B(xk, rk), k = 1, ...,M , tels que pour tout k, il existe 1 ≤ j(k) ≤ M avec Bf (xk, 2rk) ⊂ Uj(k).
Posons pour 1 ≤ j ≤ N ,

Kj = ∪j(k)=jBf (xk, 2rk) K̃ = ∪Mk=1Bf (xk, rk) U = ∪Mk=1B(xk, 2rk).

Alors, le lemme précédent donne des fonctions ψj ∈ C∞c (Uj), 1 ≤ j ≤ N , avec 0 ≤ ψj ≤ 1 et ψj = 1
sur Kj . De même, il existe ψ ∈ C∞c (U) telle que 0 ≤ ψ ≤ 1 et ψ = 1 sur K̃. Pour conclure, il suffit de

poser ψ0 = 1−ψ et pour 0 ≤ j ≤ N , φj = ψj∑N
k=0 ψk

en notant que pour tout x ∈ Rn,
∑N
k=0 ψk(x) 6= 0

par construction.

Soit (X, d) un espace métrique séparable muni d’une mesure doublante µ. Nous allons considérer
des discrétisations raisonnables de X , puis leur associer des partitions de l’unité en suivant une stratégie
comparable à celle de l’espace euclidien. Cette construction est due à S. Semmes (Voir [132]). Dans
divers problèmes d’analyse et de géométrie, il est pertinent de discrétiser l’espace ambient (voir par
exemple le chapitre 4 de [25]).

Fixons ε > 0. Par le théorème 1.84, il existe un recouvrement de X par des boules B(xi, ε), i ∈ I ,
de sorte que les boules B(xi, ε/5) sont deux à deux disjointes. Notons que pour tout k > 0, il existe
une constante C(k) ne dépendant seulement que de k et de la constante de doublement de µ (mais pas
de ε ni du choix des xi) de sorte que tout point de X est contenu dans au plus C(k) boules de la forme
B(xi, kε). En effet, si on considère x ∈ X et I(x) l’ensemble des i tels que x ∈ B(xi, kε), alors
{xi, i ∈ I(x)} ⊂ B(x, kε) et si i 6= j, d(xi, xj) ≥ ε/5. Puisque µ est doublante, B(x, kε) peut être
recouverte par au plus C(k) boules de rayon ε/5 et ces boules contiennent au plus un xi, i ∈ I(x).
Donc, le cardinal de I(x) est majoré par C(k). Cette propriété est typique de la courbure positive et peut
être vue comme une conséquence du théorème de Bishop-Gromov (Voir [25], Lemme 4.6 par exemple).
A noter que les théorèmes de type Bishop-Gromov seront largement discutés dans le cas des espaces
métriques à courbure positive dans le chapitre 4. Nous allons maintenant associer à cette discrétisation
une partition de l’unité.

Théorème 2.6. Avec les notations précédentes, il existe une collection de fonctions φi : X → R, i ∈ I ,
de sorte que
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(i) Pour tout i ∈ I , 0 ≤ φi ≤ 1.

(ii) Pour tout i ∈ I , la fonction φi estCε−1-lipschitzienne oùC ≥ 0 est une constante ne dépendant
que de la constante de doublement de µ.

(iii) Pour tout i ∈ I , φi(x) = 0 dès que d(x, xi) ≥ 2ε.

(iv) Pour tout x ∈ X ,
∑
i∈I φi(x) = 1.

Démonstration. Les idées de preuve sont les mêmes que pour le théorème 2.4. Soit f : R+ → [0, 1]
définie par f(t) = 1 si t ∈ [0, ε], f(t) = −1

ε
t + 2 si t ∈ [ε, 2ε], et f(t) = 0 si t ≥ 2ε. Alors, f est

ε−1-lipschitzienne. Posons maintenant ψi(x) = f(d(x, xi)) pour tout x ∈ X et tout i ∈ I . La fonction
ψi, i ∈ I , vérifie

- ψi is ε−1-lipschitzienne. En effet, si x, y ∈ X , on a par l’inégalité triangulaire

|ψi(x)− ψi(y)| = |f(d(x, xi))− f(d(y, xi))|

≤ 1
ε
|d(x, xi)− d(y, xi)|

≤ 1
ε
d(x, y).

- 0 ≤ ψi ≤ 1 par définition de f et en particulier, ψi(x) = 0 dès que d(x, xi) ≥ 2ε et ψi(x) = 1
si d(x, xi) ≤ ε.

Cependant, la collection (ψi) ne vérifie pas les propriétés requises (par exemple (iv)). Il est alors naturel
de considérer S(x) =

∑
i∈I ψi(x) puis φi(x) = ψi(x)/S(x) pour tout x ∈ X et tout i ∈ I . Nous

pouvons alors conclure. Notons dans un premier temps que l’on a

- S(x) est bien défini pour tout x ∈ X . En effet, nous avons déja vu que le nombre d’indices i
tels que x ∈ B(xi, 2ε) est uniformément borné. Donc, la somme S(x) est finie et ||S||∞ < ∞.
De plus, pour tout x ∈ X , S(x) ≥ 1 car X = ∪iB(xi, ε). Ainsi, si x ∈ X , il existe j ∈ I avec
x ∈ B(xj , ε) et S(x) ≥ ψj(x) = 1. En particulier, S(x) 6= 0 et pour i ∈ I , φi(x) est bien défini.

- S est Cε−1-lipschitzienne. En effet, on a pour x, y ∈ X ,

|S(x)− S(y)| ≤
∑
i∈I
|ψi(x)− ψi(y)| ≤ Cε−1d(x, y).

Ceci vient du fait que le nombre d’indices i tels que ψi(x) 6= 0 ou ψi(y) 6= 0 est uniformément
borné.

Il est maintenant clair que φi vérifie (i) et (iii) (puisque cette dernière propriété est satisfaite par ψi) et
(iv) (par définition). Enfin, nous devons vérifier que φi est Cε−1-lipschitzienne. Pour voir cela, fixons x,
y ∈ X . Alors,

|φi(x)− φi(y)| = 1
S(x)S(y) |ψi(x)S(y)− ψi(y)S(x)|

≤ |ψi(x)S(y)− ψi(y)S(x)| (car S ≥ 1)

≤ |ψi(x)(S(y)− S(x))|+ |(ψi(x)− ψi(y))S(x)|
≤ |S(x)− S(y)|+ ||S||∞|ψi(x)− ψi(y)|

≤ C + ||S||∞
ε

d(x, y).
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La dernière inégalité vient du fait que S et ψi sont respectivement Cε−1-lipschitzienne et ε−1-
lipschitzienne.

Nous renvoyons à [132], chapitre 2, pour des applications de ce type de partitions de l’unité dans les
espaces métriques.

2 Mesures et dimension de Hausdorff

2.1 Construction de Carathéodory, mesures et dimension de Hausdorff

On rappelle que si A est un sous-ensemble de R, alors sa mesure de Lebesgue est donnée par

L1(A) = inf
∑
i

diam(Ii)

où le inf est pris sur tous les recouvrements de A par des intervalles (ouverts) Ii. On mesure donc la
“taille” de l’ensembleA en ne considérant que des recouvrements par des éléments d’une certaine classe
(ici, les intervalles de R) dont on mesure la taille par une jauge fixée (ici, la longueur d’un intervalle).
Nous allons appliquer les mêmes idées dans un cadre plus général. Soit (X, d) un espace métrique
séparable. La séparabilité permet d’exhiber des recouvrements dénombrables de X . On se donne une
famille F de sous-ensembles de X (les recouvrements admissibles) et une application (la jauge) ρ :
F → R+ qui mesure la taille des éléments de F . On suppose que

(i) Pour tout δ > 0, il existe une famille (Fi)i∈I de F telle que pour tout i ∈ I , diamFi ≤ δ et
X =

⋃
i∈I Fi.

(ii) Pour tout δ > 0, il existe F ∈ F tel que ρ(F ) ≤ δ et diam(F ) ≤ δ.
La première condition permet d’avoir des recouvrements d’un sous-ensemble arbitraire de X par des
éléments de F de taille aussi petite que l’on veut. Ainsi, on peut poser pour 0 < δ ≤ ∞ et A ⊂ X ,

Φδ(A) = inf
{∑

i

ρ(Ei);A ⊂ ∪iEi, Ei ∈ F , diam(Ei) ≤ δ
}

puis
Φ(A) = sup

δ>0
Φδ(A) = lim

δ→0
Φδ(A).

Notons que δ = ∞ est autorisé. Dans ce cas, on considère tous les recouvrements possibles de A (sans
contrainte sur le diamètre).

Théorème 2.7. Sous les conditions précédentes, Φ est une mesure borélienne. Si de plus, les éléments
de F sont eux mêmes boréliens, la mesure Φ est régulière.

Démonstration. Le fait que Φδ(∅) = 0 est impliqué par la condition (ii) sur ρ. Il est facile de vérifer que
Φδ est monotone et sous-additive. Donc, φδ est une mesure, ainsi que Φ. Pour montrer que Φ est une
mesure de Borel, on va appliquer la critère de Carathéodory (Voir théorème 1.27). Soient A, B ⊂ X
avec d(A,B) > 0. On va montrer que Φδ(A ∪ B) = Φδ(A) + Φδ(B). En faisant tendre δ vers 0, on
obtient alors la conclusion cherchée, à savoir Φ(A ∪ B) = Φ(A) + Φ(B). Comme Φδ est une mesure,
on a déja l’inégalité Φδ(A ∪ B) ≤ Φδ(A) + Φδ(B). Pour l’inégalité inverse, on commence par choisir
δ > 0 tel que δ < d(A,B)/2 puis on applique la condition (i) pour obtenir un recouvrement de A ∪ B
par des (Ei) dans F avec diam(Ei) ≤ δ pour tout i. Alors, un Ei ne peut intersecter à la fois A et B.
On en déduit ∑

i

ρ(Ei) ≥
∑

A∩Ei 6=∅
ρ(Ei) +

∑
B∩Ei 6=∅

ρ(Ei) ≥ Φδ(A) + Φδ(B).
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En prenant l’infimum sur tous les recouvrements possibles, on obtient l’inégalité recherchée Φδ(A ∪
B) ≥ Φδ(A) + Φδ(B). Pour montrer que Φ est régulière, il faut exhiber pour un A ⊂ X un borélien B
de X tel que A ⊂ B et Φ(B) = Φ(A). Pour cela, pour tout j ∈ N∗, on considère un recouvrement (Eji )
de A par des éléments de F (donc des boréliens par hypothèse) tel que diam(Eji ) ≤

1
j

et
∑
i

ρ(Eji ) ≤

Φ1/j(A) + 1
j

. Alors, B = ∩j ∪i Eji convient.

Si nous voulons considérer dans l’espace métrique séparable (X, d) une mesure s-dimensionnelle,
il est naturel de considérer pour F l’ensemble des parties de X et pour A ⊂ X , ρ(A) = diam(A)s (à
une constante multiplicative prés). On obtient alors la s-mesure de Hausdorff.

Définition 2.8. Soit A ⊂ X et soit s > 0. La s-mesure de Hausdorff de A est donnée par

Hs(A) = lim
δ→0
Hsδ(A)

oùHsδ(A) = inf
{∑

i

α(s)(diamEi/2)s;A ⊂ ∪iEi, diam(Ei) ≤ δ
}

.

Ici, α(s) = πs/2

Γ(s/2 + 1) où Γ est la fonction Gamma. Si s = n, on a α(n) = Ln(B(0, 1)). Nous

verrons plus tard que cette normalisation de Hs permet d’avoir l’égalité Hn = Ln dans Rn. Rappelons
que le cas δ =∞ est autorisé et on a alors

Hs∞(A) = inf
{∑

i

α(s)(diamEi/2)s;A ⊂ ∪iEi,
}
.

Si A ⊂ X et s ≥ 0, on a les équivalences suivantes :

Hs(A) = 0⇐⇒ Hsδ(A) = 0 (pour un certain δ > 0) ⇐⇒ Hs∞(A) = 0.

De plus, ces conditions sont équivalentes au fait que pour tout ε > 0, il existe un recouvrement de A par
des (Ai) avec

∑
i(diamAi)s ≤ ε (voir exercice 2.188). Nous utiliserons ceci dans la suite.

Comme nous prenons pour la définition de Hs tous les recouvrements possibles, nous ne pouvons pas
appliquer directement le théorème 2.7 pour montrer que Hs est régulière. Cependant comme le montre
l’exercice 2.189, on peut se resteindre dans la définition deHs à des recouvrements que par des ouverts
ou que par des fermés. Ainsi, Hs est une mesure de Borel régulière. Cependant, la mesure Hs n’est pas
en général une mesure de Radon (sauf si par exemple s = n dans Rn), car elle n’est pas localement finie.
D’autre part, si A est un ensemble Hs-mesurable avec Hs(A) < +∞, alors la restriction de Hs à A
est une mesure de Radon. Ceci découle de résultats généraux de théorie de la mesure (Voir proposition
1.20). Si s = 0, H0 est la mesure de comptage. Elle n’a donc un intêret que sur les ensembles finis
(voir dénombrable), c’est à dire les ensembles de dimension 0. Considérons maintenant le cas s = n et
X = Rn. On peut se convaincre que si x ∈ Rn, r > 0, Hn(B(x, r)) = Ln(B(x, r)). Nous verrons
plus tard que l’égalitéHn = Ln est vraie en général et doncHn n’a d’intêret que pour les ensembles de
dimension n. La mesure Hs est donc s-dimensionnelle au sens où elle n’est finie que sur les ensembles
de dimension s (et encore pas tous). Comme s n’est pas toujours un entier, nous devons préciser ce que
nous entendons par dimension et nous allons maintenant définir la dimension de Hausdorff.

Proposition 2.9. Pour 0 ≤ s < t <∞ et A ⊂ X , on a
(i) SiHs(A) <∞, alorsHt(A) = 0.
(ii) SiHt(A) > 0, alorsHs(A) =∞.
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Démonstration. Il est clair que (i) implique (ii) mais nous avons préféré énoncer aussi (ii) dans la mesure
où nous en aurons besoin pour l’équivalence des diverses définitions de la dimension de Hausdorff. Soit
A ⊂ X avec Hs(A) < ∞. Pour démontrer (i), on se donne un δ > 0 et on considère un recouvrement
(Ei) de A avec diam(Ei) ≤ δ pour tout i et

∑
i α(s)(diam(Ei)/2)s ≤ Hsδ(A) + 1. On a alors

Ht
δ(A) ≤

∑
i

α(t)(diam(Ei)/2)t ≤ α(t)
α(s)δ

t−s∑
i

α(s)(diam(Ei)/2)s ≤ α(t)
α(s)δ

t−s(Hsδ(A) + 1).

En faisant tendre δ vers 0, on obtient alorsHt(A) = 0.

Définition 2.10. Soit A ⊂ X . La dimension de Hausdorff de A ⊂ X , notée Hdim(A), est définie par

Hdim(A) = sup{t;Ht(A) > 0}
= sup{s;Hs(A) =∞}
= inf{s;Hs(A) <∞}
= inf{t;Ht(A) = 0}

(Voir la figure2.1)

L’équivalence des définitions vient de la proposition 2.9. Si Hdim(A) = s, il y a trois cas pour
Hs(A) :

(i) Hs(A) = 0. L’ensemble A est alors négligeable pourHs.
(ii) 0 < Hs(A) <∞. Ce sont ces ensembles qui nous intéresseront dans la suite.
(iii) Hs(A) = ∞. Ces ensembles ont une structure locale difficile à analyser et beaucoup de résul-

tats pourHs (par exemple de densité) ne s’appliquent pas dans leur cas.

0
Hdim(A)

s

∞

Hs(A)

FIGURE 2.1 – Graphe de s→ Hs(A).

Notons enfin que si A ⊂ Rn (où Rn est muni de sa structure euclidienne), 0 ≤ Hdim(A) ≤ n. Ceci
découle de Hdim(Rn) = n. Pour ce dernier point, il n’est pas difficile de voir queHn(Rn) =∞, mais
queHn est localement finie sur Rn.
Il existe d’autres mesures que l’on peut construire suivant un procédé analogue à celui utilisé pour la
mesure de Hausdorff, voir l’exercice 2.191 par exemple.

2.2 L’inégalité isodiamétrique dans Rn et l’égalitéHn = Ln

On se place dans cette section dans l’espace euclidien Rn. Par les propriétés d’invariance par les
translations partagées par la mesure de Lebesgue Ln et la mesure de HausdorffHn, il vient que les deux
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mesures sont proportionnelles sur les boréliens d’après le corollaire 1.49, c’est à dire qu’il existe une
constante Cn > 0 telle que pour tout borélienB de Rn,Hn(B) = CnLn(B). Le point est maintenant de
déterminer Cn. En fait, la détermination de Cn découle de l’inégalité isodiamétrique (voir le théorème
1.68 dans le chapitre 1).

Théorème 2.11. Sur Rn,Hn = Ln, c’est à dire pour tout A ⊂ Rn,Hn(A) = Ln(A).

Notons que cette dernière égalité est vraie pour tous les sous-ensembles de Rn alors que l’égalité
Hn = CnLn obtenue via le corollaire 1.49 n’était vraie que pour les boréliens de Rn.

Démonstration. On va diviser la preuve en deux parties qui donneront chacune une des inégalités.
1) Pour tout A ⊂ Rn, Ln(A) ≤ Hn(A). En effet, fixons δ > 0 et considérons un recouvrement (Ei) de
A avec diam Ei ≤ δ pour tout i. Alors, par l’inégalité isodiamétrique, on a

Ln(A) ≤
∑
i

Ln(Ei) ≤
∑
i

α(n)(diamEi/2)n.

En prenant l’infimum sur tous les recouvrements, on obtient Ln(A) ≤ Hnδ (A) puis en faisant tendre δ
vers 0, on obtient Ln(A) ≤ Hn(A).
2) Pour tout A ⊂ Rn,Hn(A) ≤ Ln(A). On rappelle que si δ > 0,

Ln(A) = inf
{∑

i

Ln(Qi);Qi cubes , A ⊂ ∪iQi, diamQi ≤ δ
}
.

Cette définition est un peu différente de celle donnée dans la section 2 mais il n’est pas difficile de
voir que les deux coincident. On déduit alors facilement qu’il existe une constante Cn > 0 telle que
Hn(A) ≤ CnLn(A) pour tout A ⊂ Rn. En particulier, Ln(A) = 0 implique que Hn(A) = 0. Nous
utiliserons ce résultat pour obtenir une conclusion plus forte. Soient δ > 0 et ε > 0. Alors, par la
définition précédente de Ln(A), il existe un recouvrement de A par des cubes Qi de diamètre < δ tels
que

∑
i Ln(Qi) ≤ Ln(A) + ε. Par le théorème de recouvrement de Vitali (voir proposition 1.88), pour

tout i il existe une collection de boules (Bi
k) contenues dans Qi telles que diamBi

k ≤ δ pour tout k et
Ln(Qi \ ∪kBi

k) = 0 = Hn(Qi \ ∪kBi
k) (La dernière égalité venant de l’absolue continuité de Hn par

rapport à Ln). On a alors

Hnδ (A) ≤
∑
i

Hnδ (Qi) ≤
∑
i

∑
k

Hnδ (Bi
k)

≤
∑
i

∑
k

α(n)(diamBi
k/2)n =

∑
i

∑
k

Ln(Bi
k)

≤
∑
i

Ln(Qi) ≤ Ln(A) + ε.

On peut conclure en faisant tendre δ et ε vers 0.

2.3 Exemples de calculs de dimension de Hausdorff

Courbes rectifiables

On commence par des généralités sur les courbes rectifiables dans un espace métrique (X, d). Nous
en aurons besoin dans les chapitres 3 et 4 pour parler de modules de familles de courbes et d’inégalités
de Poincaré généralisées par exemple.
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Définition 2.12. 1. Une courbe est soit une application continue γ : I → X où I ⊂ R est un
intervalle, soit son image Γ = γ(I). On ne fera pas toujours de différence entre les deux. Si γ est
une application injective, on dit que γ (ou Γ) est une courbe de Jordan. Si γ est lipschitzienne,
on dit que γ (ou Γ) est une courbe lipschitzienne.

2. Si I = [a, b], la longueur de γ est définie par

l(γ) = sup
n−1∑
i=0

d(γ(ti+1), γ(ti)) ∈ [0,+∞],

où la borne supérieure est prise sur tous les entiers n ≥ 1 et tous les a = t0 < t1 < ... < tn = b.
3. On dit que γ est rectifiable si, et seulement si, l(γ) < +∞. Si I n’est pas borné ou n’est pas

fermé, on pose l(γ) = sup l(γ|J) où le supremum est pris sur tous les sous-intervalles fermés
bornés J de I . Ici, et dans la suite du paragraphe, γ|J est la restriction de γ au sous-intervalle
J de I . On dit que γ : I → X est localement rectifiable si sa restriction à tout sous-intervalle
fermé J de I est rectifiable. On notera Rect(X) l’ensemble des courbes rectifiables de (X, d).

Soient γ : [a, b]→ X une courbe et f : [c, d]→ [a, b] continue, croissante et surjective. Si γ̃ := γ◦f ,
il est facile de vérifier (exercice !) que l(γ ◦ f) = l(γ).

Remarque 2.13. Si γ : [a, b] → X est une application quelconque, on peut définir la longueur de γ de
la même façon que dans le cas continu. Si f est comme précédemment, l’égalité l(γ ◦ f) = l(γ) reste
valable.

Un point essentiel est qu’on peut paramétrer une courbe rectifiable par longueur d’arc. On remarque
d’abord :

Lemme 2.14. Soit γ : [a, b] → X une courbe rectifiable. Pour tout t ∈ [a, b], on pose sγ(t) :=
l
(
γ|[a,t]

)
. Alors la fonction sγ est croissante et continue.

Démonstration. Il est immédiat que sγ est croissante, ce qui implique que sγ possède une limite à
gauche et à droite en tout point de [a, b].
Soit t0 ∈]a, b[ et supposons sγ(t0)− lim

t→t0, t<t0
sγ(t) > α > 0. Soit t1 ∈]a, t0[. On observe que

l
(
γ|[t1,t0]

)
= sγ(t0)− sγ(t1) = sγ|[t1,t0](t0) > α > 0. (2.15)

Supposons que, pour tout k ≥ 1 et toute suite t1 = a0 < ... < ak < t0, on ait

k−1∑
i=0

d(γ(ai+1), γ(ai)) ≤ α.

Alors, par continuité de γ en t0, on obtient que, pour tout k ≥ 1 et toute suite t1 = a0 < ... < ak = t0,

k−1∑
i=0

d(γ(ai+1), γ(ai)) ≤ α,

ce qui contredit (2.15). Il existe donc k ≥ 1 et t1 = a0 < ... < ak < t0 tels que

k−1∑
i=0

d(γ(ai+1), γ(ai)) > α.

On pose t2 := ak. Alors l
(
γ|[t1,t2]

)
> α et

l
(
γ|[t2,t0]

)
= sγ(t0)− sγ(t2) > α.
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On construit ainsi par récurrence une suite (ti)i≥1 strictement croissante avec a < ti < t0 pour tout
i ≥ 1 et l

(
γ|[ti,ti+1]

)
> α. On a donc, pour tout i ≥ 1,

l
(
γ|[t1,t0]

)
≥ l

(
γ|[t1,ti]

)
> (i− 1)α,

ce qui contredit la rectifiabilité de γ. On raisonne de même avec les limites à droite pour conclure que
sγ est continue.

Théorème 2.16. Soit γ : [a, b] → X une courbe rectifiable. Alors il existe une unique courbe γ̃ :
[0, l(γ)]→ X telle que γ = γ̃◦sγ . Pour tout t ∈ [0, l(γ)], l(γ̃|[0,t]) = t. La fonction γ̃ est 1-lipschitzienne
et s’appelle la paramétrisation de γ par longueur d’arc.

Démonstration. On peut supposer a = 0. Pour tout t ∈ [0, l(γ)], on pose h(t) := inf s−1
γ ({t}). Par

continuité de sγ , sγ(h(t)) = t. De plus, comme u ∈ s−1
γ ({sγ(u)} pour tout u ∈ [0, b], u ≥ h(sγ(u)).

On suppose que γ̃ a la propriété voulue. Alors, pour tout t ∈ [0, l(γ)], γ̃(t) = γ̃(sγ(h(t))) = γ(h(t)),
ce qui montre l’unicité de γ.
On définit maintenant γ̃ : [0, l(γ)]→ X par γ̃(t) := γ(h(t)). Soit t ∈ [0, l(γ)]. Alors

d(γ(t), γ(h(sγ(t)))) ≤ sγ(t)− sγ(h(sγ(t))) = 0,

de sorte que γ(t) = γ(h(sγ(t))). Il en résulte que γ̃(sγ(t)) = γ(h(sγ(t))) = γ(t). De plus, pour tout
t ∈ [0, l(γ)],

l
(
γ̃|[0,t]

)
= l

(
γ̃|[0,sγ(h(t))]

)
= l

(
γ̃ ◦ sγ |[0,h(t)]

)
= l

(
γ[0,h(t)]

)
= sγ(h(t)) = t.

Notons qu’on ne sait pas, à ce stade, que γ̃ est continue, mais que ce calcul est justifié par la remarque
2.13. Cela entraîne que, pour tous t1 < t2 ∈ [0, b],

d(γ̃(t1), γ̃(t2)) ≤ l
(
γ̃|[t1,t2]

)
= t2 − t1,

ce qui signifie que γ̃ est 1-lipschitzienne (et donc continue !).

Définition 2.17. Soit γ : [a, b] → X une courbe. Si t ∈]a, b[, la vitesse (ou dérivée métrique) de γ au
point t est définie par

|γ̇|(t) = lim
h→0

d(γ(t+ h), γ(t))
h

si cette limite existe.

Pour des exemples de calculs de dérivées métriques, voir l’exercice 2.192. Si |γ̇|(t) existe (preque
partout) et est constante, on dit que γ est paramétrée à vitesse constante.

Théorème 2.18. Soit γ : [a, b]→ X une courbe lipschitzienne. Alors la vitesse (dérivée métrique) de γ
existe en presque tout point de ]a, b[ et

l(γ) =
∫ b

a
|γ̇|(t)dt. (2.19)

Démonstration. Soit (xn)n≥1 un ensemble dénombrable et dense dans γ([a, b]). Pour tout t ∈ [a, b], on
pose ϕn(t) := d(γ(t), xn), qui est lipschitzienne donc dérivable presque partout sur [a, b]. On définit
m(t) := sup

n≥1

∣∣ϕ′n(t)
∣∣ ∈ [0,+∞]. On va montrer que |γ̇|(t) = m(t) pour presque tout t ∈ [a, b].

Pour presque tout t ∈ [a, b],

∣∣ϕ′n(t)
∣∣ = lim

h→0

∣∣∣∣ϕn(t+ h)− ϕn(t)
h

∣∣∣∣ ≤ lim
h→0

d(γ(t+ h), γ(t))
|h|

,
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ce qui montre que

m(t) ≤ lim
h→0

d(γ(t+ h), γ(t))
|h|

.

Cela montre en particulier que, pour presque tout t ∈ [a, b], m(t) ≤ K (où K est une constante de
lipschitz de γ), et en particulier que m ∈ L1([a, b]).
Pour tous a ≤ s ≤ t ≤ b,

d(γ(t), γ(s)) = sup
n≥1
|d(γ(t), xn)− d(γ(s), xn)| ≤ sup

n≥1

∫ t

s

∣∣ϕ′n(u)
∣∣ du ≤ ∫ t

s
m(u)du.

Si t ∈ [a, b] est un point de Lebesgue de m, on a donc

lim
h→0, h>0

d(γ(t+ h), γ(t))
h

≤ lim
h→0, h>0

1
h

∫ t+h

t
m(u)du = m(t).

On raisonne de même pour h < 0. On a bien obtenu que |γ̇|(t) = m(t) pour presque tout t ∈ [a, b].
Soient k ≥ 1 et a = t0 < ... < tk = b. Alors

k−1∑
i=0

d(γ(ti+1), γ(ti)) ≤
k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

m(u)du =
∫ b

a
|γ̇|(u)du,

ce qui montre que l(γ) ≤
∫ b

a
|γ̇|(u)du.

Pour montrer l’inégalité inverse, soient ε > 0, k ≥ 1 tel que b−a
k < ε et ti := a + b−a

k i pour tout
i ∈ J0, kK. Alors

1
hk

∫ b−ε

a
d(γ(t+ hk), γ(t))dt ≤ 1

hk

k−2∑
i=0

d(γ(t+ ti+1), γ(t+ ti))dt

≤ 1
hk

∫ hk

0
l(γ) = l(γ).

En faisant tendre k vers +∞ et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient donc∫ b−ε

a
|γ̇|(t)dt ≤ l(γ),

et on conclut que
∫ b

a
|γ̇|(t)dt ≤ l(γ) en faisant tendre ε vers 0.

Un corollaire important est :

Corollaire 2.20. Soit γ : [a, b] → X une courbe lipschitzienne et γ̃ sa paramétrisation par longueur
d’arc. Alors | ˙̃γ|(t) = 1 pour presque tout t ∈ [0, l(γ)].

Démonstration. Notons que γ est rectifiable. Comme γ̃ est 1-lipschitzienne, | ˙̃γ|(t) ≤ 1 pour presque

tout t ∈ [0, l(γ)]. De plus, l(γ) = l(γ̃) =
∫ l(γ)

0
| ˙̃γ|(t)dt, ce qui permet de conclure.

Corollaire 2.21. Soit γ : [a, b] → X une courbe lipschitzienne. Alors sγ : [a, b] → [0, l(γ)] est
lipschitzienne et

∣∣∣s′γ(t)
∣∣∣ = |γ̇|(t) pour presque tout t ∈ [a, b].

106



Démonstration. Soient a ≤ t1 ≤ t2 ≤ b. Alors, si L est une constante de Lipschitz de γ,

|sγ(t2)− sγ(t1)| = l
(
γ|[t1,t2]

)
=

∫ t2

t1
|γ̇|(s)ds

≤ L |t2 − t1| ,

ce qui montre que sγ est lipschitzienne, donc dérivable presque partout.
Il est immédiat que

∣∣∣s′γ(t)
∣∣∣ ≥ |γ̇|(t) pour presque tout t. De plus,

∫ b

a
|γ̇|(t)dt = l(γ) = sγ(b)− sγ(a) =

∫ b

a
s′γ(t)dt,

ce qui termine la preuve.

Voici une conséquence importante de ce qui précède, concernant l’existence de courbes minimisantes
pour la longueur dans un espace métrique :

Théorème 2.22. Soit X un espace métrique propre (ce qui signifie que toute partie fermée et bornée de
X est compacte). On suppose que, pour tous x, y ∈ X , il existe une courbe rectifiable joignant x à y.
Alors, pour tous x, y ∈ X , il existe une courbe de longueur minimale joignant x à y.

Démonstration. Soient x et y et L la borne inférieure des longueurs des courbes rectifiables joignant
x à y. Si L = 0, alors pour tout ε, il existe une courbe de longueur inférieure à ε joignant x et y. Par
définition de la longueur d’une courbe, d(x, y) ≤ ε, donc x = y et la conclusion est évidente. On
supposera donc L > 0. Pour tout n ≥ 1, soit γn : [a, b]→ X une courbe telle que L ≤ l(γn) < L+ 1

n
et γn(a) = x, γn(b) = y. Pour tout n ≥ 1, on note γ̃n la paramétrisation de γn par longueur d’arc
et ηn(t) := γ̃n

(
tLN
L

)
pour tout t ∈ [0, L], où LN := l(γn). Pour tout n ≥ 1 et tous s, t ∈ [0, L],

d(ηn(s), ηn(t)) ≤ |t− s| L+1
L , ce qui montre que la famille (ηn)n≥1 est uniformément équicontinue sur

[0, L]. De plus, les fonctions ηn sont uniformément bornées, car pour tout n ≥ 1 et tout t ∈ [0, L],

d(ηn(t), x) = d(ηn(t), ηn(0)) ≤ L+ 1
L

.

D’après le théorème d’Ascoli (pour des fonctions continues à valeurs dans un espace métrique propre,
[115, Theorem 1.4.9]), il existe une fonction strictement croissante ϕ : N∗ → N∗ et une fonction
continue η : [0, L]→ X telles que ηϕ(n) → η uniformément sur [0, L]. La courbe η joint x à y et est de
longueur L. En effet, η est L+1

L -lipschitzienne. Si t ∈ [0, L] et si η et toutes les ηn ont une vitesse en t
(cette propriété est satisfaite pour presque tout t), η̇(t) = lim η̇n(t), donc

l(η) =
∫ L

0
η̇(t)dt ≤ lim

∫ L

0
η̇n(t)dt = L,

de sorte que l(η) = L par définition de L.

Remarque 2.23. On notera que la conclusion du théorème 2.22 est fausse siX n’est pas supposé propre
(considérer le cas de R2 \ {(0, 0)}). De plus, cette conclusion peut être satisfaite dans des situations où
X n’est pas localement compact. Par exemple, il suffit de supposer qu’il existe une autre topologie
localement compacte et métrisable sur X pour laquelle la distance d est semi-continue inférieurement,
voir [40, Theorem 3.6], [6, Theorem 4.5.9]. Voir aussi la définition d’un espace géodésique et d’un
espace de longueur donnée plus loin.

On définit maintenant l’intégrale d’une fonction borélienne le long d’une courbe rectifiable :
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Définition 2.24. Soient γ : [a, b] → X une courbe rectifiable et ρ une fonction borélienne de γ([a, b])
dans [0,+∞]. On définit alors ∫

γ
ρ :=

∫ l(γ)

0
ρ(γ̃(t))dt,

où γ̃ est la paramétrisation de γ par longueur d’arc.

Théorème 2.25. Soient γ : [a, b] → X une courbe lipschitzienne et ρ une fonction borélienne de
γ([a, b]) dans [0,+∞]. Alors ∫

γ
ρ =

∫ b

a
ρ(γ(t))|γ̇|(t)dt.

Démonstration. Comme γ = γ̃ ◦ sγ et sγ est lipschitzienne avec s′γ(t) = |γ̇|(t) pour presque tout
t ∈ [a, b], ∫

γ
ρ =

∫ l(γ)

0
ρ(γ̃(t))dt

=
∫ b

a
ρ(γ̃(sγ(u))s′γ(u)du

=
∫ b

a
ρ(γ(u))|γ̇|(u)du,

ce qui termine la preuve.

Si la courbe γ est seulement localement rectifiable, on pose∫
γ
ρ = sup

γ̃

∫
γ̃
ρ

où le supremum est pris sur toutes les sous-courbes rectifiables γ̃ de γ.

Nous allons maintenant démontrer que sous certaines conditions, si Γ est une courbe de Jordan as-
sociée à une paramétrisation γ, alors l(γ) = H1(Γ). Voir l’exercice 2.193 pour une autre preuve dans le
cas euclidien qui utilise les projections orthogonales. Ceci généralise en quelque sorte le fait que dans
R,H1 = L1. Notre présentation suit celle de [6]. On commence par un lemme technique.

Lemme 2.26. Si γ : [a, b]→ X est une application continue (donc définit une courbe sur X), alors

H1(γ([a, b])) ≥ d(γ(a), γ(b)).

Démonstration. On pose f(x) = d(x, γ(a)) pour tout x ∈ X . Par l’inégalité triangulaire, f est 1-
lipschitzienne. On en déduit (exercice facile ou voir le paragraphe suivant) que H1(f(γ([a, b]))) ≤
H1(γ([a, b])). Comme H1 coincide avec la mesure de Lebesgue L1 sur R et que (f ◦ γ)[a, b] est un
intervalle de R, on a

H1(f(γ([a, b]))) = L1(f(γ([a, b])))
= sup

t∈[a,b]
f(γ(t))

= sup
t∈[a,b]

d(γ(t), γ(a))

≥ d(γ(a), γ(b)).
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Théorème 2.27. Soit γ : [a, b] → X une courbe rectifiable et soit Γ = γ([a, b]). Alors, H1(Γ) ≤ l(γ)
et il y a égalité si et seulement si Γ est injective (c’est à dire Γ est une courbe de Jordan). En particulier,
si Γ est une courbe de Jordan rectifiable de X , Hdim(Γ) = 1.

Notons qu’ici, nous avons fait la différence entre γ et son image Γ. En effet, la longueur est définie
pour un paramétrage fixé alors que la 1-mesure de Hausdorff est définie pour la courbe en tant qu’en-
semble. Cependant, le résultat précédent dit que si Γ est une courbe de Jordan rectifiable, sa longueur ne
dépend pas de la paramétrisation de Γ choisie. Le théorème 2.27 se généralise à d’autres sous-varietés
de Rn par la formule de l’aire (voir l’exercice 2.221).

Démonstration. Par le théorème de reparamétrisation (voir théorème 2.16), on peut supposer que a = 0,
b = l(γ) et que la courbe est paramétrée à vitesse constante |γ̇| = 1 presque partout sur [0, l(γ)]. On se

donne un δ > 0 et on choisit un n ∈ N de sorte que h = l(γ)
n

< δ. On pose alors Ji = [ih, (i + 1)h]
pour i = 0, ...., n − 1. Comme γ est 1-lipschitzienne, on a (exercice facile ou voir paragraphe suivant)
pour tout i,

diam(γ(Ji)) ≤ diam(Ji) < δ.

Il s’en suit que par choix des Ji, on a

H1
δ(Γ) ≤

n−1∑
i=0

diam(Ji) = l(γ).

D’où en faisant tendre δ vers 0, il vient queH1(Γ) ≤ l(γ).
Supposons maintenant que γ est injective et soit a = t0 < t1... < tn−1 < tn = b une subdivision de
[a, b]. Par le lemme précédent et par le fait que γ est injective, on a par additivité deH1 que

n−1∑
j=0

d(γ(tj+1), γ(tj)) ≤
n−1∑
j=0
H1(γ[tj , tj+1]) ≤ H1(γ([a, b])).

Comme la partition est arbitraire, on a l(γ) ≤ H1(Γ) et on peut conclure.

Des courbes particulières vont jouer un rôle important, en particulier dans le chapitre 4.

Définition 2.28. Une courbe γ : [a, b]→ X est un segment géodésique (ou une géodésique) dans (X, d)
si l(γ) = d(γ(a), γ(b)). On note Geo(X) l’ensembles des segments géodésiques de X .

Cette définition est purement métrique et est différente de celle d’une géodésique dans le cas rie-
mannien (qui minimise seulement localement la longueur).

Définition 2.29. On dit que l’espace métrique (X, d) est géodésique si pour tous x, y ∈ X , il existe un
segment géodésique reliant x à y. On dit que l’espace métrique (X, d) est un espace de longueur si pour
tous x, y ∈ X , d(x, y) = inf l(γ) où l’infimum est pris sur toutes les courbes rectifiables dans X reliant
x et y.

Exemple 2.30. Munis de la norme euclidienne, Rn est un espace géodésique mais Rn\{0} est seulement
un espace de longueur. Le groupe d’Heisenberg H1 est un espace géodésique mais il n’y a pas toujours
unicité du segment géodésique reliant deux points.
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Ensembles autosimilaires

On rappelle (voir exemple 1.102) qu’une mesure µ sur un espace métrique (X, d) est Q-Ahlfors-
régulière s’il existe une constante CAR > 0 telle que pour tout x ∈ X , tout R ∈]0, diamX[, C−1

ARR
Q ≤

µ(B(x,R)) ≤ CARR
Q. Il est clair qu’une mesure Ahlfors-régulière est doublante (sans réciproque).

De façon analogue, un ensemble E ⊂ Rn est Ahlfors-régulier de dimension Q s’il existe une constante
CAR > 0 telle que pour tout x ∈ E, tout R ∈]0, diamE[, on a

C−1
ARR

Q ≤ HQ(E ∩B(x,R)) ≤ CARRQ.

Attention, cette notion n’implique pas de régularité de l’ensemble concerné. Nous verrons en effet que
cette propriété est vérifiée par une large classe d’ensembles auto-similaires qui ont une structure fractale.

Remarque 2.31. Si E ⊂ Rn, alors E est Ahlfors-régulier de dimension Q si et seulement si E supporte
une mesure µ qui est Q-Ahlfors régulière (voir l’exercice 2.196).

Proposition 2.32. Soit E ⊂ Rn un ensemble Ahlfors-régulier de dimension Q. Alors, Hdim(E) = Q.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en deux parties, chacune fournissant une borne différente
sur la dimension de Hausdorff dans le cas d’un espace métrique. La proposition suivra des deux estima-
tions et de la remarque précédente.
(1) Soit µ une mesure borélienne (localement finie) sur un espace métrique (X, d). On suppose qu’il
existe une constante C0 > 0 telle que pour tout x ∈ X , tout R > 0, µ(B(x,R)) ≥ C−1

0 RQ. Alors
Hdim(X, d) ≤ Q. En effet, on peut sans perte de généralité supposer que X est borné (sinon consi-
dérer le cas de X ∩ B pour toute boule B de X). Soit δ > 0. Par le lemme de recouvrement 5r (voir
la proposition 1.84), il existe des boules Bi de rayon Ri ≤ δ telles que X = ∪iBi et pour tout i 6= j,
1
5Bi ∩

1
5Bj 6= ∅. On en déduit alors

HQδ (X) ≤
∑
i

α(Q)(diam(Bi)/2)Q ≤
∑
i

α(Q)(Ri)Q ≤ α(Q)5Q
∑
i

(Ri/5)Q

≤ α(Q)5QC0
∑
i

µ(1/5Bi) ≤ α(Q)5QC0µ(X) <∞.

Ceci donne (en faisant tendre δ vers 0) queHQ(X) <∞ et donc Hdim(X, d) ≤ Q.

(2) Soit µ une mesure borélienne (non trivialle) sur un espace métrique (X, d). On suppose qu’il existe
une constante C0 > 0 telle que pour tout x ∈ X , tout R > 0, µ(B(x,R)) ≤ C0R

Q. AlorsHQ(X) > 0
(par définition deHQ) et Hdim(X, d) ≥ Q.

Nous allons maintenant exhiber une large classe d’ensembles Ahlfors-réguliers. L’idée est de géné-
raliser la construction des fractales classiques comme l’ensemble triadique de Cantor, la courbe de Von
Koch, le tamis et le tapis de Sierpinski, l’ensemble de Cantor 4-coins qui seront décrits plus loin.

Proposition 2.33. Soit S1, ..., SN des similitudes sur Rn respectivement de rapport τ1, ..., τN . Il existe
un unique compact invariant K ⊂ Rn pour le système (S1, ..., SN ), c’est à dire K = ∪Ni=1Si(K).

L’idée de la preuve est la suivante. Soit F l’ensemble des compacts non vides de Rn que l’on munit
de la distance de Hausdorff :

δ(K1,K2) = max{d(x,K1), d(y,K2);x ∈ K2, y ∈ K1}.
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Ici, d est la distance euclidienne sur Rn. Alors, F est un espace complet. Comme l’application
E →

∑N
i=1 Si(E) est une contraction dans (F , δ), on peut conclure par un théorème du point fixe.

Nous reviendrons dans le chapitre 4 sur la distance de Hausdorff.

Afin de pouvoir estimer la dimension de Hausdorff du compact invariant K, il faut s’assurer que les
parties Si(K) sont bien séparées. On dira que le système (S1, ..., SN ) vérifie l’open set condition s’il
existe un ouvert non vide O dans Rn tel que

⋃N
i=1 Si(O) ⊂ O et Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ dès que i 6= j.

Cette condition est vérifiée si les Si(K) sont deux à deux disjoints (comme dans l’ensemble triadique
de Cantor).

Théorème 2.34. Soit (S1, ..., SN ) un système de similitude de rapport respectif τ1, ..., τN et qui vérifie
l’open set condition. On note K l’unique compact invariant de ce système. Alors, si Q est l’unique
solution positive de l’équation

∑N
i=1 τ

Q
i = 1, 0 < HQ(K) ≤ ∞. De plus, K est Ahlfors-régulier de

dimension Q. En particulier, la dimension de Hausdorff de K est Q.

Voir [46] pour une démonstration. Nous décrivons maintenant certains ensembles auto-similaires du
plan complexe. Ils sont tous munis de la distance euclidienne induite.

Exemple 2.35 (L’ensemble triadique de Cantor (voir [46], pages 14-15)). Pour tout j ∈ N, on considère
les sous-ensembles de R suivants

Ij =
3j−1⋃
k=0
k pair

[
k

3j ,
k + 1

3j
]
.

On pose E1 =
⋂
j∈N

Ij (Voir la figure 2.2). Alors, Hdim(E1) = log 2
log 3 . On peut se convaincre intuitive-

ment de ce résultat. Ecrivons Ij =
⋃
k I

k
j où les Ikj sont les 2j intervalles de longueur 3−j qui ont été

donnés ci-dessus. Si δ > 0, pour estimer Hsδ(E1), il est naturel de considérer le recouvrement de E1
par les Ikj avec 3−j ≤ δ. On a alors

∑
k α(s)(diamIkj /2)s = α(s)2−s2j3−js. Pour que 2j3−js converge

non triviallement, il faut que s = log 2
log 3 . Le problème est que nous n’avons considéré que des recouvre-

ments particuliers. Le même argument heuristique peut aussi s’appliquer pour les autres exemples. Pour
justifier cette dimension, il suffit d’appliquer le résultat précédent en notant que l’ensemble triadique de

Cantor est point fixe du système de similitudes (S1, S2) où S1(x) = 1
3x et S2(x) = 1

3(x+2) pour x ∈ R.

I1

•
(0, 0)

•
(1/3, 0)

•
(2/3, 0)

•
(1, 0)

I2

FIGURE 2.2 – Les trois premières étapes de la construction de l’ensemble triadique de Cantor
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Exemple 2.36 (L’ensemble de Cantor 4 coins ([111], pages 6-7)). Soit F0 = [0, 1]2 le carré unité dans

C. Découpons F0 en 16 carrés égaux de longueur de côté
1
4 . L’ensemble F1 est l’union des 4 carrés situés

dans les coins de F0. Puis, on découpe chacun des 4 carrés en 16 carrés identiques et l’ensemble F2 est
l’union des 16 carrés qui sont situés dans les coins des 4 carrés de F1. En itérant cette construction, on
construit une suite de sous-ensembles (Fj)j∈N de C, chacun des Fj étant formé de 4j carrés de longueur
de côté 4−j qui sont situés dans les coins des carrés de Fj−1. Soit E2 =

⋂
j∈N

Fj (Voir la figure 2.3).

Alors, Hdim(E2) = 1.

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

FIGURE 2.3 – Les trois premières étapes de la construction du Cantor 4-coins

Exemple 2.37 (La courbe de Von Koch, ([98], pages 65-67)). Soit J0 = [0, 1] l’intervalle unité situé sur
la droite réelle de C. On divise J0 en trois segments identiques et on substitue au segment du milieu deux
segments formant avec lui un triangle équilatéral. On note J1 la ligne polygonale ainsi obtenue, puis on
applique la même substitution à chaque segment de J1. On obtient une nouvellle ligne polygonale J2
formé de 42 segments de longueur 3−2. En itérant, on obtient une suite de lignes polygonales (Jj)j∈N
qui converge (en un sens approprié) vers une courbe de C que l’on note E3. Notons que la longueur de

E3 est infinie. En fait, Hdim(E3) = log 4
log 3 .

Exemple 2.38 ( Le tamis et le tapis de Sierpinski). Comme pour l’ensemble de Cantor 4-coins, on com-
mence par considérer le carré unité T0 = [0, 1]2 de C. On le subdivise ensuite en 9 carrés de longueur
de côté 1/3 et on obtient T1 en enlevant le carré du milieu (voir la figure 2.4). Puis, on partage chacun
des 8 carrés de T1 en 9 carrés de longueur de côté 1/9 et on enlève les 8 carrés du milieu pour obte-
nir T2. En itérant cette construction, on obtient Tj qui est la réunion de 8j carrés de longueur de côté

(1/3)j . Le tapis de Sierpinski est alors défini par T = ∩j∈NTj . On a Hdim(T ) = log(8)
log(3) . Le tamis

de Sierpinski s’obtient de façon similaire en commençant par considérer un triangle équilatéral T0 de
longueur de côté 1. On le subdivise en 4 triangles équilatéraux de longueur de côté 1/2 et on obtient T1
en enlevant le triangle du milieu. Le tamis de Sierpinski T est obtenu en itérant cette construction. On a

Hdim(T ) = log(3)
log(2) . Ces ensembles sont deux exemples d’espaces dans lesquels on peut faire de l’ana-

lyse. Cependant, ils sont de nature très différente. Par exemple, le tapis de Sierpinski n’a pas de point
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de coupure locale alors que le tamis en a une infinité. Cela rend l’étude du tapis beaucoup plus difficile.
Grosso modo, on peut travailler sur chaque composante du tamis de façon indépendante, ce que l’on
ne peut pas faire pour le tapis. On rappelle que x0 est un point de coupure locale de l’espace métrique
(X, d) si la boule B(x0, r) est connexe pour un certain r > 0 mais la boule épointée B(x0, r) \ {x0} ne
l’est plus. Nous laissons le soin au lecteur de trouver les points de coupure locale du tamis de Sierpinski.
Voir [75] pour plus de détails.

T0 T1

FIGURE 2.4 – Les deux premières étapes de la construction du tapis de Sierpinski

Le lecteur pourra appliquer le théorème précédent pour vérifier que la dimension de Hausdorff des
exemples ci-dessus est bien celle donnée. La seule difficulté est d’exhiber les similitudes qui les en-
gendrent.

2.4 Mesures de Hausdorff et applications lipschitziennes

Le but de cette section est de montrer que les mesures de Hausdorff se comportent bien sous l’action
des applications (bi-)lipschitziennes.

Proposition 2.39. Soit f : X → Y une application K-lipschitzienne entre deux espaces métriques
(X, dX) et (Y, dY ) et soit s ≥ 0. Alors, pour tout A ⊂ X , Hs(f(A)) ≤ KsHs(A). En particulier,
Hdim(f(A)) ≤ Hdim(A).

Démonstration. Il suffit de noter que si (Ei) est un recouvrement de A avec diam(Ei) ≤ δ pour tout
i, alors (f(Ei)) est un recouvrement de f(A) avec diamf(Ei) ≤ Kδ pour tout i. On en déduit que
Hs
Kδ(f(A)) ≤ KsHs

δ (A) et on conclut en faisant tendre δ vers 0.

On en déduit

Corollaire 2.40. La dimension de Hausdorff est invariante par homéomorphisme bilipschitzien.

On rappelle qu’une application f : (X, dX)→ (Y, dY ) est bilipschitzienne s’il existe une constante
K > 0 de sorte que

K−1dX(x, y) ≤ dY (f(x), f(y)) ≤ KdX(x, y)

pour tous x, y ∈ X .
Terminons par un résultat de type Sard. Si f : Rn → Rm est différentiable en x ∈ Rn, on note

Df(x) sa différentielle en x.

Théorème 2.41. Soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne. Alors,

Hn({f(x);Hdim(Df(x)(Rn)) < n}) = 0.

Démonstration. Soit f : Rn → Rm une application K-lipschitzienne et soit

A = {x ∈ Rn; Hdim(Df(x))(Rn) < n}.
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Cette définition sous-entend que si a ∈ A, Df(a) existe. D’après la proposition 2.39, seul le cas n ≤ m
est intéressant. Sans perte de généralité, on peut supposer que A est borné (sinon démontrer le résultat
pour A ∩B(x,R) pour tout R > 0 et conclure). Pour a ∈ A, on considère le plan affine Pa = {f(a) +
Df(a)(y − a), y ∈ Rn}. L’idée de la preuve est la suivante. Le plan Pa approche f(Rn) au voisinage
de f(a) ⊂ f(A) puisque f(x) = f(a) + Df(a)(x − a) + o(|x − a|) quand |x − a| tend vers 0 (en
d’autres termes, Pa est le plan tangent en f(a) à la surface f(Rn)). Comme ce plan est de dimension
< n (en tant qu’espace vectoriel), f(A) est localement de dimension < n au voisinage de f(a). On
conclut par un théorème de recouvrement. Donnons nous un ε > 0. Alors, pour tout a ∈ A, il existe
Ra > 0 telle que pour 0 < r < Ra, f(B(a, r)) ⊂ B(f(a),Kr) ∩ {y; d(y, Pa) ≤ εr}. Le plan Pa étant
de dimension< n, il existe une constante C = C(n,m) telle queHn∞(f(B(a, r)) ≤ Cεr(Kr)n−1 pour
tout a ∈ A et tout r < Ra. En appliquant le théorème de Vitali (voir la proposition 1.88), on peut donc
trouver des boules Bi = B(ai, ri) telles que ai ∈ A, Hn∞(f(B(ai, ri)) ≤ Cεri(Kri)n−1 pour tout i,
Ln(A \

⋃
iBi) = 0 et

∑
i Ln(Bi) ≤ Ln(A) + ε. On a alors f(A) ⊂ (∪if(Bi)) ∪ f(A \ ∪iBi) et par la

proposition 2.39,Hn(f(A \ ∪iBi)) = 0. On en déduit alors

Hn∞(f(A)) ≤
∑
i

Hn∞(f(Bi)) ≤ CKn−1ε
∑
i

rni ≤ CKn−1α(n)−1ε(Ln(A) + ε).

En faisant tendre ε vers 0, on obtient que Hn∞(f(A)) = 0 et on peut conclure aisément (voir exercice
2.188).

Cette démonstration est inspirée de [98].

2.5 Résultats de densité pour les mesures de Hausdorff

Définition 2.42. Soit A ⊂ Rn un sous-ensemble de l’espace euclidien Rn. Pour tout x ∈ Rn et tout
0 ≤ s ≤ n, on définit les s-densités inférieures et supérieures de A en x par

Θs
∗(x,A) = lim inf

r→0

Hs(A ∩B(x, r))
α(s)rs

Θ∗s(x,A) = lim sup
r→0

Hs(A ∩B(x, r))
α(s)rs .

Si ces deux valeurs coincident, on appelle s-densité de A en x, que l’on note Θs(x,A), la valeur com-
mune, c’est à dire

Θs(x,A) = Θs
∗(x,A) = Θ∗s(x,A).

Dans le cas où s = n, nous avons vu alors que Hn = Ln. Donc, d’après le théorème de différen-
tiation de Lebesgue (voir théorème 1.166) appliqué à la fonction f = χA, la n-densité de A existe en
Ln-presque tout a ∈ A et de plus, Θn(a,A) = 1 pour presque tout a ∈ A. Un tel résultat n’est pas en
général vrai pour s 6= n et nous verrons que si cela est le cas, l’ensemble A a une géométrie particulière.
Cependant, nous avons le

Théorème 2.43. Soit 0 ≤ s ≤ n et soit A ⊂ Rn avecHs(A) <∞.

(i) 2−s ≤ Θ∗s(a,A) ≤ 1 pourHs-presque tout a ∈ A ;
(ii) Si A estHs-mesurable, Θ∗s(x,A) = 0 pourHs-presque tout x ∈ Rn \A.

Remarque 2.44. Si Hs(A) = 0, le théorème est vide. Cela sera souvent le cas dans la suite. D’autre
part, l’hypothèseHs(A) <∞ est cruciale.
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Démonstration. Commençons par démontrer l’inégalité de gauche de (i). Pour cela, posons B = {a ∈
A; Θ∗s(a,A) < 2−s} et notons que B =

⋃
k∈N∗ Bk où

Bk =
{
a ∈ A;Hs(A ∩B(a, r)) ≤ k

k + 1α(s)2−srs,∀0 < r < 1/k
}
.

Notre but étant de montrer que Hs(B) = 0, il suffit de voir que Hs(Bk) = 0 pour tout k. Fixons
k ∈ N∗ et ε > 0. Par définition deHs, il existe un recouvrement (Ci) de Bk avec 0 < diam(Ci) < 1/k,
Ci ∩Bk 6= ∅ et

∑
i α(s)(diam(Ci)/2)s ≤ Hs(Bk) + ε. Afin d’utiliser la définition de Bk, on remplace

les Ci par des boules en choisissant xi ∈ Ci ∩ Bk et en posant ri = diamCi. On a alors Bk ∩ Ci ⊂
A ∩B(xi, ri) et donc par définition de Bk,

Hs(Bk) ≤
∑
i

Hs(Bk ∩ Ci)

≤
∑
i

Hs(A ∩B(xi, ri))

≤ k

k + 12−s
∑
i

α(s)rsi

≤ k

k + 1
∑
i

α(s)(diam(Ci)/2)s

≤ k

k + 1(Hs(Bk) + ε).

En faisant ε→ 0, on obtientHs(Bk) ≤
k

k + 1H
s(Bk) < Hs(Bk). CommeHs(Bk) < +∞, il s’en suit

queHs(Bk) = 0.
Passons à l’inégalité de droite de (i). Nous allons appliquer une stratégie similaire. Fixons t > 1 et
posons donc B = {a ∈ A; Θ∗s(a,A) > t}. Notre but est de montrer que Hs(B) = 0. Sans perte de
généralité, on peut supposer que A est borélien par régularité de Hs. Fixons comme d’habitude ε > 0
et δ > 0. Comme Hs est une mesure de Borel, il existe un ouvert U tel que B ⊂ U et Hs(A ∩ U) <
Hs(B) + ε. D’autre part, pour tout x ∈ B, il existe 0 < r < δ/2 de sorte que B(x, r) ⊂ U et
Hs(A ∩ B(x, r)) > tα(s)rs (par définition de B). Comme la restriction de Hs à U est une mesure de
Radon (voir la proposition 1.20), on peut appliquer à cette famille de boules le théorème de recouvrement
de Vitali pour les mesures de Radon (proposition 1.95). Il existe donc des boules disjointes (Bi) qui
vérifient les propriétés précédentes telles queHs(B \

⋃
iBi) = 0 = Hsδ(B \

⋃
iBi). Ceci implique que

Hsδ(B) = Hsδ(B ∩
⋃
iBi). Il s’en suit

Hsδ(B) = Hsδ

(
B ∩

⋃
i

Bi

)
≤

∑
i

α(s)(diam(Bi)/2)s

< t−1∑
i

Hs(A ∩Bi)

≤ t−1Hs(A ∩ U) < t−1(Hs(B) + ε).

En faisant tendre δ puis ε vers 0, on obtientHs(B) > tHs(B) avec t > 1. Donc,Hs(B) = 0.
Démontrons (ii) et pour cela, posons pour t > 0,

At =
{
x ∈ Rn \A; lim sup

r→0

Hs(A ∩B(x, r))
α(s)rs > t

}
.
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Le but est de montrer que Hs(At) = 0 pour tout t > 0. Comme A est mesurable avec Hs(A) < +∞,
la restriction de Hs à A est une mesure de Radon (voir la proposition 1.20) et donc pour tout ε > 0, il
existe un ouvert Uε tel que At ⊂ Uε et Hs(A ∩ Uε) < ε (car A ∩ At = ∅). On fixe t > 0, δ > 0 et on
considère la famille suivante de boules recouvrant At

F =
{
B(x, r);B(x, r) ⊂ Uε, 0 < r < δ,

Hs(B(x, r) ∩A)
α(s)rs > t

}
.

Par le théorème de recouvrement 5r (voir propostion 1.84), il existe une famille disjointe dénombrable
de boules Bi = B(xi, ri) telles que At ⊂

⋃
i(5Bi). Il s’en suit

Hs10δ(At) ≤
∑
i

α(s)(5ri)s

≤ 5s

t

∑
i

Hs(A ∩Bi)

≤ 5s

t
Hs(A ∩ Uε) ≤

5s

t
ε

D’où, en faisant δ → 0, on obtientHs(At) ≤ 5st−1ε pour tout ε > 0 et doncHs(At) = 0.

Remarque 2.45. Dans le cas s = n, (ii) est vrai pour la densité (et non seulement pour la densité
supérieure) par le théorème de différentiation de Lebesgue (voir théorème 1.166) appliqué à la fonction
f = χA.

Il est impossible d’avoir un contrôle en général de la densité inférieure pour s 6= n. On peut ainsi
construire des compacts A ⊂ Rn avec 0 < Hs(A) <∞ et Θs

∗(a,A) = 0 en tout a ∈ A ! Voir l’exercice
2.198.

De façon plus générale, si s > 0 et si µ est une mesure sur Rn, on définit les s-densités inférieures
et supérieures de µ en x par

Θs
∗(x, µ) = lim inf

r→0

µ(B(x, r))
α(s)rs

Θ∗s(x, µ) = lim sup
r→0

µ(B(x, r))
α(s)rs .

Si ces deux valeurs coincident, on appelle s-densité de µ en x, que l’on note Θs(x, µ) la valeur commune,
c’est à dire

Θs(x, µ) = Θs
∗(x, µ) = Θ∗s(x, µ).

Le cas précédent correspond à µ = Hs A. L’existence de densité n’est possible que si s est entier !

Théorème 2.46. Soit µ une mesure de Radon sur Rn telle que la densité Θs(x, µ) existe et vérifie
0 < Θs(x, µ) <∞ sur un ensemble de µ-mesure positive. Alors, s est un entier

Une preuve du théorème de Marstrand se trouve dans [98] (theorem 14.10). Voir l’exercice 2.199
pour une démonstration dans un cas particulier et la section 5.1 pour une idée de la démonstration dans
le cas général.

116



2.6 Constructions de mesures via la convergence faible

Définition 2.47. Une suite de mesures de Radon (µj) sur un espace métrique (X, d) converge faiblement
vers la mesure µ sur X si pour toute fonction φ ∈ C0(X), on a

lim
j→+∞

∫
X
φdµj =

∫
X
φdµ.

Cette notion est très utile en pratique pour construire des mesures à cause du résultat de compacité
suivant.

Théorème 2.48. Soit (µj) une suite de mesures de Radon sur l’espace euclidien Rn telle que pour tout
compact K ⊂ Rn, supj µj(K) < +∞. Alors, il existe une sous-suite de (µj) qui converge faiblement.

Avant de démontrer ce résultat, nous énonçons le théorème de représentation de Riesz qui nous sera
utile (voir [125] théorème 2.14 pour une démonstration).

Théorème 2.49. Soit (X, d) un espace métrique localement compact et soit L : Cc(X)→ R une forme
linéaire positive (c’est à dire que L(f) ≥ 0 si f(x) ≥ 0 pour tout x ∈ X). Alors, il existe une unique
mesure de Radon µ sur X telle que pour tout f ∈ Cc(X),

L(f) =
∫
X
fdµ.

Démonstration. On commence par noter que Cc(Rn) muni de la norme ||.||∞ est séparable. On peut
par exemple considérer les polynômes à coefficients rationnels et utiliser le théorème d’approximation
de Weierstrass. Soit (φi)i∈N un tel ensemble dénombrable et dense dans Cc(Rn). Alors, pour tout i, la

suite
(∫

φidµj

)
j

est bornée dans R, donc admet une sous-suite convergente. En appliquant le procédé

diagonal, on peut construire une sous-suite (µjk)k de (µj) telle que pour tout i,
(∫

φidµjk

)
k

converge.

Par densité des (φi), il vient ensuite que pour tout φ ∈ Cc(Rn), la limite lim
k→+∞

∫
φdµjk existe et on

la note L(φ). L’application φ → L(φ) est une forme linéaire positive sur Cc(Rn). Donc, d’après le

théorème de représentation de Riesz, il existe une mesure de Radon µ sur Rn telle que L(φ) =
∫
φdµ.

Donc, pour tout φ ∈ Cc(Rn), lim
k→+∞

∫
φdµjk =

∫
φdµ et notre preuve est complète.

En général, quand (µj) converge faiblement vers µ, il n’est pas facile de contrôler pour un ensemble
A la mesure µ(A) par les µj(A). Cependant, on a

Proposition 2.50. Soit (µj) une suite de mesures de Radon sur un espace métrique localement compact
X qui converge faiblement vers une mesure µ sur X .

(i) Si K est un compact de X , µ(K) ≥ lim sup
j→+∞

µj(K).

(ii) Si O est un ouvert de X , µ(O) ≤ lim inf
j→+∞

µj(O).

Démonstration. On démontre seulement (i), la preuve de (ii) est similaire (approcher l’ouvert O par en
dessous par des compacts). Soit ε > 0. Puisque µ est une mesure de Radon, il existe un ouvert O ⊃ K
telle que µ(O) ≤ µ(K) + ε par le lemme 1.23. D’où, par le lemme 1.36, il existe φ ∈ Cc(X) telle que
0 ≤ φ ≤ 1, φ = 1 sur K, et φ est à support dans O. On en déduit

µ(K) ≥ µ(O)− ε ≥
∫
φdµ− ε = lim

j→+∞

∫
φdµj − ε ≥ lim sup

j→+∞
µj(K)− ε.

Comme ε est arbitraire, on obtient (i).
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Nous allons appliquer ce qui précède pour démontrer une version du lemme de Frostman qui est très
utile. Voir par exemple les exercices 2.194 et 2.220.

Théorème 2.51. Soit E un borélien dans Rn. Alors, Hs(E) > 0 si et seulement si il existe une mesure
de Radon à support dans E (avec 0 < µ(Rn) < ∞) telle que µ(B(x, r)) ≤ rs pour tout x ∈ Rn, tout
r > 0. En particulier, l’existence d’une telle mesure implique que Hdim(E) ≥ s.

Démonstration. On rappelle (voir définition 1.50) que Qm est l’ensemble des cubes dyadiques de Rn
de longueur de côté 2−m, c’est à dire des cubes Q de la forme Q = Πn

j=1[kj2−m, (kj +1)2−m[ où, pour
tout j = 1, ..., n, kj ∈ Z. Par rapport à la définition 1.50, nous avons ouvert l’intervalle à droite de sorte
que les Q ∈ Qj forment une partition de Rn. Les cubes dyadiques sont ceux dans

⋃
j∈ZQj .

Nous avons déja vu que l’existence d’une mesure µ à support dans E et vérifiant µ(B(x, r)) ≤ rs pour
tout x ∈ Rn, tout r > 0 implique Hs(E) > 0 et Hdim(E) ≥ s. Réciproquement, considérons un
borélien E ⊂ Rn avec Hs(E) > 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que E est compact et
contenu dans le cube unité Q0 = [0, 1]n de Rn et que celui-ci est le plus petit cube dyadique conte-
nant E. On note b = Hs∞(E). Alors, b > 0 (par hypothèse) et pour tout recouvrement (Ai) de E,∑
i diam(Ai)s ≥ b > 0 (par définition de Hs∞). L’idée de la preuve est de répartir la masse b sur les

sous-cubes dyadiques deQ0 de longueur de côté 2−m et ainsi de construire une famille de mesures (νm)
qui convergera faiblement vers la mesure cherchée µ. Nous utiliserons alors tous les résultats précédents
sur la convergence faible de mesures.
Si m ≥ 0 et si Q ∈ Qm, on définit la mesure µmm à support dans E par

µmm Q = 2−msLn(Q)−1Ln Q si Q ∩ E 6= ∅

µmm Q = 0 et Q ∩ E = ∅.

On modifie ensuite µmm de la façon suivante, l’idée étant de changer la mesure dans un cube de la
génération précédente si sa mesure est trop grande. Pour tout Q ∈ Qm−1, on pose

µmm−1 Q = µmm Q si µmm(Q) ≤ 2−(m−1)s

µmm−1 Q = 2−(m−1)sµmm(Q)−1µmm Q si µmm(Q) > 2−(m−1)s.

On construit ainsi par récurrence une suite (finie) de mesures via la relation

µmm−k−1 Q = r(Q)µmm−k Q

où Q ∈ Qm−k−1 et r(Q) = min(1, 2−(m−k−1)sµmm−k(Q)−1). Il faut noter que les cubes dyadiques
considérés sont de plus en plus gros. On stoppe cette procédure dès que nous avons atteint le cube

maximal Q0 et on pose µm = µm0 puis νm = 1
µm0 (Rn)µ

m
0 = 1

µm(Rn)µm. Alors, νm est une mesure

de probabilité et donc (νm) admet une sous-suite convergente faiblement vers une mesure ν d’après le
théorème 2.48.
Il nous reste à vérifier que pour tout x ∈ Rn, tout R > 0, ν(B(x,R)) ≤ 2n+2sb−1ns/2Rs. Pour cela,
notons que, comme au cours de la construction, la mesure d’un cube dyadique ne croit jamais, on a
µm(Q) ≤ 2−(m−k)s pour tout k = 0, ...,m et tout Q ∈ Qm−k. De plus, par construction, pour tout
x ∈ E, il existe k ∈ {0, ...,m} et Q ∈ Qm−k tels que x ∈ Q et µm(Q) = 2−(m−k)s = n−s/2(diamQ)s.
On peut donc considérer une partition (Qi) de E par des cubes dyadiques disjoints avec µm(Qi) =
n−s/2(diamQi)s et ainsi µm(Rn) =

∑
i µm(Qi) = n−s/2

∑
i(diamQi)s ≥ n−s/2b. On en déduit alors

que pour tout Q ∈ Qm−k, k = 0, ...,m, νm(Q) = 1
µm(Rn)µm(Q) ≤ b−1ns/22−(m−k)s.

Fixons maintenant x ∈ Rn et R > 0. Alors, B(x,R) est contenu dans (l’intérieur de) l’union U =
∪2n
i=1Qi où les cubes Q ∈ Qp sont assez petits, c’est à dire tels que par exemple diamQ = n1/22−p ≤
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4n1/2R. On a alors pourm ≥ p, νm(U) ≤ 2nb−1ns/22−ps ≤ 2n+2sb−1ns/2Rs. Donc, par la proposition
2.50,

ν(B(x,R)) ≤ ν(U) ≤ lim inf
m→+∞

νm(U) ≤ 2n+2sb−1ns/2Rs.

Remarque 2.52. Le lemme de Frostman peut se généraliser de la façon suivante. Soit (X, d) un espace
métrique compact avecHs(X) > 0 (oùHs est la s-mesure de Hausdorff définie par rapport à d). Alors,
il existe une mesure de Radon µ sur X et δ > 0 tels que µ(E) ≤ diam(E)s pour tout E ⊂ X avec
diamE ≤ δ et µ(X) > 0. Ceci se démontre via la notion de mesures de Hausdorff à poids. Si A ⊂ X ,
on pose

Λsδ(A) =
{∑

i

ciα(s)(diamEi/2)s;χA ≤
∑
i

ciχEi , ci > 0, diam(Ei) < δ

}
puis Λs(A) = lim

δ→0
Λsδ(A). Le cas de la mesure de Hausdorff “classique” correspond au choix ci = 1

pour tout i. Voir [98] pour plus de détails.

Une autre application des idées précédentes est la preuve du théorème 1.111.

3 Différentiabilité des applications lipschitziennes et approximation par
des fonctions lisses

Le principal but de cette section est de démontrer des théorèmes de type Rademacher sur la diffé-
rentiabilité presque partout des applications lipschtziennes. On commence par le cas classique, à savoir
celui des espaces euclidiens. Des versions en seront ensuite données dans les groupes de Carnot, les
espaces de Banach et les espaces métriques généraux. On va aussi définir plusieurs notions de normes
du jacobien d’une application lipschitzienne, ce qui sera utile pour les formules de l’aire et de la co-aire
données à la fin de ce chapitre. Dans le cas euclidien, on va établir un théorème de type Whitney sur
l’approximation des applications lipschitziennes par des fonctions lisses.

3.1 Théorèmes de différentiabilité de Rademacher et de Stepanov

Le but de ce paragraphe est de démontrer que dans le cas euclidien, une application lischitzienne est
“régulière” en dehors d’un ensemble négligeable. Ceci peut paraître étonnant car si f : Rn → Rm est
lipschitzienne (par rapport à la distance euclidienne), la condition d’être lipschitzienne implique qu’en
tout point x ∈ Rn, le taux de variation de f en x est borné uniformément. Le théorème de Rademacher
dit qu’en fait, ce taux de variation a une limite, et donc f est différentiable. Le prix à payer est que cette
différentiabilité a seulement lieu presque partout ! Nous verrons une autre approche via les espaces de
Sobolev dans le chapitre 3.

Le résultat principal du paragraphe est le

Théorème 2.53. Soit f : Rn → Rm une application (localement) lipschitzienne. Alors, f est différen-
tiable presque partout par rapport à la mesure de Lebesgue Ln (voir la définition 1.56).

La notion de différentiabilité étant locale, on peut supposer que f est lipschitzienne sur tout Rn.
D’autre part, il suffit de traiter le cas m = 1. Le cas général s’en déduit en considérant les applications
coordonnées. La démonstration du théorème de Rademacher se fera en deux étapes. Dans un premier
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temps, on considère le cas des fonctions lipschitziennes f : R → R. Nous avons vu au chapitre 1 (voir
le corollaire 1.186) qu’une telle application f est presque partout dérivable. Nous en déduirons aisément
que toute fonction lipschitzienne f : Rn → R admet des dérivées dans toutes les directions (en particu-
lier des dérivées partielles) en presque tout point. Nous conclurons par des arguments de densité. Voir
les exercices 2.201 et 2.202 pour des applications.

Démonstration. Soit f : Rn → R une applications lipschitzienne. Nous allons montrer qu’alors f est
différentiable presque partout sur Rn, ce qui conclura la preuve du théorème de Rademacher (théorème
2.53) d’après les remarques initiales. Nous allons diviser cette démonstration en plusieurs étapes.
1) Pour tout u ∈ Sn−1 = {v ∈ Rn; ||v|| = 1}, on considère la dérivée de f en x suivant la direction u
(si celle-ci existe) :

∂uf(x) = lim
t→0

f(x+ tu)− f(x)
t

.

On note Bu l’ensemble des x pour lesquels ∂uf(x) n’existe pas. Alors, cette ensemble est mesurable et
puisque f est lipschitzienne sur {x+ tu; t ∈ R} pour x fixé, il vient queH1(Bu ∩{x+ tu; t ∈ R}) = 0
pour tout x ∈ Rn. Ceci vient de la remarque initiale sur la dérivabilité presque partout d’une fonction
lipschitzienne sur R. D’après le théorème de Fubini, il s’en suit que Ln(Bu) = 0 et donc que pour tout
u ∈ Sn−1, ∂uf(x) existe pour presque tout x ∈ Rn. Dans le cas où u = ei (ei est le i-ième vecteur de
la base canonique de Rn) pour i = 1, ..., n, on notera ∂if(x) = ∂eif(x).
2) Nous avons pour tout u ∈ Sn−1, pour presque tout x ∈ Rn, ∂uf(x) = 〈u,∇f(x)〉 où ∇f(x) =
(∂1f(x), ..., ∂nf(x)) (notons que ceci est trivial si f est lisse, ce que nous utiliserons dans la suite). Ici,
〈u,∇f(x)〉 est le produit scalaire de u par∇f(x). En effet, si φ est une fonction C∞ à support compact
dans Rn, alors le changement de variable y = x+ tu donne pour t 6= 0,∫

f(x+ tu)− f(x)
t

φ(x)dx = −
∫
φ(x)− φ(x− tu)

t
f(x)dx.

D’où en faisant t→ 0 et en appliquant le théorème de convergence dominée, on a alors∫
∂uf(x)φ(x)dx = −

∫
f(x)∂uφ(x)dx.

Puisque ∂uφ(x) = 〈u,∇φ(x)〉 =
∑n
j=1 ∂jφ(x)〈u, ej〉, il vient par intégration par parties∫

∂uf(x)φ(x)dx = −
∫
f(x)∂uφ(x)dx

= −
∫
f(x)〈u,∇φ(x)〉dx

= −
n∑
j=1

(∫
f(x)∂jφ(x)

)
〈u, ej〉

=
n∑
j=1

(∫
φ(x)∂jf(x)dx

)
〈u, ej〉

=
∫
φ(x)〈u,∇f(x)〉dx.

Comme ceci est vrai pour toute fonction lisse φ, nous pouvons conclure. Ce type d’argument est clas-
sique quand on travaille avec des dérivées faibles ou des distributions (voir le chapitre 3).
3) Soit (uk)k∈N une famille dense (dénombrable) dans Sn−1. Pour tout i ∈ N, on note Ai l’ensemble
des x ∈ Rn pour lesquels ∇f(x) et ∂uif(x) existent et vérifient ∂uif(x) = 〈ui,∇f(x)〉. On pose
A = ∩iAi. Alors, d’après ce qui précède, Ln(Rn \A) = 0.
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4) Nous allons montrer que f est différentiable en tout point de A, ce qui mettra fin à notre dé-
monstration. Pour cela, on pose pour tout x ∈ A, tout u ∈ Sn−1, tout t > 0, Q(x, u, t) =
t−1(f(x + tu) − f(x)) − 〈u,∇f(x)〉. Il nous suffit de voir que lim

t→0
Q(x, u, t) = 0 uniformément

en u. Or, si u, u′ ∈ Sn−1, on a puisque f est lipschitzienne,

|Q(x, u, t)−Q(x, u′, t)| ≤ (n+ 1)Lip(f)||u− u′||.

Soit ε > 0 et soit x ∈ A. Par compacité de la sphère Sn−1, il existe N ∈ N tel que si u ∈ Sn−1, il
existe i ∈ {1, ..., N} avec ||u− ui|| <

ε

(2(n+ 1)Lip(f)) . Par définition de A, lim
t→0

Q(x, ui, t) = 0 pour

tout i. On en déduit qu’il existe δ > 0 tel que |Q(x, ui, t)| ≤ ε/2 dès que 0 < t < δ et i ∈ {1, ..., N}.
D’où, fixons maintenant u ∈ Sn−1 et 0 < t < δ, et choisissons i ∈ {1, ..., N} tel que ||u − ui|| ≤

ε

(2(n+ 1)Lip(f)) . Alors, on a

|Q(x, u, t)| ≤ |Q(x, u, t)−Q(x, ui, t)|+ |Q(x, ui, t)|
≤ (n+ 1)Lip(f)||u− ui||+ ε/2 ≤ ε.

La preuve du théorème de Rademacher est complète.

Notons que nous pouvons reformuler le théorème de Rademacher de la façon suivante. Soit A ⊂ Rn
et soit f : Rn → Rm une fonction lipschitzienne nulle part différentiable sur A. Alors, la mesure de
Lebesgue de A est nulle. Une question naturelle est de voir si cette forme du théorème de Rademacher
a une réciproque, c’est à dire si A ⊂ Rn est de mesure de Lebesgue nulle, existe-t-il une application
lipschitzienne f : Rn → Rm qui soit nulle part différentiable surA. Tout d’abord, il existeE ⊂ Rn avec
n > 1 telle que toute fonction lipschitzienne f : E → Rn−1 admet un point de différentiabilité dans E.
Donc, la réponse à la question précédente ne peut être positive que sim ≥ n. D’un autre côté, siA ⊂ Rn
est de mesure de Lebesgue nulle et si m ≥ n, il existe une application lipschitzienne f : Rn → Rm qui
est nulle part différentiable sur A. Ainsi, la réciproque du théorème est vraie si et seulement si m ≥ n.
Nous renvoyons à [119] pour plus de détails.

Nous allons maintenant déduire du théorème de Rademacher le théorème de Stepanov qui en est une
version plus générale.

Théorème 2.54. Toute fonction f : Rn → Rm est différentiable Ln-presque partout sur l’ensemble

Z(f) =
{
x ∈ Rn; lim sup

y→x

|f(x)− f(y)|
|x− y|

<∞
}
.

Démonstration. On présente une preuve due à Malÿ (voir [96]). Comme précédemment, on peut suppo-
ser que m = 1. Comme f est localement borné sur Z(f), on peut écrire Z(f) ⊂ ∪i∈NUi où (Ui) est la
famille de toutes les boules ouvertes dans Rn dont les centres et les rayons sont des rationnels et telles
que la restriction de f à Ui (notée dans la suite f|Ui) soit bornée. Soient φi : Ui → R et ψi : Ui → R
définies par

φi(x) = sup{v(x); v est i-lipschitzienne avec v ≤ f sur Ui},

ψi(x) = inf{u(x);u est i-lipschitzienne avec u ≥ f sur Ui},

Notons que ces définitions ont bien un sens car f|Ui est bornée et les fonctions constantes sont K-
lipschitziennes pour tout K ≥ 0. Il est clair que φi et ψi sont i-lipschitziennes en tant que supremum et
infimum de fonctions lipschitziennes (voir l’exercice 2.186). De plus, sur Ui, φi ≤ f|Ui ≤ ψi. Soit

Ai = {x ∈ Ui;φi et ψi sont toutes les deux différentiables en x}.
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Par le théorème de Rademacher (théorème 2.53), pour tout i, les φi et ψi sont différentiables presque
partout sur Ui. Donc, si on note C = ∪i∈N(Ui \ Ai), on a Ln(C) = 0. Pour conclure, nous allons voir
que f est différentiable sur L(f) \ C. Pour cela, nous allons montrer que si x ∈ L(f) \ C, il existe
i ∈ N tel que x ∈ Ai et φi(x) = ψi(x). Alors, f est différentiable en x et Df(x) = Dφi(x) =
Dψi(x). Considérons x ∈ L(f) \ C. Alors, par définition de L(f), il existe r > 0 et λ ≥ 0 tels
que |f(x) − f(y)| ≤ λ|x − y| dès que y ∈ B(x, r). On choisit maintenant un i de sorte que i ≥ λ
et x ∈ Ui ⊂ B(x, r). Il est clair que x ∈ Ai. Posons pour y ∈ Ui, φ(y) = f(x) − λ|x − y| et
ψ(y) = f(x) + λ|x− y|. Alors, φ et ψ sont λ-lipschitziennes donc i-lipschitziennes. De plus, pour tout
y ∈ Ui, puisque |f(x)− f(y)| ≤ λ|x− y|, on a φ(y) ≤ f(y) ≤ ψ(y). Il s’en suit par définition de φi et
ψi que pour y ∈ Ui, φ(y) ≤ φi(y) et ψi(y) ≤ ψ(y). On en déduit que pour tout y ∈ Ui,

f(x)− i|x− y| ≤ f(x)− λ|x− y| ≤ φi(y) ≤ ψi(y) ≤ f(x) + λ|x− y| ≤ f(x) + i|y − x|.

On a donc φi(x) = ψi(x) en faisant y → x, ce qui conclut la preuve.

Le théorème s’applique aux applications quasiconformes que nous allons définir maintenant. Soit
f : D → Ω un homéomorphisme (où D et Ω sont des domaines de Rn). On pose pour a ∈ D et r > 0,

Lf (a, r) = sup{|f(x)− f(a)|; |x− a| = r},

lf (a, r) = inf{|f(x)− f(a)|; |x− a| = r},

Hf (a, r) = Lf (a, r)
lf (a, r) .

Définition 2.55. L’homéomorphisme f : D → Ω est quasiconforme s’il existe H > 0 tel que pour tout
a ∈ D, lim sup

r→0
Hf (a, r) ≤ H .

Il est clair qu’un homéomorphisme bilipschitzien est quasi-conforme. Géométriquement, un homéo-
morphisme quasiconforme envoye de façon infinitésimale une sphère sur un ellipsoide d’excentricité
uniformément controlée. Nous discuterons plus en détails de ces applications dans le chapitre 4.

Théorème 2.56. Tout homéomorphisme quasiconforme f : D → Ω est différentiable presque partout.

Démonstration. On note H = sup
a∈D

H(a, f) <∞. Fixons a ∈ D et posons pour x ∈ D, r(x) = |x− a|.

On a alors si r(x) est assez petit,

B(f(a), H−1|f(x)− f(a)|) ⊂ B(f(a), H−1Lf (a, r(x))) ⊂ B(f(a), lf (a, r(x))) ⊂ f(B(a, r(x))).

On en déduit que Ln(f(B(a, r(x))) = Ln(f(B(a, |a − x|))) ≥ H−nα(n)|f(x) − f(a)|n. On note (si
elle existe) µf (a) la dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la mesure de Lebesgue Ln de la mesure
image de Ln par f . Cette dérivée est seulement définie presque partout (voir la section 7.2). Supposons
que ce soit le cas en a ∈ D. On a alors

lim sup
x→a

|f(a)− f(x)|
|a− x|

≤ lim sup
x→a

(
α(n)−1/nH

Ln(f(B(a, |a− x|))1/n

|a− x|

)

≤ lim sup
x→a

(
H
Ln(f(B(a, |a− x|))1/n

Ln(B(a, |a− x|))1/n

)
≤ Hµf (a)1/n.

Ainsi, pour presque tout a ∈ D, lim sup
x→a

|f(x)− f(a)|
|x− a|

< +∞ et on peut alors conclure par le théorème

de Stepanov.

122



La plupart des preuves de ce paragraphe sont inspirées de [60].

Remarque 2.57. On donnera dans le chapitre 3 une autre démonstration du théorème de Rademacher.
En effet, on verra dans le corollaire 3.30 que les fonctions localement lipschitziennes sont dans un
espace de Sobolev W 1,∞ puis que les fonctions dans l’espace de Sobolev W 1,p(Rn) pour p > n sont
différentiables presque partout (voir la discussion après le théorème 3.88).

3.2 Théorème d’extension de Whitney et approximation C1

Nous allons dans ce paragraphe établir un théorème d’approximation des fonctions lipschitziennes
par des fonctions de classe C1 dans le cadre euclidien. Pour cela, nous aurons besoin du théorème
d’extension de Whitney que nous énonçons.

Théorème 2.58. Soit F ⊂ Rn un fermé et soit f : F → R une fonction. On suppose qu’il existe une
fonction continue v : F → Rn telle que pour tout a ∈ F , la limite de

f(y)− f(x)− 〈v(x), y − x〉
|y − x|

vaut 0 quand x 6= y (avec x, y ∈ F ) tendent vers a. Alors, il existe une fonction f̃ : Rn → R de classe
C1 telle que sur F , f = f̃ et v = ∇f̃ .

Les cubes dyadiques ont été introduits dans la définition 1.50. Ainsi, pour tout j ∈ Z, on note Qj
l’ensemble des cubes dyadiques de longueur de côté 2−j , c’est à dire un cube Q de Qj est de la forme
Q = Πn

i=1[ki2−j , (ki + 1)2−j ] où les ki (i = 1, ..., n) sont dans Z. Un Q ∈ Qj contient exactement 2n
cubes de Qj+1 que l’on appelera les fils de Q (qui en est donc leur père). On dira que deux cubes sont
frères s’ils ont le même père.

Nous allons commencer par construire une (presque) partition du complémentaire de F par des
cubes dyadiques dont la taille de côté est comparable à la distance entre le cube et F . On obtient alors
une décomposition de Ω = Rn \ F de type Whitney (comparer avec le lemme 1.51). On va ensuite
étendre f sur chacun de ces cubes, puis on pourra conclure via une partition de l’unité adaptée (voir les
discussions sur les théorèmes 2.4 et 2.6).

Théorème 2.59. Soit F un fermé non vide qui est strictement inclus dans Rn et soit Ω = Rn/F son
complémentaire (qui est donc un ouvert non vide). Alors, il existe une famille (au plus dénombrable) de
cubes dyadiques (Qm) telle que

(i) Ω = ∪mQm ;

(ii) Qm et Qm′ sont d’intérieur disjoint si m 6= m′ ;

(iii) Il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que pour tout m,

C2diam(Qm) ≤ dist(F,Qm) ≤ C1diam(Qm).

(en fait, on peut choisir C1 > 1 de façon arbitraire puis poser C2 = (C1 − 1)/2).

Ici, et dans la suite du paragraphe, on note dist(., .) la distance euclidienne entre deux sous-ensembles
de Rn.
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Remarque 2.60. Soit ε > 0 tel que les cubes (1 + ε)Qm ne rencontrent pas F . Alors, il existe Nε ∈ N∗
tel que tout x ∈ Ω rencontre au plus Nε cubes de la forme (1 + ε)Qm. Nous utiliserons ce fait dans la
suite.

Démonstration. Nous allons utiliser des arguments de temps d’arrêt qui sont des techniques de discréti-
sation souvent utilisées en analyse harmonique. Soit C1 > 1.

Etape 1. Il existe une famille (dénombrable) de cubes dyadiques (Km) tels que
(i) Rn = ∪mKm ;

(ii) Km et Km′ sont d’intérieur disjoint si m 6= m′ ;

(iii) dist(F,Km) ≤ C1diam(Km) pour tout m.

On commence par construire par récurrence des familles de cubesF−p (le−p indique que l’on prend
des cubes de plus en plus grand) de la façon suivante. On pose F0 = Q0. Soit Q0 un cube de F0. On
note Q1 ∈ Q−1 son père. Alors,
- soit C1diam(Q0) < dist(F,Q0) ou il existe un frère Q̃0 de Q0 tel que C1diam(Q̃0) < dist(F, Q̃0).
Dans ce cas, Q0 et ses frères ne sont pas dans F−1 qui contiendra leur père Q1 ;
- soit Q0 (et ses frères) vérifie dist(F,Q0) ≤ C1diam(Q0), c’est à dire qu’ils vérifient tous la propriété
(iii) cherchée . Dans ce cas, Q0 et ses frères appartiennent à F−1 et aussi à tous les F−p (en gros, on
arrête la procédure).
En appliquant le même procédé à tous les Q ∈ Q0, on obtient F−1. Puis, on recommence avec les cubes
de F−1. A chaque étape, un cube et ses frères subissent le même sort. On les garde s’ils ont la bonne
propriété, à savoir dist(F,Q) ≤ C1diam(Q), sinon on les remplace par leur père. Le point est de voir
que pour tout Q ∈ Q0, la procédure est finie. Or, à chaque étape de la construction, le diamètre des
cubes est doublé alors que la distance à F diminue. Ainsi, pour tout Q de Q0, il existe p assez grand et
Q′ ∈ Q−p tels que Q ⊂ Q′ et dist(F,Q′) ≤ (C1 − 1)diamQ′. Alors, tous les frères de Q′ sont à dis-
tance ≤ C1diam(Q′) de F par l’inégalité triangulaire. Donc, pour tout cube Q ∈ F0, il existe un indice
minimal p0 et un Q′ ∈ F−p0 avec Q ⊂ Q′ et pour tout p > p0, Q′ ∈ F−p. Les cubes Km cherchés
sont exactement ces Q′. On a choisi un indice minimal p0 pour s’assurer que les Km soient d’intérieur
disjoint.

Etape 2. On pose C2 = (C1 − 1)/2. On considère P0 l’ensemble des cubes Km de l’étape 1. Puis,
on construit par récurrence une famille (Pp) de la façon suivante (ici, la taille des cubes diminue). Soit
Q ∈ Pp−1.
- Si dist(F,Q) ≥ C2diam(Q) alors Q ∈ Pp ;
- Si dist(F,Q) < C2diam(Q) (par exemple, si Q∩F 6= ∅), alors les fils de Q sont dans Pp. Notons que
dans ce cas, si Q′ est un fils de Q, on a

dist(F,Q′) ≤ dist(F,Q) + diam(Q′) < C2diam(Q) + diam(Q′) = C1diam(Q′). (2.61)

Soit maintenant x ∈ Ω. Alors, il existe p ≥ 0 et Q ∈ Pp tel que x ∈ Q et Q ∩ F = ∅. On en
déduit qi’il existe un indice p(x) ≥ 0 minimal et un cube Qx ∈ Pp(x) tel que x ∈ Qx et pour tout
p ≥ p(x),Qx ∈ Pp (et donc dist(F,Qx) ≥ C2diam(Qx)). Notons que commeQx /∈ Pp(x)−1, on a aussi
d’après l’inégalité (2.61), dist(F,Qx) ≤ C1diam(Qx). Alors, (Qx)x∈Ω est la famille cherchée de cubes
dyadiques.

On déduit de cette décomposition de type Whitney l’existence d’une “régularisée” de la fonction
distance à F .
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Théorème 2.62. Soit F un fermé non vide qui est strictement inclus dans Rn et soit Ω = Rn \ F son
complémentaire (qui est un ouvert non vide). Alors, il existe une fonction δ de classe C∞ sur Ω et des
constantes C1 > 0, C2 > 0 et pour chaque multi-indice α = (α1, ..., αn), Cα > 0 telles que pour tout
x ∈ Ω,

(i) C2d(x, F ) ≤ δ(x) ≤ C1d(x, F ) ;

(ii) Pour tout multi-indice α = (α1, ..., αn), |Dαδ(x)| ≤ Cα(d(x, F ))1−|α| où |α| =
∑n
i=1 αi.

Démonstration. On considère une décomposition de Whitney (Qm) de Ω donnée par le théorème 2.59.
Pour tout m, on note xm et Lm respectivement le centre et la longueur de côté de Qm. Soit ε > 0
tels que les cubes (1 + ε)Qm ne rencontrent pas F (voir la remarque 2.60). Soit Q0 = [0, 1]n le cube
unité de Rn et soit φ : Rn → [0, 1] une fonction de classe C∞ qui vaut 1 sur Q0 et qui est nulle en

dehors de (1 + ε)Q0 (Voir le lemme 1.36). On pose pour tout m, φm(x) = φ

(
x− ym
Lm

)
pour x ∈ Ω.

Alors, δ(x) =
∑
m Lmφm convient. En effet, si x ∈ (1 + ε)Qm, Lm et d(x, F ) sont comparables par

construction. On a donc comme x appartient à un nombre borné Nε de (1 + ε)Qm,

δ(x) ≤
∑

(1+ε)Qm3x
Lm ≤ NεLm ≤ C1d(x, F )

puis pour un m0 tel que x ∈ Qm0 ,

δ(x) ≥ Lm0 ≥ C2d(x, F )

où C1 et C2 sont des constantes strictement positives. Enfin, si on pose Kα = sup |Dαφ|, on a pour
x ∈ (1 + ε)Qm, |Dαφm(x)| ≤ KαL

−α
M . On peut facilement conclure en utilisant le fait que tout x ∈ Ω

ne rencontre qu’un nombre uniformément borné de cubes de la forme (1 + ε)Qm (Voir la remarque
2.60).

On peut alors donner une preuve du théorème 2.58. On considère une décomposition de type Whit-
ney (Qm) de Ω = Rn \ F comme dans le théorème 2.59 . Nous allons utiliser une partition de l’unité
adaptée. Soit (φm) les fonctions construites dans la démontration du théorème 2.62. Posonsψ =

∑
m φm

puis ψm = φm/ψ. On a clairement
∑
ψm = 1 et on a d’après la démonstration du théorème 2.62 qu’il

existe Cα > 0 de sorte que |Dαψm(x)| ≤ Cα(d(x, F ))−α pour tout m, tout x ∈ Ω. Pour tout m,
il existe (au moins) un point pm ∈ F tel que d(pm, Qm) = d(F,Qm). Alors, on peut vérifier que
E(f)(x) = f(x) si x ∈ F et E(f)(x) =

∑
m f(pm)ψm(x) si x ∈ Ω donnent l’extension cherchée. En

fait, E(f) est de classe C1 en dehors de F . Nous laissons les détails au lecteur qui pourra s’aider de la
section 2 du chapitre VI de [136].

On déduit du théorème d’extension de Whitney le

Théorème 2.63. Soit f : Rn → R une fonction lipschitzienne. Alors, pour tout ε > 0, il existe une
fonction f̃ : Rn → R de classeC1 telle queLn({x ∈ Rn; f(x) 6= f̃(x)}) < ε etLn({x ∈ Rn;Df(x) 6=
Df̃(x)}) < ε.

Démonstration. D’après le théorème de Rademacher (théorème 2.53), f est presque partout différen-
tiable. De plus, si on pose g = ∇f (presque partout), g est mesurable. Donc, d’après le théorème de
Lusin (théorème 1.39), il existe un fermé F1 de Rn tel que g|F1 (restriction de g à F1) est continue et
Ln(Rn \F1) < ε/2. Nous allons conclure en appliquant le théorème d’extension de Whitney (théorème
2.58) au couple (f, g) et pour cela, posons maintenant pour x ∈ F1 et i ∈ N,

τi(x) = sup |f(y)− f(x)− 〈g(x), y − x〉|
|y − x|
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où le supremum est pris sur tous les y ∈ F1 tels que |y − x| ≤ 1/i. La suite de fonctions (τi) converge
simplement vers la fonction nulle sur F1. D’après le théorème d’Egoroff (théorème 1.41), il existe un
fermé F2 ⊂ F1 tel que Ln(F1 \ F2) < ε/2 et la suite de fonctions (τi) converge uniformément vers la
fonction nulle sur tout compact de F2. On peut alors conclure en appliquant le théorème 2.58 à (f, g)
sur F2.

La preuve du théorème d’extension de Whitney est inspirée de [136] où des applications à l’analyse
sont données. On pourra en trouver une preuve un peu différente dans [45] (section 6.5) ainsi qu’une
preuve du théorème d’approximation précédent (section 6.6).

3.3 Norme du jacobien généralisé d’une application lipschitzienne

Le but de ce paragraphe est de définir une notion de norme de jacobien d’une applications lipschit-
zienne f : Rn → Rm quand n 6= m. La motivation est ensuite de donner des versions de la formule
de changement de variables qui généralisent le théorème 1.57. Pour cela, on commence par quelques
considérations d’algèbre linéaire.

On dit que
- l’application linéaire O : Rn → Rm est orthogonale si pour tous x, y ∈ Rn, 〈O(x), O(y)〉 = 〈x, y〉.
- l’application linéaire S : Rn → Rn est symétrique si pour tous x, y ∈ Rn, 〈x, S(y)〉 = 〈S(x), y〉.
Si T : Rn → Rm est une application linéaire, on note T ∗ : Rm → Rn l’application linéaire (appe-
lée adjoint de T ) qui vérifie 〈x, T ∗(y)〉 = 〈T (x), y〉 pour tout x ∈ Rn, tout y ∈ Rm. On a alors que
S : Rn → Rn est symétrique si et seulement si S = S∗ et que O : Rn → Rn est orthogonale si et
seulement si O∗ = O−1. De façon plus générale, si O : Rn → Rm est orthogonale, alors O∗ ◦ O = In
sur Rn où In est la matrice identité.

Soit T : Rn → Rm une application linéaire avec n ≤ m. On peut alors écrire T = O ◦ S où
S : Rn → Rn est symétrique et O : Rn → Rm est orthogonale (voir [45] section 3.2 pour une preuve).
On définit alors la norme du jacobien de T par ||T || = |detS|. Ainsi, si n = m, ||T || = |detS| = |detT |.
Cette définition ne dépend pas du choix de O ou S puisque ||T ||2 = det(T ∗ ◦ T ) où T ∗ est l’adjoint de
T . Notons aussi que ||T || = ||T ∗||. Cette définition est par exemple motivée par le résultat suivant qui
sera utile plus tard (comparer avec la proposition 1.53)

Lemme 2.64. Soit T : Rn → Rm une application linéaire avec n ≤ m. Alors, pour tout sous-ensemble
A ⊂ Rn,

Hn(T (A)) = ||T ||Ln(A).

Remarque 2.65. Dans l’égalité précédente, la mesure de Hausdorff à gauche ne peut être remplacée
(sauf si n = m) par la mesure de Lebesgue Ln puisque T (A) ⊂ Rm avec n ≤ m. D’un autre côté, la
mesure de Lebesgue Ln à droite peut être remplacée par la mesure de HausdorffHn car A ⊂ Rn.

Démonstration. On utilise les mêmes notations qu’au dessus et on traite d’abord le cas ||T || = 0. Alors,
S n’est pas inversible et donc S(Rn) (et a fortiori, T (Rn)) est de dimension ≤ n − 1. Il s’en suit que
Hn(T (Rn)) = 0 et donc pour tout A ⊂ Rn, Hn(T (A)) = 0. On suppose maintenant que ||T || 6= 0 et
on pose ν(A) = Hn(T (A)). Alors, ν est une mesure de Radon qui est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue de dérivée ||T ||. En effet, en utilisant la décomposition T = O ◦ S, on a par la
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proposition 1.53

Hn(T (B(x, r))
Ln(B(x, r)) = Ln(O∗ ◦ T (B(x, r)))

Ln(B(x, r))

= Ln(O∗ ◦O ◦ S(B(x, r)))
Ln(B(x, r))

= Ln(S(B(x, r))
Ln(B(x, r))

= |detS| = ||T ||.

On peut alors conclure par le théorème 1.171.

De manière analogue, si T : Rn → Rm est une application linéaire avec n ≥ m, on peut alors écrire
T = S ◦ O∗ où S : Rm → Rm est symétrique et O : Rm → Rn est orthogonale (voir [45] section
3.2 pour une preuve). On définit alors la norme du jacobien de T par ||T || = |detS|. Cette définition ne
dépend pas du choix de O ou S puisque ||T ||2 = det(T ◦ T ∗).

Si f : Rn → Rm, est une application lipschitzienne, alors f est différentiable presque partout d’après
le théorème de Rademacher (théorème 2.53). On définit alors pour presque tout x ∈ Rn la norme du
jacobien généralisé de f en x par J f(x) = ||Df(x)|| où Df(x) est la différentielle de f en x (voir la
définition 1.56).

Remarque 2.66. Si f : Rn → Rn est différentiable en x ∈ Rn, on appelle usuellement matrice
jacobienne de f en x, et on note Jf (x), la matrice des dérivées partielles de f en x, c’est à dire Jf (x) =(
∂fi
∂xj

(x)
)

1≤i,j≤n
où f = (f1, ..., fn). Le jacobien de f en x est alors detJf (x). La norme du jacobien

généralisé correspond à J f(x) = |detJf (x)|. Dans le cas où f est un C1-difféomorphisme, la formule
de changement de variables (1.58) s’écrit avec nos notations :∫

f(Ω)
g(y)dy =

∫
Ω

(g ◦ f)(x)J f(x)dx.

C’est ce type de formule que nous souhaitons étendre dans la suite.

La norme du jacobien généralisé a une interprétation géométrique. Supposons que f : Rn → Rm
soit différentiable en x ∈ Rn. Alors, pour tout k ≤ n entier non nul, on peut poser

Jkf(x) = sup H
k(Df(x)(P ))
Hk(P ) (2.67)

où le supremum est pris sur touts les parallélépipèdes P de dimension k de Rn, c’est à dire

P =
{

k∑
i=1

λivi; 0 ≤ λi ≤ 1∀i = 1, ..., k
}

où les vi, i = 1, ..., k, sont des vecteurs indépendants de Rn. Alors, le k-volume de P (c’est à dire
Hk(P )) est donné par

√
detV tV où V est la matrice n×k dont les colonnes sont les vecteurs vi. Les cas

qui nous intéressent sont k = n ≤ m puis n ≥ m = k et on peut alors retrouver les formules précédentes
de norme du jacobien via cette formule donnant le volume, à savoir Jnf(x) =

√
(Df(x))t(Df(x)) =

||Df(x)|| si n ≤ m et Jmf(x) =
√

(Df(x))(Df(x))t = ||Df(x)|| si n ≥ m (on a identifié Df(x)
avec sa matrice jacobienne Jf (x) et on a notéAt la transposée de la matriceA). Par exemple, si k = n ≤
m, l’image du cube unité Q = [0, 1]n de Rn par Df(x) est le parallélépipède engendré par les vecteurs
vi qui sont les colonnes de Df(x) et dont la n-mesure de Hausdorff est donc

√
(Df(x))t(Df(x)). On

peut alors facilement conclure dans ce cas. Notre présentation s’inspire de celle de [80].
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3.4 Théorèmes de type Rademacher dans les espaces de Banach

Nous commençons par quelques notions de théorie de la mesure dans le cadre spécifique des espaces
de Banach. En particulier, nous allons présenter l’intégrale de Bochner dont la construction est similaire
à celle de l’intégrale de Lebesgue et qui nous servira dans le chapitre 4 pour définir des espaces de So-
bolev à valeurs banachiques. Dans ce paragraphe, si E est un espace de Banach, on notera ||.||E ou, s’il
n’y a pas d’ambiguité, tout simplement ||.|| sa norme.

Soit (X,B) un espace mesurable (par exemple un espace métrique (X, d) muni de sa tribu boré-
lienne, voir les définitions 1.10 et 1.17) et soit E un espace de Banach. Une mesure (à valeurs dans
l’espace de Banach E) µ : X → E est une application qui vérifie µ(∅) = 0 et µ(∪i∈NBi) =

∑
i∈N

µ(Bi)

pour toute famille dénombrable d’éléments disjoints Bi de B. Dans ce cas, la variation |µ| de µ est la
mesure au sens usuel sur (X,B) définie par

|µ|(A) = sup
{

N∑
i=1
||µ(Ai)||

}

où le supremum est pris sur toutes les partitions finies de A par des Ai ∈ B (i = 1, ..., N ). On dit que µ
est à variation bornée si |µ|(X) < +∞. Soit µ : X → E une mesure à variation bornée. Une fonction

f : X → R est simple si elle s’écrit f =
N∑
i=1

aiχAi où pour tout i = 1, ..., N , ai ∈ R et les Ai ∈ B

sont deux à deux disjoints. Si la fonction simple f =
∑N
i=1 aiχAi est dans L1(|µ|), alors on définit∫

X
fdµ =

N∑
i=1

aiµ(Ai) et si A ∈ B, on pose
∫
A
fdµ =

∫
X
fχAdµ. On étend ensuite la définition de

l’intégrale par continuité comme dans le cas classique. Voir [42] pour plus de détails. Nous utiliserons
peu ces notions dans la suite.

Soient (X,B) un espace mesurable muni d’une mesure µ etE un espace de Banach (séparable). Une

fonction simple f : X → E est de la forme f =
N∑
i=1

viχAi où N ∈ N, les vi sont dans E et les Ai sont

des sous-ensembles mesurables deux à deux disjoints de X . On dit que f : X → E est mesurable si f
est la limite presque partout d’une suite de fonctions simples. Si f : X → E est une fonction simple et
si A ⊂ X est mesurable, alors on pose∫

A
f(x)dµ(x) =

N∑
i=1

µ(A ∩Ai)vi

où f =
∑N
i=1 viχAi . De plus, on note ||f ||1 =

∑N
j=1 µ(Aj)||vj ||. Une fonction mesurable f :

X → E est intégrable au sens de Bochner s’il existe une suite (fj) de fonctions simples telle que

lim
j→+∞

∫
X
||f(x)− fj(x)||dµ(x) = 0 et si A ⊂ X est mesurable, on pose alors

∫
A
f(x)dµ(x) = lim

j→+∞

∫
A
fj(x)dµ(x).

Cette dernière définition ne dépend pas de la suite de fonctions simples considérée. Nous allons mainte-
nant définir quelques espaces fonctionnels dans ce cadre. On note L1(X : E) l’ensemble des fonctions
intégrables au sens précédent (c’est à dire au sens de Bochner) et on étend ||.||1 sur cet ensemble par
continuité. Comme d’habitude, on identifie f , g ∈ L1(X : E) si f = g presque partout. Notons
qu’une fonction mesurable f : X → E est intégrable au sens de Bochner si et seulement si la fonction
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x → ||f(x)|| est dans L1(X,µ). Donc, si E = R, on retrouve la définition usuelle de l’intégrale de
Lebesgue. De plus, d’après la même remarque, il est naturel de définir Lp(X : E) (pour un 1 < p <∞)
comme l’ensemble des fonctions mesurables f : X → E telles que la fonction x → ||f(x)|| est dans

Lp(X,µ) et on munit Lp(X : E) de la norme ||f ||p =
(∫

X
||f(x)||pdµ(x)

)1/p
. L’espace L∞(X : E)

est l’espace des fonctions f : X → E telle qu’il existe M ≥ 0 telle que pour µ-presque tout x ∈ X ,
||f(x)|| ≤M . Dans ce cas, ||f ||∞ est le plus petit M pour lequel on a l’inégalité précédente.

Le théorème de Rademacher peut se généraliser de la façon suivante lorsque l’espace d’arrivée est
un espace de Banach.

Théorème 2.68. Toute application lipschitzienne f de Rn dans un espace de Banach réflexif E est
différentiable presque partout (par rapport à la mesure de Lebesgue de Rn).

Démonstration. On suit la démontration donnée dans [106] (théorème 17). Soit f : Rn → E une
application K-lipschitzienne. Alors, puisque Rn est séparable, f(Rn) est contenu dans un sous-espace
séparable et fermé F de E. Comme E est reflexif, il en est de même de F (voir [22] section III.5).
On peut donc supposer que E est lui-même séparable. Dans ce cas, son dual E∗ est aussi séparable et
reflexif (voir [22], section III.6). Comme dans le cadre euclidien, on commence par le cas n = 1 et le
cas général suivra par compacité de la sphère unité de Rn.
Pour φ ∈ C∞c (R), ψ ∈ E∗, et h > 0, on pose

Th[ψ](φ) =
∫
ψ
(
h−1(φ(x+ h)− φ(x))

)
f(x)dx. (2.69)

Par construction de l’intégrale de Bochner, les formes linéaires (c’est à dire les éléments du dual E∗)
commutent avec cette intégrale. On a donc

Th[ψ](φ) = ψ

(∫ (
h−1(φ(x+ h)− φ(x))

)
f(x)dx

)
. (2.70)

Notons que par changement de variables, on a

Th[ψ](φ) = ψ

(∫ (
h−1(f(x+ h)− f(x))

)
φ(x)dx

)
. (2.71)

On fixe maintenant ψ ∈ E∗ et on pose pour tout φ ∈ C∞c (R), Lψ(φ) = ψ

(∫
f(x)φ′(x)dx

)
. Alors,

Lψ est une forme linéaire qui est continue sur L1. En effet, en passant à la limite h→ 0 dans (2.71), on
obtient par le théorème de convergence dominée

|Lψ(φ)| ≤ K|||ψ|||.||φ||1.

Donc, par le théorème de représentation de Riesz (voir [89], chapter 2), il existe un unique gψ ∈ L∞(R)
tel que

Lψ(φ) = ψ

(∫
f(x)φ′(x)dx

)
=
∫
gψ(x)φ(x)dx.

Par unicité, il est clair que l’application ψ → gψ est linéaire. Une approximation de l’identité est une
suite (φk) dans L1 de sorte que

- pour tout k ∈ N, 0 ≤ φk ≤ 1 et
∫
φk(x)dx = 1 = ||φk||1 ;

- pour tout ε > 0, lim
k→+∞

∫
{|x|>ε}

φk(x)dx = 0.
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Pour en construire, on peut considérer j(x) = e
− 1

1−|x|2 χ{[x[<1} qui est une fonction de classe C∞ sur
Rn. On pose ensuite φk(x) = knj(kx) (voir [65] chapitre 4 pour plus de détails ou la définition 3.10 et
l’exemple 3.11). En appliquant ce qui précède à une approximation de l’identité (φk) et en faisant tendre
k vers +∞, il vient que pour presque tout x ∈ R,

|gψ(x)| ≤ K|||ψ|||.

Comme E∗ est séparable, on peut considérer une famille dense dénombrable (ψn) dans E∗. Posons
maintenant A = ∩n∈N{x ∈ R; |gψn(x)| ≤ K|||ψn|||}. Alors, L1(Ac) = 0. Pour tout x ∈ A, on peut
prolonger par densité des ψn l’application ψ → gψ(x) sur E∗ tout entier de sorte que |gψ(x)| ≤ K||ψ|||
pour tout ψ ∈ E∗.
Pour tout x ∈ A, l’application ψ → gψ(x) est un élément du bidual E∗∗. Comme E est reflexif, il existe
h(x) ∈ E tel que gψ(x) = ψ(h(x)) et ||h(x)|| ≤ K. Ceci découle de [22] sections I.3 et I.4. Ainsi, on
a pour presque tout x ∈ R (et en fait pour tout x ∈ A), ||h(x)|| ≤ K et donc h ∈ L∞(R, E). On a donc
pour tout φ ∈ C∞c (R),

Lψ(φ) = ψ

(∫
f(x)φ′(x)dx

)
=
∫
ψ(h(x))φ(x)dx.

D’où, par intégration par parties et en utilisant le fait que l’intégrale de Bochner commute avec ψ,
on a ∫

ψ

(
f(x) +

∫ x

0
h(y)dy

)
φ′(x)dx = 0.

On en déduit par une nouvelle intégration par parties que la fonction x → ψ

(
f(x) +

∫ x

0
h(y)dy

)
est

presque partout constante (on pourra utiliser le lemme 3.9) et donc pour presque tout x ∈ R,

ψ

(
f(x) +

∫ x

0
h(y)dy

)
= ψ(f(0)).

Comme cette égalité est vraie pour tout ψ ∈ E∗, on déduit du théorème d’Hahn-Banach (voir [22]
section I.1) que pour presque tout x ∈ R,

f(x)− f(0) =
∫ x

0
h(y)dy

On peut conclure que f est différentiable presque partout par une version du théorème de différentiation
de Lebesgue dans ce cadre (voir [43] chapitre 3).

Considérons le cas n > 1. En prenant une famille dense de directions dans Sn−1 et en appliquant le
cas n = 1, il vient que si φ ∈ E∗, on a pour presque tout x ∈ Rn,

φ(f(x))− φ(f(y)) = φ(〈∇f(x), x− y〉) + |||φ|||o(||x− y||).

Comme E∗ est séparable, on peut considérer une famille dense dénombrable dans E∗. En lui appliquant
l’égalité précédente, on peut conclure en utilisant le théorème d’Hahn-Banach (voir [22] section I.1).

On peut se demander ce qui se passe si l’application lipschitzienne est entre deux espaces de Banach
de dimension infinie. La réponse est alors moins claire. En effet, les espaces de Banach de dimension
infinie n’admettent pas de “bonnes” mesures, par exemple des mesures doublantes. Pour voir cela, il
suffit de se souvenir qu’un espace métrique doublant et complet est propre (c’est à dire que ses boules
fermées sont compactes), voir la proposition 1.106. Comme d’après le théorème de Riesz (voir [22],
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chapitre VI), un espace de Banach est de dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée est
compacte, on peut conclure. La notion d’ensemble négligeable n’a donc pas trop de sens dans ce cadre.
Nous allons donc définir diverses notions d’ensembles “petits” qui permettront de donner des versions
du théorème de Rademacher (Toute fonction lipschitzienne sur un espace de Banach est différentiable
en dehors d’un ensemble “petit”).

Nous allons d’abord donner quelques notions classiques de théorie des probabilités dont nous aurons
besoin dans la suite (voir par exemple [13], section III.5). Soit µ une mesure de probabilité sur Rn. Sa
fonction caractéristique φµ est définie pour tout ξ ∈ Rn par

φµ(ξ) =
∫
Rn
ei〈ξ,x〉dµ(x). (2.72)

Cette définition a bien un sens puisque µ est une mesure de probabilité et que |ei〈ξ,x〉| = 1. On appelle
parfois φµ la transformée de Fourier de µ. La mesure gaussienne sur R de loiN (m,σ) est donnée par la

densité de probabilité f(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2

(t−m)2

σ2 où m est sa moyenne et σ est son écart-type (alors que

σ2 est sa variance). Elle est caractérisée par sa fonction caractéristique

φ(t) = eimt−
1
2σ

2t2 . (2.73)

Si m = 0, on dit que la mesure gaussienne est centrée. Si σ = 1, on dit qu’elle est réduite. Le cas où
σ = 0 est dégénéré dans le sens où cela correspond à la mesure de Dirac en m. En effet, si µ = δa avec
a ∈ R, la fonction caractéristique est φµ(t) = eiat.

Soit E un espace de Banach. Dans la suite, A est un borélien de E.
- Une mesure de probabilité µ sur E est une mesure gaussienne si pour tout x∗ ∈ E∗ (où E∗

est le dual de E), la mesure µx∗ définie sur R par µx∗(A) = µ({y ∈ E, x∗(y) ∈ A}) est une
mesure gaussienne sur R, c’est à dire de loi N (m,σ) comme défini au dessus. On dit de plus
que µ est non dégénérée si pour tout x∗ 6= 0, la mesure gaussienne µx∗ est non dégénérée (au
sens précédent). Dans le cas où E est un espace de Hilbert séparable, une mesure de probabilité
µ sur E est gaussienne s’il existe x0 ∈ E et une application linéaire S : E → E tels que pour
tout x ∈ E, ∫

E
ei〈x,y〉dµ(y) = ei〈x,x0〉− 1

2 〈Sx,x〉 (2.74)

Dans ce cadre particulier, la mesure µ est non dégénérée si et seulement si ker(S) = {0}. La
formule (2.74) est l’analogue en dimension infinie de (2.73).
Si A est un sous-ensemble de l’espace de Banach E, on dit que A est Gauss nul si µ(A) = 0
pour toute mesure gaussienne non dégénérée µ sur E.

- Pour tout y ∈ E, on note A(y) l’ensemble de tous les boréliens A de E qui intersectent toute
droite parallèle à y en un ensemble de mesure (de Lebesgue) nulle. Si {xn} est une famille
finie ou infinie d’éléments non nuls de E, on note A({xn}) l’ensemble des boréliens A tels que
A = ∪nAn où pour tout n ∈ N, An ∈ A(xn). On dit que le sous-ensemble A de l’espace de
Banach E est Aronszajn nul s’il appartient à ∩A({xn}) où l’intersection est prise sur toutes les
familles {xn} telles que l’espace engendré par ces familles est dense dansE. En d’autres termes,
un borélien A de E est Aronszajn nul si pour toute suite (xn) dans E dont l’espace engendré est
dense dans E, il existe une décomposition A = ∪nAn où pour tout n, tout y ∈ E,

L1(An ∩ (y + vect(xn)) = H1(An ∩ (y + vect(xn)) = 0.

Les ensembles Aronszajn nuls sont Gauss nuls ([14] proposition 6.25). Notons aussi que d’après
le théorème de Fubini, si E = Rn, les ensembles de mesure de Lebesgue nulle sont Aronszajn
nuls.
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- Soit Q∞ = [0, 1]N le cube d’Hilbert muni de sa mesure produit usuelle τ . Un sous-ensemble Q
de E est un cube s’il est l’image de Q∞ par une application affine injective de la forme T (q) =
x +

∑
tnxn (si q = (t1, t2...) ∈ Q∞) où x ∈ E, les xn sont des vecteurs indépendants dont

l’espace engendré est dense dans E, et
∑
n ||xn|| < +∞. La mesure image de τ par T notée τT

s’appelle une mesure cube. On dit que le borélienA deE est cube nul si τT (A) = τ(T−1(A)) =
0 pour toute mesure cube τT . Tout ensemble Gauss nul est cube nul ([14] proposition 6.27) et les
ensembles cube nuls sont Aronszajn nuls ([14] theorem 6.32).

Nos trois notions d’ensembles “petits” dans un espace de Banach sont équivalentes (pour les boréliens).
Nous allons pouvoir alors donner une version du théorème de Rademacher en utilisant une de ces no-
tions. Nous aurons besoin des résultats techniques suivants (voir [14] lemma 6.28 et proposition 6.29).

Proposition 2.75. Soit E′ un sous-espace de dimension n d’un espace de Banach E que l’on munit
d’une base (ei)i=1,...,n. On notera (par abus) Ln la mesure de Lebesgue sur E′.

(i) Pour tout borélienB deE, l’application fB(x) = Ln(E′∩(B+x)) est une fonction borélienne.

(ii) Si B est un borélien de E tel que pour tout x ∈ E, Ln(E′ ∩ (B + x)) = 0 alors B ∈ A((ek)).

Le point suivant est qu’il existe deux notions classiques de différentiabilité dans les espaces de
Banach que nous allons maintenant décrire. Soient E, F deux espaces de Banach et soit f : Ω→ F une
application définie sur un ouvert Ω de E. On dit que f est Gateaux-différentiable (ou G-différentiable)
en x0 ∈ Ω s’il existe une application linéaire bornée T : E → F telle que pour tout u ∈ E,

T (u) = lim
t→0

f(x0 + tu)− f(x0)
t

. (2.76)

Alors, T = Tx0 est unique et s’appelle la différentielle de Gateaux de f en x0. On la note T = df(x0).
Si de plus la limite dans (2.76) est uniforme pour tout u dans la sphère unité de E, alors on dit que f est
Fréchet-différentiable (ou F -différentiable) en x0 et df(x0) est la différentielle de Fréchet de f en x0.
Notons que si f est Fréchet-différentiable en x0 alors

f(x0 + u) = f(x0) + df(x0)(u) + o(||u||)

(où ||u|| est la norme de u dans E) et donc f est différentiable au sens usuel (voir la définition 1.56).
En particulier, f est continue en x0. Attention, cela n’est pas le cas si f est Gateaux-différentiable,
même en dimension finie ! Voir l’exercice 2.204. Quelques propriétés de la G-différentiabilité et de la
F -différentiabilité sont étudiées dans l’exercice 2.205. Le résultat suivant est utile en pratique (voir [14]
lemma 6.40).

Lemme 2.77. Soient E et F des espaces de Banach et soit f : U ⊂ E → F une fonction lipschitzienne
où U est un ouvert de E. Soit (G,+) un sous-groupe de E, dense dans E. On suppose qu’en x0, pour
tout u ∈ G, la dérivée de f en x0 dans la direction u, c’est à dire lim

t→0
(f(x0 + tu)− f(x0))/t, existe et

est une fonction additive en u. Alors, f est Gateaux différentiable en x0.

Nous avons besoin d’une dernière définition avant d’énoncer notre version du théorème de Rade-
macher dans les espaces de Banach (de dimension infinie). Nous allons motiver son nom en faisant un
lien avec la théorie euclidienne. Puis, nous donnerons sans trop de détails la définition formelle. Nous
énoncerons des caractérisations plus utiles en pratique dans le théorème 2.78. Commençons par rappe-
ler une version du théorème classique de Radon-Nikodym. Si ν est une mesure-de Radon sur Rn qui
est absolument continue par rapport à la mesure de Radon µ sur Rn, il existe une fonction mesurable

f : Rn → [0,+∞] telle que pour tout borélien A de X , ν(A) =
∫
A
f(x)dµ(x) (voir le théorème

1.171). Un espace de Banach E vérifie la propriété de Radon-Nikodym si ce qui précéde reste vrai dans
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un certain sens. De façon plus précise, on dit que l’espace de Banach E (muni de la tribu borélienne)
vérifie la propriété de Radon-Nikodym (en abrégé RNP à cause de la version anglaise : Radon-Nikodym
Property !) si pour toute mesure de probabilité µ (c’est à dire µ(X) = 1) sur un espace mesurable (X,B)
et toute mesure ν : X → E qui (est de variation bornée et) est absolument continue par rapport à µ, il
existe une fonction µ-intégrable f : X → E telle que pour tout A ∈ B, on a au sens de l’intégrale de
Bochner,

ν(A) =
∫
A
f(x)dµ(x).

Ici, ν est absolument continue par rapport à µ si pour tout A ∈ B avec µ(A) 6= 0,
1

µ(A)ν(A) est dans la

boule unité B(0, 1) = {x ∈ E; ||x|| < 1} de E.
Donnons des caractérisations des espaces qui vérifient la propriété RNP (voir [14] theorem 5.21 pour

une preuve). Soit ε > 0. Nous dirons que f : [0, 1] → E est ε-différentiable en t0 ∈ [0, 1] s’il existe
δ > 0 et x ∈ E de sorte que

||f(t0 + h)− f(t0)− hx|| ≤ ε|h| pour tout h ∈ R avec |h| < δ.

Il est clair que f est différentiable en t0 si et seulement si f est ε-différentiable en t0 pour tout ε.
Soit maintenant une fonction f : [0, 1] → E. On définit sa variation par, si t ∈ [0, 1], Vf (t) =

sup
N∑
j=1
||f(tj) − f(tj−1)|| où le supremum est pris sur toutes les subdivisions t0 = 0 < t1 < ... <

tN = t de [0, t]. On dit que f : [0, 1]→ E est absolument continue si Vf : [0, 1]→ R+ est absolument
continue au sens usuel (voir la définition 1.137). Notons qu’alors il existe une mesure finie µ sur [0, 1]
qui est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue L1 et telle que Vf (t) = µ([0, t]) pour
tout t ∈ [0, 1].

Théorème 2.78. Soit E un espace de Banach. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) E vérifie la condition RNP.

(ii) Toute fonction absolument continue f : [0, 1]→ E est différentiable (au sens usuel) L1-presque
partout.

(iii) Toute fonction lipschitzienne f : [0, 1]→ E a un point de ε-différentiabilité pour tout ε > 0.

Exemple 2.79. Concernant les espaces de suite, l1 (espace des suites dont la série converge absolument
et que l’on munit de la norme ||(un)||1 =

∑
n∈N
|un|) a la propriété RNP, c0 (espace des suites qui tendent

vers 0 en +∞ muni de ||(un)||∞ = sup
n∈N
|un|) ne l’a pas. Concernant les espaces Lp(Ω) où Ω est un

domaine borné de Rn muni de leurs normes de Lebesgue, Lp(Ω) a la propriété RNP pour 1 < p < +∞,
alors que L1(Ω) et L∞(Ω) ne l’ont pas (pour L1, voir l’exercice 2.206). Si K est un espace separable
compact, l’espace C(K) des fonctions continues sur K muni de la norme de la convergence uniforme
n’a pas la propriété RNP. De façon générale, le dual d’un espace de Banach séparable et les espaces
reflexifs (comme les espaces de Hilbert) vérifient la propriété RNP. Pour tous ces exemples, voir [14],
chapitre 5 et aussi [42].

Le résultat suivant étend le théorème 2.68 (voir [14] proposition 6.41).

Proposition 2.80. Soit F un espace de Banach qui vérifie la propriété RNP. Alors, toute fonction lip-
schitzienne d’un ouvert U ⊂ Rn dans F est Ln-presque partout différentiable sur U .
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Nous donnons maintenant une version du thèorème de Rademacher dans le cas des espaces de Ba-
nach (de dimension infinie).

Théorème 2.81. Soit E un espace de Banach séparable et soit F un espace de Banach qui vérifie la
condition RNP. Si f : E → F est lipschitzienne alors f est différentiable en dehors d’un ensemble
Aronszajn nul.

Il est clair que l’on peut supposer que f est lispchitzienne seulement sur un ouvert U de E, et non
sur E tout entier. Comme les espaces euclidiens ont la propriété RNP et que les ensembles de mesure de
Lebesgue nulle sont Aronszajn nuls, cet énoncé généralise bien le théorème de Rademacher (théorème
2.53) et la proposition 2.80.

Démonstration. L’idée de la preuve est proche de celle dans le cas euclidien. Par la proposition 2.80,
la restriction de f à des espaces vectoriels de dimension finie est différentiable. On pourra conclure par
des arguments de densité et on verra qu’alors la définition d’un ensemble Aronszajn nul est bien adapté.
Donnons une idée plus précise de la démonstration. Par des arguments standards et en utilisant le lemme
2.77, on peut voir que l’ensemble où la fonction f n’est pas Gateaux différentiable est un borélien.
Comme E est séparable, on peut trouver une suite (en) de vecteurs linéairement indépendants qui en-
gendrent un espace vectoriel dense dans E. On note Vn l’espace engendré par les ek, k ≤ n, et Dn

l’ensemble des x ∈ E tels que la dérivée de f en x existe pour toute direction u ∈ Vn et est linéaire en
u ∈ Vn. Pour tout∈ E, l’ensemble ((E\Dn)+y)∩Vn est l’ensemble sur lequel la restriction sur Vn de la
fonction fy(x) = f(x−y) n’est pas différentiable. Par la proposition 2.80, l’ensemble ((E\Dn)+y)∩Vn
est de mesure nulle. D’où, par la proposition 2.75, E \ Dn est dans A({xk, k ≤ n}). Il s’en suit que
E \ (∩nDn)) ∈ A((xk)). Or par le lemme 2.77, la fonction f est différentiable sur ∩nDn, ce qui permet
de conclure. Cette preuve est tirée de [14], theorem 6.42.

3.5 Cas du groupe d’Heisenberg : Théorème de Pansu et non-plongement bilipschitzien
dans les espaces euclidiens

Nous discutons maintenant des théorèmes de type Rademacher dans le cas des groupes de Carnot.
Soit H le (premier) groupe d’Heisenberg muni de sa distance de Carnot-Carathéodory dCC et de la
mesure de Lebesgue de R3 (qui est la mesure de Haar invariante à gauche du groupe). On notera (x, y, t)
un élément de H et X = ∂x + 2y∂t, Y = ∂y − 2x∂t, T = ∂t des champs de vecteurs sur R3. Rappelons
que H est un groupe de Carnot dont l’algèbre de Lie est nilpotente d’ordre 2. Ici, V1 a pour base (X,Y )
qui engendre donc l’algèbre de Lie de H et T = [X,Y ]. Voir la section 5 pour toutes ces notions. Dans
[113], P. Pansu a donné un analogue du théorème de Rademacher pour des fonctions lipschitziennes
f : H → Rn ou f : H → H (et même entre groupes de Carnot généraux, voir plus loin). Commençons
par considérer le cas des fonctions lipschitziennes f : H → R. On dit que f est différentiable (au sens
de Pansu) en ξ = (x, y, t) s’il existe un homomorphisme homogène de groupe DHf(ξ) : H → R de
sorte que

lim
η→ξ

f(η)− f(ξ)−DfH(ξ)(ξ−1.η)
dCC(ξ, η) = 0.

Théorème 2.82. Toute fonction (localement) lipchitzienne f : H→ R est différentiable presque partout.

Il est intéressant de noter que comme dans le cadre euclidien, la différentiabilité de f : H → R
est reliée à l’existence de “dérivées partielles”. On rappelle que les dilatations de H sont données par
δs(x, y, t) = (sx, sy, s2t). On notera (e1, e2, e3) la base canonique de R3. On dit que f est dérivable
en ξ dans la direction de X (respectivement dans la direction Y ) si l’application s → f(ξ.δs(e1))
(respectivement s → f(ξ.δs(e2))) est différentiable en s = 0 et on note alors cette dérivée Xf(ξ)
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(respectivement Y f(ξ)). Si f : H → R est différentiable en ξ, alors les dérivées de f en ξ suivant les
directions X et Y existent et on a

DHf(ξ)(x′, y′, t′) = x′Xf(ξ) + y′Y f(ξ).

Il est important de noter que si f est de classe C1 comme application de R3 dans R, alors Xf et Y f
correspondent bien à l’action des champs de vecteurs X et Y sur f . Ceci explique la notation.

Passons au cas général.

Définition 2.83. Soit G1 ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogènes
||.||1 et ||.||2 et de leurs dilations anisotropiques δ1

λ et δ2
λ. On dit que L : G1 → G2 est H-linéraire si L

est un homomorphisme de groupe tel que L(δ1
λg) = δ2

λL(g) pour tout g ∈ G1 et tout λ > 0.

Définition 2.84. Soit G1 ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogènes
||.||1 et ||.||2 et de leurs dilations anisotropiques δ1

λ et δ2
λ Si f : G1 → G2 est mesurable, on définit, si

elle existe, la différentielle de Pansu de f en x comme l’application dP f(x) : G1 → G2 définie pour
y ∈ G1 par dP f(x)(y) = limλ→0 δ

2
1/λf(x)−1f(xδ1

λy). On dit alors que f est P -différentiable en x.

Par analogie avec le cas euclidien, il faut δ2
1/λf(x)−1f(xδ1

λy) comme un taux de variation de f en
x.

Théorème 2.85. Pour toute fonction (localement) lipchitzienne f : G1 → G2, la différentielle de Pansu
dP f de f existe presque partout. De plus, dP f : G1 → G2 est une application H-linéaire.

Il est parfois préférable de voir la différentielle comme un homomorphisme d’algèbre entre les al-
gèbres de Lie des deux groupes. Ainsi, si f = (f1, f2, f3) : H→ H est lipschitzienne, alors en presque
tout point, la différentielle est l’action sur l’algèbre de Lie donnée parXf1 Xf2 0

Y f1 Y f2 0
0 0 Xf1Y f2 −Xf2Y f1


Nous aurons besoin dans la suite (pour donner des versions de la formule de l’aire et de la coaire

dans ce cadre sous-riemannien) d’une notion de norme de jacobien. On définit la norme horizontale du
jacobien de l’application H-linéaire L : G1 → G2 par

JHQ (L) = H
Q
2 (L(B1))
HQ1 (B1)

où Q est la dimension homogène de G1, B1 est la boule unité de G1, HQ1 et HQ2 sont les Q-mesures de
Hausdorff respectivement par rapport à ||.||1 et ||.||2. Le choix de B1 peut paraitre arbitraire. En fait en
utilisant les invariances des normes homogènes et en utilisant des arguments de recouvrement, on peut
voir que l’on peut remplacer B1 par n’importe lequel des sous-ensembles mesurables A de G1. On peut
alors définir la norme horizontale du jacobien de f en un point de différentiabilité de Pansu x ∈ G1 par
JHQ f(x) = JHQ (dP f(x)). Une autre définition de la norme d’un jacobien est la suivante. Soit A ⊂ G1

un ensemble HQ1 -mesurable et soit f : A ⊂ G1 → G2 une application lipschitzienne. On définit la

norme métrique du jacobien de f en (relativement à A) par JmQ f(x) = lim inf
r→+∞

HQ2 (f(BA(x, r))
HQ1 (BA(x, r))

où

BA(x, r) = {y ∈ A, ||x − y||1 < r}. Comparer avec (2.67) et les autres notions de norme de jacobien
dans le cas euclidien données dans cette section.
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Remarque 2.86. On a pour la deuxième notion la formule d’intégration standard :∫
A
JmQ f(x)dHQ1 (x) = HQ2 (f(A)).

Il en découle une version faible du théorème de Sard (que nous avons déja rencontré dans le cas eucli-
dien, voir théorème 2.41), à savoir que si JmQ f = 0 presque partout sur A,HQ2 (f(A)) = 0.

Le lien entre les deux notions de jacobien est donné par le résultat suivant (avec les mêmes notations
que ci-dessus).

Proposition 2.87. Soit f : A ⊂ G1 → G2 une application lipschitzienne. Alors, en tout point x de
différentiabilité de Pansu de f , on a JmQ f(x) = JHQ f(x).

Les théorèmes de type Rademacher permettent de démontrer des résultats de non-plongement bilip-
schitzien. Ainsi, le groupe de Heisenberg (qui est doublant lorsqu’il est muni de sa distance de Carnot-
Carathéodory et de la mesure de Lebesgue) montre que l’on ne peut pas en général prendre ε = 1 dans
le théorème d’Assouad (voir théorème 1.117). En effet, supposons qu’il existe un plongement bilipschit-
zien f : H→ RN pour un certainN ∈ N∗. Alors, f est différentiable presque partout. Comme l’algèbre
de Lie de H est non commutative alors que celle de RN l’est, le noyau de la differentielle de f est non
trivial. Ce qui est impossible pour une application bilipschitzienne. Il semble que ce fait soit connu d’As-
souad mais la première preuve est donnée dans [131]. Notons aussi que le groupe d’Heisenberg ne peut
pas être plongé de façon bilipschitzienne dans un espace de Lebesgue Lp (Voir par exemple le survol
[114]). Enfin, c’est un problème ouvert et difficile de caractériser les espaces métriques qui peuvent être
plongés via une application bilipschitzienne dans un espace euclidien (Voir [60]).
Une bonne référence pour toute cette section est [24].

Concluons par une discussion rapide sur les théorèmes d’extension du type Whitney dans ce cadre.
Le théorème de Rademacher-Pansu entraine une certaine rigidité qui fait qu’il ne peut pas y avoir par
exemple de résultat de type Whitney dans le cas où f : Rn+1 → Hn. D’un autre côté, il en existe si
f : G → Rn où G est un groupe de Carnot quelconque. Le cas difficile est donc quand la fonction
f est définie sur un espace euclidien, à valeurs dans un groupe de Carnot. Voir [70] pour une réponse
positive dans le cas où f : R→ G (avec G vérifiant une condition de “pliabilité”) et pour une discussion
générale de ce problème.

3.6 Fonctions lipschitziennes et dérivée métrique

Le but de ce paragraphe est de donner une version du théorème de Rademacher pour les fonctions
localement lispchitziennes f : Rn → X où X est un espace métrique muni d’une distance d. Nous
avons déja rencontré le cas des courbes, c’est à dire le cas n = 1. Ainsi, si γ : [a, b]→ X est une courbe

lipschitzienne, alors pour presque tout t ∈ [a, b], la dérivée métrique lim
h→0

d(γ(t+ h), γ(t))
|h|

existe et on

la note |γ̇|(t). Nous souhaitons considérer le cas n > 1.

Définition 2.88. Soit (X, d) un espace métrique et soit f : Rn → X une application. On suppose que
Rn est muni de sa structure euclidienne. On dit que f admet une dérivée métrique en t ∈ Rn s’il existe
une semi-norme τt sur Rn telle que

lim
|h|+|k|→0

d(f(t+ h), f(t+ k))− τt(h− k)
|h|+ |k| = 0.

Dans ce cas, τt est la dérivée métrique de f en t. Si n = 1 et si f = γ, τt(h) = |γ̇|(t)|h|.
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On rappelle que τt est une semi-norme si τt vérifie les axiomes d’une vraie norme, excepté que τt
peut s’annuler en des vecteurs non nuls.

Théorème 2.89. Soit f : Rn → X une application (localement) lipschitzienne. Alors, f admet une
dérivée métrique en Ln-presque tout x ∈ Rn.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en plusieurs étapes qui sont dans le même esprit que celles
du cas euclidien. Soit f : Rn → X une application lipschitzienne. On note comme d’habitude Lip(f)
sa constante de Lipschitz.

1) On considère d’abord les dérivées directionnelles. Pour cela, on pose τt(u) = lim
h→0

d(f(t+ hu), f(t))
|h|

(où t ∈ Rn et u ∈ Sn−1) si cette limite existe. Pour u ∈ Sn−1 fixé, on note Bu l’ensemble des t ∈ Rn
pour lesquels τt(u) n’existe pas. Comme f est (localement) lipschitizenne sur {t + hu, h ∈ R} pour
t fixé, il s’en suit que H1({t + hu, h ∈ R} ∩ Bu) = 0 pour tout t ∈ Rn d’après le cas des courbes
rectifiables (qui est rappelé au dessus). Donc d’après le théorème de Fubini, Ln(Bu) = 0. Ainsi, pour
tout u ∈ Sn−1, τt(u) existe pour presque tout t ∈ Rn. Ceci implique l’existence aussi de τt(su) pour
tout u ∈ Sn−1, presque tout t ∈ Rn et tout s ∈ R. Il s’en déduit l’existence de τt(u) pour tout u ∈ Rn
et presque tout t ∈ Rn, puis que τt(su) = |s|τt(u) pour tout s ∈ R \ {0}. Soit E l’ensemble des t ∈ Rn
tels que τt(u) existe pour tout u ∈ Rn. D’après ce qui précède, Ln(Rn\E) = 0. Si t ∈ E et h ∈ R\{0},

l’application u → d(f(t+ hu), f(t))
|h|

est lipschitzienne (avec constante Lip(f)). Il s’en déduit que la

convergence de τt(u) est uniforme pour u ∈ Sn−1 et que l’application u → τt(u) est lipschitzienne
(avec constante Lip(f)).
2) Il existe une suite de compacts (Kj) contenus dans E telle que

(i) Ln(E \ ∪jKj) = 0.

(ii) Pour tout j ∈ N, tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|d(f(t+ u), f(t+ v))− τt(u− v)| ≤ ε|u− v|

dès que t ∈ Kj , u, v ∈ Rn avec |u|, |v| ≤ δ et t+ v ∈ Kj .

Pour cela, considérons l’application mesurable τ : t ∈ E → τt à valeurs dans l’espace séparable des
fonctions continues sur la sphère unité de Sn−1. D’après le théorème de Lusin (théorème 1.39), il existe
des fermés (Fj) contenus dans E tels que Ln(E \∪jFj) = 0 et la restriction de τ à tout Fj est continue.
Pour tout t ∈ E et tout j ∈ N∗, on pose

βi(t) = sup
0≤h≤1/i

sup
|u|=1

∣∣∣∣d(f(t+ hu), f(t))
h

− τt(u)
∣∣∣∣ .

Nous avons vu à la première étape que pour tout t ∈ E, lim
i→+∞

βi(t) = 0. Le théorème d’Egoroff

(théorème 1.41) donne alors des compacts (Kj) contenus dans E qui vérifient (i) et tels que tout Kj est
contenu dans un Fk et la convergence des βi est uniforme sur chaque Kj . Il nous reste à verifier que
la famille (Kj) vérifie (ii) et pour cela, fixons ε > 0 et j ∈ N. Comme la restriction de τ à Kj est
uniformément continue, il existe i de sorte que sup|u|=1 |τt(u) − τt′(u)| ≤ ε/2 et βi(t′) ≤ ε/2 pour
t, t′ ∈ Kj avec |t − t′| ≤ 1/(2i). On pose δ = 1/(2i). Considérons maintenant t ∈ Kj , u, v ∈ Rn

avec |u|, |v| ≤ δ et t + v ∈ Kj . On notera t′ = t + v ∈ Kj , η = |u − v| et w = 1
η

(u − v). Alors,
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0 < η ≤ |u|+ |v| ≤ 2δ = 1/i et il s’en suit

|d(f(t+ u), f(t′))− τt(u− v)| ≤ |d(f(t′ + u− v), f(t′))− τt′(u− v)|
+ |τt(u− v)− τt′(u− v)|

≤ η

∣∣∣∣d(f(t′ + ηw), f(t′))
η

− τt′(w)
∣∣∣∣+ η|τt(w)− τt′(w)|

≤ εη

Ce qui est exactement (ii).
3) Nous pouvons maintenant conclure. Pour cela, d’après le théorème de différentiation de Lebesgue
(voir l’inégalité (1.177)), il suffit de montrer l’existence de la dérivée métrique en tout t qui est point de
densité d’un certain Kj . Fixons donc t ∈ Kj point de densité de Kj et ε > 0. Quitte à modifier le δ
donné par l’étape 2, on peut supposer que pour tout v ∈ Rn avec |v| ≤ δ, il existe v′ ∈ Rn de sorte que
t+ v′ ∈ Kj , |v′| ≤ |v| et |v − v′| ≤ ε|v|. Alors, si on se donne u, v ∈ Rn avec |u|, |v| ≤ δ, on a

|d(f(t+ u), f(t+ v)− τt(u− v)| ≤ |d(f(t+ u), f(t+ v′))− τt(u− v′)|
+ d(f(t+ v), f(t+ v′)) + |τt(u− v)− τt(u− v′)|
≤ ε|u− v′|+ 2Lip(f)|v − v′|
≤ ε(|u|+ |v|) + 2Lip(f)ε|v|
≤ ε(1 + 2Lip(f))(|u|+ |v|).

Ce qui montre bien l’existence de la dérivée métrique en t. Il nous reste à montrer que τt est une semi-
norme (quand τt existe). Pour cela, le seul point à vérifier est l’inégalité triangulaire pour τt. Or, on a
puisque τt(sv) = |s|τt(v) (si s ∈ R \ {0}, v ∈ Rn) et par définition de τt,

τt(u+ v) = lim
t→0+

d(f(x+ tu), f(x− tv))
t

≤ lim
t→0+

d(f(x+ tu), f(x))
t

+ lim
t→0+

d(f(x), f(x− tv))
t

= τt(u) + τt(−v) = τt(u) + τt(v).

dès que u, v ∈ Rn. Notre preuve est donc complète.

Nous nous sommes inspirés dans cette section de [83].

4 Théorèmes de prolongement des applications lipschitziennes

Le but de cette partie est de donner des versions non linéaires du théorème de Hahn-Banach (ver-
sion analytique, voir [22]). De façon plus précise, soient (X, dX), (Y, dY ) deux espaces métriques. Les
questions considérées dans ce paragraphe sont les suivantes :

Est-il possible d’étendre toute fonction lipschitzienne f : A → Y où A ⊂ X est un sous-ensemble
de X en une fonction lipschitzienne g : X → Y ? Et si c’est le cas, peut-on contrôler Lip(g) par
Lip(f) ?
Ici, et dans la suite, on dit que g est une extension de f si pour pout x ∈ A, f(x) = g(x). Comme d’ha-
bitude, nous allons commencer par décrire le cas euclidien. Celui des espaces de Hilbert de dimension
infinie sera ensuite considéré. Nous devrons alors faire appel à la topologie faible *, en particulier au
théorème de Banach-Alaoglu (compacité de la boule unité pour cette topologie). Enfin, nous donnerons
un énoncé pour des espaces métriques assez généraux qui s’applique par exemple aux espaces métriques
doublants.
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4.1 Le cas euclidien

Démontrons un premier résultat élémentaire, souvent appelé théorème d’extension de McShane.

Proposition 2.90. Soit (X, d) un espace métrique.
(i) Soit A ⊂ X et soit f : A→ R une application lipschitzienne. Alors, il existe une extension lipschit-
zienne g : X → R avec Lip(g) = Lip(f).
(ii) Soit A ⊂ X et soit f : A → Rm une application lipschitzienne. Alors, il existe une extension
lipschitzienne g : X → Rm avec Lip(g) ≤

√
mLip(f).

Démonstration. (i) On pose g(x) = infa∈A(f(a) + Lip(f)d(x, a)). Alors, il est clair que si x ∈ A,
g(x) = f(x). En effet, par définition, g(x) ≤ f(x). De plus, puisque f est lipschitzienne, f(a) +
Lip(f)d(x, a) ≥ f(x) pour tout a ∈ A et donc g(x) ≥ f(x), puis f(x) = g(x). Si x, y ∈ X , on a
d’après l’inégalité triangulaire

g(x) ≤ inf
a∈A

(f(a) + Lip(f)(d(x, y) + d(y, a)) = g(y) + Lip(f)d(x, y).

De façon analogue, on a g(y) ≤ g(x)+Lip(f)d(x, y). Donc, g est lipschtzienne avec Lip(g) ≤ Lip(f).
Comme g est une extension de f , on a aussi Lip(f) ≤ Lip(g), et donc Lip(f) = Lip(g).
(ii) Si on pose f = (f1, ..., fm), on applique (i) à chaque fj (j = 1, ...,m) pour obtenir une extension
g = (g1, ..., gm) de f . On peut alors conclure en notant que pour x, y ∈ X ,

|g(x)− g(y)|2 =
m∑
j=1
|gj(y)− gj(x)|2 ≤ m(Lip(f))2d(x, y)2.

Dans le cas X = Rn (muni de la distance euclidienne), la partie (ii) du résultat précédent n’est
pas optimal. Avant d’énoncer et surtout de démontrer une version pour laquelle on a conservation de la
constante de Lipschitz, nous allons présenter quelques résultats intermédiaires.

Lemme 2.91. Soit K ⊂ Sn−1 un sous-ensemble de la sphère unité de Rn et soit g : K → Sm−1 une
application L-lipschitzienne avec L < 1. Alors, g(K) est contenu dans une demi-sphère ouverte

Démonstration. Soit C l’enveloppe convexe de g(K) dans B(0, 1). Pour conclure, il suffit de voir que
0 /∈ C et pour cela, raisonnons par l’absurde. Supposons qu’il existe des vecteurs v1,...,vk de K et des
réels λ1, ..., λk dans [0, 1] avec

∑k
i=1 λig(vi) = 0. Comme g est L-lipschtizenne avec L < 1, on a pour

tout i 6= j, 〈g(vi), g(vj)〉 > 〈vi, vj〉. D’où, en posant wi = λivi, on a pour tout j,
∑k
i=1〈wi, wj〉 < 0.

On obtient alors une contradiction puisque

|w1 + ...+ wk|2 = 〈w1 + ...+ wk, w1 + ...+ wk〉 =
k∑

i,j=1
〈wi, wj〉 < 0.

Lemme 2.92. Soient x1, ..., xk une collection finie de points de Rn et y1, ..., yk une partie finie de points
de Rm telles que

|yi − yj | ≤ |xi − xj | pour tout i,j ∈ {1, ..., k}.

Alors, si r1, ..., rk sont des nombres positifs tels que
k⋂
i=1

B(xi, ri) 6= ∅, on a aussi
k⋂
i=1

B(yi, ri) 6= ∅.
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Démonstration. On considèreG : Rm → R définie parG(y) = max
i=1,...,k

|y − yi|
ri

. CommeG est continue

et vérifie lim
|y|→+∞

|G(y)| = +∞, G atteint son minimum noté τ en un point z de Rm. Il nous suffit de

voir queG(z) ≤ 1 et pour cela, raisonnons par l’absurde. On suppose donc queG(z) = τ > 1 et on note
J l’ensemble des indices j ∈ {1, ..., k} tels que |z− yj | = τrj . On choisit un point x ∈

⋂
j∈J B(xj , rj)

et on considère les deux sous-ensembles :

D =
{
sj = xj − x

|xj − x|
; j ∈ J

}
⊂ Sn−1

D′ =
{
tj = yj − z

|yj − z|
; j ∈ J

}
⊂ Sm−1.

On définit maintenant l’application φ : D → D′ pour tout j ∈ J par φ(sj) = tj . Si i, j ∈ J , on a∣∣∣∣∣ xi − x|xi − x|
− xj − x
|xj − x|

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ yi − z|yi − z|

− yj − z
|yj − z|

∣∣∣∣∣ .
Donc, φ est L-lipschitzienne avec L < 1 et d’après le lemme 2.91, D′ est contenue dans une demi-

sphère ouverte, par exemple D′ ⊂ Sm−1 ∩ {xm > 0}. Mais, alors en déplacant légèrement z dans la
m-ième-direction, la valeur de G décroit strictement, ce qui contredit le fait que G a son minimum en
z.

Lemme 2.93. Soit E ⊂ Rn un ensemble fini et soit f : E → Rm une application 1-lipschitzienne. Pour
tout x ∈ Rn, il existe une extension 1-lipschitzienne g : E ∪ {x} → Rm de f sur E ∪ {x}.

Démonstration. On pose E = {x1, ..., xk}. Soit f : E → Rm une application 1-lipschitzienne et soit
x ∈ Rn. On pose pour i = 1, ..., k, ri = |x− xi| et yi = f(xi). On peut alors appliquer le lemme 2.92
pour obtenir un point y ∈ Rm tel que pour tout i = 1, .., k, on ait |y − f(xi)| ≤ |x − xi|. On obtient
donc l’extension cherchée en posant f(x) = y.

Théorème 2.94. Soit A ⊂ Rn et soit f : A → Rm une application lipschitzienne. Alors, il existe une
extension lipschitzienne g : Rn → Rm avec Lip(g) = Lip(f).

Démonstration. On peut sans perte de généralité supposer que f est 1-lipschitzienne. Il est clair au vu du
lemme précédent que nous allons utiliser un procédé diagonal. Pour cela, on se donne des ensembles (au
plus) dénombrables (ai) et (bi) qui sont respectivement denses dansA et Rn\A. Si Rn\A est fini, on peut
facilement construire une extension en appliquant le lemme précédent. Si A est fini, il suffit de modifier
légèrement la preuve qui suit. Supposons donc que A et Rn \ A sont infinis. Pour tout k, le lemme
précédent donne une application 1-lipschitzienne fk : {a1, ..., ak, b1, ..., bk} → Rm avec fk(ai) = f(ai)
pour tout i = 1, ..., k. La suite (fk(b1)) étant bornée puisque par exemple |fk(b1)| ≤ |f(a1)|+ |b1− a1|
pour tout k, elle admet une sous-suite (fk1

j
(b1)) qui converge. De façon similaire, la suite (fk1

j
) admet

une sous-suite (fk2
j
) telle que (fk2

j
(b2)) converge. On construit ainsi des sous-suites (fklj ) de sorte que

(fkl+1
j

) est une sous-suite de (fklj ) et (fklj (bl)) converge. On pose gl = fkl
l
. Notons D = {ai} ∪ {bi}.

Alors, par construction, pour d ∈ D, (gl(d)) converge et on note g(d) sa limite. Alors, l’application
g : D → Rm est 1-lipschtzienne et pour tout j, g(aj) = f(aj). Par densité de D dans Rn, on peut
étendre g en une application 1-lipschitzienne de Rn dans Rm qui coincide avec f sur A (par densité de
(aj) dans A). Voir l’exercice 2.208.

Cette preuve est inspirée de [60].
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4.2 Topologie faible ∗ et le cas hilbertien

En utilisant de la topologie faible ∗, on peut étendre le théorème 2.94 en dimension infinie. Pour
cela, on commence par quelques rappels.

Topologie faible ∗

Commençons par une construction générale. Soit un ensembleX et des espaces topologiques (Yi)i∈I
(où l’ensemble des indices I n’est pas en général dénombrable). Pour tout i ∈ I , on se donne une appli-
cation φi : X → Yi. Si on munit X de la topologie discrète (celle pour laquelle tous les sous-ensembles
de X sont des ouverts), toutes les applications φi sont continues. Il existe donc des topologies sur X qui
rendent continues toutes les applications φi. De plus, il en existe une qui est la moins fine, c’est à dire
contenant le minimum d’ouverts. Ceux-ci sont de la forme O = ∪quelconque ∩finie φ−1

i (Vi) où pour tout
i, Vi est un ouvert de Yi. Si x ∈ X , une base de voisinage est alors de la forme ∩finieφ−1

i (Vi) où Vi est
un voisinage de φi(x) dans Yi. Il est alors facile de caractériser la convergence des suites : xn → x (pour
cette topologie) si et seulement si φi(xn) → φi(x) pour tout i ∈ I . Nous allons maintenant appliquer
cette construction pour obtenir la topologie faible puis la topologie faible ∗. Soit (E, ||.||) un espace de
Banach. On appelle topologie forte la topologie associée à la norme ||.|| et on dit que la suite (xn) tend
fortement vers x (ce que l’on note xn → x) si (xn) tend vers x au sens de la topologie forte. On note
E∗ son dual que l’on munit de la norme usuelle |||.|||.

Topologie faible σ(E,E∗).
On pose pour tout f ∈ E∗ et tout x ∈ E, φf (x) = f(x). En appliquant la construction précédente à
X = E, Yi = R, et I = E∗, on obtient la topologie faible σ(E,E∗) qui est donc la topologie la moins
fine qui rend continues toutes les applications φf . Une base de voisinage de x0 ∈ E est donné par les
ensembles de la forme V = {x ∈ E; |fi(x − x0)| < ε,∀i ∈ I} où I est fini, fi ∈ E∗ et ε > 0. Si
une suite (xn) tend vers x pour la topologie σ(E,E∗), on note xn ⇀ x et on dit que (xn) tend vers
x faiblement dans E. Il est clair d’après les définitions que si (xn) converge fortement vers x dans E,
alors (xn) converge faiblement vers x dans E. De plus (xn) converge faiblement vers x dans E si et
seulement si pour tout f ∈ E∗, (f(xn)) converge vers f(x) dans R. En dimension finie, la topologie
faible et la topologie forte coincident. En dimension infinie, la topologie faible est strictement moins
fine que la topologie forte.

Topologie faible ∗ σ(E∗, E)
On note E∗∗ le bidual de E (c’est à dire E∗∗ = (E∗)∗) que l’on munit de la norme usuelle. Pour chaque
x ∈ E, on définit un élément de E∗∗ en considérant φx(f) = f(x) pour f ∈ E∗. En appliquant la
construction initiale àX = E∗, Yi = R et I = E, on construit la topologie faible ∗, notée σ(E∗, E), qui
est la topologie la moins fine surE∗ qui rend continues toutes les applications φx. Une base de voisinage
de f0 ∈ E∗ est donnée par les ensembles de la forme V = {f ∈ E∗; |(f − f0)(xi)| < ε,∀i ∈ I} où
I est fini, xi ∈ E et ε > 0. Si (fn) est une suite dans E∗ qui converge vers f pour σ(E∗, E), on note
fn

∗
⇀ f . Alors, fn

∗
⇀ f si et seulement si pour tout x ∈ E, fn(x) → f(x). De plus, si (fn) converge

fortement vers f (c’est à dire au sens de la norme |||.|||), elle converge pour la topologie σ(E∗, E). Il est
bien connu que pour un espace vectoriel normé de dimension infinie, la boule unité fermée n’est jamais
compacte. Un des intêrets de la topologie faible ∗ réside dans le résultat fondamental suivant (Théorème
de Banach-Alaoglu).

Théorème 2.95. L’ensemble {f ∈ E∗; |||f |||| ≤ 1} est compact pour la topologie σ(E∗, E).

Le cas qui va nous intéresser dans la suite est celui où E = H avec H un espace d’Hilbert. On
notera 〈x, y〉 le produit scalaire sur H et ||x|| =

√
〈x, x〉 la norme associée. Nous énonçons maintenant
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le théorème de représentation de Riesz-Fréchet qui va nous permettre d’identifier H et son dual H∗.

Théorème 2.96. Soit H un espace de Hilbert. Etant donné φ ∈ H∗. il existe un unique uφ ∈ H tel que
pour tout x ∈ H , φ(x) = 〈uφ, x〉. De plus, ||uφ|| = |||φ|||.

Ainsi, l’application φ → uφ est un isomorphisme isométrique entre H et H∗ qui permet donc
d’identifier ces deux espaces de Banach. Le théorème de Banach-Alaoglu peut alors s’écrire dans ce
cadre sous la forme suivante qui est celle que nous utiliserons dans la suite.

Corollaire 2.97. Toute boule fermée (pour la topologie forte) Bf (a, r) = {x ∈ H; ||x− a|| ≤ r} d’un
espace de Hilbert H est compacte pour la topologie faible *.

Pour plus de détails sur cette partie, voir [22].

Preuve du théorème de Kirszbraun dans les espaces de Hilbert

Théorème 2.98. On considère H un espace de Hilbert. Soit A ⊂ H et soit f : A→ H une application
lipschitzienne. Alors, il existe une extension lipschitzienne g : H → H avec Lip(g) = Lip(f).

Démonstration. On peut toujours supposer que Lip(f) = 1 et on note ||.|| la norme sur H . Le début
de la démonstration est identique à la précédente. Ainsi, on commence par noter (voir l’exercice 2.209)
que si x1, ...., xn et y1, ..., yn sont des points de H qui vérifient pour tous i, j = 1, ...n, ||yi − yj || ≤
||xi − xj ||, alors pour tout x0 ∈ H \ {x1, ..., xn}, il existe y0 ∈ H tel que ||yi − y0|| ≤ ||xi − x0||
pour tout i = 1, ..., n. Ceci est l’analogue du lemme 2.92. Considérons {x1, ..., xn} une partie finie
de A et posons yi = f(xi). Alors, ||yi − yj || ≤ ||xi − xj || (puisque f est 1-lipschitzienne). Donc, si
x0 ∈ H \ {x1, ..., xn}, il existe y0 ∈ H tel que ||yi − y0|| ≤ ||xi − x0|| pour tout i = 1, ..., n et ainsi
y0 ∈ ∩ni=1Bf (f(xi), ||xi − x0||).

On rappelle que si K est un compact, alors de la propriété de Borel-Lebesgue (de tout recouvrement
de K par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini), il vient (par passage aux complémen-
taires) que si (Fi)i∈I est une famille de fermés de K telle que ∩i∈IFi = ∅, on peut extraire une famille
finie (Fi)i∈J , avec J ⊂ I fini, telle que ∩i∈JFi = ∅ ou encore (par contraposition) que si (Fi)i∈I est
une famille de fermés de K dont toute sous-famille finie a une intersection non vide, alors ∩i∈IFi est
non vide (propriété de l’intersection finie).
Fixons x0 /∈ A et a ∈ A. On peut appliquer ce qui précède à
- K = Bf (f(a), ||a − x0||) qui est compact pour la topologie σ(E∗, E) par le théorème de Banach-
Alaoglu ;
- les Fx = Bf (f(x), ||x − x0||) ∩K (x ∈ A) qui vérifie la propriété de l’intersection finie d’après ce
qui précède (considérer une famille finie de points de A contenant a). Donc, il existe y0 ∈ ∩x∈AFx (qui
est non vide !). Posons g(x0) = y0 et g(x) = f(x) si x ∈ A. Alors, g est une extension 1-lipschitzienne
de f sur A∪ {x0}. On peut ensuite conclure en adaptant la fin de la preuve du cas euclidien, soit en uti-
lisant la démonstration classique du théorème d’Hanh-Banach (via le lemme de Zorn, voir par exemple
[22]).

La preuve du théorème 2.98 est tiré de [120].
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4.3 Extension des fonctions lipschitziennes dans les espaces de Banach et les groupes de
Carnot

Dans ce paragraphe, nous souhaitons montrer que dans le cas des espaces de Banach ou des groupes
de Carnot, la situation n’est pas claire pour l’extension des fonctions lipschitziennes. On commence par
une définition générale.

Définition 2.99. On dit qu’un couple d’espaces métriques (X,Y ) a la propriété d’extension lipschit-
zienne s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout sous-ensemble Z deX et toute application lip-
schitzienne f : Z → Y , il existe une extension lipschitzienne f̃ : X → Y de f avecLip(f̃) ≤ CLip(f).
On note e(X,Y ) la plus petite constante pour laquelle (X,Y ) a la propriété d’extension. On pose
e(X,Y ) =∞ dans le cas où le couple n’a pas la propriété d’extension.

Contrairement au théorème de Kirszbraun, on ne demande pas l’égalité des constantes de Lipschitz
(ceci serait trop contraignant). Notons que l’on a toujours Lip(f) ≤ Lip(f̃). On a vu que les couples
d’espaces euclidiens ou d’espaces hilbertiens ont la propriété d’extension lipschitzienne avec e(X,Y ) =
1. Si X est un espace de Banach, il en est de même de (X, l∞) ou de (X,C(K)) quand on munit l∞

ou C(K) (espace des fonctions continues sur un espace compact) de la norme infinie (voir [14]). Le cas
des espaces de Lebesgue est plus intrigant. Ainsi, on a les résultats suivants :

- Si 1 < p < 2, e(L2, Lp) ≤ 6√
p− 1 (Ball).

- Si 2 < p <∞, e(Lp, L2) ≤ C(p) <∞ (Tsar’kov).
- Si 2 < p <∞, e(L2, Lp) =∞ (Naor).
D’autre part, les cas (L2, L1) et (Lp, Lq) (avec 2 < p < ∞ et 1 < q < 2) ne sont pas bien compris.
Donnons un résultat assez général pour les espaces de Banach établi dans [66].

Théorème 2.100. Si X est un espace de Banach de dimension n et si Y est un espace de Banach,
alors le couple (X,Y ) a la propriété d’extension lipschitzienne avec C ≤ K.n (où K est une constante
absolue)

Voir [14] et l’introduction de [86] pour une discussions plus détaillée du problème d’extension lip-
schitzienne pour les espaces de Banach.

Considérons maintenant la question de déterminer les couples de groupes de Carnot (G1,G2) qui
ont la propriété d’extension lipschitzienne. Il est connu que la réponse est oui dans le cas où G1 = Rn et
G2 = Hm si et seulement si n ≤ m. De plus, le fait que le couple (Hn,Hm) a la propriété d’extension
lipschitzienne implique que n ≤ m et si n ≥ 2k + 1 (c’est à dire n est impair), le couple (Hn,Hn)
n’a pas la propriété d’extension. Voir [12] pour une démonstration de ce dernier résultat et pour un
historique du problème. Même dans le cas où G1 = H1, la situation n’est pas bien comprise. Ainsi, le
couple (H1,H3) a la propriété d’extension lipschitzienne alors que le couple (H1,H1) ne l’a pas. On ne
sait pas pour (H1,H2).

4.4 Dimension de Nagata et extension dans le cas métrique

Dans [84], Lang et Schlichenmaier ont donné une version du théorème de Kirzsbraun dans le cadre
métrique via une condition de finitude de la dimension de Nagata que nous définissons maintenant.

Définition 2.101. 1) Soit B = (Bi)i∈I une famille de sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
On dit que B est D-bornée où D > 0 est une constante si pour tout i ∈ I , diamBi ≤ D. Pour tout
s ≥ 0, la s-multiplicité de B est l’infimum des entiers N tels que tout sous-ensemble A ⊂ X de X avec
diamA ≤ s rencontre au plus N éléments de B.
2) Si X est un espace métrique, sa dimension de Nagata, notée Ndim(X, d), ou Ndim(X) s’il n’y a
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pas d’ambiguité sur la distance d, est l’infimum des entiers n pour lesquels il existe une constante C > 0
telle que pour tout s ≥ 0, il existe un recouvrement Cs-borné de X de s-multipicité au plus n+ 1.

Cette dimension a été introduite par Assouad pour obtenir des théorèmes de recouvrement de type
Besicovitch et ainsi obtenir des théorèmes de dérivation de mesures dans des classes d’espaces métriques
assez généraux. Les espaces (métriques) doublants sont de dimension de Nagata finie. Il en est de même
des espaces métriques à courbure négative comme les variétés d’Hadamard homogènes (c’est à dire à
courbure sectionnelle négative) ou les immeubles euclidiens.

Définition 2.102. On dit qu’un espace métrique Y est lipschitz m-connecté pour un entier m ≥ 0
s’il existe une constante C(m) > 0 telle que toute application lipschitzienne f : Sm → Y où Sm

est la sphère unité de Rm possède une extension lipschitzienne sur la boule unité f̃ : Bm → Y avec
Lip(f̃) ≤ C(m)Lip(f).

Cette condition est vérifiée sous une condition faible de convexité de la distance sur Y (voir exercice
2.211). On peut enfin donner le résultat de Lang et Schlichenmaier.

Théorème 2.103. SoientX et Y deux espaces métriques. On suppose queX est de dimension de Nagata
n finie et que Y est lipschitz m-connecté pour tout m = 0, ..., n− 1. Alors, le couple (X,Y ) possède la
propriété d’extension lipschitzienne (voir la définition 2.99).

Nous allons donner une idée de la preuve de ce théorème. Nous aurons besoin de quelques notions
de topologie algébrique. Une cellule convexe polyhédrale euclidienneC est un espace métrique compact
isométrique à l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points d’un espace euclidien. La dimension de C
est la dimension du plus petit m-plan le contenant où un m-plan est un espace isométrique à Rm. Si C
appartient à un demi-espace délimité par un hyperplanH et siH∩C 6= ∅, on dit que F = H∩C est une
face de C. La dimension d’une face est la dimension du plus petit m-plan la contenant. Les 0-faces sont
les sommets de C, les 1-faces sont ses arêtes. Une cellule polyhédrale convexe euclidienne de dimension
m avec exactement m + 1 sommets est appelée un simplexe euclidien. On définit le n-squelette Σ(n)

d’un simplexe Σ comme la réunion des simplexes de dimension inférieure ou égale à n. Un complexe
polyhédral euclidien (par morceaux) est un espace métrique Z tel qu’il existe un recouvrement C de Z
tel que tout C ∈ C est une cellule polyhédrale euclidienne, chaque face de C est dans C et deux éléments
de C s’intersectent en une face commune ou sont disjoints. Si chaque cellule est un simplexe euclidien,
Z est appelé un complexe simplicial (euclidien). La dimension de Z est le supremum des dimensions
de cellules le composant. On peut associer de façon naturelle un simplexe à un recouvrement par des
boules B d’un espace métrique (X, d). Pour cela, on se donne un paramètre ε > 0. Les 0-faces sont les
centres des boules de B. Les 1-faces sont les couples (x, y) où les x et y sont des centres de boules de B
avec d(x, y) ≤ ε. Puis, on construit les 2-faces en regroupant les 1-faces suivant un procédé analogue et
ainsi de suite. On utilisera ce type de construction dans la démonstration du théorème 2.103.

Nous énonçons un résultat qui sera utile pour nous et qui a son propre intêret.

Proposition 2.104. Les compacts convexes de Rd d’intérieur non vide sont bilipschitz équivalents.

La conclusion dit que si C, C̃ sont des compacts convexes de Rn d’intérieur non vide, il existe des
bijections lipschitziennes f : C → C̃ et g : C̃ → C avec g−1 = f . On rappelle aussi que C ⊂ Rn est
convexe si pour tous x, y ∈ C et tout t ∈ [0, 1], tx+ (1− t)y ∈ C.

Démonstration. Soit C un compact convexe de Rn d’intérieur non vide. Nous allons montrer que C
est bilipschitz équivalent à la boule unité fermée Bf (0, 1) de Rn, ce qui permettra de conclure. Quitte
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à translater C, on peut supposer que l’origine 0 est dans l’intérieur de C. Nous allons utiliser la jauge
convexe jC qui permet par exemple de démontrer des formes géométriques du théorème d’Hahn-Banach
(voir [22]). Celle-ci est une application jC : Rn → R+ définie par

jC(x) = inf{λ > 0, x ∈ λC} = inf{λ > 0, λ−1x ∈ C}.

Notons que pour tout α > 0, tout x ∈ Rn,

jC(αx) = |α|jC(x). (2.105)

D’autre part, on a l’égalité suivante

C = {x ∈ Rn; jC(x) ≤ 1}. (2.106)

En effet, si x ∈ C, il est clair que jC(x) ≤ 1 par définition. Réciproquement, supposons que jC(x) ≤ 1.

Si jC(x) = 1, alors pour tout n ∈ N∗, xn = 1
1 + 1/nx ∈ C. Comme lim

n→+∞
xn = x et que C est

compact, x ∈ C. Si jC(x) < 1, il existe 1 > λ > 0 tel que λ−1x ∈ C. Alors, comme C est convexe
et que 0 ∈ C, x = λ(λ−1x) + (1 − λ)0 ∈ C. On a donc (2.106). Puisque C est compact et que 0 est
point intérieur de C, il existe 0 < r < R tels que Bf (0, r) ⊂ C ⊂ Bf (0, R). Il s’en suit que pour tout
x ∈ Rn,

||x||
R
≤ jC(x) ≤ ||x||

r
. (2.107)

Notons de plus que jC est lipschitzienne de constante inférieure à 1/r. En effet, considérons x, y
dans Rn avec x 6= 0 (et par exemple jC(y) ≥ jC(x)). D’après (2.105), on peut sans perte de généralité
supposer que jC(x) = 1. Notons que pour tout 0 < t < 1, la boule (fermée) de centre tx et de rayon
(1− t)r est contenue dansBf (0, r), donc dans C. Or, comme ||tx− ty|| = (1− t)r si t = r

r + ||x− y|| ,

il s’en suit que ty ∈ C. Donc, jC(y) ≤ 1
t

= 1 + ||x− y||
r

. On en déduit jC(y)− jC(x) ≤ 1
r
||x− y||.

Cette inégalité reste vraie si x = 0 d’après (2.107). On peut conclure par symétrie en x et y.

Considérons maintenant les applications f : Rn → Rn et g : Rn → Rn définies par f(0) = g(0) =

0 et pour tout x 6= 0, f(x) = jC(x)
||x||

x et g(x) = ||x||
jC

x. Alors, f et g sont des bijections réciproques

l’une de l’autre et f(C) = Bf (0, 1) (ceci vient de (2.106). Le dernier point à vérifier est que f et g sont
lipschitziennes (avec des constantes respectives inférieures à 2/r et r+R2/r). On commence par noter
que si x, y ∈ Rn,∣∣∣∣ x||x|| − y

||y||

∣∣∣∣2 = 2− 2 〈x, y〉
||x||.||y||

≤ ||x||
2 + ||y||2 − 2〈x, y〉
||x||.||y||

= ||x− y||
2

||x||.||y||
. (2.108)

Si ||x|| ≥ ||y|| > 0, on a, en utilisant le fait que jC est lipschitzienne,

|f(x)− f(y)| ≤
∣∣∣∣jC(x)
||x||

(x− y)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(jC(x)

||x||
− jC(y)
||y||

)
y

∣∣∣∣
= jC(x)

||x||
||x− y||+ |jC(x/||x||)− jC(y/||y||)| |y| (d’après (2.105))

≤ 1
r
||x− y||+ 1

r

∣∣∣∣ x||x|| − y

||y||

∣∣∣∣ ||y||
≤ 1

r
||x− y||+ 1

r

||x− y||√
||x||.||y||

||y|| (d’après (2.108))

≤ 2
r
||x− y||.
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La même inégalité reste vraie si y = 0 d’après (2.107). On peut donc conclure que f est lipschitzienne.
Par le même type d’arguments, on montre que si ||x|| ≥ ||y|| > 0, on a

|g(x)− g(y)| ≤ ||x||
jC(x) ||x− y||+

∣∣∣∣ ||x||jC(x) −
||y||
jC(y)

∣∣∣∣ ||y||
= ||x||

jC(x) ||x− y||+
||x||.||y||
jC(x)jC(y) |jC(x/||x||)− jC(y/||y||)| ||y||

≤ R||x− y||+ R2

r

∣∣∣∣ x||x|| − y

||y||

∣∣∣∣ ||y||
≤ R||x− y||+ R2

r

||x− y||√
||x||.||y||

||y||

≤
(
r + R2

r

)
||x− y||.

On peut alors conclure comme pour f que g est lipschitzienne.

Nous allons donner une idée de la preuve du théorème 2.103. Soit f : Z ⊂ X → Y une application
lipschitzienne où X et Y vérifient les hypothèses du théorème 2.103. En utilisant le fait que X est de
dimension de Nagata finie n, on construit une famille B = (Bi,k)(i,k)∈A) de sous-ensembles de X qui
recouvreX \Z et est de multiplicitée inférieure à n+1. Grace aux conditions surA (essentiellement sur
la taille des Bi,k), on peut construire une application lipschitzienne g : X \ Z → l2(A) qui vit dans le
squelette Σ(n) d’un simplexe Sn de l2(A). Pour conclure, il nous suffit de construire une application lip-
schitzienne h : Σ(n) → Y . En effet, l’extension de f surX \Z est alors donnée par h◦g. La construction
de h se fait par récurrence, en étendant successivement (pour m = 0, ..., n − 1) l’application lipschit-
zienne hm : Σ(m) → Y en une application lipschitzienne hm+1 : Σ(m+1) → Y en utilisant le fait que Y
est Lipschitz m-connecté. Ici, Σ(m] est le squelette du sous-simplexe de dimension m de Sn et on iden-
tifie Σ(m) et Σ(m+1) avec respectivement la sphère unité et la boule unité de Rm via la proposition 2.104.

Terminons par un des ingrédients de la démonstration complète qui a son propre intêret.

Définition 2.109. On dit que Y , sous-ensemble de l’espace métriqueX , est un rétracté lipschitzien deX
s’il existe une application lipschitzienne r : X → Y telle que la restriction de r à Y soit l’identité. Une
telle application r est appelée une rétraction lipschitzienne deX dans Y . On dit que l’espace métrique Y
est un retracté lipschitzien absolu s’il est un rétracté lispchitzien de tout espace métriqueX le contenant.

Proposition 2.110. Soit Y un espace métrique. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Y est un rétracté lipschitzien absolu ;

(ii) Pour tout espace métrique X et tout sous-ensemble A de X , toute fonction lipschizienne f :
A→ Y peut être étendue en une fonction lipschitzienne g : X → Y .

Attention, dans l’énoncé précédent, le couple (X,Y ) n’a pas la propriété d’extension lipschitzienne
car on ne contrôle par Lip(g) par Lip(f).

Démonstration. On peut facilement démontrer l’implication (ii) =⇒ (i) en considérant A = Y et f
l’application identité sur Y . Pour la réciproque, on commence par plonger isométriquement Y dans
L∞(Y ), le plongement étant donné par φ : x → φx où φx(y) = d(x, y) − d(x0, y) avec x0 un point
fixé de Y . Alors, par hypothèse, il existe une rétraction lipschitzienne r : L∞(Y ) → Y . Si on voit f
comme une application de A dans L∞(Y ), une variante de la propositon 2.90 permet de construire une
extension lipschitzienne f̃ : X → L∞(Y ) de f . Alors, g = r ◦ f̃ convient.
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5 Autour de la théorie de la rectifiabilité

Cette partie est plutôt descriptive, au sens où nous donnons beaucoup de définitions, d’exemples, de
résultats mais peu de preuves qui sont souvent techniques et longues. Cependant, elle permet d’illustrer
l’utilisation des applications lipschitziennes en géométrie non lisse (c’est à dire hors du cadre des variétés
riemanniennes) en introduisant les ensembles rectifiables. Nous verrons aussi quelques applications de
cette théorie, entre autres à des problèmes variationnels ou encore à l’analyse complexe/harmonique.
Cette section doit être vue comme une invitation à la théorie géométrique de la mesure et au calcul des
variations.

5.1 Ensembles rectifiables et purement non rectifiables

On donne dans cette section quelques définitions et des propriétés élémentaires des ensembles recti-
fiables/non rectifiables.

Définition 2.111. Soit s ∈]0, n] un entier. L’ensembleE ⊂ Rn est s-rectifiable si et seulement s’il existe
une famille dénombrable d’applications lipschitziennes fj : Rs → Rn et un ensemble E0 ⊂ Rn avec
Hs(E0) = 0 tels que E ⊂ (

⋃
j fj(Rs))

⋃
E0.

Dans le cas particulier où s = 1, un ensemble E ⊂ Rn est donc 1-rectifiable si et seulement s’il
existe des courbes (localement) rectifiables Γj et un ensemble E0 ⊂ Rn avec H1(E0) = 0 tels que
E ⊂ (

⋃
j Γj)

⋃
E0.

Notons que d’après le théorème de Kirszbraun (voir théorème 2.94), on a le

Lemme 2.112. Soit E ⊂ Rn un ensemble. Alors, E est s-rectifiable si et seulement s’il existe une
famille dénombrable de sous-ensembles Aj ⊂ Rs, des applications lipschitziennes fj : Aj → Rn et un
ensembleHs-négligeable E0 ⊂ Rn tels que E = (

⋃
j fj(Aj))

⋃
E0.

On a aussi d’après le théorème d’approximation des fonctions lipschitziennes par des fonctions C1

(voir théorème 2.63) qu’un ensemble est s-rectifiable si et seulement s’il peut être recouvert par des
sous-variétés s-dimensionnelles de classe C1 de Rn à un ensemble de Hs-mesure nulle près. Dans le
cas s = 1, les sous-variétés en question sont des courbes de classe C1. Pour d’autres propriétés des
ensembles rectifiables, voir l’exercice 2.212.

Définition 2.113. Soit s ∈]0, n] un entier. L’ensemble E ⊂ Rn est purement non s-rectifiable si et
seulement si pour tout ensemble s-rectifiable F ⊂ Rn,Hs(E ∩ F ) = 0.

Ainsi, un ensemble E ⊂ Rn est purement non 1-rectifiable si et seulement si pour toute courbe
rectifiable Γ ⊂ Rn, H1(Γ ∩ E) = 0. On peut décomposer tout ensemble (de s-mesure de Hausdorff
finie) en une partie s-rectifiable et une partie purement non s-rectifiable.

Proposition 2.114. Soit E ⊂ Rn un ensemble vérifiant Hs(E) < ∞. Alors, il existe un ensemble
s-rectifiable Erect ⊂ Rn et un ensemble purement non s-rectifiable Enonrect ⊂ Rn tels que E =
Erect ∪ Enonrect. De plus, à des ensembles deHs-mesure nulle, cette décomposition est unique.

Démonstration. Soit M = supHs(E∩F ) où le supremum est pris sur tous les ensembles s-rectifiables
F . Notons que M est fini puisque Hs(E) < ∞. Considérons pour tout j = 1, 2, ..., un ensemble s-
rectifiable Fj de sorte que Hs(E ∩ Fj) > M − 1/j. Alors, Erect = ∪j≥1Fj convient. Le reste de la
démonstration est alors évident.
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Nous allons donner deux exemples fondamentaux. Il est important de garder ces exemples en tête
pour la suite.

Exemple 2.115. [Graphes lipschitziens] Il est clair qu’un espace affine de dimension s de Rn (que nous
appelons dans la suite s-plan affine) est s-rectifiable. De façon plus générale, les s-graphes lipschitziens
le sont aussi. Pour nous, un s-graphe lipschitzien Γ est, à translation et rotation près, un ensemble de la
forme

Γ = {(x,A(x)), x ∈ Rs}

où A : Rs → Rn−s est lipschitzienne. Ainsi, Γ = {(x,A(x)), x ∈ P} où P est un s-plan affine (dont
l’orthogonal est noté P⊥) et A : P → P⊥ est lipschitzienne. Le cas du plan affine correspond donc à
A = 0. Il n’est pas difficile de voir que les graphes lipschitziens sont des courbes localement rectifiables.
Ceci découle par exemple du théorème de Rademacher et de (2.19). Ces graphes jouent un rôle important
en analyse harmonique, nous y reviendrons plus tard. Notons aussi que si Γ est un 1-graphe lipschitzien
du plan complexe alors l’ensemble Γ ∪Q2 est 1-rectifiable mais n’est pas une courbe (localement) rec-
tifiable. Il faudra dans la suite bien faire la distinction entre ensembles rectifiables et courbes rectifiables.

Exemple 2.116. [Ensemble de Cantor 4-coins] L’exemple typique d’ensemble purement non 1-
rectifiable est l’ensemble de Cantor 4-coins que nous avons déja rencontré (voir l’exemple 2.36). Ceci
n’est pas évident à première vue, mais essayons de construire une courbe rectifiable (donc de longueur
finie) qui contienne le Cantor 4-coins noté E = ∩j∈NEj dans la suite. Il nous faut d’abord considérer
3 segments de longueur 1/2 pour joindre les 4 carrés de E1. Puis, 32 segments de longueur 1/22 pour
joindre les 4 carrés de E2 qui sont situés dans un carré de E1. En itérant cette construction, on construit
une courbe qui contient E mais dont la longueur est donnée par

∑
j∈N

(3/2)j = +∞. Ainsi, cette courbe

n’est pas (localement) rectifiable. Cette construction est naive mais par auto-similarité de E, elle donne
une bonne idée de pourquoi l’ensemble de Cantor 4-coins est purement non 1-rectifiable. On peut facile-
ment modifier la construction du Cantor 4-coins pour obtenir des ensembles purement non s-rectifiables
avec s > 1. Nous démontrerons plus tard que l’ensemble de Cantor 4-coins est purement non rectifiable
en utilisant une caractérisation de ces ensembles par les projections.

En dimension s = 1, la connexité joue un rôle particulier comme le montre le résultat suivant qui
n’a pas d’analogue pour les dimensions supérieures.

Théorème 2.117. Il existe une constante C(n) telle que si E ⊂ Rn est un continuum non trivial (c’est
à dire un ensemble compact, connexe non réduit à un point) de Rn avec H1(E) < +∞, alors il existe
une courbe rectifiable γ : I → Rn de Rn telle que E ⊂ Γ = γ(I) etH1(E) ≤ l(Γ) ≤ C(n)H1(E). En
particulier, E est 1-rectifiable.

La preuve repose sur le résultat suivant de théorie des graphes qui se démontre facilement par récu-
rence sur le nombre d’arêtes.

Lemme 2.118. Soit G un graphe connexe avec un nombre fini d’arêtes. Alors, il existe un chemin qui
passe deux fois exactement par toutes les arêtes de G (une fois dans chaque direction).

Cet énoncé mérite quelques eclaircissements. Un graphe G est la donnée d’une collection V de
points et d’une collection E d’arêtes qui joignent certains sommets, c’est à dire une arête est de la forme
(x, y) où x, y ∈ V . On dit que deux sommets x et y sont voisins si (x, y) est une arête. Un chemin dans
G est une suite finie de sommets x0, ..., xn telle que pour tout i = 0, ..., n − 1, xi et xi+1 sont voisins.
On dit que G est connexe si tout couple de sommets peut être joint par un chemin.
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Exemple 2.119. Soit G le graphe dont les sommets sont les éléments de Z2. Pour construire les arêtes
de G, on joint le sommet (i, j) à (i, j + 1), (i, j − 1), (i+ 1, j) et (i− 1, j). Le graphe obtenu est alors
connexe.

Démonstration. On suit essentiellement la preuve du Théorème 1.8 de [35]. On peut sans perte de
généralité supposer que diamE = 1. Pour tout δ ∈]0, 1[, on considère un ensemble Aδ de points de E
tel que

(P1) Pour tous les x, y ∈ Aδ avec x 6= y, |x− y| ≥ 2δ.
(P2) Pour tout x ∈ E, il existe y ∈ Aδ tel que |x− y| < 2δ.

Il est clair que Aδ est fini pour tout δ ∈]0, 1[ (puisque E est compact). On associe maintenant à cet
ensemble un graphe Eδ de la façon suivante. Les sommets de Eδ sont les points de Aδ et deux sommets
x et y sont reliés par une arête si |x− y| ≤ 4δ. Le graphe Eδ peut être vu comme un sous-ensemble ∆δ

de Rn. En effet, l’ensemble ∆δ est obtenu en joignant, pour toute arête (x, y) de Eδ, les sommets cor-
respondants de Aδ par le segment euclidien [x, y]. Le graphe Eδ a évidemment un nombre fini d’arêtes.
Afin d’appliquer le lemme 2.118, on doit vérifier que le graphe Eδ est aussi connexe. Pour cela, on rai-
sonne par l’absurde et on suppose que Eδ = Y ∪Z où Y et Z sont disjoints, non vides et ainsi satisfont
|y − z| > 4δ pour tout y ∈ Y et tout z ∈ Z (on voit ici Y et Z comme des sous-ensembles de Rn).
Posons A1 = E ∩ (∪y∈YBf (y, 2δ)) et A2 = E ∩ (∪z∈ZBf (z, 2δ)). Alors, A1 et A2 sont non vides,
fermés et disjoints. De plus, E = A1 ∪A2 par (P2). Ceci contredit le fait que E est connexe. D’où, pour
tout δ ∈]0, 1[, Eδ est connexe. De plus, nous avons que H1(∆δ) ≤ CH1(E). En effet, si on note Nδ le
nombre de points de Aδ, on a

1) D’après (P1), le nombre de voisins dans Eδ d’un point de Aδ est borné uniformément en δ (car l’es-
pace euclidien Rn est doublant). Donc,H1(∆δ) ≤ CδNδ (où C > 0 de dépend pas de δ).

2) Comme E est connexe, H1(E ∩ B(x, δ)) ≥ δ/2 (au moins pour δ assez petit). L’argument est
similaire à celui utilisé dans la preuve du lemme 2.26. Pour cela, fixons x ∈ E et δ < (diamE)/2. Soit
φ(y) = |x− y| pour y ∈ E. Il est clair que φ est 1-lipschitzienne. Il s’en suit que

H1(φ(E ∩B(x, δ))) ≤ H1(E ∩B(x, δ)).

Puisque φ(E ∩B(x, δ)) est un intervalle, on a aussi

H1(φ(E ∩B(x, δ))) = sup
y,z∈E∩B(x,δ)

||x− y| − |x− z|| ≥ sup
y∈E∩B(x,δ)

|x− y|.

Comme E est connexe, par continuité de la distance, sup
y∈E∩B(x,δ)

|x− y| ≥ δ/2 puis

H1(E ∩B(x, δ)) ≥ H1(φ(E ∩B(x, δ))) ≥ δ/2.

De plus, les ensembles E ∩B(x, δ), x ∈ Aδ, sont disjoints. Donc,H1(E) ≥ Nδ
δ

2 .

Il découle des points 1) et 2) queH1(∆δ) ≤ CH1(E), ce qui était l’inégalité cherchée.

On applique alors le lemme 2.118 à ∆δ pour construire naturellement une application lipschitzienne
(et donc une courbe lipschitzienne) γδ : [0, 1] → Rn de sorte que γδ([0, 1]) = ∆δ et || |γ̇δ| ||∞ ≤
CH1(E). Rappelons que |γ̇δ| est la dérivée métrique de γδ avec laquelle on peut calculer la longueur
de γ (voir le théorème 2.16). Or, par le théorème d’Arzelà-Ascoli, on peut trouver une suite δj qui
converge vers 0 et telle que (γδj ) converge uniformément sur [0, 1]. La fonction limite γ̃ : [0, 1] → Rn
est lipschitzienne de norme ≤ CH1(E) et telle que γ̃([0, 1]) = E.

149



On peut aussi parler de rectifiabilité pour les mesures de Rn. On dit ainsi qu’une mesure de Radon
µ sur Rn est s-rectifiable si µ est absolument continue par rapport à Hs et s’il existe un borélien s-
rectifiable E ⊂ Rn telle que µ(Rn \ E) = 0. Ainsi, un ensemble E ⊂ Rn est s-rectifiable si la
restriction de la mesure de Hausdorff Hs à E est une mesure s-rectifiable. Nous allons tout de suite
donner une caractérisation des mesures rectifiables en termes de mesures tangentes et commençons par
définir celles-ci. Pour cela, posons Tx,r(y) = (y − x)/r. Alors, la mesure image µx,r d’une mesure µ
par Tx,r est tout simplement donnée par µx,r(A) = µ(rA+ x) pour tout A ⊂ Rn.

Définition 2.120. Soit µ une mesure de Radon sur Rn. Une mesure de Radon non nulle ν sur Rn est une
mesure tangente de la mesure µ en un point x ∈ Rn s’il existe des suites (ri) et (ci) de nombres positifs
telles que la suite (ri) tend vers 0 en décroissant et (ci(µx,ri)) tend vers ν au sens de la convergence
faible de mesure.

Rappelons que la conclusion veut dire que pour tout φ ∈ Cc(Rn),

lim
i→+∞

ci

∫
φ((y − x)/ri)dµ(y) =

∫
φ(y)dν(y).

Il faut voir ci comme une constante de normalisation qui vaut souvent 1/µ(B(x, ri)). On notera
Tan(µ, x) l’ensemble des mesures tangentes de µ en x. Un point essentiel est que les mesures tangentes
d’une mesure tangente restent des mesures tangentes, ce qui se formalise par

Théorème 2.121. Soit µ une mesure de Radon sur Rn. Alors pour µ-presque tout x ∈ Rn, si ν ∈
Tan(µ, x), Tan(ν, y) ⊂ Tan(µ, x) pour tout y ∈ Supp(ν).

On peut aussi considérer une sous-famille de mesures tangentes en fixant la normalisation. Soit
s ≥ 0. On note Tans(µ, x) l’ensemble des mesures ν pour lesquelles il existe une suite (ri) qui tend

vers 0 en décroissant et tel que

(
µx,ri
rsi

)
tend vers ν au sens de la convergence faible de mesure. Il

est suffisant pour certaines applications (comme la démonstration du théorème de Marstrand, voir plus
loin) de considérer seulement ce sous-ensemble de Tan(µ, x) qui est plus facile à comprendre. Pour voir
ce dernier point, revenons à nos exemples préférés. Soit A : R → R une application lipschitzienne et
soit Γ = {(x,A(x));x ∈ R} son graphe. D’après le théorème de Rademacher (théorème 2.53), A est
différentiable en presque tout x ∈ R. Plaçons nous en un point z = (x,A(x)) ∈ Γ pour lequel il existe
une tangente. On note Lz la droite passant par 0 et parallèle à cette tangente. Dans ce cas, on considère
s = 1 et on voit que r−1(µz,r) est la restriction deH1 à l’ensemble {z′ ∈ C; rz′+ z ∈ Γ}. Donc, quand
r tend vers 0, on obtient que la limite de r−1(µz,r) est la restriction de H1 à Lz . Ceci se généralise
en dimensions supérieures (voir le chapitre 3 de [39]). Ainsi, appliquer Tz,r puis faire tendre r vers 0
revient à zoomer autour de z.

Remarque 2.122. On peut donner une version plus générale de ce type de résultats dans le cas des
courbes rectifiables Γ du plan complexe C. En presque tout z ∈ Γ, il existe une tangente. Nous notons
comme au dessus Lz une droite passant par 0 et parallèle à la tangente en z à Γ. Alors, si µ est la
restriction de H1 à µ, Tan(µ, z) = {cH1 Lz; c ∈ R+} où z est un point en lequel Γ admet une
tangente.

Supposons maintenant que µ soit la restriction de la 1-mesure de Hausdorff H1 à l’ensemble de
Cantor 4-coins C. Si on zoome autour de z ∈ C, on voit toujours l’ensemble de Cantor 4 coins (ou
une partie de celui-ci). Donc, il n’y a aucune chance que les mesures tangentes de µ ressemblent à la
restriction de la mesure de Hausdorff le long d’une droite comme dans le cas d’un graphe lipschitzien
ou d’une courbe rectifiable. Cette intuition sera confirmée par les théorèmes 2.123 et 2.125. Avant de les
énoncer, nous avons besoin de quelques rappels sur les variétés grassmanniennes de s-plans vectoriels
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dans Rn (qui nous seront aussi utiles dans le prochain paragraphe). Si n ∈ N et 0 < s < n, on note
G(n, s) l’ensemble des espaces vectoriels de dimension s dans Rn. On peut identifier tout élément
P ∈ G(n, s) avec la projection orthogonale associée ΠP : Rn → P et donc munir G(n, s) de la
distance d(P,Q) = |||ΠP − ΠQ||| où |||.||| est juste la norme pour les applications linéaires entre
espaces vectoriels. Cette distance est invariante par le groupe orthogonal O(n). On peut munir G(n, s)
d’une mesure de probabilité γn,s de façon naturelle, cette mesure étant elle aussi invariante sous l’action
du groupe orthogonal O(n). Dans le cas n = 2 et s = 1, on peut identifier G(2, 1) avec [0, π] et
γ2,1 est juste la normalisation de la mesure de Lebesgue sur [0, π]. De façon plus générale, la mesure
γn,n−1 est la mesure de surface normalisée de la sphère unité Sn−1 de Rn. On peut justifier l’existence
de la mesure γn,s par la théorie des mesures invariantes sur les groupes de Lie (voir le chapitre 1).
On dit qu’une mesure ν sur Rn est s-plate s’il existe une constante c > 0 et un s-plan P ∈ G(n, s)
de Rn telle que µ = cHs P . Enfin, on note G(n, s) l’ensemble des mesures s-plates sur Rn puis
G(n, s)(P ) = { µ ∈ G(n, s); Suppµ = P}.

Théorème 2.123. Soit µ une mesure de Radon sur Rn telle que pour µ-presque tout x ∈ Rn,

0 < Θs
∗(µ, x) ≤ Θ∗s(µ, x) <∞. (2.124)

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(i) La mesure µ est s-rectifiable.

(ii) Pour µ-presque tout x ∈ Rn, Tan(µ, x) = Gn,s(P ) pour un plan P ∈ G(n, s).

(iii) Pour µ-presque tout x ∈ Rn, Tan(µ, x) ⊂ Gn,s.

Notons que par le théorème 6.9 de [98], la condition (2.124) implique que µ et Hs sont absolument
continues sur l’ensemble sur lequel on a (2.124). On en déduit alors le

Théorème 2.125. SoitE un sous-ensembleHs-mesurable de Rn telle que pourHs-presque tout x ∈ E,
Θs
∗(E, x) > 0. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(i) L’ensemble E est s-rectifiable.

(ii) PourHs-presque tout x ∈ E, Tan(Hs E, x) = Gn,s(P ) pour un plan P ∈ G(n, s).

(iii) PourHs-presque tout x ∈ E, Tan(Hs E, x) ⊂ Gn,s.

La notion de mesures tangentes a été introduite par David Preiss dans [118]. Voir aussi [39] ou [98]
pour une introduction plus accessible et des démonstrations des théorèmes 2.123 et 2.125. Pour des
exemples de mesures tangentes, voir l’exercice 2.213. On termine cette section en expliquant comment
utiliser les mesures tangentes pour démontrer le théorème de Marstrand (théorème 2.46).

Définition 2.126. Soit s > 0. Une mesure µ sur Rn est s-uniforme si pour tout x dans le support de µ
et tout r > 0, µ(B(x, r)) = α(s)rs. On note Us(Rn) l’ensemble des mesures s-uniformes sur Rn.

La normalisation fait que la mesure de Lebesgue Ln est n-uniforme sur Rn. De manière générale, si
s ∈ N, la restriction de Hs à un plan affine de dimension s est s-uniforme. Il existe des exemples plus
bizarres de mesures uniformes avec s ∈ N∗ (vour le chapitre 6 de [39]). Mais, existe-t-il des mesures
s-uniformes avec s non entier ? La réponse est non comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.127. Soit s tel que Us(Rn) 6= ∅. Alors, s est un entier naturel avec s ≤ n.
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Donnons une idée de la démonstration (voir [39] pour les détails). On commence par montrer par le
théorème de différentiation de Lebesgue que si s > n, Us(Rn) = ∅. L’étape délicate est de vérifier que
si s < n, Us(Rn) 6= ∅ =⇒ Us(Rn−1) 6= ∅. On peut alors conclure par l’absurde. On peut déduire le
théorème de Marstrand via le résultat suivant et la proposition précédente.

Proposition 2.128. Soit s > 0 et soit µ une mesure de Radon sur Rn telle que la densité Θs(x, µ) existe
et vérifie 0 < Θs(x, µ) <∞ pour µ-presque tout x ∈ Rn. Alors, pour µ-presque tout x ∈ Rn,

∅ 6= Tans(x, µ) = {Θs(µ, x)ν, ν ∈ Us(Rn)}.

Des éléments de preuve des deux propositions précédentes sont discutés dans l’exercice 2.214.

5.2 Diverses caractérisations classiques des ensembles rectifiables

Il est possible de caractériser la rectifiabilité par la taille des projections d’un ensemble. On com-
mence par discuter du cas de nos deux exemples préférés. Soit Γ un graphe lipschitzien ou une courbe
rectifiable dans C. Si θ ∈ [0, π], on note Pθ la projection orthogonale dans la direction θ (dans C). Alors,
sauf peut-être pour une direction (penser au cas où Γ est une droite), L1(Pθ(Γ)) > 0. Au contraire, si
C est le Cantor 4-coins, L1(Pθ(C)) = 0 pour presque tout θ. Reformulons ces remarques en terme de

longueur de Favard. Si E ⊂ C, on définit la longueur de Favard de E par Fav(E) = 1
π

∫ π

0
|Pθ(E)|dθ

où |Pθ(E)| = L1(Pθ(E)) est la mesure de Lebesgue de Pθ(E). Alors, si E est une courbe rectifiable
dans C, Fav(E) > 0 et si E est l’ensemble de Cantor 4-coins, Fav(E) = 0. Nous allons maintenant
démontrer ce dernier point.

Théorème 2.129. Pour presque tout θ, L1(Pθ(C)) = 0 (ou encore Fav(C) = 0).

Remarque 2.130. Il est possible de démontrer qu’il existe un nombre dénombrable de directions θ pour
lesquelles L1(Pθ(C)) > 0. En fait, l’ensemble des directions θ telles que L1(Pθ(C)) = 0 est dénom-
brable (infini) et dense dans [0, π]. Voir [99].

Démonstration. Soit C l’ensemble de Cantor 4-coins On a alors C =
4⋃
j=1

(1
4C + ei

)
où e1 = (0, 0),

e2 = (3/4, 0), e3 = (0, 3/4), et e4 = (3/4, 3/4). On peut aussi écrire C =
4⋃
i=1

Ci où pour tout

i = 1, 2, 3, 4, Ci = 1
4C + ei. On suit une preuve due à Peres-Solomyak (Voir [117]). On commence par

noter que

Pθ(C) = ∪4
i=1

(1
4Pθ(C) + Pθ(ei)

)
⊂ R.

On est donc amené à étudier des ensembles auto-similaires compacts K sur la droite réelle tels qu’il

existe m ≥ 2 et des d1, ..., dm (avec di 6= dj si i 6= j) de sorte que K =
m⋃
i=1

Ki où pour tout

i = 1, ..., ,m, Ki = 1
m
K + di. On utilise dans la suite ces notations.

Lemme 2.131. (i) Si i 6= j, L1(Ki ∩Kj) = 0.

(ii) Il existe i 6= j tels que Ki ∩Kj 6= ∅.
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Démonstration. L’idée intuitive pour démontrer (i) est la suivante. Les Ki sont obtenus par translation

et dilatation de rapport 1/m à partir de K. Donc, L1(Ki) = 1
m
L1(K) pour tout i = 1, ...,m. Comme

K =
m⋃
i=1

Ki, il faut que si i 6= j, L1(Ki ∩Kj) = 0. Pour rendre la preuve plus rigoureuse, on note que

si on fixe 1 ≤ i < j ≤ m, on a

L1(K) = L1
(

m⋃
k=1

Kk

)
≤ L1(Ki ∪Kj) +

∑
k 6=i,j

L1(Kk)

=
m∑
k=1
L1(Kk)− L1(Ki ∩Kj).

Or, comme L1(Ki) = 1
m
L1(K) pour tout i = 1, ...,m, il vient L1(K) ≤ L1(K) − L1(Ki ∩Kj), ce

qui n’est possible que si L1(Ki ∩Kj) = 0.
Pour (ii), on raisonne évidemment par l’absurde et on va utiliser la point (i). Supposons que pour tout
i 6= j,Ki∩Kj = ∅. Comme lesKi sont compacts, il existe ε0 > 0 tel que pour tout i 6= j, d(Ki,Kj) >
ε0. Si F ⊂ R et si ε > 0, on définit le ε-voisinage Vε(F ) de F par

Vε(F ) = {x ∈ R; d(x, F ) < ε}.

Par choix de ε0, on a que Vε0(Ki) ∩ Vε0(Kj) = ∅ si i 6= j. Il s’en suit que

L1(Vε0(K)) = L1
(

m⋃
k=1

Vε0(Kk)
)

=
m∑
k=1
L1(Vε0(Kk)).

Or, on a clairement que

L1(Vε0(Kk)) = L1(Vε0(m−1K)) = 1
m
L1(Vmε0(K)).

Les deux égalités précédentes donnent L1(Vε0(K)) = L1(Vmε0(K)). Ceci est impossible puisque
Vε0(K) est un ouvert strictement inclus dans l’ouvert Vmε0(K).

Avant d’énoncer le prochain lemme, nous avons besoin de quelques définitions et notations. On pose
I = {1, ...,m} puis pour k ∈ N∗, Ik = {p = (i1, ..., ik);∀j ∈ {1, ..., k}, ij ∈ I}. On peut alors écrire

pour des dp ∈ R bien choisis que pour tout k ∈ N∗, K =
⋃
p∈Ik Kp où Kp = 1

mk
K + dp. Soit ε > 0.

On dit que Kp et Kq sont proches à ε près si
(i) p, q ∈ Ik pour un certain k et p 6= q.

(ii) Kq = Kp + x pour un x ∈ R avec |x| ≤ εdiam(K).
Notons que si p, q ∈ Ik, Kp peut toujours être obtenu à partir de Kq par translation. La dernière

condition demande que cette translation soit petite. Notons aussi que, d’après le lemme 2.131, si p,
q ∈ Ik avec p 6= q, on a L1(Kp ∩Kq) = 0.

Lemme 2.132. Supposons que pour tout ε > 0, il existe k et p, q ∈ Ik avec p 6= q tels que Kp et Kq

sont proches à ε, alors L1(K) = 0.
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Démonstration. Raisonnons par l’absurde et supposons queL1(K) > 0. Alors, d’après l’exercice 2.216,
il existe un intervalle J ⊂ R de sorte que (par exemple) L1(J ∩ K) ≥ 0, 9L1(K). On choisit ε =
L1(J)

2diam(K) . Par hypothèse, il existe k ∈ N et des p, q ∈ Ik (avec p 6= q) tels que Kp et Kq sont proches

à ε près. Si on pose Jp = dp + 1
mk

J et Jq = dq + 1
mk

J , alors Jp = Jq + (dp − dq) et |dp − dq| ≤

εm−kdiam(K) = 1
2L

1(Jp). On a de plus que par les propriétés de L1 L1(Jp ∩ Kp) ≥ 0, 9L1(Jp) et

L1(Jq ∩Kq) ≥ 0, 9L1(Jq). Comme 90 pour 100 de Jq est dans Kq et que 50 pour cent de Jq est dans
Jp, on a que au moins 40 pour cent de Jp est dans Kq. Mais, comme 90 pour 100 de Jp est dans Kp il y
a au moins 30 pour 100 de Jp dans Kp ∩Kq. Or, L1(Kp ∩KQ) = 0 et nous avons une contradiction.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème. On pose Cθ = Pθ(C) ⊂ R et on utilise les
notations Cθi et Cθp de la même façon que pour l’ensemble K des lemmes précédents. On fixe ε > 0 et
on pose

Vε = {θ ∈ [0, π[;∃k, p, q avec p 6= q ∈ Ik, Cθp et Cθq sont proches à ε-près }.

D’après le lemme 2.132, il suffit de montrer que pour tout ε > 0, L1[0, π[\Vε) = 0. En effet, on a
alors

L1([0, π[\ ∩ε>0 Vε) = L1([0, π[\ ∩j∈N∗ V1/j) = 0.

Pour démontrer que L1([0, π[\Vε) = 0, l’idée est de démontrer que pour tout intervalle de [0, π], il
existe un pourcentage fixe de sa longueur (dépendant de ε mais pas de la longueur de l’intervalle) qui
est contenu dans Vε. On peut alors conclure d’après l’exercice 2.216.
Considérons ε > 0 et θ ∈ [0, π[. Par le lemme 2.131, il existe i 6= j tels que Cθi ∩ Cθj 6= ∅, c’est
à dire il existe x ∈ Ci et y ∈ Cj avec Pθ(x) = Pθ(y). Soit k ∈ N∗. Alors, il existe p ∈ Ik et
q ∈ Ik avec Pθ(x) ∈ Cθp et Pθ(y) ∈ Cθq . Considérons maintenant θ0 ∈ [0, π[ proche de θ tel que
Pθ0(Cp) = Pθ0(Cq). Un tel θ0 existe toujours par des arguments classiques de géométrie du plan. Alors,
Cθ0
p = Cθ0

q . De nouveau, par des arguments de géométrie élémentaire, il vient que si C > 0 est une
constante assez petite alors pour des angles φ avec |φ − θ0| ≤ Cε4−k, Cφp et Cφq sont ε-proches. D’où,
il existe une constante C ′ > 0 telle que [θ − C ′4−k, θ + C ′4−k] ∩ Vε contient un intervalle de longueur
Cε4−k. Comme k est quelconque, on obtient que L1([0, π[∩Vε) = 0 d’après la remarque initiale et la
preuve est complète.

Remarque 2.133. Signalons un problème ouvert. Soit Cn la n-ième génération de l’ensemble de Can-
tor 4 coins, c’est à dire Cn est formé de 4n carrés de longueur de côté 4−n qui sont contenus dans
les coins des 4n−1 carrés de Cn−1 et C0 = [0, 1]2. Comme C =

⋂
nCn et que Fav(C) = 0, on a

lim
n→+∞

Fav(Cn) = 0. La question est

Existe-t-il des constantes c, C > 0 telles que pour tout n ∈ N∗, c/n ≤ Fav(En) ≤ C/n ?

Seule l’estimation de gauche est connue. L’autre estimation est largement ouverte. Voir [100] (cha-
pitre 10) ou [99] pour une discussion plus détaillée de ce problème.

Revenons à la caractérisation de la rectifiabilité par la taille des projections. Le théorème suivant
permet de conclure que l’ensemble de Cantor 4-coins est purement non rectifiable d’après le théorème
2.129.

Théorème 2.134. Soit E ⊂ Rn un ensembleHs-mesurable avecHs(E) <∞.
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(i) E est s-rectifiable si et seulement si pour tout sous-ensemble Hs-mesurable F de E,
Hs(ΠP (F )) > 0 pour γ(n, s)-presque tout plan P ∈ G(n, s).

(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement Hs(ΠP (E)) = 0 pour γ(n, s)-presque tout
plan P ∈ G(n, s).

Remarque 2.135. Il est important dans (i) de ne pas remplacer la condition de droite par la condition
(plus faible) Hs(ΠP (E)) > 0 pour γ(n, s)-presque tout plan P ∈ G(n, s). En effet, considérons E =
E0 ∪ E1 où E0 est un ensemble s-rectifiable avec Hs(E0) > 0 et E1 est un ensemble purement non s-
rectifiable avecHs(E1) > 0. Alors,E n’est pas s-rectifiable et pourtantHs(ΠP (E)) ≥ Hs(ΠP (E0)) >
0 pour γ(n, s)-presque tout plan P ∈ G(n, s).

Remarque 2.136. Si F est un borélien, ΠP (F ) n’est pas en général un borélien mais un ensemble de
Suslin (donc estHs-mesurable). En effet, si (X, d) est un espace métrique, un ensemble de Suslin Y de
X est un ensemble de la forme

Y =
⋃

i1,i2,...

∞⋂
k=1

Fi1,...,ik

où les Fi1,...,ik sont des fermés de X . Un borélien est un ensemble de Suslin. Si de plus, (X, d) est com-
plet, alors l’image continue d’un ensemble de Suslin est un ensemble de Suslin. Voir la section 1.1 de
[46]. Dans de nombreux énoncés de théorie géométrique de la mesure, on peut remplacer l’hypothèse
“borélien” par “ensemble de Suslin”. Voir par exemple le chapitre 6 de [46].

D’après le théorème de Rademacher, un graphe lipschitzien admet un plan tangent en presque tout
point (voir exercice 2.215). D’un aute côté, si on se place en un point z de l’ensemble de Cantor 4-coins,
il n’est pas clair de voir, quand on zoome autour de z, si une direction privilégiée va apparaitre. Il est
possible de caractériser la rectifiabilité par l’existence de tangentes en un sens faible. Commençons par
quelques définitions.

Définition 2.137. Si P ∈ G(n, s), on note C(x, P, δ) le cône C(x, P, δ) = {y ∈ Rn, d(y − x, P ) <
δ|y−x|} pour x ∈ Rn et δ > 0. SoitE ⊂ Rn. On dit que P ∈ G(n, s) est un s-plan tangent approximatif
à E en x ∈ Rn si Θ∗s(x,E) > 0 et si pour tout 0 < δ < 1, on a lim

r→0
r−sHs(E∩B(x, r)\C(x, P, δ)) =

0.

Remarque 2.138. Si s = 1, le plan tangent approximatif, s’il existe, est toujours unique. Si s > 1, ce
n’est plus le cas en général. Cependant, si E est Hs-mesurable avec Hs(E) < ∞, on obtient l’unicité
sous la condition d’existence. Voir le chapitre 15 de [98].

On a alors

Théorème 2.139. Soit E ⊂ Rn un ensembleHs-mesurable avecHs(E) <∞.
(i) E est s-rectifiable si et seulement pour toutHs-presque tout x ∈ E, il existe un (et donc un seul)

s-plan tangent approximatif en x à E.
(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement pour tout Hs-presque tout x ∈ E, il n’existe

pas de s-plan tangent approximatif en x à E.

Nous avons vu des résultats de densité pour la mesure de Hausdorff restreinte à un ensemble E qui
ne donnent que des encadrements de la densité supérieure (voir le théorème 2.43). Cependant, dans le
cas où l’ensemble est un s-plan P , Θ1(x, P ) existe et vaut 1 pourHs-presque tout x ∈ P . Ceci découle
de la remarque 1.177 appliquée à µ = Ls qui être identifiée à Hs P . Si un ensemble est rectifiable, il
ressemble localement à un plan et on peut espérer obtenir des estimations de densité du même type. On
a ainsi la
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Proposition 2.140. Soit Γ une courbe rectifiable dans Rn. Alors pourH1-presque tout x ∈ Γ, la densité
Θ1(x,Γ) existe et vaut 1

Démonstration. Soit x un point de Γ qui n’est pas une extrémité de Γ. Alors, x divise Γ en deux courbes
Γ− et Γ+. Si R > 0 est assez petit, on a par connexité (voir la preuve du théorème 2.117) queH1(Γ+ ∩
B(x,R)) ≥ R etH1(Γ−∩B(x,R)) ≥ R. D’où,H1(Γ∩B(x,R)) ≥ 2R. Il s’en suit que Θ1

∗(x,Γ) ≥ 1.
Or par le théorème 2.43 pourH1-presque x ∈ Γ, Θ∗1(x,Γ) ≤ 1. On peut alors conclure.

On peut en fait caractériser la rectifiabilité par la densité.

Théorème 2.141. Soit E ⊂ Rn un ensembleHs-mesurable avecHs(E) <∞.
(i) E est s-rectifiable si et seulement pour tout Hs-presque tout x ∈ E, la densité Θs(x,E) existe

et vaut 1.
(ii) E est purement non s-rectifiable si et seulement pour toutHs-presque tout x ∈ E, Θs

∗(x,E) <
1.

Remarque 2.142. Un théorème plus fort de Preiss [118] affirme que seule l’existence de la densité
presque partout est équivalente à la rectifiabilité. La preuve repose sur la notion de mesure tangente.
Dans le cas du plan complexe, Besicovitch a démontré que la condition Θ1

∗(x,E) ≥ 3/4 pour H1-
presque tout x ∈ E implique la 1-rectifiabilité de E. Il conjecture que ceci reste vrai avec la condition
Θ1
∗(x,E) > 1/2. Cette condition serait optimale. En effet, Besicovitch a montré qu’il existe un en-

semble purement non rectifiable E ⊂ C avec Θ1
∗(x,E) = 1/2 pourH1-presque tout x ∈ E.

Pour une preuve des théorèmes de ce chapitre, nous renvoyons à [98]. La majeure partie du livre leur
est consacrée.

5.3 Quelques applications de la théorie de la rectifiabilité

Cette partie se veut une initiation et une invitation à la théorie géométrique de la mesure et au calcul
des variations.

Ensembles de périmètre fini (ou ensembles de Caccioppoli)

Supposons que l’on souhaite minimiser une fonctionnelle F de la forme F (Ω) = A(∂Ω) + I(Ω)
parmi tous les domaines Ω de Rn où A(∂Ω) est l’aire du bord de Ω (en un sens à préciser) et I(Ω) est

de la forme I(Ω) =
∫

Ω
f(x)dx (f est une fonction positive donnée). On pourrait aussi “normaliser” la

fonctionnelle en fixant le volume des Ω admissibles. La méthode directe en calcul des variations consiste
à utiliser des arguments de compacité et de semi-continuité inférieure. Si on note m le minimum de F ,
l’idée est de considérer une suite de domaines Ωj tels que F (Ωj) ≤ m + 1/j, puis par un argument de
compacité de montrer que la suite (Ωj) converge vers un domaine Ω. Enfin, pour obtenir que F (Ω) = m,
il nous faut la semi-continuité inférieure de notre notion d’aire, c’est à dire lim inf

j→+∞
A(Ωj) ≥ A(Ω). Un

point crucial est que les mesures de Hausdorff ne sont pas semi-continues inférieurement (penser par
exemple à des approximations discrètes d’un intervalle). Pour mettre en place la méthode directe, les
points à régler sont les suivants.
- Déterminer une classe de sous-ensembles F de Rn que l’on puisse munir d’une topologie de sorte que
l’on ait de bonnes propriétés de compacité et que les ensembles à bord lisse soient dans F et denses dans
F .
- Définir une notion d’aire P (E) pour le bord ∂E deE ∈ F (une notion de périmètre en d’autres termes)
de sorte que
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(i) L’application E → P (E) soit semi-continue inférieurement sur F ;

(ii) Si E ∈ F est à bord lisse, alors P (E) = Hn−1(∂E) ;

(iii) Pour toutE ∈ F , il existe une suite (Ej) dans F à bord lisse de sorte que lim
j→+∞

Hn−1(∂Ej) =
P (E).

Une solution classique consiste à considérer les ensembles de périmètre fini que nous allons main-
tenant décrire.

Définition 2.143. Un borélien E de Rn avec Hn(E) < ∞ est un ensemble de périmètre fini si les
dérivées partielles de sa fonction indicatrice χE au sens des distributions sont des mesures, c’est à dire
pour tout i = 1, ..., n, il existe une mesure de Radon µi de sorte que pour toute fonction φ ∈ C∞c (Rn),∫

E

∂φ

∂xi
dx =

∫
Rn

∂φ

∂xi
χEdx = −

∫
Rn
φdµi. (2.144)

Si on note µ = (µ1, ..., µn), alors µ définit une fonctionnelle linéaire bornée sur C∞c (Rn,Rn) par

Tµ(ψ) =
∫
Rn

n∑
i=1

ψidµi où ψ = (ψ1, ..., ψn) ∈ C∞c (Rn,Rn). On dit que µ est une mesure multi-valuée.

D’après le théorème de représentation de Riesz, µ admet une décomposition polaire µ = η|µ| où η est
un vecteur unitaire de Rn et |µ| est une mesure de Radon (au sens usuel). On en déduit que (2.144) est
équivalent à la condition suivante pour tout champs de vecteur ψ = (ψ1, ..., ψn) ∈ C∞c (Rn,Rn),∫

E
divψdx =

∫
Rn

divψχEdx = −
∫
Rn

n∑
i=1

ψidµi = −
∫
Rn
〈ψ, η〉d|µ|. (2.145)

La mesure multi-valuée µ se note DχE et est la dérivée au sens des distributions de χE . Si E est de
périmètre fini, on définit son périmètre P (E) comme la variation totale de DχE , c’est à dire P (E) =
|µ|(Rn). D’après (2.145), on a aussi que P (E) = sup

|ψ|≤1

∫
E

divψdx = sup
|ψ|≤1

∫
Rn
〈ψ, η〉d|µ| où les ψ ∈

C∞c (Rn,Rn).
Supposons que E soit un ouvert borné de Rn à bord C1. Alors, si on note ηE la normale unitaire
intérieure de E, la formule de la divergence (Voir [93], theorem 9.3) donne que pour tout champs de
vecteur ψ ∈ C1(Rn,Rn), on a ∫

E
divψdx = −

∫
∂E
〈ψ, ηE〉dHn−1.

On en déduit donc queDχE = ηEχ∂EHn−1 et que |µ| = χ∂EHn−1. Il s’en suit queP (E) = |µ|(Rn) =
Hn−1(∂E), ce qui était souhaité dans ce cas.
On munit les ensembles de périmètre fini de la norme L1, c’est à dire si E, E′ sont des ensembles de
périmètre fini, d(E,E′) = ||χE − χE′ ||L1(Rn). Notons que si on note E∆E′ = (E \ E′) ∪ (E′ \ E)
(différence symétrique deE etE′), on a d(E,E′) = Ln(E∆E′). Le point-clé est qu’alors muni de cette
topologie, les ensembles de périmètre finie vérifie les propriétés requises de compacité, semi-continuité
et approximation. Les démonstrations (parfois basées sur des arguments d’analyse fonctionnelle dans
les espaces BV) peuvent être trouvées dans [93].
Quel est le lien avec la rectifiabilité ? Avant d’énoncer un théorème de structure pour les ensembles de
périmètre fini, commençons par un exemple instructif. Soit E l’ensemble E = {(x, y); 0 ≤ x, y ≤
1}∪{(x, 0),−1 ≤ x ≤ 1}. L’ensemble E est donc un carré avec un segment ajouté. On peut facilement
voir que P (E) = 4 mais que H1(∂E) = 5. Ainsi, la frontière topologique n’est pas la bonne notion
dans ce cadre. Le résultat suivant (non trivial) précise fortement cela.
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Théorème 2.146. Soit E un ensemble de périmètre fini dans Rn. Alors, il existe un ensemble F et un
champs de vecteurs unitaire η défini sur F de sorte que

(i) Hn−1(F ) <∞ et F est (n− 1)-rectifiable ;

(ii) La densité Θn(x,E) est soit 0 ou 1 pour x /∈ F ;

(iii) La densité Θn(x,E) vaut 1/2 enHn−1-presque tout x ∈ F .

(iv) Si on pose Ex,r =
{1
r

(y − x), y ∈ E
}

= 1
r

(E − x),

alors pourHn−1-presque tout x ∈ F , χEx,r converge vers χHη(x) en norme L1 oùHη(x) = {y ∈
Rn; 〈y, η(x)〉 ≥ 0}.

(v) DχE = ηχFHn−1.

Faisons quelques commentaires. La propriété (ii) dit que tout point en dehors de F est soit dans E
ou hors de E au sens de la théorie de la mesure (penser au théorème de différentiation de Lebesgue).
Ainsi, F s’appelle la frontière au sens de la théorie de la mesure ou la frontière essentielle. D’après
(iii) et (iv), au voisinage de presque tout x de F , E ressemble à un demi-plan donné par la direction
η(x) qui est donc souvent appelée la normale approchée en x à E. Nous avons vu que si E était à bord
C1, DχE = ηχ∂EHn−1. La propriété (v) dit que ceci reste vrai pour un ensemble de périmètre fini à
condition de remplacer χ∂E par χF où F est (n− 1)-rectifiable.

La fonctionnelle de Mumford-Shah

On s’intéresse à un problème de segmentation d’image où la notion de rectifiabilité joue un rôle.
Considérons un rectangle Ω dans C (l’écran) et une fonction bornée g dans Ω (l’image de départ). La
fonction g représente le niveau de gris et on peut supposer que pour x ∈ Ω, 0 ≤ g(x) ≤ 1. Ainsi, on peut
imaginer que g(x) est le niveau de gris au pixel x, g(x) = 0 correspondant à un pixel blanc, g(x) = 1
à un pixel noir. A priori, g est très irrégulière. Le but est de trouver les contours de l’image g, c’est à
dire des objets qui sont représentés. L’idée est que l’ensemble des contours correspond aux points de
plus forte discontinuité de g, c’est à dire où le contraste de l’image est le plus marqué. Nous recherchons
donc un ensemble K (les contours apparaissant dans l’image) et une fonction u définie sur Ω qui va
être régulière en dehors de K (la version lissée de l’image de départ). Pour formaliser ce problème, D.
Mumford et J. Shah ont introduit la fonctionnelle suivante

J(u,K) =
∫

Ω\K
|u− g|2dx+

∫
Ω\K
|∇u|2dx+H1(K).

Le premier terme force u à être proche de g en norme L2. Les deux autres sont en concurrence. En
effet, le second terme pénalise les oscillations de u et donc pousse K à recouvrir le plus possible les
singularités de g. Cependant, le troisième terme force la longueur de K à être petite. Ainsi, K aura
tendance à recouvrir seulement les irrégularités les plus franches de g, ce qui était le but souhaité. Le jeu
consiste maintenant à essayer de minimiser J(u,K) quandK est fermé dans Ω et u est dans C1(Ω\K).
Nous dirons par la suite qu’un tel couple (u,K) est un compétiteur pour J . Des minimiseurs (u,K)
existent. Ceci est un résultat non trivial utilisant la théorie fine des fonctions SBV (voir [38] et aussi
l’introduction de [33]). Le principal problème subsistant est l’étude de la régularité de K. En fait, un
minimiseurK est Ahlfors-régulier (de dimension 1). Montrons la partie facile (mais instructive), à savoir
la régularité inférieure :

H1(K ∩B(x, r)) ≤ 3πr

si x ∈ K, r ∈]0, 1[. L’idée assez naturelle et qui sert souvent dans l’étude de ce type de fonctionnelle
est de considérer un compétiteur adapté. Ici, choisissons K̃ = K ∪ (Ω ∩ ∂B(x, r)) \ (K ∩ B(x, r)) et
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ũ définie par ũ(y) = 0 si y ∈ B(x, r) et ũ(y) = u(y) pour y ∈ Ω \ (K ∪B(x, r)). Alors, (ũ, K̃) est un
compétiteur. De plus, on a∫

Ω\K̃
|ũ− g|2dx ≤

∫
Ω\(K∪B(x,r))

|u− g|2dx+ πr2

∫
Ω\K̃
|∇ũ|2dx ≤

∫
Ω\K
|∇u|2dx−

∫
B(x,r)\K

|∇u|2dx

H1(K̃) ≤ H1(K)−H1(K ∩B(x, r)) + 2πr.

D’où, le fait que J(u,K) ≤ J(ũ, K̃) implique H1(K ∩ B(x, r)) ≤ 2πr + πr2 ≤ 3πr. De plus, K
est rectifiable et même uniformément rectifiable, c’est à dire K est contenu dans une unique courbe
Ahlfors-régulière Γ. Ceci signifie qu’il existe Γ ⊂ C et une constante C > 0 telles que pour tout x ∈ Γ,
tout r > 0 (assez petit), H1(E ∩ B(x, r)) ≤ Cr. Comme nous l’avons déja vu plusieurs fois (voir
par exemple la preuve du théorème 2.117), l’estimation inverse H1(E ∩ B(x, r)) ≥ C−1r s’obtient
par connexité de Γ (sauf si x est une extrémité de Γ). Cette condition est plus forte que la rectfiabilité
puisque qu’une courbe Ahlfors-régulère est localement rectifiable. D. Mumford et J. Shah ont conjecturé
que K est formé d’un nombre fini de courbes de classe C1. Voir le livre [33].

Rectifiabilité et intégrales singulières

Soit µ une mesure de Radon sur Rn. On considère tout d’abord l’existence des transformées de Riesz
de µ. Pour cela, on pose pour tout s > 0, Ks(x) = |x|−s−1x pour x 6= 0. On définit (si la limite existe)
la valeur principale

Ksµ(x) = lim
ε→0

∫
Rn\B(x,ε)

Ks(y − x)dµ(y).

La rectifiabilité joue un rôle important dans l’existence d’une telle valeur principale, comme le montre
l’exemple de la transformée d’Hilbert. Ainsi, si s = 1 et n = 2, le résultat de l’exercice 2.219 donne
l’existence de la valeur principale pour la restriction de la 1-mesure de Hausdorff sur une droite. Dans
le cas du Cantor 4-coins, la valeur principale précédente n’existe pas. On a en fait le

Théorème 2.147. Soit s > 0. Supposons qu’il existe une mesure de Radon µ sur Rn telle que pour
µ-presque tout x ∈ Rn, 0 < Θs

∗(x, µ) ≤ Θ∗s(x, µ) < ∞ et Ksµ(x) existe. Alors, s est un entier et µ
est s-rectifiable.

Voir [98] pour une preuve utilisant la mesure tangente.

Un autre problème reliant rectifiabilité et intégrales singulières est celui de la continuité L2 de l’opé-
rateur de Cauchy. On suppose maintenant que la mesure µ est Ahlfors-régulière de dimension 1 sur C
et on note L2(µ) l’espace de Lebesgue L2 associée à µ sur C. On dira que l’opérateur Tµ associé au

noyauK(x, y) = 1
x− y

est continu sur L2(µ) s’il existe C > 0 telle que pour tout ε > 0, toute fonction

f ∈ L2(µ), ∫
|T εµ(f)(x)|2dµ(x) ≤ C

∫
|f(x)|2dµ(x)

où
T εµ(f)(x) =

∫
|x−y|>ε

K(x, y)f(y)dµ(y)

pour f ∈ L1(µ) et x ∈ C. En d’autres termes, les opérateurs tronqués T εµ sont bornés sur L2(µ)
indépendamment de ε. Si µ est la mesure H1 restreinte à R (c’est à dire L1), la continuité L2 s’obtient
par la formule de Parseval pour la transformée de Fourier. Si µ est la mesure H1 restreinte à un graphe
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lipschitzien, un théorème célèbre (et non trivial) de Coifman-Meyer-McIntosh dit que l’on a toujours la
bornitude L2. On a en fait le

Théorème 2.148. Soit E ⊂ C un ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1.
Les conditions suivantes sont équivalentes
(i) E est uniformément rectifiable.
(ii) l’opérateur de Cauchy Tµ est borné sur L2(µ) où µ = H1 E.

On rappele que la condition (i) signifie que E est contenu dans une courbe Ahlfors-régulière et que
cette condition est plus forte que la rectifiabilité au sens usuel. Voir [111] pour une discussion de ce
problème.

Effaçabilité pour les fonctions holomorphes bornées

On dit que E ⊂ C est effaçable pour les fonctions holomorphes bornées (ou tout simplement effa-
çables) si pour tout ouvert U contenant E, toute fonction holomorphe bornée f : U \E → C admet une
extension holomorphe dans U tout entier. D’après un théorème de Riemann, tout singleton est effaçable.
Le problème de Painlevé consiste à donner une caractérisation géométriques des ensembles effaçables.
Une idée naturelle est que l’effaçabilité de l’ensemble est liée à sa taille. Ceci se formalise de la façon
suivante.

Proposition 2.149. Soit E ⊂ C.
(i) SiH1(E) = 0 alors E est effaçable.
(ii) Si Hdim(E) > 1, alors E n’est pas effaçable.

Pour une démonstration, voir l’exercice 2.220. D’après la proposition précédente, le cas intéres-
sant est quand Hdim(E) = 1 avec H1(E) > 0. Une courbe rectifiable n’est pas effaçable d’après le
théorème de représentation conforme. D’un autre côté, l’ensemble de Cantor 4-coins est effaçable. La
rectifiabilité doit donc jouer un rôle dans ce problème, ce qui se confirme par le théorème suivant.

Théorème 2.150. Soit E ⊂ C avec 0 < H1(E) < +∞. Alors, E est effaçable si et seulement si E est
purement non 1-rectifiable.

La preuve de ce résultat est liée à la section précédente (plus précisément à la continuité L2 de
l’opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens). Nous renvoyons à [111] pour plus de détails. Un
outil fondamental pour les résulats de ce paragraphe et du précédent est la courbure de Menger. Etant
donnés 3 points z1, z2, z3 distincts et non alignés du plan complexe C, on définit leur courbure de Menger
par

c(z1, z2, z3) = 1
R(z1, z2, z3)

où R(z1, z2, z3) est le rayon du cercle circonscrit aux trois points. Si ces points ne sont pas distincts
ou sont alignés, on pose c(z1, z2, z3) = 0. Si µ est une mesure de Radon positive dans C, on définit sa
courbure de Menger par

c2(µ) =
∫ ∫ ∫

c(x, y, z)2dµ(x)dµ(y)dµ(z).

Si E ⊂ C vérife H1(E) < +∞, on pose c2(E) = c2(H1 E). La courbure de Menger mesure la pla-
titude d’une mesure (ou d’un ensemble) et permet de donner une condition quantitative de rectifiabilité
(voir [87]).

Théorème 2.151. Soit E un sous-ensemble compact de C tel que H1(E) < +∞. Si c2(E) < +∞,
alors E est 1-rectifiable.

On peut en fait caractériser les ensembles effaçables E (sans la condition H1(E) < ∞) par la
courbure de Menger. Voir [141] pour plus de détails.
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Problèmes de type Plateau (via les courants et varifolds rectifiables)

Une version classique du problème de Plateau est la suivante. On se donne une courbe fermée C
dans R3 (que l’on modélise par un fil de fer). On cherche une surface S (un film de savon) dont le bord
∂S coincide avec C et qui soit d’aire minimale. De façon analogue au calcul des variations, la méthode
directe pour résoudre le problème de Plateau repose sur les étapes suivantes.
1) Prendre une suite de surfaces dont l’aire tend vers le minimum (si celui-ci existe) ;
2) En extraire une sous-suite convergente via un théorème de compacité ;
3) Montrer que la surface limite est bien solution du problème (par des propriétés de semi-continuité de
l’aire).

Nous allons illustrer ceci via la théorie des courants. On note Ds l’ensemble des s-formes dif-
férentielles sur Rn qui sont de classe C∞ et à support compact. On le munit de la norme |||ω||| =
sup{|ω(ξ)|; ||ξ|| = 1}. L’espace dual de Ds est l’espace des courants s-dimensionnels et se note Ds.
On le munit de la topologie faible * (voir la section 4.2). Ainsi, Tj → T dans Ds si et seulement
Tj(ω)→ T (ω) pour toute forme différentielle ω dans Ds. Le support suppT d’un courant T est le plus
petit fermé F tel que supp(ω) ∩ F = ∅ =⇒ T (ω) = 0. Si E est un ensemble s-rectifiable dans Rn, on
peut le voir comme un courant. En effet, enHs-presque tout x ∈ E, il existe un s-plan tangent approxi-
matif Px (voir théorème 2.139). Celui-ci étant une copie de Rs, on peut le munir d’une base orthonormée

(ex1 , ..., exs ) qui définit une orientation de Px. Posons TE(ω) =
∫
E
ω(ex1 , ..., exs )dHs(x). Alors, T ∈ Ds.

Supposons que l’on se donne une “multiplicité” ρ(x) ∈ N surE telle que
∫
E
ρ(x)dHs(x) <∞. On peut

alors définir un courant associé à E et à cette multiplicité par T ρE(ω) =
∫
E
ω(ex1 , ..., exs )ρ(x)dHs(x).

Nous demandons dans les deux cas que TE et T ρE soient à support compact. De tels courants sont dits
s-rectifiables. Si T ∈ Ds, on définit son bord ∂T ∈ Ds−1 par ∂T (ω) = T (dω) pour toute forme
ω ∈ Ds−1. Si S est une surface lisse dans R3 dont le bord ∂S est une courbe lisse, la formule de Stockes
donne pour toute forme ω ∫

∂S
ω =

∫
S
dω.

On retrouve donc la notion usuelle de bord. Comme d ◦ d = 0, on a ∂ ◦ ∂ = 0. On dit qu’un courant T
est intégral si T est rectifiable et son bord ∂T l’est aussi (ce qui n’est pas automatique). On notera Rs
(respectivement Is) l’espace des courants rectifiables de Ds (respectivement des courants intégraux).
On définit deux (semi)-normes sur l’espace des courants Ds :

1) Masse d’un courant : M(T ) = sup{T (ω), |||ω||| ≤ 1}

2) Norme plate d’un courant : F(T ) = inf{M(A) +M(B);T = A+ ∂B,A ∈ Rm, B ∈ Rm+1}.

La masse d’un courant rectifiable associé à un ensemble s-rectifiable E estHs(E) (en comptant la mul-
tiplicité). Il existe pour les courants intégraux une inégalité isopérimétrique.

Théorème 2.152. Soit T ∈ Is avec ∂T = 0. Alors, il existe S ∈ Is+1 tel que ∂S = T et

M(S)s/(s+1) ≤ 2n2s+2M(T ).

Comme nous l’avons dit plus haut, pour résoudre un problème de minimisation comme le problème
de Plateau, la stratégie directe consiste à prendre une suite de minimiseurs puis essayer de passer à la
limite via un résultat de compacité comme celui qui suit.
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Théorème 2.153. Si F est un fermé de Rn et si C ≥ 0 est un réel, l’ensemble

{T ∈ Is; SuppT ⊂ F,M(T ) ≤ C,M(∂T ) ≤ C}

est compact (pour F).

On en déduit une possible solution au problème de Plateau (selon la formulation que l’on adopte).

Théorème 2.154. Soit B ∈ Rs−1 dans Rn avec ∂B = 0. Alors, il existe un courant rectifiable mi-
nimisant la masse S ∈ Rs tel que ∂S = B, c’est à dire que pour tout T ∈ Rs tel que ∂T = B,
M(S) ≤M(T ).

La preuve utilise la continuité de ∂ et la semi-continuité inférieure de la masse. Notons que la
condition ∂B = 0 est nécessaire car ∂ ◦ ∂ = 0. Pour plus de détails et des idées des démonstrations,
le lecteur peut consulter [105]. Notons que le problème de miminisation pour la norme plate est lui
largement ouvert à l’heure actuelle (voir par exemple la discussion dans [51]).

Passons maintenant à la notion de varifold qui est une alternative aux courants pour traiter le pro-
blème de Plateau avec l’avantage de ne pas nécessiter d’orientation. Soit Ω un ouvert de Rn. On note
Gs(Ω) = Ω × Gn,s où G(n, s) est la grassmannienne des s-plans de Rn. Un s-varifold est alors une
mesure de Radon V sur l’espace Gs(Ω). La masse (ou plutôt mesure masse) associée à V est la mesure
||V || définie par ||V ||(B) = V (Π−1(B)) pour tout borélien B de Ω. Ici, Π : Gs(Ω)→ Ω est la projec-
tion canonique, c’est à dire Π(x, P ) = x pour x ∈ Ω, P ∈ Gn,s. Si E est un ensemble s-rectifiable dans
Rn, on peut le voir comme un varifold V en posant

V (A) = Hs(E ∩ {x; (x, Px) ∈ A}).

où Px est le s-plan tangent approximatif en x à E. Notons que ce plan tangent existe seulement presque
partout (voir théorème 2.139), mais V est quand même bien défini. On parle alors de varifold rectifiable.
La notion de varifold rectifiable est en un sens plus faible que celle de courant rectifiable car elle ne
nécessite pas d’orienter le plan tangent Px. Notons aussi que dans ce cas, ||V || est la restriction de la
mesure de HausdorffHs àE. La formulation du problème de Plateau dans ce cadre est différente de celle
pour les courants (car il n’existe pas de notion claire de bord d’un varifold par exemple) mais est proche
de celle des surfaces minimales (qui sont les surfaces de courbure moyenne nulle, voir [109] pour une
jolie introduction au sujet). On commence par des définitions techniques. Soit P ∈ G(n, s) un s-plan,
soit (e1, ..., en) la base canonique de Rn et soit un champs de vecteur X = (X1, ..., Xn) ∈ C1

c (Ω,Rn).
On pose pour x ∈ Rn,

divPX(x) =
n∑
j=1
〈ΠP (∇Xj(x)), ej〉.

Si V est un s-varifold défini sur l’ouvert Ω de Rn, on définit sa variation première δV comme la

forme linéaire continue δV : C1
c (Ω,Rn) → Rn avec δV (X) =

∫
Ω×G(n,s)

divPX(x)dV (x, P ) pour

X ∈ C1
c (Ω,Rn). Ainsi, δV mesure la variation de la masse de V quand on perturbe V par un champs

de vecteurs de classe C1. On dit qu’un s-varifold V est stationnaire si δV = 0, c’est à dire que V est
un point critique pour la masse en un certain sens. Il en résulte que les varifolds stationnaires englobent
les courants rectifiables d’aire minimale par exemple. Résoudre le problème de Plateau dans ce cadre
revient à étudier les varifolds stationnaires. Il existe ainsi des théorèmes de compacité et de régularité
pour de tels varifolds.. Voir [105] pour une discussion un peu plus détaillée et surtout les références
incluses.

Il existe d’autres formulations du problème de Plateau en termes de mnimiseurs (d’Almgren, de
Mumford-Shah, ....) et dans ces cas, beaucoup de problèmes sont ouverts pour le moment (voir par
exemple [51] et [57]).
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Le problème de Kakeya

En 1917, Kakeya posait la question suivante.

Quelle est l’aire minimale nécessaire pour retourner une aiguille de longueur 1 de 180◦ ?

Ici, “retourner” signifie ramener l’aiguille à sa position initiale, mais avec le dessus en dessous. Par
exemple, nous pouvons lui faire subir une rotation autour de son milieu, ceci nous coutera

π

4 . Nous
pouvons nous convaincre assez vite qu’il est possible de faire un peu mieux. La réponse donnée par Be-
sicovitch en 1927 est étonnante. Nous pouvons le faire avec une aire arbitrairement petite ! Ce résultat
provient de deux observations.

Observation 1. On peut translater l’aiguille n’importe où avec une aire arbitrairement petite (indication :
utiliser de petites rotations).

Observation 2. Il existe des ensembles du plan d’aire nulle et qui contiennent un segment unité dans
toutes les directions. Nous allons démontrer une version plus forte de ce résultat du à Besicovitch (en
1964) qui utilise la notion de rectifiabilité. Voir [112] pour la construction initiale de Besicovitch de
1917 et une solution au problème de Kakeya.

Théorème 2.155. Il existe un ensemble du plan de mesure de Lebesgue nulle et qui contient une droite
dans toutes les directions.

Démonstration. La démonstration repose sur un principe de dualité du à Besicovitch. Nous en présen-
tons une variante décrite dans [46]. On note Pθ la projection orthogonale dans C sur la droite passant
par l’origine et qui fait un angle θ avec l’axe des abscisses. A tout couple (a, b) ∈ R2, nous associons la
droite L(a, b) d’équation y = a+bx. SiE ⊂ R2, nous notons L(E) = ∪(a,b)∈EL(a, b). Pour tout c ∈ R,
Lc désigne la droite d’équation x = c. Alors, L(a, b)∩Lc = (c, a+bc) = (c, 〈(a, b), (1, c)〉) où 〈., .〉 dé-
signe le produit scalaire usuel dans R2. D’où, siE ⊂ R2, L(E)∩Lc = {(c, (〈(1, c), (a, b)〉); (a, b) ∈ E}
et donc L(E) ∩ Lc est similaire à Pθ(E) avec un rapport de (1 + c2)

1
2 où c = tan θ. Ceci implique que

L1(L(E) ∩ Lc) = 0⇐⇒ L1(Pθ(E)) = 0. (2.156)

De (2.156) et du théorème de Fubini, nous déduisons le

Lemme 2.157. SoitE ⊂ R2 avecH1(E) < +∞. Alors, L(E) estL2-mesurable. De plus, si Fav(E) =
0, L2(L(E)) = 0.

Ainsi, si E est l’ensemble de Cantor 4-coins, le théorème 2.129 donne que L2(L(E)) = 0. Notons
aussi que si E ⊂ R2 et si b ∈ Pπ/2(E), alors L(E) contient une droite de coefficient directeur b. Cette
remarque élémentaire est très importante, car elle implique que si Pπ/2(E) = R, alorsL(E) contient une
droite dans toute direction. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2.155. Soit E une copie de
l’ensemble de Cantor 4-coins obtenue à partir de l’original en faisant une rotation et une translation de
sorte que Pπ/2(E) contient le segment [−1, 1]. D’après la remarque précédente, nous en déduisons que
L(E) contient une droite dont le coefficient directeur est λ, pour tout λ ∈ [−1, 1]. De plus, d’après le
lemme 2.157, L2(L(E)) = 0 puisque Fav(E) = 0. En prenant l’union de L(E) et de son image par la
rotation d’angle π/2 (et de centre l’origine), nous obtenons ce que nous voulons.

Voyons maintenant ce qui se passe dans Rn.
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Définition 2.158. Soit k un entier avec k < n. Un ensemble E ⊂ Rn est un (n, k)-ensemble de Kakeya
s’il est de n-mesure de Lebesgue nulle, et s’il contient un translaté de tout sous-espace (vectoriel) de
dimension k de Rn.

D’après le théorème 2.155, il existe des (2, 1)-ensembles de Kakeya. En prenant le produit carté-
sien d’un tel ensemble et de Rn−2, nous pouvons montrer qu’il existe des (n, 1)-ensembles de Kakeya.
Nous ne pouvons pas espérer avoir des (n, k)-ensembles de Kakeya pour k trop grand. Par exemple,
des résultats de Falconer et Marstrand (voir [46]) montrent que de tels ensembles n’existent pas pour
k > n/2. Donc, les ensembles vraiment intéressants sont les (n, 1)-ensembles de Besicovitch (c’est à
dire les sous-ensembles de Rn qui contiennent une droite dans chaque direction). Nous nous restreidrons
dans la suite à ces ensembles que l’on nommera comme précédemment ensembles de Besicovitch (ou
de Kakeya s’ils sont de mesure nulle). Ce que l’on appelle maintenant le problème de Kakeya est de
résoudre la conjecture suivante.

Tout ensemble de Besicovitch dans Rn est de dimension de Hausdorff égale à n.

Evidemment, la conjecture n’a d’intêret que pour les ensembles de Kakeya. Comme les autres sont
de mesure de Lebesgue non nulle, ils sont de dimension n. Le but de ce qui suit est de discuter de cette
conjecture qui n’est résolue qu’en dimension 2.

Théorème 2.159. Si F est un ensemble du plan qui contient une droite dans chaque direction, alors sa
dimension de Hausdorff est 2.

Démonstration. Soit F ⊂ R2 un ensemble contenant une droite dans chaque direction. On utilise les
mêmes notations que dans le paragraphe précédent sur le principe de dualité de Besicovitch. Posons
E = {(a, b);L(a, b) ⊂ F} (et ainsi L(E) ⊂ F ). Puisque F contient une droite dans chaque direction,
Pπ/2(E) est l’axe des ordonnées tout entier. Donc, H1(E) = +∞, puisque H1(Pπ/2(E)) ≤ H1(E)
(d’après le lemme 2.39). Ainsi, la dimension de Hausdorff de E est au moins égal à 1. Par le théorème
6.8(a) de [46], il s’en suit que Hdim(Pθ(E)) = 1 pour presque tout θ. D’où, par le principe de dualité
décrit plus haut, Hdim(L(E) ∩ Lc) = 1 pour presque tout c ∈ R. Ainsi, presque toutes les tranches
horizontales de L(E) sont de dimension 1. Il en résulte (voir le théorème 5.8 de [46] qui est une version
du théorème de Fubini) que Hdim(L(E)) = 2 (penser à un produit cartésien). Comme L(E) ⊂ F ,
nous en déduisons Hdim(F ) = 2.

La conjecture est complètement ouverte pour n > 2. Le problème de Kakeya est intimement
connecté avec des problèmes de combinatoire, d’analyse harmonique et d’équation aux dérivées par-
tielles par exemple (voir le survol [140]). Il a connu quelques progrès depuis les travaux de Bourgain,
Tao, Wolff, ... dans les années 1990, mais il reste largement ouvert. Voir [112] ou [150] pour plus de
détails.

5.4 Vers une théorie de la rectifiabilité dans les groupes de Carnot ou les espaces mé-
triques ?

On peut de façon tout à fait légitime définir les ensembles rectifiables dans le cadre des espaces mé-
triques comme dans le cas euclidien. Ainsi pour s ∈ N∗, on dit qu’un espace métrique (X, d) ou un sous-
ensemble X d’un espace métrique est s-rectifiable s’il existe des fonctions lipschitziennes fj : Rs → X
telles que Hs(X \ ∪jfj(Rs)) = 0. Voir [4] pour une présentation de cette théorie (en relation avec
les courants dans les espaces métriques). Le cas s = 1 n’est pas inintéressant. Ainsi, E ⊂ X est 1-
rectifiable si on peut le recouvrir par des courbes (localement) rectifiables (à un ensemble deH1-mesure
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nulles près). Cependant, cette notion n’a d’intêret que si l’espace métrique possède des courbes rec-
tifiables, ce qui n’est pas toujours le cas. Il existe dans le groupe d’Heisenberg beaucoup de courbes
rectifiables et donc beaucoup d’ensembles 1-rectifiables. Cependant, si un sous-ensemble E du groupe
d’Heisenberg est s-rectifiable avec s > 1 (au sens précédent), alors Hs(E) = 0 ! Ceci découle du théo-
rème de Pansu-Rademacher sur la différentiabilité des applications lipschitziennes (théorème 2.85) dans
le groupe d’Heisenberg (voir [5]). Il faut donc trouver une définition plus adaptée de la s-rectifiabilité
dans ce cadre. Il existe plusieurs approches de la rectifiabilité dans le groupe d’Heisenberg et plus gé-
néralement dans les groupes de Carnot. Donnons juste une piste possible. Tout d’abord, l’existence de
translations et de dilations permet de définir la notion de mesures tangentes. Soit a ∈ Hn et soit r > 0.
On pose Ta,r(p) = δ1/r(a.p) où δ1/r est la dilatation anisotropique de rapport 1/r et où le produit a.p est
défini par rapport à la loi de groupe de Hn (voir le chapitre 1). Soit µ est une mesure de Radon sur Hn. On
note µa,r la mesure image de µ par Ta,r. On dit que ν est une mesure tangente à µ en a ∈ Hn si ν est une
mesure de Radon sur Hn avec ν(Hn) > 0 et s’il existe des nombres positifs ci et ri avec lim

i→+∞
ri = 0 et

la suite de mesures (ciµa,ri)i converge faiblement vers ν quand i→ +∞. Comme dans le cas euclidien,
on peut la plupart du temps choisir ci = µ(B(a, ri))−1. On note Tan(µ, a) l’ensemble des mesures
tangentes de µ en a. On dit que µ a une unique mesure tangente ν en a si Tan(µ, a) = {cν, c ∈ R}. Il
est possible da caractériser l’unicité de la mesure tangente.

Théorème 2.160. Soit µ une mesure de Radon sur Hn. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) µ a une unique tangente mesure en µ-presque tout a ∈ Hn ;

(ii) Pour µ-presque tout a ∈ Hn, il existe un sous-groupe homogène fermé Ga de Hn tel que
Tan(µ, a) = {cλa, c ∈ R} où λa est la mesure de Haar du groupe Ga.

On pourrait donc définir la notion d’ensembles rectifiables dans le groupe d’Heisenberg en utilisant
les mesures tangentes (voir par exemple [101]). On pourra consulter [133] pour d’autres approches de la
rectifialité dans ce cadre. Cependant, il n’existe pas pour le moment une théorie unifiée (comme dans le
cas euclidien) de la théorie de la rectifiabilité dans les groupes de Heisenberg et de Carnot.

6 Formules de l’aire et de la coaire

Le but de cette partie est de présenter des versions généralisées du théorème de changement de
variables (théorème 1.57) dans le cas euclidien, à savoir les formules d’aire et de coaire. Les grandes
différences seront que les changements de variables considérés ne seront que lipschitziens et les espaces
d’arrivée et de départ ne seront pas de la même dimension. Les preuves de ces formules suivront la
même stratégie que celle du théorème classique, c’est à dire considérer d’abord le cas où f est linéraire
puis démontrer le cas général en approchant localement f à l’aide de sa différentielle (qui est linéaire !).
Nous donnerons ensuite une version générale de la formule d’aire/coaire qui nous permettra d’établir
la formule de Crofton qui est très utile en géométrie intégrale (voir [128]). Comme d’habitude, nous
présenterons à la fin de cette partie des versions des formules d’aire et de coaire dans le cas des groupes
de Carnot et des espaces métriques.

6.1 Formule de l’aire dans les espaces euclidiens

On commence par rappeler que par le théorème de Rademacher (théorème 2.53), si f : Rn → Rm
est lipschitzienne, sa différentielle Df(x) existe en presque tout x ∈ Rn. Il en est donc de même de la
norme du jacobien généralisé J f(x) = ||Df(x)|| (voir la section 3.3 pour cette notion qui dépend de
l’ordre entre n et m). La formule de l’aire peut s’énoncer ainsi.
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Théorème 2.161. Soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne avec n ≤ m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport à la mesure de Lebesgue Ln) A ⊂ Rn, on a∫

A
J f(x)dx =

∫
Rm
H0({A ∩ f−1({y})})dHn(y) =

∫
Rm

card({A ∩ f−1({y})})dHn(y)

où J f(x) est la norme du jacobien généralisé de f en x.

En notant que la formule précédente s’écrit aussi

∫
Rn
χA(x)J f(x)dx =

∫
Rm

 ∑
x∈f−1({y})

χA(x)

 dHn(y),

on démontre par la méthode classique (considérer le cas des fonctions simples, puis positives et enfin
décomposer g = g+ − g−) la formule de changement de variables suivante.

Corollaire 2.162. Soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne avec n ≤ m. Alors pour toute
fonction intégrable (par rapport à la mesure de Lebesgue Ln) g : Rn → R, on a

∫
Rn
g(x)J f(x)dx =

∫
Rm

 ∑
x∈f−1({y})

g(x)

 dHn(y).

Voir l’exercice 2.221 pour des applications. La preuve du théorème de l’aire suit la même straté-
gie que celle du théorème de changement de variables classique. On commence par traiter le cas des
applications linéaires. On en déduit par approximation de distorsion une estimation de Hn(f(A)) pour
A bien choisi, puis la formule de l’aire dans le cas C1. Le cas des fonctions lipschitziennes suit par
approximation par les fonctions C1 (théorème 2.63). On utilisera les propriétés classiques de la mesure
de Hausdorff, à savoir que Ln = Hn dans Rn etHn(φ(A)) ≤ (Lip φ)nHn(A) si φ est lipschitzienne.

Proposition 2.163. Soit T : Rn → Rm (avec n ≤ m) une application linéaire surjective, soit ε ∈]0, 1/2[
et soit f : Rn → Rm une application. Si A ⊂ Rn est un ensemble mesurable qui vérifie

(i) Df(a) existe en tout a ∈ A ;

(ii) |||Df(a)− T ||| < ε pour tout a ∈ A ;

(iii) ||f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)|| < ε||a− y|| pour tous y, a ∈ A ;

(iv) La restriction à f(A) de la projection orthogonale Π sur l’image de T est injective,
on a alors

(1− 3ελ−1)n||T ||Ln(A) ≤ Hn(f(A)) ≤ (1 + 2ελ−1)n||T ||Ln(A) (2.164)

où λ = inf{T (v), ||v|| = 1} et ||T || est la norme du jacobien de T .

Démonstration. Comme nous l’avons vu dans la section 3.3, on commence par décomposer T = U ◦ S
où S : Rn → Rn est symétrique et U = Rn → Rm est orthogonale (et injective). Alors, par définition,
||T || = |det(S)| et notons que λ−1 = |||S−1|||. On fera attention à ne pas confondre ||T || et |||T |||
(norme classique d’une application linéaire). On notera dans la suite B = S(A) et g = f ◦ S−1. Alors,
d’après le lemme 2.64, Ln(B) = |det(S)|Ln(A) = ||T ||Ln(A). Pour obtenir la majoration, il suffit de
voir que la restriction de g à B est (1 + 2ελ−1)-lipschitzienne. En effet, il s’en suit

Hn(f(A)) = Hn(g(B)) ≤ (1 + 2ελ−1)nLn(B) = (1 + 2ελ−1)n||T ||Ln(A).
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Pour démontrer l’affirmation précédente, prenons z, b ∈ B. Si nous notons a = S−1(b) et y = S−1(z),
il vient ||y − a|| ≤ λ−1||z − b||. Nous en déduisons par (ii) et (iii)

||g(z)− g(b)|| ≤ ||g(z)− g(b)−Dg(b)(z − b)||
+ ||(D(g)(b)− U)(z − b)||+ ||U(z − b)||
= ||f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)||
+ ||(Df(a)− T ) ◦ S−1(z − b)||+ ||z − b||
≤ ε||y − a||+ |||Df(a)− T |||.|||S−1|||.||z − b||+ ||z − b||
≤ (1 + 2ελ−1)||z − b||.

Notons que par des arguments similaires, on a aussi ||g(z)− g(b)|| ≥ (1− 2ελ−1)||z − b||.
Le preuve de la minoration est du même style. Posons C = Π(f(A)) = Π(g(B)) et h = (Π ◦ gB)−1

(où gB désigne la restriction de g àB). Il suffit de montrer que la restriction de h à C est (1−3ελ−1)−1-
lipschitzienne. En effet, cela implique puisque B = h(C)

||T ||Hn(A) = Ln(B) ≤ (1− 3ελ−1)−nLn(C) ≤ (1− 3ελ−1)−nHn(f(A)).

La dernière inegalité vient du point (iv). Pour démontrer l’affirmation précédente, on commence par
noter que si w, c ∈ C, il existe z, b ∈ B tels que w = Π ◦ g(z) et c = Π ◦ g(b). Donc, ||w − c|| =
||π(g(z))− π(g(b))|| et ||h(w)− h(c)|| = ||z − b||. Or, on a

||Π⊥(g(z)− g(b))|| = ||Π⊥(g(z)− g(b)−Dg(b)(z − b))||
≤ ||Π(g(z)− g(b)−Dg(b)(z − b))
+ Π⊥(g(z)− g(b)−Dg(b)(z − b))||
= ||g(z)− g(b)−Dg(b)(z − b)||
≤ ελ−1||z − b||.

On peut alors conclure puisque

||Π(g(z))−Π(g(b))|| ≥ ||g(z)− g(b)|| − ||Π⊥(g(z)− g(b))||
≥ (1− 2ελ−1)||z − b|| − ελ−1||z − b||
= (1− 3ελ−1)||z − b||.

Donc, ||h(w)− h(c)|| ≤ (1− 3ελ−1)−1||w − c||.

On en déduit

Théorème 2.165. Soit f : Rn → Rm une application de classe C1 avec n ≤ m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport à la mesure de Lebesgue Ln) A ⊂ Rn, on a∫

A
J fdx =

∫
Rm
H0({A ∩ f−1({y})})dHn(y).

Démonstration. On peut toujours se ramener au cas où A est borné (sinon écrire A = ∪Ai où les Ai
sont bornés). Afin d’utiliser la proposition précédente, on commence par supposer que f est injective
et vérifie J f(a) > 0 pour tout a ∈ A. Alors, pour tout ε > 0, tout sous-ensemble de A assez petit
satisfait les assertions (i), (ii), (iii) de la proposition (en prenant T = Df(a0) où a0 est fixé). Il nous
reste à vérifier (iv) pour ε assez petit par rapport à λ. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons
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qu’il existe y 6= z dans un petit sous-ensemble de A tel que Π(f(y)) = Π(f(z)). On a alors si y, z et a0
sont assez proches

λ||y − z|| ≤ ||Π(T (y − z))||
≤ ||Π(T −Df(a0))(y − z)||+ ||Π(Df(a0)−Df(z))(y − z)||
+ ||Π(Df(z)(y − z))||
≤ |||T −Df(a0)|||.||y − z||+ |||Df(a0)−Df(z)|||.||y − z||
+ ||Π(f(y)− f(z)−Df(z)(y − z))||
≤ |||T −Df(a0)|||.||y − z||+ |||Df(a0)−Df(z)|||.||y − z||
+ ||f(y)− f(z)−Df(z)(y − z)||
≤ 3ε||y − z||.

D’où, on obtient une contradiction si ε < λ/3. Ensuite, on peut aisément conclure en décomposant A
en sous-ensembles vérifiant (i), (ii), (iii) et (iv) pour un ε donné puis en faisant tendre ε vers 0.

Supposons maintenant que f n’est pas nécessairement injective mais vérifie J f(a) > 0 pour tout
a ∈ A. Alors, f est localement injective et donc il existe τ > 0 de sorte que f soit injective sur toute
boule de la forme B(a, τ), a ∈ A. Ceci est possible car A est borné. Recouvrons A par des ensembles
disjoints Aj qui sontHn-mesurables et de diamètre inférieur à τ . Alors,∫

A
J f(x)dLn(x) =

∑
j

∫
Aj

J f(x)dLn(x)

=
∑
j

Hn(f(Aj))

=
∫
Rn

∑
j

χf(Aj)dH
n

=
∫
Rn

card(A ∩ f−1(y))dHn(y).

Enfin par le théorème de Sard (théorème 2.41), l’image d’un ensemble sur lequel J f = 0 est de mesure
nulle. Donc, nous pouvons supposer J f(a) > 0 pour tout a ∈ A.

Démontrons maintenant la formule de l’aire dans le cas où f est lipschitzienne. Soit ε > 0 et soit
A ⊂ Rn un ensemble mesurable. Alors, il existe une application gε de classe C1 telle que si note
Aε = {x ∈ A; f(x) = gε(x), Df(x) = Dgε(x)}, on a Ln(A \ Aε) ≤ ε (d’après le théorème 2.63). On
a donc par la formule d’aire pour les fonctions de classe C1∫

Aε
J fdx =

∫
Rm
H0({Aε ∩ f−1({y})})dHn(y)

=
∫
Rm
H0({A ∩ f−1({y})})dHn(y)−

∫
Rm
H0({A \Aε ∩ f−1({y})})dHn(y).

Or, si on décompose A \Aε comme une union disjointe de Ai sur lesquels f est injective, on a∫
Rm
H0({A \Aε ∩ f−1({y})})dHn(y) ≤

∑
j

Hn(f(Aj))

≤ (Lip(f))n
∑
j

Hn(Aj)

≤ ε(Lip(f))n.
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On peut alors conclure en faisant tendre ε vers 0. La démonstration de la formule de l’aire (et de celle
de la coaire dans le paragraphe suivant) est inspirée de [80]. On peut en trouver des preuves différentes
dans [45].

6.2 Formule de la coaire dans le cas euclidien

Le but de ce paragraphe est de démontrer la formule de la coaire suivante.

Théorème 2.166. Soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne avec n ≥ m. Alors pour tout
ensemble mesurable (par rapport à la mesure de Lebesgue Ln) A ⊂ Rn, on a∫

A
J f(x)dx =

∫
Rm
Hn−m({A ∩ f−1({y})})dy

où J f(x) est la norme du jacobien généralisé de f en x (voir la section 3.3 pour la définition).

En notant que la formule précédente s’écrit aussi∫
Rn
χA(x)J f(x)dx =

∫
Rm

(∫
f−1({y})

χA(x)dHn−m(x)
)
dy,

on démontre par la méthode classique (considérer le cas des fonctions simples, puis positives et enfin
décomposer g = g+ − g−) la formule de changement de variables suivante.

Corollaire 2.167. Soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne avec n ≥ m. Alors pour toute
fonction intégrable (par rapport à la mesure de Lebesgue Ln) g : Rn → R, on a que la restriction de g à
f−1({y}) est intégrable pour Lm-presque tout y ∈ Rm et∫

Rn
g(x)J f(x)dx =

∫
Rm

(∫
f−1({y})

g(x)dHn−m(x)
)
dy.

On laisse en exercice la vérification que le membre de droite de la formule de la coaire est mesurable
(voir l’exercice 2.223). Il n’y a pas de problème avec le membre de gauche d’après le théorème de Ra-
demacher (théorème 2.53). Pour des applications de la formule de la coaire, voir l’exercice 2.222. Nous
commençons maintenant la démonstration en commençant par les lemmes techniques usuels (comme
pour la formule de l’aire).

Proposition 2.168. Soit f : Rn → Rm, soit U : Rm → Rn une application orthogonale avec n > m et
soit ε ∈]0, 1/2[. Si A ⊂ Rn est un ensemble mesurable (pour la mesure de Lebesgue) tel que

(i) Df(a) existe en tout a ∈ A ;

(ii) |||Df(a)− U t||| ≤ ε pour tout a ∈ A ;

(iii) ||f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)|| < ε||a− y|| pour tous y, a ∈ A,
alors

(1− 2ε)n
∫
Rm
Hn−m(A ∩ f−1({y}))dLm(y) ≤

∫
A
J f(a)dLn(a)

≤
∫
Rm
Hn−m(A ∩ f−1({y}))dLm(y).

Démonstration. On commence par compléter la famille orthogonale formée des vecteurs colonnes de
U pour obtenir une base orthogonale de Rn. Soit V la matrice orthogonale dont les colonnes sont les
n−m vecteurs ajoutés. On note qu’alors Ker(U t) et Ker(V t) sont des complémentaires orthogonaux.
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On pose F : Rn → Rm × Rn−m l’application définie par F (x) = (f(x), V t(x)) et on notera Π :
Rm × Rn−m → Rm la projection canonique. On a alors JF = J f . Supposons que F soit injective

sur A. Alors, d’après la formule de l’aire, on a Ln(F (A)) =
∫
A
JFdLn =

∫
A
J fdLn. D’où par le

théorème de Fubini, on a∫
A
J fdLn = Ln(F (A))

=
∫
Rm
Hn−m(F (A) ∩Π−1({y}))dLm(y)

=
∫
Rm
Hn−m(F (A ∩ f−1({y})))dLm(y).

Pour conclure, il suffit que voir la restriction de F à A est injective (ce qui a été utilisé ci-dessus) et
d’estimer les constantes de Lipschitz de F sur A ∩ f−1(z) et de F−1 sur F (A ∩ f−1(z)). Pour cela,
considérons a, y ∈ A ∩ f−1(z). On a alors ||F (a)− F (y)|| = ||V t(a)− V t(y)||. Il s’en suit donc que
||F (a)− F (y)|| ≤ ||a− y||. De plus, par le théorème de Pythagore, ||y − a||2 = ||V t(y)− V t(a)||2 +
||U t(y − a)||2. Or,

||U t(y − a)|| ≤ ||Df(a)(y − a)||+ |||Df(a)− U t|||.||y − a||
= ||f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)||+ |||Df(a)− U t|||.||y − a||
≤ 2ε||y − a||.

Il s’en suit ||F (y)− F (a)||2 ≥ ||y − a||2(1− 4ε2) puis

(1− 2ε)||y − a|| <
√

1− 4ε2||y − a|| ≤ ||F (y)− F (a)|| ≤ ||y − a||.

Ceci permet de conclure.

Proposition 2.169. Soit T : Rn → Rm (avec n > m) une application linéaire bijective, soit ε ∈]0, 1/2[
et soit f : Rn → Rm une application. Si A ⊂ Rn est un ensemble mesurable qui vérifie

(i) Df(a) existe en a ∈ A ;

(ii) |||Df(a)− T ||| ≤ ε pour tout a ∈ A ;

(iii) ||f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)| ≤ ε||y − a|| pour tous y, a ∈ A ;

Alors

(1− 2ε)n
∫
Rm
Hn−m(A ∩ f−1({y}))dLm(y) ≤

∫
A
J f(a)dLn(a)

≤
∫
Rn
Hn−m(A ∩ f−1({y}))dLm(y).

Démonstration. Il existe une application symétrique S : Rm → Rm et une application orthogonale
U : Rm → Rn telles que T = S ◦ U t (voir section 3.3). On pose alors g = S−1 ◦ f et on applique la
proposition précédente à g et U pour obtenir :

(1− 2ε)n
∫
Rm
Hn−m(A ∩ g−1({z}))dLm(z) ≤

∫
A
J f(a)dLn(a) (2.170)

≤
∫
Rn
Hn−m(A ∩ g−1({z}))dLm(z).(2.171)
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Pour conclure, il suffit de faire le changement de variable y = S(z). En effet, puisque A ∩ g−1({z}) =
A ∩ f−1({y}), on obtient∫

Rm
Hn−m(A ∩ g−1({z}))|det(S)|dLm(z) =

∫
Rm
Hn−m(A ∩ f−1({y}))dLm(y). (2.172)

Comme (J S)(J g) = |det(S)|J g = J f , notre preuve est complète. En effet, il suffit de multiplier
(2.170) par |det(S)| et d’appliquer (2.172).

Nous pouvons maintenant esquisser la démonstration de la formule de la coaire (les ε sont laissés
au lecteur). Par le théorème de Rademacher (théorème 2.53), Df(a) existe pour presque tout a ∈ A.
Supposons que Jf(a) > 0 en tout a ∈ A (Voir [80] pour le cas général). Alors, par le théorème de
Lusin (théorème 1.39), on peut supposer que Df(a) est la restriction d’une fonction continue sur A. De

plus, par le théorème d’Egoroff (théorème 1.41), on peut supposer que
|f(y)− f(a)−Df(a)(y − a)|

|y − a|
converge uniformément vers 0 quand y ∈ A → a ∈ A. On en déduit que si A est assez petit, les
conditions (i), (ii) et (iii) de la proposition précédente sont satisfaites (pour T = Df(a0) où a0 ∈ A est
fixé). On peut alors conclure aisément.

6.3 Mesure intégrale-géométrique et formule de Crofton

Nous allons donner dans cette section une version généralisée de la formule d’aire/coaire dont nous
déduirons la formule de Crofton. Commençons par un problème classique qui motivera la suite.

Problème de l’aiguille de Buffon (1777)
Supposons qu’on laisse tomber une petite aiguille de longueur l sur du papier réglé dont les droites sont
régulièrement espacées d’une distance d ≥ l. Quelle est la probabilité que l’aiguille tombe dans une
position telle qu’elle coupe l’une des droites ?

La réponse est
2
π

l

d
(formule due à Buffon lui-même). Esquissons maintenant une démonstration de

ce résultat. Nous supposons que les droites sont horizontales. Fixons tout d’abord la pente α que fait
l’aiguille avec l’horizontale. Par symétrie, nous pouvons supposer que α ∈ [0, π2 ]. Alors, la probabilité

que l’aiguille tombe sur une droite est égale au rapport
l sinα
d

. D’où, la probabilité cherchée est la
moyenne sur tous les angles possibles, c’est à dire

p = 2
π

∫ π
2

0

l sinα
d

dα = 2
π

l

d
[− cosα]

π
2
0 = 2

π

l

d
.

Nous renvoyons à [2] pour plus de détails. La formule de Buffon implique que, si nous laissons
tomber un polygône régulier de périmètre p et de diamètre inférieur à d sur notre papier réglé, le nombre

de points d’intersection de ce polygône avec l’une des droites parallèles est en probabilité
2p
πd

. Ceci a été
formalisé par Crofton (1868) qui a introduit la quantité suivante qui portera plus tard le nom de mesure
intégrale-géométrique. L’idée est de compter, pour un ensemble donné F ⊂ R2, le nombre de points
d’intersection avec une droite, puis d’intégrer le résultat sur l’espace des droites. Le nombre obtenu se
note I1(F ). Donnons une définition “plus mathématique” de I1(F ). Pour cela, si θ ∈ [0, 2π[, notons
Lθ la droite du plan qui passe par l’origine et qui fait un angle θ avec l’axe des x, et Πθ la projection
orthogonale sur Lθ. Alors,

I1(F ) =
∫ π

0

∫
Lθ

card(F ∩Π−1
θ (y))dydθ.
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Ici, dy est l’intégration par rapport à la mesure de Lebesgue sur Lθ. Notons que si F ⊂ R2, alors
I1(F ) = 0 si et seulement si L1(Πθ(F )) = 0 pour presque tout θ ∈ [0, π[. Les ensembles purement
non 1-rectifiables vérifient I1(F ) = 0 d’après le théorème 2.134. L’exemple type d’un tel ensemble est
l’ensemble de Cantor 4-coins que nous avons déja rencontré (voir le théorème 2.129).

Nous allons passer aux dimensions supérieures et pour cela, rappelons (voir la section 5.1) que la
variété grassmannienne des s-plans vectoriels P de Rn est notée G(n, s) et que l’on peut identifier cette
variété avec l’ensemble des projections orthogonales ΠP ∈ O(n, s) sur les s-plans P de G(n, s). Il
existe une mesure (de probabilité) naturelle sur G(n, s) notée γn,s. Dans le cas où n = 2 et s = 1, cette
mesure est juste la mesure de Lebesgue normalisée sur [0, π]. Pour 0 < s ≤ n (avec s ∈ N), on définit
la s-mesure intégrale-géométrique d’un borélien B ⊂ Rn par

Is(B) = 1
β(n, s)

∫
P∈G(n,s)

∫
y∈Im(ΠP )

N(Πp, B, y)dLs(y)dγn,s(P ),

où β(n, s) = Γ
(
s+1

2

)
Γ
(
n−s+1

2

)
Γ
(
n+1

2

)−1
π−1/2, N(ΠP , B, y) = card(B ∩ Π−1

P (y)) est
comme précédemment la multiplicité (qui est bien mesurable). On pose pour E ⊂ Rn, Is(E) =
inf{Is(B);B borélien avec E ⊂ B}. Alors, Is est une mesure extérieure et la formule de Crofton
dit qu’elle coincide avec la s-mesure de Hausdorff sur les ensembles s-rectfiables (la normalisation un
peu obscure de Is est faite pour avoir l’égalité exacte).

Théorème 2.173. Soit E ⊂ Rn un ensemble s-rectifiable. Alors,Hs(E) = Is(E).

Nous allons donner une idée de la preuve dans le cas simple n = 2 et s = 1 en suivant [105]. Pour
cela, nous avons besoin d’une version générale de la formule de l’aire et de quelques définitions.

Soit A ⊂ Rn et soit f : A→ Rm une fonction. On dit que f a une limite approximative l en a ∈ A
si pour tout ε > 0, l’ensemble Rn \ {x ∈ A; ||f(x) − f(y)|| < ε} est de n-densité nulle en a. On écrit
alors l = ap lim

x→a
f(x). Notons que ceci nécessite que la densité de A en a est 1.

On dit que f : A → Rm est approximativement continue en a ∈ A si ap lim
x→a

f(x) = f(a) et que f est
approximativement différentiable en a ∈ A s’il existe une application linéaire L : Rn → Rm telle que

ap lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)
||x− a||

= 0.

On note alors L = apD(f(a)) puis J appf(a) la norme du jacobien généralisé de apDf(a) (voir la
section 3.3).
Nous donnons maintenant une forme générale de la formule d’aire/coaire.

Théorème 2.174. Soit E un ensemble s-rectifiable dans Rn, soit F un ensemble r-rectifiable dans Rm,
et soit f : E → F une application lipschitzienne. On suppose s ≥ r ≥ 1. Alors,∫

E
J appf(y)dHs(y) =

∫
F
Hs−r(f−1({z}))dHr(z)

On en déduit classiquement que si g estHs-mesurable sur E, on a∫
E
g(y)J appf(y)dHs(y) =

∫
F

∫
f−1({z})

gdHs−rdHr(z).

Remarque 2.175. L’ensemble E admet (au moins localement) une paramétrisation g : Rs → Rn de
classe C1 (voir la section 5.1). Alors, par le théorème de Rademacher (théorème 2.53), f ◦g est lipschit-
zienne et est donc presque partout différentiable. Il s’en suit que f est approximativement différentiable
presque partout et donc J appf est bien définie presque partout.
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Nous pouvons maintenant esquisser une preuve de la formule de Crofton dans le cas n = 2 et s = 1
(on suit celle donnée dans [105]). Soit E ⊂ R2 un ensemble 1-rectifiable. Alors, en H1-presque tout
x ∈ E, il existe une tangente approximative (voir le théorème 2.139) dont on notera vE(x) un vecteur
directeur unitaire. On a alors par des calculs élémentaires et en utilisant le théorème de Fubini

H1(E) =
∫
E
||vE(x)||dH1(x)

=
∫
E

1
β(2, 1)

(∫
P∈G(2,1)

||ΠP (vE(x))||dγ2,1(P )
)
dH1(x)

= 1
β(2, 1)

∫
P∈G(2,1)

(∫
E
||ΠP (vE(x))||dH1(x)

)
dγ2,1(P )

Or, si L est une application linéaire, H1(L(A)) = ||L|||L1(A) = (JL)L1(A) par le lemme 2.64. On
en déduit, puisque vE(x) est unitaire,

H1(E) = 1
β(2, 1)

∫
G(2,1)

∫
E
JΠP (x)dH1(x)dγ2,1(P ).

On peut alors facilement conclure par le théorème 2.174 puisque E est rectifiable.

6.4 Formules de l’aire et de la coaire dans les groupes de Carnot

Soient G1 ou G2 deux groupes de Carnot munis respectivement des normes homogènes ||.||1 et ||.||2
et de leurs dilations anisotropiques δ1

λ et δ2
λ. On aurait pu aussi munir les groupes de leur distance de

Carnot-Carathéodory respective. Nous noterons Q1 et Q2 les dimensions homogènes de G1 et G2. On
notera respectivementHs1 etHs2 leurs mesures de Hausdorff s-dimensionnelle. Nous avons vu que toute
application lipschitzienne f : A ⊂ G1 → G2 est différentiable presque partout au sens de Pansu (de
différentielle notée dP f ) et que les notions de jacobien métrique et horizontal coincident en tout point
de différentiabilité de Pansu de f . Voir les sections 5 et 3.5 pour ces résultats et les notations que nous
utilisons dans cette partie.

Théorème 2.176. Soit A ⊂ G1 un ensemble HQ1
1 -mesurable et soit f : A ⊂ G1 → G2 une fonction

lipschitzienne. On suppose que Q2 ≥ Q1. Alors,∫
A
JmQ1f(x)dHQ1

1 (x) =
∫
A
JHQ1f(x)dHQ1

1 (x) =
∫
G2
N(f,A, y)dHQ1

2 (y)

où N(f,A, y) est le cardinal de A ∩ f−1(y).

Démonstration. Nous ne donnerons que les principales étapes de la preuve (voir [24] pour plus de
détails). SoitA0 l’ensemble des points a de densité deA pour lesquels JmQ1

f(a) = 0 ou dP f(a) n’existe
pas. Comme dP f(a) existe presque partout (par rapport à HQ1

1 ) sur A0, on a JmQ1
f(a) = 0 presque

partout sur A0. Nous avons déja vu qu’alorsHQ1
2 (f(A0)) = 0. Il s’en suit que la contribution de A0 aux

deux côtés de la formule de l’aire est nulle et donc il nous suffit de considérer A1 = A \A0. Le résultat
suivant dit que dP f(x) est injective pour tout x ∈ A1.

Lemme 2.177. Soit f : A ⊂ G1 → G2 une application lipschitzienne. On suppose que Q2 ≥ Q1. Si
dP f(x) n’est pas injective pour un x ∈ A, alors JmQ1

f(x) = 0.

Par le lemme suivant, on peut trouver une partition borélienne (Bi) de A1 telle que la restriction
fi = fBi de f à Bi est injective. Nous n’utiliserons dans la suite que cette propriété. Nous verrons une
version de ce lemme dans les espaces métriques dans la section suivante.
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Lemme 2.178. Soit f : A ⊂ G1 → G2 une application lipschitzienne et soit t > 1. On note B
l’ensemble des points de densité a de A où dP f(a) existe et est injective. Alors, il existe une partition
par des boréliens (Bi) de B de sorte que pour tout i ∈ N

(i) La restriction fBi de f à Bi est injective ;

(ii) Il existe une application H-linéaire injective Li telle que t−1||Li(z)||2 ≤ ||dP f(x)(z)||2 ≤
t||Li(z)||2 où x ∈ Bi et z ∈ G1 ;

(iii) Lip(fBi ◦ (L−1
i )Bi) ≤ t et Lip((Li)Bi ◦ f−1

Bi
) ≤ t.

On commence par noter que comme les groupes de Carnot sont munis d’une mesure doublante, on
a par le théorème de différentiation de Lebesgue dans les espaces de nature homogène (théorème 1.202)

lim
r→0

HQ1
1 (BA∩Bi(x, r))
HQ1

1 (BA(x, r))
= 1

pour tout i et tout point de densité x de Bi. Pour alléger les notations, on note BC(x, r) = C ∩B(x, r).
L’étape cruciale consiste à montrer que JmQ1

f(x) = JmQ1
fi(x) pour x point de densité de Bi et pour

cela, nous allons montrer deux inégalités.

JmQ1fi(x) = lim inf
r→0

HQ1
2 (fi(BA∩Bi(x, r)))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r))

≤ lim inf
r→0

HQ1
2 (f(BA(x, r)))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r)

= lim inf
r→0

HQ1
2 (f(BA(x, r)))
HQ1

1 (BA(x, r))
= JmQ1f(x)

D’autre part,

JmQ1f(x) ≤ lim inf
r→0

(
HQ1

2 (f(BA\Bi(x, r)))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r))
+ H

Q1
2 (f(BA∩Bi(x, r)))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r))

)

≤ lim inf
r→0

(
(Lip(f))Q1

HQ1
1 (BA\Bi(x, r))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r))
+ H

Q1
2 (f(BA∩Bi(x, r)))
HQ1

1 (BA∩Bi(x, r))

)
≤ JmQ1fi(x).

On en déduit pour tout i, puisque fi est injective∫
Bi

Jmf(x)dHQ1
1 (x) =

∫
Bi

Jmfi(x)dHQ1
1 (x) = HQ1

2 (f(Bi)) =
∫
G2
χf(Bi)dH

Q1
2 .

On peut conclure facilement en sommant sur i les égalités précédentes :∫
A
Jmf(x)dHQ1

1 (x) =
∫
A\A0

Jmf(x)dHQ1
1 (x)

=
∑
i

∫
G2
χf(Bi)dH

Q1
2

=
∫
G2
N(f,A, y)dHQ1

2 .
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Donnons maintenant une version de la formule de la coaire. Soit G un groupe de Carnot dont l’al-
gèbre de Lie est engendrée par les champs de vecteurs X1, ..., Xm. On note Q la dimension homogène
de G (que l’on suppose muni de la distance de Carnot-Carathéodory). Si f : G→ R est une fonction de
classe C1, on note ∇0f le champs de vecteurs ∇0f =

∑m
i=1XifXi et on dit que ∇0f est le gradient

horizontal de f . La terminologie s’explique par le fait que ∇0f est dans la partie horizontale V1 de
l’algèbre de Lie de G.

Théorème 2.179. Si f : G→ R est de classe C1 et si u : G→ R+ est mesurable positive, on a∫
G
u(x)||∇0f(x)||dx =

∫ ∞
0

∫
{f=t}

u(y)dHQ−1(y)dt.

Le point-clé de la preuve est d’interpréter le terme ∇0f(x) comme un jacobien. Ainsi, si S =
{f = t} est une ligne de niveau d’une fonction f : G → R de classe C1, alors presque partout sur S,

dHQ−1 = [|∇0f [|
[|∇f [| ds où ds est la mesure riemannienne sur S et ∇f est le gradient standard de f . Une

fois ceci noté, le théorème précédent découle du cas riemannien. Une application classique est l’inégalité
isopérimétrique. Pour plus de détails, voir [58].

Une bonne référence pour toute cette partie est [94].

6.5 Formules de l’aire et de la coaire dans les espaces métriques

Nous commençons par donner une formule de l’aire qui ne nécessite aucun résultat de différentia-
bilité de type Rademacher ! Avant de l’énoncer et de donner des idées de preuve, nous avons besoin
d’introduire quelques notions de théorie axiomatique de dérivation de mesure. Nous suivons la présen-
tation de la section 2.8.16 de [47]. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure µ. Une relation de
recouvrement C est un sous-ensemble de {(x, S);x ∈ S ⊂ X}. Un exemple simple est de considèrer
C = {(x,B(x,R)), x ∈ X,R > 0}. Si Z ⊂ X , on pose C(Z) = {S; (x, S) ∈ C pour un certain x ∈
Z}. On dit que C est fine en x ∈ X si inf{diamS; (x, S) ∈ C} = 0. Une relation de recouvrement V
est une µ-relation de Vitali si on a

(i) Les éléments de V sont des boréliens ;

(ii) V est fine en tout x ∈ X

(iii) Si C ⊂ V , Z ⊂ X de sorte que C est fine en tout point de Z, alors C(Z) a une sous-famille
(dénombrable) disjointe qui recouvre Z à un ensemble de µ mesure nulle.

Si f : X → R est une fonction dont le domaine de définition est noté Df , on pose

(V )− lim sup
S→x

f(S) = lim sup
ε→0+

{f(S); (x, S) ∈ V, diamS < ε, S ⊂ Df}.

Exemple 2.180. Si la mesure µ est doublante (et donc (X, d, µ) est un espace de nature homogène),
le théorème de recouvrement de Vitali (proposition 1.112) dit que les boules (fermées) forment une µ-
relation de Vitali.

Considérons maintenant deux espaces métriques (séparables) mesurés (X, dX , µ) et (Y, dY , ν). On
suppose que µ est finie sur les ensembles bornés et qu’il existe une µ-relation de Vitali V sur X . Soit
A ⊂ X un sous-ensemble fermé et soit f : A→ Y une fonction continue (par exemple lipschitzienne).
Pour tout E ⊂ A borélien, on définit la jauge ρA(E) = ν(f(E)). La mesure image f∗ν est alors
la mesure donnée par la construction de Carathéodory (voir section 2.1) à partir de la jauge ρA et de
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l’ensemble des boréliens deA. On étend de façon naturelle f∗ν à toutX par restriction. Par construction,
f∗ν est une mesure de Borel sur X . Comme précédemment, on note N(f,A, y) la multipilicité de f en
y relativement à A, c’est à dire N(f,A, y) est le cardinal de A ∩ f−1(y). Un point-clé (qui explique
les hypothèses de notre prochain théorème) est que si f∗ν est absolument continue par rapport à µ
et est finie sur les ensembles bornés, alors pour tout ensemble µ-mesurable E ⊂ A, on a f∗ν(E) =∫
Y
N(f,E, y)dν(y). De façon analogue au cas sous-riemannien (voir section 3.5), on définit le jacobien

métrique d’une application continue f : A ⊂ X → Y en x par Jmf(x) = (V )− lim sup
S→x

f∗ν(S)
µ(S) .

Théorème 2.181. Soit A ⊂ X un ensemble µ-mesurable et soit f : A → Y une application continue.
On suppose que f∗ν est absolument continue par rapport à µ et est finie sur les ensembles bornés de
X . Alors, Jmf est fini µ-presque partout et∫

A
Jmf(x)dµ(x) =

∫
Y
N(f,A, y)dν(y).

Démonstration. La démonstration est juste un exercice de théorie (fine) de la mesure et découle de la
définition de notre jacobien métrique. On définit la densité de f∗ν en x par rapport à µ et la relation

de Vitali V par D(f∗ν, µ, V, x) = (V ) − limS→x
f∗ν(S)
µ(S) . Si A est µ-mesurable, alors A est aussi

f∗ν-mesurable et on a

f∗ν(A) =
∫
A
D(f∗ν, µ, V, x)dµ(x).

Par définition du jacobien J f(x), on a J f(x) = D(f∗ν, µ, V, x) et donc f∗ν(A) =
∫
E
J f(x)dµ(x).

Comme nous avons déja noté que f∗ν(A) =
∫
Y
N(f,A, y)dν(y), nous pouvons conclure.

Nous considérons maintenant le cas où f : Rn → X avec (X, d) un espace métrique. Nous rappelons
que si f : Rn → X est lipschitzienne, f admet en Ln-presque tout x ∈ Rn une dérivée métrique qui est
une semi-norme que nous noterons τx (on suit ici les notations de la section 3.6). On définit la norme
du jacobien d’une semi-norme τ sur Rn noté J (τ) comme le nombre vérifiant Hnτ (A) = J (τ)Ln(A)
si τ est une norme et J (τ) = 0 sinon. Ici, Hnτ est la mesure n-dimensionnelle relative à la norme τ .
Donc, si f : Rn → X est (localement) lipschitzienne, on peut définir la norme de son jacobien J f(x)
en Ln-presque tout x ∈ Rn par J f(x) = J (τx). Il existe plusieurs preuves de la formule de l’aire
dans le cas euclidien. La nôtre repose de façon cruciale sur le théorème d’approximation de Whitney.
Celle donnée dans [45] est différente et commence par la démonstration du résultat suivant. Voir aussi
le lemme 2.178 pour une version dans les groupes de Carnot.

Lemme 2.182. Soient n,m des entiers avec n ≤ m et soit f : Rn → Rm une application lipschitzienne.
Alors, pour tout t > 1, si on note B = {x ∈ Rn;Df(x) existe ,J f(x) > 0}, il existe des boréliens Bk
de Rn tels que

(i) B = ∪k∈NBk ;

(ii) La restriction de f à Bk notée fBk est injective pour tout k ∈ N ;

(iii) Pour tout k ∈ N, il existe un automorphisme symétrique Tk : Rn → Rn tel que

Lip(fBk ◦ T
−1
k ) ≤ t; Lip(Tk ◦ (fBk)−1) ≤ t; t−n|detTk| ≤ J f|Bk ≤ t

n|detTk|.

Nous avons besoin dans le cas métrique d’un analogue de ce lemme.
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Lemme 2.183. Soit f : Rn → X une application lipschitzienne. On note B l’ensemble des x ∈ Rn
pour lesquels la dérivée métrique τx existe et est une norme (c’est à dire J f(x) > 0). Alors, pour tout
t > 1, il existe une partition de B par des boréliens Bk et une suite de normes ||.||k sur Rn telles que
pour tout k ∈ N, tout x ∈ Bk, tout x′ ∈ Bk, tout v ∈ Rn,

(1) t−1||x− x′||k ≤ d(f(x), f(x′)) ≤ t||x− x′||k ;

(2) t−1||v||k ≤ τx(v) ≤ t||v||k.

Démonstration. On commence par choisir une suite de normes ||.||k sur Rn de sorte que pour toutes
normes ||.|| sur Rn et tout C > 1, il existe un k ∈ N tel que pour tout v ∈ Rn, C−1||v||k ≤ ||v|| ≤
C||v||k. Ceci est possible car toutes les normes sont équivalentes sur Rn. Puis, on choisit δ > 0 de sorte
que t−1 + δ < 1 < t − δ. Pour tous i, k ∈ N, on définit Bi,k comme le borélien formé des x ∈ B tels
que

(i) (t−1 + δ)||v||i ≤ τx(v) ≤ (t− δ)||v||i pour tout v ∈ Rn ;

(ii) |d(f(x+ v), f(x))− τx(v)| ≤ δ||v||i pour tout v ∈ Rn avec |v| ≤ 1/k.
Vérifions que les Bi,k recouvrent B. Pour cela, considérons x ∈ B. Par définition des ||.||i, il existe
i ∈ N tel que l’on ait (i). Soit Ci > 0 tel que ||v|| ≤ Ci||v||i pour tout v ∈ Rn (par équivalence des
normes). Prenons maintenant k ∈ N de sorte que l’on ait (ii) avec δ||v||i remplacé par (δ/Ci)||v||i. Alors,
x ∈ Bi,k par définition de la dérivée métrique. Maintenant, considérons A ⊂ Bi,k avec diamA ≤ 1/k,
on a pour x, x+ v ∈ A.

d(f(x+ v), f(x)) ≤ τf (x)(v) + δ||v||i ≤ t||v||i,

d(f(x+ v), f(x)) ≥ τf (x)(v)− δ||v||i ≥ t−1||v||i.

En divisant (pour avoir une partition) et en renommant les (Bi,k), on obtient la partition borélienne
cherchée.

Théorème 2.184. Soit f : Rn → X une application lipschitzienne.
(i) Si A ⊂ Rn est mesurable, ∫

A
J f(x)dx =

∫
X
N(f,A, y)dHmn(y)

où N(f,A, y) = card(A ∩ f−1(y)) = H0(A ∩ f−1(y).

(ii) Si g : Rn → R est Ln-intégrable,∫
Rn
g(x)J f(x)dx =

∫
X

∑
x∈f−1(y)

g(x)dHn(y).

Démonstration. La preuve est dans le même esprit que celle esquissée dans les groupes de Carnot.
On peut sans perte de généralité supposer Lm(A) < ∞ (sinon décomposer A). Il suffit de démon-
trer (i), (ii) s’en déduit par approximation par des fonctions simples comme dans le cas euclidien.
Ecrivons A = A0 ∪ A1 ∪ A2 où A0 est l’ensemble des x pour lesquels la dérivée métrique n’existe
pas, A1 est l’ensemble des x pour lesquels la dérivée métrique τx existe et est une norme (c’est à
dire J f(x) > 0), A2 est l’ensemble des x pour lesquels la dérivée métrique τx existe mais n’est
pas une norme (c’est à dire J f(x) = 0). Par le théorème de Rademacher valable dans ce cas, on
a Hn(f(A0)) ≤ Lip(f)nLn(A0) = 0, donc nous n’avons pas à tenir compte de A0. Il en est de
même pour A2. En effet, nous avons un théorème de type Sard dans la mesure où Hn(f(A2)) = 0
(et donc A2 n’a aucune contribution dans les deux côtés de la formule de l’aire). Pour voir cela,
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considérons X × Rn muni de la distance produit l1 : d1((x, t), (x′, t′)) = d(x, x′) + |t − t′|. Pour
ε > 0, on pose gε(x) = (f(x), εx) pour tout x ∈ Rn. Alors, gε est métriquement différentiable
et sa dérivée métrique τε vérifie τε(x)(v) = τx(v) + ε||v|| pour tout v ∈ Rn. Le point impor-
tant est qu’alors τε(x) est une norme pour tout x ∈ A2. Fixons x ∈ A2 et soit Bx la boule unité
pour τε(x). Alors, Hnτx(Bx) = αn. Comme τx n’est pas une norme mais juste une semi-norme, il
existe vx ∈ Rn de sorte que τε(vx) = 1 et τx(vx) = 0. Il s’en suit que ||vx|| = 1/ε. De plus,
pour tout v ∈ Rn avec τε(x)(v) = 1, on a 1 = τx(v) + ε||v|| ≤ (Lip(f) + ε)||v|| et donc
||v|| ≥ 1/(Lip(f) + ε). D’où, l’ensemble convexe Bx contient vx, −vx et B(0, 1/(Lip(f) + ε)). Il
en résulte que Ln(Bx) ≥ cn

ε(Lip(f) + ε)n−1 pour une constante cn ne dépendant que de n. On a donc

J (gε)(x) = J (τε(x)) =
Hnτε(x)(B)
Ln(B) ≤ αnε(Lip(f) + ε)n−1

cn
. En appliquant le fait que la formule de

l’aire est vérifiée pour le couple (gε, A2) comme pour le couple (f,A1) (voir ci-dessous), il vient

Hn(g(A2)) =
∫
A2
J (gε)(x)dx ≤ εαn(Lip(f) + ε)n−1

cn
Ln(A2).

En faisant ε → 0, on obtient Hn(g(A2)) = 0. Comme la projection canonique Π : X × Rn → X est
1-lipschitzienne et envoye g(A2) sur f(A2), il vientHn(f(A2)) = 0, ce qui est la conclusion souhaitée.
Traitons le cas de A1. Soit λ > 1. En appliquant le lemme précédent, il existe une partition borélienne
(Bi) de A1 et une famille de normes ||.||i sur Rn, de sorte que fBi soit injective, λ−nHn||.||i(Bi) ≤
Hn(f(Bi)) ≤ λnHn||.||i(Bi) et λ−1||.||i ≤ τx ≤ λ||.||i pour tout x ∈ Bi. Il s’en suit que λ−nJ (||.||i) ≤
J (f)(x) ≤ λnJ (||.||i). Comme (fBi) est injective, l’application y → card(Bi ∩ f−1(y)) est juste la
fonction caractéristique de f(Bi) qui est mesurable. On en déduit∫

X
card(f−1(y) ∩Bi)dHny = Hn(f(Bi))

≤ λnHn||.||i(Bi)
= λnJ (||.||i)Ln(Bi)

≤ λ2n
∫
Bi

J f(x)dx.

De façon similaire, on a ∫
X

card(f−1(y) ∩Bi)dHny ≥ λ−2n
∫
Bi

J f(x)dx.

Comme λ > 1 est arbitraire, on a que la formule de l’aire est vraie pour les Bi et donc pour A1 (en
passant à la limite λ→ 1).

En ce qui concerne la formule de la coaire, seule une inégalité n’est disponible en général.

Théorème 2.185. Soient X , Y deux espaces métriques et soit f : X → Y une application lipschit-
zienne. On suppose que X est propre et que A est Hm+k-mesurable avec Hm+k(A) < ∞. Alors, si
A ⊂ X et si m, k ∈ N, on a∫

Y
Hk(f−1(y) ∩A)dHm(y) ≤ αkαm

αk+m
Lip(f)mHk+m(A).

Démonstration. On ne démontre le théorème que dans le cas où Y est un espace vectoriel normé de
dimensionm. Le fait queX est propre et queA estHm+k-mesurable avecHm+k(A) <∞ implique que
l’intégrale de gauche est bien définie. On commence par considérer pour tout j ∈ N∗ un recouvrement
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(Cjn)n∈N de A avec diamCjn ≤ 1/j et
∑
n∈N

α(k +m)
(

diamCjn
2

)k+m

≤ Hk+m
1/j (A) + 1/j.

On pose pour tous n, j, gjn = α(k)
(

diamCjn
2

)k
χ
Djn

où Dj
n est l’adhérence de f(Cjn). Donc, pour tout

y ∈ Y et tout i ≤ j, on a Hk1/i(f
−1(y) ∩ A) ≤

∑
n g

j
n(y). Il s’en suit par l’inégalité isodiamétrique

(théorème 1.69)∫
X
Hk1/i(f

−1(y) ∩A)dHm(y) ≤
∫
X

∑
n

gin(y)dHm(y)

=
∑
n

∫
gjn(y)dHm(y)

=
∑
n

α(k)
(

diamCjn
2

)k
Hm(Dj

n)

≤
∑
n

α(k)
(

diamCjn
2

)k
α(m)

(
diamDj

n

2

)m

≤
∑
n

α(k)α(m)Lip(f)m
(

diamCjn
2

)k+m

≤ α(k)α(m)
α(k +m) Lip(f)m

(
Hk+m

1/j (A) + 1/j
)

On peut conclure facilement en faisant tendre j vers +∞ puis i vers +∞.

7 Exercices

Exercice 2.186. On suppose que R est muni de sa structure euclidienne.
1) Soit (X, d) un espace métrique et soient f, g : (X, d) → R deux applications lipschitziennes. Dé-
montrer que les applications αf + βg (α, β ∈ R), inf(f, g) et sup(f, g) sont lipschitziennes.
2) Soient f , g : R→ R deux applications lispchitziennes. Si on suppose de plus que f et g sont bornées,
démontrer que fg est lipschitzienne.
3) Donner des exemples de fonctions 3-lipschitziennes f : R→ R.

Exercice 2.187. Démontrer que les fonctions lipschitziennes bornées sont denses dans Lp(Rn) (On se
ramenera au cas où f = χA avec A mesurable puis on pourra considérer des fonctions de la forme
fk(x) = inf(k(d(x,Oc), 1) où O est un ouvert à choisir avec soin).

Exercice 2.188. ([98], Théorème 4.6)
Soient A ⊂ X , s > 0 et 0 < δ ≤ ∞. Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Hs(A) = 0 ;
(ii) Hsδ(A) = 0 ;
(iii) Pour tout ε > 0, il existe un recouvrement (Ei) de A avec

∑
i diam(Ei)s ≤ ε.

Exercice 2.189. ([98], Théorème 4.4 et corollaire 4.5)
Soit (X, d) un espace métrique séparable. On pose pour s > 0 et pour E ⊂ X , ρ(E) = (diamE)s.
1) Soit F la famille des fermés de (X, d). Montrer qu’alors la construction de Carathéodory donne la
mesure de HausdorffHs.
2) Même question en prenant pour F la famille des ouverts de (X, d).
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3) Déduire des questions précédentes que la mesure de Hausdorff Hs est une mesure borélienne régu-
lière, c’est à dire que Hs est borélienne et que pour tout A ⊂ X , il existe un borélien B ⊂ X avec
A ⊂ B etHs(A) = Hs(B).
4) On suppose ici que X = Rn muni de sa structure euclidienne et que 0 ≤ s < n. Soit F l’ensemble
des convexes de Rn. Montrer qu’alors la construction de Carathéodory donne la mesure de Hausdorff
Hs.

Exercice 2.190. ([59], Théorème 8.15)
On définit la dimension topoloqique d’un espace métrique séparable par récurrence. L’ensemble vide
a pour dimension −1. La dimension d’un espace X est le plus petit entier n tel que tout point de X
a un voisinage de diamètre arbitrairement petit et dont le bord est de dimension topologique ≤ n − 1.
La dimension topologique est donc un entier et le but est de démontrer qu’elle est plus petite que la
dimension de Hausdorff (qui n’est en général pas entière).
1) Soit n ∈ N un entier et soit X une espace métrique qui vérifie Hn+1(X) = 0. Démontrer que pour
tout x0 ∈ X , ∫ +∞

0
Hn(∂B(x0, r))dr = 0.

En déduire que la dimension topologique de X est inférieure (ou égale) à n.
2) Conclure.

Exercice 2.191. ([98], section 5.10)
On fixe 0 ≤ s < ∞. Pour tout A ⊂ Rn et tout δ > 0, on pose βsδ(A) = sup

∑
i α(s)(diamBi/2)s

où le supremum est pris sur toutes les famille disjointes de boules fermées (Bi) telle que pour tout i,
diam(Bi) ≤ δ et la boule Bi est centrée sur A, puis on pose βs(A) = lim

δ→0
βsδ(A) = sup

δ>0
βsδ(A). La

mesure de packing s-dimensionnelle de A est alors définie par P s(A) = inf
{∑

i

βs(Ai);A = ∪iAi

}
.

1) En s’inspirant de ce que l’on a fait pour la mesure de Hausdorff Hs, montrer que P s est une mesure
de Borel régulière.
2) Démontrer que pour tout A ⊂ Rn,Hs(A) ≤ P s(A).

Exercice 2.192. (exemples 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3 de [6])
Soit γ : I → (X, d) une courbe où I est un intervalle de R et (X, d) est un espace métrique. L’exercice
propose des exemples de calculs de dérivées métriques |γ̇|(t) pour t ∈ I (voir la définition 2.17).
1) Si X = Rn muni de sa structure euclidienne, déterminer |γ̇|(t) si γ est différentiable en t ∈ I .
2) Si X = Rn muni d’une norme ||.|| (et donc de la distance induite), déterminer |γ̇|(t) si γ est différen-
tiable en t ∈ I .
3) Soit X un espace vectoriel muni d’une norme ||.|| (et donc de la distance induite) et soit v un vecteur
non nul de X . Pour t ∈ [−1, 1], on pose γ(t) = |t|v. Démontrer que la dérivée métrique |γ̇|(t) existe en
tout t ∈ [−1, 1] (la déterminer), mais que γ n’est pas différentiable en t = 0.

Exercice 2.193. (voir [46], lemma 3.2 Soit γ : [a, b]→ Rn une application continue et injective. On note
Γ = γ([a, b]) son image. Ainsi, Γ est une courbe de Jordan. Le but est de démontrer que l(γ) = H1(Γ)
en utilisant les projections orthogonales. Voir le théorème 2.27 pour une démonstration dans le cas
général des espaces métriques.
1) SoitD une droite dans Rn et soit PD la projection orthogonale surD. Montrer que pour tout ensemble
E ⊂ Rn, on a

H1(PD(E)) ≤ H1(E).

2) En déduire que si C est une courbe de Rn reliant x et y, alors H1(C) ≥ |x − y|, puis que
l(Γ) ≤ H1(Γ).
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3) En utilisant la paramétrisation par longueur d’arc, conclure.

Exercice 2.194. (voir [98], chapitre 8)
Si µ est une mesure de Borel (localement finie) sur Rn et si s ≥ 0, on définit sa s-énergie par

Is(µ) =
∫
Rn

∫
Rn
|x− y|−sdµ(x)dµ(y).

1) Montrer que si f est une fonction positive mesurable (par rapport à µ), on a la formule de Cavalieri :∫
Rn
fdµ =

∫ +∞

0
µ({x ∈ Rn, f(x) > t})dt.

En déduire que pour tout x ∈ Rn,

s

∫ +∞

0

µ(B(x, r))
rs+1 dr =

∫
Rn
|x− y|−sdµ(y).

2) En utilisant le lemme de Frostman, déduire des questions précédentes que si A ⊂ Rn est un borélien,
alors

Hdim(A) = sup{s; Il existe µ ∈M(A) avec IS(µ) < +∞}

oùM(A) est l’ensemble des mesures à support compact contenue dans A avec 0 < µ(A) <∞.
3) Pour s ≥ 0, on définit la s-capacité de Riesz d’un borélien A de Rn par

Cs(A) = sup{Is(µ)−1;µ ∈M1(A)}.

Ici, M1(A) est l’ensemble des mesures µ ∈ M(A) telles que µ(A) = 1 (c’est à dire les mesures de
probabilité deM(A)).

Montrer que
Hdim(A) = sup{s ≥ 0, Cs(A) > 0}.

Exercice 2.195. [91] Soit (X, d) un espace métrique séparable. On appelle fonction de recouvrement
de (X, d) une fonction φ : R+ → R+ telle que

- Tout ensemble de diamètre δ peut être recouvert par φ(ε) ensembles de diamètre au plus εδ.
- Il existe C ≥ 1 et β > 0 de sorte que φ(ε) = Cεβ .

La dimension de Assouad de (X, d) est l’infimum des β pour lesquels il existe une telle fonction de
recouvrement.
1) Montrer que la dimension d’Assouad de (X, d) est finie si et seulement si l’espace (X, d) est métri-
quement doublant.
2) Comparer la dimension d’Assouad et la dimension d’Hausdorff.

Exercice 2.196. Soit E ⊂ Rn. Montrer que E est Ahlfors-régulier de dimension Q si et seulement si E
supporte une mesure µ telle qu’il existe une constante Cµ > 0, C−1

µ RQ ≤ µ(B(x,R)) ≤ CµR
Q pour

tout x ∈ E, tout R ∈]0, diamE[.

Exercice 2.197. Soient B ⊂ A des ensemblesHs-mesurables avecHs(A) <∞. Comparer les densités
inférieures (respectivement supérieures) de B et A en presque tout point b ∈ B.

Exercice 2.198. ([98], Chapitre 6). Construire un compact A ⊂ R2 avec 0 < H1(A) < ∞ et
Θ1
∗(a,A) = 0 en tout a ∈ A (indications : Partir du disque unité E0 de C et construire par itération

des ensembles Ek qui sont la réunion de disques de rayon rk contenus dans les disques de Ek−1, chacun
des disques de Ek−1 contenant exactement mk disques de Ek. En choisissant bien la répartition des
disques et en supposant que les suites vérifient mk+1r

s
k+1 = rsk, conclure).
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Exercice 2.199. Soit 0 < s < 1. Dans tout ce problème, E ⊂ Rn est un ensemble Hs-mesurable avec
0 < Hs(E) < ∞. On se propose de démontrer dans les parties indépendantes 1, 2 et 3 des propriétés
topologiques et géométriques de ce type d’ensemble. En particulier, la partie 2 propose une preuve du
théorème de Marstrand dans ce cadre (voir [46], Théorème 4.2).

1) Démontrer que E est totalement disconnexe (c’est à dire les seules composantes connexes de E sont
les singletons). Indications : Raisonner par l’absurde et considérer l’application f(y) = |x− y| où x est
un point fixé d’une composante connexe de E.

2) On suppose que la densite Θs(x,E) existe sur un sous-ensemble Hs-mesurable de E de Hs-mesure
non nulle. Soit ρ > 0 assez petit
2a) Démontrer qu’il existe un ensembleHs-mesurable F ⊂ E avecHs(F ) > 0 tel que

(i) F est fermé ;

(ii) Pour tout x ∈ F , Θs(x,E) existe etHs(E ∩B(x, r)) > 1
2α(s)rs pour tout 0 < r < ρ.

Soit y un point d’accumulation de F et soit 0 < η < 1.
2b) Démontrer que si on pose Ar,η = B(y, (1 + η)r) \B(y, (1− η)r), alors

lim
r→0

α(s)−1r−sHs(E ∩Ar,η) = Θs(x,E)((1 + η)s − (1− η)s).

2c) Démontrer qu’il existe une suite décroissante de réels (ri) qui tend vers 0 et une suite (xi) de points
de F tels que

Hs(E ∩Ari,η) ≥ Hs(E ∩B(xi,
ηri
2 )) > α(s)r

s
i η
s

2 .

2d) Obtenir une contradiction de 2b et 2c, et conclure.
3) On dit qu’un ensemble F ⊂ Rn est uniformément parfait s’il existe une constante C ≥ 1 telle que
pour tout x ∈ F et tout r > 0, F ∩ (B(x, r) \B(x, r/C)) 6= ∅ dès que F \B(x, r) 6= ∅.
1) Démontrer que l’ensemble triadique de Cantor C est uniformément parfait. On rappelle que C =

⋂
j∈N

Ij

où pour tout j ∈ N,

Ij =
3j−1⋃
k=0
k pair

[
k

3j ,
k + 1

3j
]
.

2) Donner (sans preuve) un exemple d’ensemble du plan complexe qui soit Ahlfors-régulier de dimen-
sion d = 1/2.
3) Démontrer que tout ensemble Ahlfors-régulier E de dimension d avec 0 < d < 1 est uniformément
parfait. Ce résultat est-il vrai si d ≥ 1 ?

Exercice 2.200. On note δx la mesure de Dirac en x ∈ R, c’est à dire δx(A) = 1 si x ∈ A et δx(A) = 0

sinon. On pose µj = 1
j

j∑
k=1

δk/j . Montrer que la suite (µj) converge faiblement vers la restriction de la

mesure de Lebesgue L1 sur [0, 1].

Exercice 2.201. ([45] Corollaire 1, page 84)
Soit f : Rn → Rm une application (localement) lipschitzienne. On pose Z = {x ∈ Rn; f(x) =
0}. Démontrer qu’alors Df(x) = 0 pour presque tout x ∈ Z (Oon pourra raisonner par l’absurde et
supposer qu’il existe x ∈ Z qui est point de Lebesgue de Z et qui vérifie Df(x) 6= 0).
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Exercice 2.202. ([45] Corollaire 1, page 84)
Soient f g : Rn → Rn deux applications (localement) lipschitziennes. On pose Z = {x ∈
Rn; g(f(x)) = x}. Démontrer qu’alors Dg(f(x))Df(x) = Id pour presque tout x ∈ Rn. Ici, Id
est l’application identité sur Rn (on pourra s’inspirer de la solution de l’exercice 2.201).

Exercice 2.203. Soit (X, d) un espace métrique et soit α > 0. On dit que E ⊂ X est α-poreux si pour
tout x ∈ E, il existe une suite (xn) de X telle que E ∩B(xn, αd(x, xn)) = ∅.
1) On se place dans le cadre X = Rn muni de sa structure euclidienne. Démontrer que si E ⊂ Rn est
α-poreux (pour un certain α > 0), alors la fonction distance f(x) = d(x,E) est lipschitzienne et nulle
part différentiable sur E.
2) On suppose que l’espace métrique (X, d) est muni d’une mesure doublante µ. Soit E ⊂ X un en-
semble α-poreux (pour un certain α > 0). Montrer que µ(E) = 0.

Exercice 2.204. Soit f : R2 → R la fonction définie par f(0) = 0 et si (x, y) 6= (0, 0), f(x, y) =
x4y

x6 + y3 . Démontrer que f est G-différentiable en (0, 0) mais n’est pas continue en ce point.

Exercice 2.205. (Voir [14], chapitre 4)
1) Soient E, F deux espaces de Banach et soit f : E → F une application linéaire continue. Démontrer
que f est F -différentiable et calculer sa F -différentielle.
2) Soient E, F deux espaces de Banach et soit f : E → F une application.
2a) Démontrer si f est G-différentiable au voisinage de x0 et que df(x) est continue en x0, c’est à dire
lim
x→x0

|||df(x) − df(x0)||| = 0 (où |||.||| est la norme usuelle sur l’ensemble des applications linéaires

continues de E dans F ) , alors f est F -différentiable en x0. En déduire une définition raisonnable d’être
une fonction f : E → F de classe C1.
2b) Démontrer si f est G-différentiable sur le segment I reliant x0, y0 ∈ I alors

||f(y0)− f(x0)||F ≤ ||y0 − x0||E sup
x∈I
|||df(x)|||.

3) Soient E, F et G trois espaces de Banach et soient f : E → F , g : F → G deux applications. On
suppose que g ◦ f est bien défini sur un ouvert Ω de E, que f est F -différentiable en x0 ∈ Ω et que g est
différentiable en f(x0). Démontrer que g ◦ f est F -différentiable en x0 et déterminer sa F -différentielle
en ce point.
4) Démontrer le même résultat que dans la question précédente en supposant seulement que f est G-
différentiable en x0.

Exercice 2.206. Pour tout t ∈ [0, 1], on poseψt = χ[0,t] et on considère l’applicationψ : [0, 1]→ L1(R)
définie par ψ(t) = ψt pour tout t ∈ [0, 1].
1) Montrer que ψ est lipschitzienne.

2) Soit t ∈]0, 1]. On suppose que ψ est différentiable en t. Montrer qu’alors
1
h
χ[t,t+h] converge vers la

mesure de Dirac δt en un sens approprié (au sens des distributions par exemple) quand h→ 0+.
3) En déduire que L1(R) n’a pas la propriété de Radon-Nikodym.

Exercice 2.207. Soit H le premier groupe d’Heisenberg. Démontrer que toute application H-linéaire
L : H→ H est de la forme L(x) = Ax où A est une matrice de la formea b 0

c d 0
0 0 ad− bc
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avec a, b, c et d des réels.

Exercice 2.208. Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. On suppose que Y est complet.
Démontrer que si A ⊂ X est dense et f : A → Y est K-lipschitzienne, il existe une unique extension
K-lipschizienne f̃ : X → Y de f .

Exercice 2.209. ([120] Exercice 13)
Soit H un espace de Hilbert dont on note ||.|| la norme. Le but est de montrer que si x1, ....,xn et y1, ...,
yn sont des points de H qui vérifient pour tous i, j = 1, ...n, ||yi − yj || ≤ ||xi − xj || = ri, alors pour
tout x0 ∈ H \ {x1, ..., xn}, alors il existe y0 ∈ H tel que ||yi − y0|| ≤ ||xi − x0|| pour tout i = 1, ..., n.
1) On pose F (y) = max1≤i≤n ||yi − y||/ri. Montrer que F admet son maximum λ en un point y0 de
l’enveloppe convexe C des y1, ...., yn.
2) Montrer que pour tous z0,...,zm, et tous a1,...., am dans R, on a

∑
1≤i,j≤m

aiaj
(
||zi − z0||2 + ||zj − z0||2 − ||zi − zj ||2

)
= 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ai(zi − z0)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

.

3) Quite à permuter les yi, on peut supposer qu’il existe 1 ≤ m ≤ n tel que ||yj − y0|| = λ||xj − x0||
pour 1 ≤ j ≤ m et ||yj − y0|| < λ||xj −x0|| pour m+ 1 ≤ j ≤ n. Montrer que y0 est dans l’enveloppe
convexe de y1, ..., ym.
4) On a donc une relation convexe de la forme

∑m
i=1 λi(yi−y0) = 0 avec λi ≥ 0 et

∑m
1 λi = 1. Montrer

que λ2 ≤ 1 puis conclure.

Exercice 2.210. Soit R muni de la distance euclidienne. Démontrer que Ndim(R) = 1 où Ndim est la
dimension de Nagata.

Exercice 2.211. Soit Y un espace métrique géodésique tel qu’il existe δ > 0 telle que la propriété de
convexité suivante est vérifiée. Si x, y et z sont dans Y et si γxy et γxz sont des géodésiques dans Y
reliant respectivement x à y et x à z, alors pour tout t, dY (γxy(t), γyz(t)) ≤ δdY (y, z). Montrer que Y
est m-connecté pour tout m ≥ 0.

Exercice 2.212. [98] Démontrer les propriétés suivantes des ensembles s-rectifiables dans Rn.
- La restriction de la mesure de HausdorffHs à un ensemble s-rectifiable est σ-finie ;
- Tout sous-ensemble d’un ensemble s-rectifiable est s-rectifiable ;
- Toute réunion dénombrable d’ensembles s-rectifiables est s-rectifiable.

Exercice 2.213. [98] Déterminer les mesures tangentes de la mesure µ dans les cas suivants :
1) µ est la restriction de la mesure de HausdorffHs à un s-plan P de Rn ;
2) µ est la restriction de la mesure de Lebesgue Ln à une ensemble Ln-mesurable A ⊂ Rn (indication :
appliquer le théorème de densité de Lebesgue).
3) µ est la restriction de la 1-mesure de Hausdorff H1 à une courbe rectifiable Γ de Rn (indication :
utiliser le théorème de Rademacher).

Exercice 2.214. [39]
1) Soient s ≥ 0, µ ∈ Us(Rn) une mesure s-uniforme et x dans le support de µ. Montrer qu’alors

∅ 6= Tans(µ, x) ⊂ Us(Rn).

2) Soient s ≥ 0, µ une mesure sur Rn et soit f ∈ L1(µ) une fonction borélienne positive. Montrer que
pour µ-presque tout x ∈ Rn,

Tans(fµ, x) = f(x)Tans(µ, x).
(indication : utiliser le théorème de différentiation de Lebesgue).

184



Exercice 2.215. 1) Soit C l’ensemble de Cantor 4-coins. Démontrer qu’en tout point de C, il n’existe
pas de droite tangente approximative.
2) Soit Γ un graphe lipshitzien de dimension s dans Rn. Démontrer qu’en Hs-presque tout x ∈ Γ, il
existe un s-plan tangent approximatif à Γ.
3) Soit E ⊂ Rn un ensemble Ahlfors régulier de dimension s. Démontrer que si P ∈ G(n, s) est un
plan tangent approximatif à E en x ∈ E, alors il existe δ > 0 tel que C(x, P, δ) = ∅ (on dit alors que E
a un plan tangent en x).
4) Soit E ⊂ Rn un ensemble Hs-mesurable avec Hs(E) < ∞. Démontrer que si un s-plan tangent
approximatif existe en x ∈ E, alors ce plan tangent est unique (on pourra utiliser le théorème de densité
pour les mesures de Hausdorff).

Exercice 2.216. Soit F ⊂ R un compact avec L1(F ) > 0. Montrer que pour tout δ > 0, il existe un
intervalle J tel que L1(F ∩ J) ≥ (1− δ)L1(J) (attention, ce résultat est un cas particulier du théorème
de différentiation de Lebesgue mais que l’on ne doit pas utiliser !).

Exercice 2.217. Soit E = [a, b] un intervalle fermé de R. Montrer que E est de périmètre fini et
déterminer P (E). Comparer avecH0(∂E).

Exercice 2.218. Soient E et E′ deux sous-ensembles de Rn tels que Ln(E∆E′) = 0 où E∆E′ est la
différence symétrique deE etE′ (c’est à direE∆E′ = (E\E′)∪(E′\E)). Montrer que P (E) = P (E′).
En déduire que si Ln(E) = 0, alors P (E) = 0.

Exercice 2.219. Soit f : R→ R une fonction de classe C1 à support compact. Montrer pour tout x ∈ R
l’existence de la valeur principale

Hf(x) = 1/π lim
ε→0

∫
|y−x|>ε

f(y)
x− y

dy.

(indication : Utiliser le fait que
∫
ε<|x−y|≤r

1
x− y

dy = 0 pour 0 < ε < r)

Exercice 2.220. [111] Le but de cet exercice est de démontrer la proposition 2.149. On définit la capacité
analytique γ(E) d’un compact E de C par

γ(E) = sup{|f ′(∞)| : f est analytique dans C \ E, f(∞) = 0, et ||f ||∞ ≤ 1},

où ||f ||∞ = supz∈C\E |f(z)|, f(∞) = lim|z|→+∞ f(z) et f ′(∞) = lim|z|→+∞ z(f(z)− f(∞)).

Considérons les propriétés suivantes :
(i) γ(E) = 0 ;
(ii) Toute fonction analytique bornée f : C \ E → C est constante ;
(iii) E est effaçable pour les fonctions holomorphes bornées.
Le but de ce qui suit est de démontrer que ces conditions sont équivalentes.

1) Démontrer que (ii)⇒ (i). En raisonnant par contraposée, démontrer que la réciproque est aussi vraie.

2) Démontrer que (iii)⇒ (ii).

3) On admettra que si le compact E ⊂ C vérifie (ii), alors pour tout ouvert U de C contenant E,
pour tout z ∈ U \ E, nous avons la propriété (P) suivante :
Il existe des compacts K1 et K2 dans U de sorte que K2 ⊂ K1, z ∈ int(K1) \K2 et E ⊂ K2. De plus,
les bords notés Γj des Kj (j = 1, 2) sont des courbes simples fermées de classe C1 par morceaux.
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Nous supposerons dans la suite que E vérifie cette propriété (ii).

3a) Soit U ⊂ C un ouvert contenant E et soit f est une fonction holomorphe bornée sur U \ E.

3b) Démontrer que si z ∈ C \ E

f(z) = 1
2iπ

∫
Γ1

f(ξ)
ξ − z

dξ − 1
2iπ

∫
Γ2

f(ξ)
ξ − z

dξ,

où les Γj sont les bords des compacts Kj de la propriété (P) en z.

3c) Posons, pour k = 1, 2, fk(z) = 1
2iπ

∫
Γk

f(ξ)
ξ − z

dξ. Démontrer que les définitions de f1(z) et f2(z)
ne dépendent pas du choix de Γ1 et Γ2 (tant que la propriété (P) reste vraie).
3d) Démontrer que les formules donnant f1 et f2 permettent de définir des fonctions respectivement
holomorphe sur U et holomorphe bornée sur C \ E.
3e) Conclure.

Nous allons maintenant démontrer (i).

4) Soit F ⊂ C. Nous dirons que F est de longueur de Painlevé nulle si pour tout ε > 0 (assez
petit), il existe une famille finie disjointe de compactsK1, ...,KN(ε) de sorte que les bords desKj , notés
Γj = ∂Kj , sont des courbes simples fermées de classe C1 par morceaux, E est contenu dans l’union
des intérieurs des Kj et

∑N(ε)
k=1 l(Γk) ≤ ε (où l(Γ) est la longueur de la courbe Γ).

4a) Démontrer que tout singleton de C est de longueur nulle. Plus généralement, montrer que tout sous-
ensemble F du plan complexe avec H1(F ) = 0 est de longueur de Painlevé nulle.

Dans la suite, E est un compact de C de longueur de Painlevé nulle. Nous noterons, pour tout ε > 0,
Kj et Γj , j = 1, ..., N(ε), les compacts et leurs bords donnés par la définition ci-dessus.

Soit f une fonction holomorphe sur C \ E telle que ||f ||∞ ≤ 1 et f(∞) = 0. Fixons z ∈ C \ E et soit
0 < ε < d(z, E)/2.
4b) Démontrer que pour R > 0 assez grand,

f(z) = 1
2iπ

∫
∂D(0,R)

f(ξ)
ξ − z

dξ − 1
2iπ

∫
∪N(ε)
j=1 Γj

f(ξ)
ξ − z

dξ.

4c) En déduire que |f(z)| ≤ ε/d(z, E).
4d) Déduire que tout compact de longueur nulle est effaçable pour les fonctions holomorphes bornées.

Nous terminons par la démonstration de (ii).

5a) Soit E un compact du plan complexe de dimension Q > 1. Montrer qu’il existe une mesure
positive µ supportée sur E telle que µ(E) = 1 et telle qu’il existe des constantes C0 et Q′ > 1 de sorte
que µ(D(z, r)) ≤ C0r

Q′ pour tout z ∈ C et tout r > 0.

5b) Soit E un compact de C de dimension Q > 1 et soit µ une mesure associée. Posons pour z /∈ E

f(z) =
∫
E

dµ(ξ)
ξ − z

.
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Démontrer que f est holomorphe sur C \ E.
En notant que

|f(z)| ≤
∫
|ξ−z|≥1

dµ(ξ) +
∑
j∈N

∫
2−j≥|ξ−z|≥2−j−1

|z − ξ|−1dµ(ξ),

démontrer que f est bornée sur C \ E.

5c) Déduire de 1) que tout compact de C de dimension Q > 1 n’est pas effaçable.

Exercice 2.221. ([45], section 3.3.4)
1) Démontrer que si L : Rn → Rm est une application linéaire avec n ≤ m, alors ||L||2 (voir section
3.3 pour la définition) est la somme des carrés des déterminants de toutes les n× n sous-matrices de la
matrice de L dans les bases canoniques de Rn et Rm.
2) Soit f : [a, b] → Rm une application lipschitzienne injective. Démontrer que, si C = f([a, b]) est la

courbe associée, sa longueur est donnée parH1(C) =
∫ b

a
|f ′(t)|dt.

3) Soit f : Rn → R une application lipschitzienne et soit U un ouvert de Rn. Démontrer que si G =
{(x, f(x));x ∈ U} est le graphe de f au dessus de U , sa mesure de surface est donnée par Hn(G) =∫
U

(1 + (Df)2)1/2dt.

Exercice 2.222. ([45], section 3.4.4)
1) Soit g : Rn → R une application intégrable (par rapport à Ln). Démontrer que∫

Rn
gdx =

∫ +∞

0

(∫
∂B(0,r)

gdHn−1
)
dr

et donc qu’en particulier, pour L1-presque tout r > 0, on a

d

dr

(∫
B(0,r)

gdx

)
=
∫
∂B(0,R)

gdHn−1.

2) Soit f : Rm → Rn une application lipschitzienne. Démontrer que∫
Rn
|Df |dx =

∫ +∞

−∞
Hn−1({f = t})dt.

Exercice 2.223. ([80], Section 5.2.1)
1) Démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle si f : Rn → Rm (m < n) est lipschitzienne et
A ⊂ Rn est mesurable, alors∫

Rm
Hn−m(A ∩ f−1(y))dHm(y) ≤ CLip(f))mHn(A).

2) En déduire que si f : Rn → Rm (m < n) est lipschitzienne et A ⊂ Rn est mesurable, alors
l’application y → Hn−m(A ∩ f−1(y)) estHm-mesurable dans Rn.

Exercice 2.224. ([105], section 2.6)
Démontrer que la fonction f : A→ Rm a une limite approximative l en a si et seulement si il existe un
ensemble B ⊂ A tel que Bc soit de n-densité 0 en a et fB a pour limite (au sens usuel) l en a.
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Chapitre 3

Espaces de Sobolev

Ce chapitre est consacré aux espaces de Sobolev dans les espaces métriques. Nous commencerons
par présenter les espaces de SobolevW 1,p dans des ouverts de l’espace euclidien (section 1), avant de dé-
finir deux classes d’espaces de Sobolev sur un espace métrique, qui généralisent les espaces W 1,p(Rn).
L’une, due à Shanmugalingham, est définie à l’aide de gradients supérieurs (voir la section 2.3), dont
l’introduction nécessite diverses considérations sur les courbes rectifiables dans un espace métrique (et
en particulier la notion de module d’une famille de courbes), qui feront l’objet de la section 2.1. L’autre
classe d’espaces de Sobolev, due à Hajlasz, est définie par une inégalité ponctuelle (section 2.5).

1 Espaces de Sobolev dans des ouverts de Rn

On présente ici une partie de la théorie de base des espaces de Sobolev dans des ouverts de Rn. De
nombreux ouvrages sont consacrés à cette question, et cette section s’en inspire largement. On pourra
consulter [1, 22, 44, 102, 154].

1.1 Introduction

Soit f : [0, 1] → R une fonction continue. On cherche une fonction u : [0, 1] → R continue, de
classe C2 sur I :=]0, 1[, telle que {

−u′′ + u = f dans I,
u(0) = u(1) = 0. (3.1)

Une telle fonction u s’appellera une solution classique de (3.1).
Soit u une solution classique de (3.1) et ϕ ∈ C∞c (]0, 1[). En multipliant (3.1) par ϕ et en intégrant par
parties, on obtient ∫ 1

0
u′(x)ϕ′(x)dx+

∫ 1

0
u(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0
f(x)ϕ(x)dx. (3.2)

L’équation (3.2) a un sens dès que u est de classe C1. Une fonction u de classe C1 vérifiant (3.2) pour
toute ϕ ∈ C∞c (]0, 1[) s’appelle une solution faible de (3.1).
Pour résoudre le problème (3.1), on cherche d’abord une solution faible, en un sens encore plus général.
Cette résolution fait intervenir les espaces de Sobolev sur ]0, 1[. On montre que cette solution existe et
est unique. Puis on montre que cette solution faible est en fait de classe C2 dans ]0, 1[. Enfin, on en
déduit que u est une solution classique de (3.1). En effet, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (]0, 1[), (3.2)
montre que ∫ 1

0
(−u′′(x) + u(x)− f(x))ϕ(x)dx = 0,

189



ce qui entraîne que u est une solution classique de (3.1) par densité de C∞c (]0, 1[) dans L2(]0, 1[).
Cet exemple suggère qu’il est possible de donner un sens à la dérivée de fonctions qui ne sont pas
dérivables au sens classique, en multipliant par une fonction très régulière et en intégrant ensuite par
parties. Si U ⊂ Rn est un ouvert, on va définir les espaces de Sobolev sur U en suivant cette idée, et
donner leurs principales propriétés. Pour cela, on va d’abord considérer des espaces directement reliés,
les espaces de Hölder sur U .

1.2 Espaces de Hölder

Définition 3.3. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné et γ ∈]0, 1].
1. Si u : U → R est une fonction, on dit que u est hölderienne d’exposant γ si, et seulement si, il

existe C > 0 tel que, pour tous x, y ∈ U ,

|u(x)− u(y)| ≤ C |x− y|γ . (3.4)

Une telle fonction se prolonge en une fonction continue sur U et le prolongement vérifie encore
(3.4).

2. L’espace C0,γ(U) est l’espace des fonctions u sur U hölderiennes d’exposant γ sur U . On pose
alors, pour toute u ∈ C0,γ(U),

‖u‖C0,γ(U) := sup
x∈U
|u(x)|+ sup

x,y∈U, x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

.

Il est facile de vérifier :

Théorème 3.5. L’espace C0,γ(U) est un espace de Banach.

On notera que, si 0 < α < β ≤ 1, alors C0,β(U) ⊂ C0,α(U) et l’inclusion est stricte. Ainsi, si
n = 1 et I =]0, 1[, la fonction x 7→ xα appartient à C0,α(I) mais n’est dans aucun C0,β(I) pour β > α.

1.3 Dérivée faible

Soient U ⊂ Rn un ouvert et u : U → R de classe C1. Pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U) et tout
1 ≤ i ≤ n, on a, en intégrant par parties,∫

U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
U

∂u

∂xi
(x)ϕ(x)dx.

Si la fonction u n’est pas de classe C1, cette formule n’a pas de sens, mais on s’inspire de ce calcul pour
définir une notion de dérivée faible :

Définition 3.6. Soient U ⊂ Rn un ouvert, 1 ≤ i ≤ n, et u, v ∈ L1
loc(U). On dira que ∂u

∂xi
= v si, et

seulement si, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U),∫
U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
U
v(x)ϕ(x)dx.

Dans ce cas, ∂u
∂xi

est une (la) dérivée faible de u par rapport à la variable xi.

Remarque 3.7. 1. En d’autres termes, cela signifie que, si on considère u comme une distribution
sur U , alors ∂u

∂xi
est en fait une fonction localement intégrable. Nous n’utiliserons pas le point de

vue des distributions dans la suite de ce chapitre.

2. Si u est de classe C1 sur U , alors ses dérivées faibles dans U coïncident avec ses dérivées au
sens classique.

190



Si elle existe, la dérivée faible de u par rapport à la variable xi est unique :

Lemme 3.8. Soient U ⊂ Rn un ouvert, 1 ≤ i ≤ n, et u ∈ L1
loc(U). Si v, w ∈ L1

loc(U) sont des dérivées
faibles de u par rapport à la variable xi, alors v = w presque partout dans U .

La preuve utilise :

Lemme 3.9. Soit u ∈ L1
loc(U). On suppose que

∫
U u(x)ϕ(x)dx = 0 pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U).

Alors u(x) = 0 pour presque tout x ∈ U .

La preuve du lemme 3.9 utilise la notion d’approximation de l’identité, que l’on rappelle ici :

Définition 3.10. On appelle approximation de l’identité toute suite de fonctions (ρk)k≥1 ∈ C∞c (Rn)
telle que, pour tout k ≥ 1,

1. supp ρk ⊂ B
(
0, 1

k

)
,

2. pour tout x ∈ Rn, ρk(x) ≥ 0,
3.
∫
Rn ρk(x)dx = 1.

Voici un exemple :

Exemple 3.11. Soit ρ ∈ C∞c (Rn) non identiquement nulle telle que ρ(x) ≥ 0 pour tout x ∈ Rn et
supp ρ ⊂ B (0, 1). Pour tout k ≥ 1 et tout x ∈ Rn, on pose

ρk(x) := Cknρ(kx)

avec C := 1∫
Rn ρ(x)dx . Alors la suite (ρk)k≥1 est une approximation de l’identité.

Preuve du lemme 3.9. Soit g ∈ L∞(Rn) une fonction dont le support est un compact inclus dans U . On
fixe une approximation de l’identité (ρk)k≥1. Pour tout k ≥ 1, soit gk := ρk ∗ g. Pour k assez grand,
gk ∈ C∞c (U), de sorte que ∫

U
u(x)gk(x)dx = 0.

Comme gk → g dans L1(Rn), quitte à extraire, on peut supposer que gk(x) → g(x) pour presque tout
x ∈ Rn. De plus, ‖gk‖∞ ≤ ‖g‖∞. Par le théorème de convergence dominée, on a donc∫

U
u(x)g(x)dx = 0. (3.12)

Soit maintenant K ⊂ U un compact. On définit, pour tout x ∈ Rn,

g(x) :=


u(x)
|u(x)| si x ∈ K et u(x) 6= 0,

0 si u(x) = 0 ou x ∈ Rn \K.

Alors, en appliquant (3.12) à g, on obtient que∫
K
|u(x)| dx = 0,

ce qui montre que u(x) = 0 pour presque tout x ∈ K. Comme c’est vrai pour tout compact K ⊂ U , on
obtient bien la conclusion voulue.

Preuve du lemme 3.8. Comme
∫
U (v − w)(x)ϕ(x)dx = 0 pour toute ϕ ∈ C∞c (U), le lemme 3.9 assure

que v = w presque partout dans U .
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Exemple 3.13. Pour n = 1 et U =]0, 2[, on pose

u(x) =
{
x si 0 < x ≤ 1,
1 si 1 ≤ x < 2.

Alors la dérivée faible de u est la fonction v donnée par

v(x) =
{

1 si 0 < x ≤ 1,
0 si 1 ≤ x < 2.

Exemple 3.14. Pour n = 1 et U =]0, 2[, on pose

u(x) =
{
x si 0 < x ≤ 1,
2 si 1 ≤ x < 2.

Cette fonction u ne possède pas de dérivée faible. En effet, si v est cette dérivée, alors pour toute ϕ ∈
C∞c (U), ∫ 2

0
v(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0
ϕ(x)dx+ ϕ(1).

Si (ϕn)n≥1 est une suite de fonctions dans C∞c (U) telles que

0 ≤ ϕn ≤ 1, ϕn(x)→ 0 pour tout x 6= 1 et ϕn(1) = 1,

on obtient, pour tout n ≥ 1, ∫ 2

0
v(x)ϕn(x)dx =

∫ 1

0
ϕn(x)dx+ ϕn(1),

d’où une contradiction en passant à la limite quand n→ +∞.

1.4 Définition des espaces de Sobolev W 1,p

Définition 3.15. Soient U ⊂ Rn un ouvert et 1 ≤ p ≤ +∞. On appelle W 1,p(U) l’espace des fonctions
u : U → R telles que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, la dérivée faible ∂u

∂xi
existe et appartient à Lp(U). Si

u ∈W 1,p(U), on définit

‖u‖W 1,p(U) :=



∫
U
|u(x)|p dx+

∑
1≤i≤n

∫
U

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣p dx

 1
p

si 1 ≤ p < +∞,

‖u‖L∞(U) +
∑

1≤i≤n

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
L∞(U)

si p = +∞.

On vérifie que ‖·‖W 1,p(U) est une norme.

Exemple 3.16. Si U = B(0, 1) dans Rn et u(x) = |x|−α avec α > 0, la fonction u ∈ W 1,p(U) si, et
seulement si, α < n−p

p . On a, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

∂u

∂xi
(x) = −αxi

|x|α+2 .

Théorème 3.17. Soit p ∈ [1,+∞].
1. L’espace W 1,p(U) est un espace de Banach. Si p ∈]1,+∞[, W 1,p(U) est réflexif. Si p ∈

[1,+∞[, W 1,p(U) est séparable.
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2. L’espace W 1,2(U) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

〈u, v〉 :=
∫
U
u(x)v(x)dx+

∑
1≤i≤n

∫
U

∂u

∂xi
(x) ∂v

∂xi
(x)dx.

Démonstration. Pour 1., soit (uj)j≥1 une suite de Cauchy dans W 1,p(U). La suite (uj)j≥1 est de Cau-
chy dans Lp(U) donc converge vers u ∈ Lp(U). Pour tout 1 ≤ i ≤ n, la suite

(
∂uj
∂xi

)
j≥1

est de Cauchy

dans Lp(U) donc converge vers une fonction u(i) dans Lp(U). On vérifie alors que u ∈W 1,p(U) et que,
pour tout 1 ≤ i ≤ n, ∂u

∂xi
= u(i). En effet, si ϕ ∈ C∞c (U),∫

U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = lim

j→+∞

∫
U
uj(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = − lim

j→+∞

∫
U

∂uj
∂xi

(x)ϕ(x)dx = −
∫
U
u(i)(x)ϕ(x)dx.

Finalement, ∂uj∂xi
converge bien vers ∂u

∂xj
dans Lp(U), ce qui montre bien que uj → u dans W 1,p(U).

Soit 1 < p < +∞. Comme E = (Lp(U))n+1 est réflexif et que T : W 1,p(U) → E défini par
T (u) :=

(
u, ∂u∂x1

, ..., ∂u∂xn

)
est une isométrie de W 1,p(U) dans E, T (W 1,p(U)) est un sous-espace

fermé de E, donc est réflexif. On en déduit que W 1,p(U) est lui-même réflexif.
Si 1 ≤ p < +∞, comme E est séparable, T (W 1,p(U)) est aussi séparable, donc il en est de même pour
W 1,p(U).
Enfin, on vérifie immédiatement que l’expression donnée dans l’énoncé du théorème 2., est un produit
scalaire, et comme W 1,2(U) est complet, c’est un espace de Hilbert.

Corollaire 3.18. Soit (uj)j≥1 une suite dans W 1,p(U) telle que uj → u dans Lp(U).
1. Si pour tout 1 ≤ i ≤ n, ∂uj∂xi

→ u(i) dans Lp(U), alors u ∈W 1,p(U) et uj → u dans W 1,p(U).

2. Si 1 < p ≤ +∞ et si, pour tout 1 ≤ i ≤ n, la suite
(
∂uj
∂xi

)
j≥1

est bornée dans Lp(U), alors

u ∈W 1,p(U).

Démonstration. Pour 1., la suite (uj)j≥1 est de Cauchy dans W 1,p(U) donc converge vers v ∈
W 1,p(U), donc en particulier dans Lp(U). On a donc u = v.
Pour 2., on peut extraire de (uj)j≥1 une suite (uϕ(j))j≥1 telle que, pour tout 1 ≤ i ≤ n, ∂uϕ(j)

∂xi
converge

vers u(i) dans Lp(U) pour la topologie faible-∗. La fonction u appartient à Lp(U) et, en raisonnant
comme dans la preuve du théorème 3.17, on montre que ∂u

∂xi
= u(i) pour tout 1 ≤ i ≤ n. Comme

u(i) ∈ Lp(U), cela termine la preuve.

On a aussi les deux propriétés suivantes :

Proposition 3.19. Soient p ∈ [1,+∞] et u ∈W 1,p(U). Alors :
1. Pour tout ouvert V ⊂ U , u ∈W 1,p(V ).
2. Pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U), ϕu ∈W 1,p(U) et, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

∂(ϕu)
∂xi

= ϕ
∂u

∂xi
+ u

∂ϕ

∂xi
. (3.20)

Démonstration. Pour 1., il suffit de remarquer que C∞c (V ) ⊂ C∞c (U). Pour le 2., pour toute ψ ∈
C∞c (U) et tout 1 ≤ i ≤ n,∫

U
ϕ(x)u(x) ∂ψ

∂xi
(x)dx =

∫
U
u(x)∂(ψϕ)

∂xi
(x)dx−

∫
U
u(x)ψ(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

= −
∫
U

∂u

∂xi
(x)ψ(x)ϕ(x)dx−

∫
U
u(x)ψ(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx,

ce qui donne bien (3.20), et donc ∂(ϕu)
∂xi
∈ Lp(U).
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1.5 Un premier résultat d’approximation : le théorème de Friedrichs

Théorème 3.21. [Théorème d’approximation de Friedrichs] Soient U ⊂ Rn un ouvert et u ∈W 1,p(U)
avec p ∈ [1,+∞[. Alors il existe une suite de fonctions (uj)j≥1 ∈ C∞c (Rn) telles que :

1. uj → u dans Lp(U),
2. pour tout ouvert V ⊂⊂ U (ce qui signifie que V est un compact inclus dansU ) et tout 1 ≤ i ≤ n,

∂uj
∂xi
→ ∂u

∂xi
dans Lp(V ).

Si U = Rn et u ∈ W 1,p(Rn), alors il existe une suite de fonctions (uj)j≥1 ∈ C∞c (Rn) telles que
uj → u dans W 1,p(Rn).

Remarque 3.22. On notera que, dans le théorème 3.21, on n’obtient pas la convergence de uj vers
u dans W 1,p(U) en général, sauf dans le cas U = Rn. En général, C∞c (Rn)|U n’est pas dense dans
W 1,p(U), voir par exemple [102, Section 1.1.6].

Pour la preuve du théorème 3.21, on va utiliser :

Lemme 3.23. Soient ρ ∈ L1(Rn) et v ∈ W 1,p(Rn) pour 1 ≤ p ≤ +∞. Alors ρ ∗ v ∈ W 1,p(Rn) et,
pour tout 1 ≤ i ≤ n,

∂(ρ ∗ v)
∂xi

= ρ ∗
(
∂v

∂xi

)
. (3.24)

Preuve du lemme 3.23 : on suppose d’abord que ρ est à support compact. On sait déjà que ρ ∗ v ∈
Lp(Rn) par l’inégalité de Young. Soit maintenant ϕ ∈ C∞c (Rn). Pour tout 1 ≤ i ≤ n,

I :=
∫
Rn

(ρ ∗ v)(x) ∂ϕ
∂xi

dx =
∫
Rn

(∫
Rn
ρ(x− y)v(y)dy

)
∂ϕ

∂xi
dx.

Or, par le théorème de Tonelli,∫
Rn

(∫
Rn
|ρ(x− y)| |v(y)| dy

) ∣∣∣∣ ∂ϕ∂xi (x)
∣∣∣∣ dx =

∫
Rn
|v(y)|

(∫
Rn
|ρ(x− y)|

∣∣∣∣ ∂ϕ∂xi (x)
∣∣∣∣ dx) dy < +∞,

car dans cette dernière intégrale, comme ρ et ϕ sont à support compact, on peut supposer que y varie
dans un compact de Rn, sur lequel v est intégrable. Le théorème de Fubini montre donc que

I =
∫
Rn
v(y)

(∫
Rn
ρ(x− y) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

)
dy

=
∫
Rn
v(y)

(
ρ̌ ∗ ∂ϕ

∂xi

)
(y)dy,

où
ρ̌(z) := ρ(−z).

On a donc, en utilisant le théorème de Fubini à nouveau,

I =
∫
Rn
v(y)∂ (ρ̌ ∗ ϕ)

∂xi
(y)dy

= −
∫
Rn

∂v

∂xi
(y) (ρ̌ ∗ ϕ) (y)dy

= −
∫
Rn

∂v

∂xi
(y)

(∫
Rn
ρ(x− y)ϕ(x)dx

)
dy

= −
∫
Rn
ϕ(x)

(∫
Rn
ρ(x− y) ∂v

∂xi
(y)dy

)
dx,

ce qui donne bien (3.24). Comme ρ ∗ ∂v
∂xi
∈ Lp(Rn), on a bien la conclusion dans ce cas.
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On passe maintenant au cas ρ ∈ L1(Rn). Il existe une suite (ρk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) qui converge vers ρ
dans L1(Rn). Pour tout k ≥ 1, ρk ∗ v ∈W 1,p(Rn) et, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

∂(ρk ∗ v)
∂xi

= ρk ∗
(
∂v

∂xi

)
.

Or l’inégalité de Young assure que ρk ∗v → ρ∗v dans Lp(Rn) et ρk ∗
(
∂v
∂xi

)
→ ρ∗

(
∂v
∂xi

)
dans Lp(Rn).

Pour toute ϕ ∈ C∞c (Rn),∫
Rn

(ρ ∗ v) (x) ∂ϕ
∂xi

(x)dx = lim
k→+∞

∫
Rn

(ρk ∗ v) (x) ∂ϕ
∂xi

(x)dx

= − lim
k→+∞

∫
Rn

(
ρk ∗

∂v

∂xi

)
(x)ϕ(x)dx

= −
∫
Rn

(
ρ ∗ ∂v

∂xi

)
(x)ϕ(x)dx,

ce qui termine la preuve.

Pour toute fonction h sur U , on notera h̃ le prolongement de h à Rn obtenu en posant h(x) = 0 pour
tout x /∈ U . On utilisera aussi l’observation suivante :

Lemme 3.25. Soient u ∈W 1,p(U) et ψ ∈ C∞c (U). Alors ψ̃u ∈W 1,p(Rn) et, pour tout 1 ≤ i ≤ n,

∂(̃ψu)
∂xi

=
˜

u
∂ψ

∂xi
+ ψ

∂u

∂xi
.

Preuve du lemme 3.25 : soit ϕ ∈ C∞c (Rn). Alors, pour tout 1 ≤ i ≤ n,∫
Rn
ψ̃u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
U
ψ(x)u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx,

et, d’après (3.20), cette dernière intégrale est égale à

−
∫
U

∂ψ

∂xi
(x)u(x)ϕ(x)dx−

∫
U

∂u

∂xi
(x)ψ(x)ϕ(x)dx,

ce qui permet de conclure.

Preuve du théorème 3.21 : soient (ρj)j≥1 une approximation de l’identité et vj = ρj ∗ ũ, de sorte que
vj → ũ dans Lp(Rn).

Soit maintenant V ⊂⊂ U . On fixe V ⊂⊂W ⊂⊂ U et une fonction ψ ∈ C∞c (U) telle que ψ(x) = 1
pour tout x ∈W . On remarque qu’il existe k0 ≥ 1 tel que, pour tout k ≥ k0 et tout x ∈ V ,(

ρk ∗ ψ̃u
)

(x) = (ρk ∗ ũ) (x). (3.26)

En effet, on choisit k0 tel que 1
k0

< d (V,Rn \W ). Soient alors k ≥ k0 et x ∈ V . Si y ∈ Rn et
|x− y| ≤ 1

k , on a donc |x− y| < d (V,Rn \W ) donc y ∈W . Puisque ψ = 1 sur W et ρk est à support

dans B
(
0, 1

k

)
, on en déduit que(

ρk ∗ ψ̃u
)

(x) =
∫
y∈Rn

ρk(x− y)ψ̃u(y)dy

=
∫
y∈Rn, |x−y|≤ 1

k

ρk(x− y)ψ̃u(y)dy

=
∫
y∈W

ρk(x− y)ψ̃u(y)dy

=
∫
y∈Rn

ρk(x− y)ũ(y)dy

= ρk ∗ ũ(x).
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Comme, d’après les lemmes 3.23 et 3.25,

∂
(
ρk ∗ ψ̃u

)
∂xi

= ρk ∗
∂ψ̃u

∂xi
= ρk ∗

 ˜
ψ
∂u

∂xi
+ u

∂ψ

∂xi

 ,
on a donc

∂
(
ρk ∗ ψ̃u

)
∂xi

→
˜

ψ
∂u

∂xi
+ u

∂ψ

∂xi

dans Lp(Rn). En particulier,
∂
(
ρk ∗ ψ̃u

)
∂xi

→ ∂u

∂xi

dans Lp(V ). L’identité (3.26) assure donc que

∂ (ρk ∗ ũ)
∂xi

→ ∂u

∂xi

dans Lp(V ).
On fixe alors une fonction ζ ∈ C∞c (Rn) valant 1 sur B(0, 1) et à support dans B(0, 2) et on pose
ζj(x) = ζ

(
x
j

)
pour tout x ∈ Rn et tout j ≥ 1. Si on pose uj = ζjvj , uj a toutes les propriétés voulues.

Quand U = Rn, il suffit de poser uk := ζk (ρk ∗ u) et cette suite converge vers u dans W 1,p(Rn).

Corollaire 3.27. Si U est connexe et si u ∈ W 1,p(U) (1 ≤ p ≤ +∞) est telle que ∇u = 0 dans U ,
alors u est constante presque partout dans U .

Démonstration. Soient k ≥ 1 et Uk := {x ∈ U ; d(x,Rn \ U) < 1/k}. Pour tout x ∈ Uk, on pose
uk(x) := (ρk ∗ u)(x), où ρk = Cknρ

( ·
k

)
est une approximation de l’identité comme plus haut. Alors

uk est de classe C∞ et ∇uk = ρk ∗ ∇u = 0. Ainsi, uk est constante dans chaque composante connexe
de Uk.
Soient x, y ∈ U . Il existe une courbe continue γ joignant x et y, et dont l’image est contenue dans
Uk pour un certain k ≥ 1 (rappelons qu’un ouvert connexe de Rn est connexe par arcs). Ainsi, x et y
appartiennent à la même composante connexe de Uk, donc uk(x) = uk(y).
Soit x ∈ U un point de Lebesgue de u (voir le théorème 1.166 du chapitre 1). Alors, pour tout k ≥ 1
assez grand,

|u(x)− uk(x)| ≤
∫
B(x,1/k)

|u(x)− u(y)| ρk(x− y)dy

≤ Ckn
∫
B(x,1/k)

|u(x)− u(y)| dy,

et cette dernière quantité tend vers 0 quand k tend vers +∞.
Soient enfin x et y deux points de Lebesgue de u. Alors

u(x) = lim
k→+∞

uk(x) = lim
k→+∞

uk(y) = u(y),

ce qui termine la preuve, car presque tous les points de U sont des points de Lebesgue de u.

1.6 Une caractérisation de W 1,p(U) en termes de fonction translatée

Si u : U → R est une fonction, si V ⊂⊂ U et si h ∈ Rn tel que |h| < d(V,Rn \ U), on appelle τhu
la fonction définie par

τhu(x) = u(x+ h)

pour tout x ∈ V .
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Théorème 3.28. Soient p ∈]1,+∞], q tel que 1
p + 1

q = 1 et u ∈ Lp(U). Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. u ∈W 1,p(U),
2. il existe C > 0 tel que, pour toute ϕ ∈ C∞c (U) et tout 1 ≤ i ≤ n,∣∣∣∣∫

U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ‖ϕ‖Lq(U) ,

3. il existe C > 0 tel que, pour tout V ⊂⊂ U et tout h ∈ Rn tel que |h| < d(V,Rn \ U),

‖τhu− u‖Lp(V ) ≤ C |h| .

Si 1. a lieu, alors 2. et 3. sont vraies avec C = ‖∇u‖Lp(V ). On précise que ‖∇u‖Lp(V ) désigne la
norme, dans Lp(V ), de la fonction x 7→ |∇v(x)|, où |·| est la norme euclidienne dans Rn.

Démonstration. Supposons 1. et p < +∞, et prenons d’abord u ∈ C∞c (Rn). Soit h ∈ Rn. Pour tout
t ∈ R, on pose

v(t) = u(x+ th).

Alors

u(x+ h)− u(x) = v(1)− v(0) =
∫ 1

0
v′(t)dt =

∫ 1

0
h · ∇u(x+ th)dt.

Il en résulte que ∫
V
|τhu− u| (x)pdx ≤ |h|p

∫
V
dx

∫ 1

0
|∇u(x+ th)|p dt

= |h|p
∫ 1

0
dt

∫
V+th

|∇u(y)|p dy.

Si |h| < d(V,Rn \ U), il existe un ouvert W ⊂⊂ U tel que V + th ⊂ W pour tout t ∈ [0, 1], de
sorte qu’on obtient 3. dans ce cas. Si maintenant u ∈W 1,p(U), on applique cette inégalité aux fonctions
uj données par le théorème 3.21. Enfin, si p = +∞, on remarque que, pour tout ouvert V ⊂⊂ U ,
u ∈ W 1,r(V ) pour tout r < +∞, on applique la conclusion pour chaque r < +∞ et on fait tendre r
vers +∞. On a donc bien 1.⇒ 3.
On suppose 3. Soit ϕ ∈ C∞c (U), de sorte que le support de ϕ est inclus dans un ouvert V ⊂⊂ U . Pour
tout h ∈ Rn tel que |h| < d(V,Rn \ U), on a, d’après l’hypothèse,∣∣∣∣∫

U
u(y)ϕ(y − h)− ϕ(y)

|h|
dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫
U

u(x+ h)− u(x)
|h|

ϕ(x)dx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫
V

u(x+ h)− u(x)
|h|

ϕ(x)dx
∣∣∣∣

≤ C ‖ϕ‖Lq(U) .

On obtient 2. en choisissant h = tei et en faisant tendre t vers 0.
On suppose maintenant 2. La forme linéaire ϕ 7→

∫
U u(x) ∂ϕ∂xi (x)dx, définie pour ϕ ∈ C∞c (U), est

continue pour la norme Lq(U). On peut donc la prolonger par densité à Lq(U). Comme 1 ≤ q < +∞
(c’est ici uniquement qu’on utilise le fait que p > 1), il existe, pour tout 1 ≤ i ≤ n, une fonction
gi ∈ Lp(U) telle que, pour toute ϕ ∈ C∞c (U),∫

U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
U
gi(x)ϕ(x)dx.

Cela signifie exactement que u ∈W 1,p(U).
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Remarque 3.29. Si p = 1, les implications 1.⇒ 2. et 2.⇔ 3. du théorème 3.28 restent vraies, mais on
n’a plus 2.⇒ 1. Par exemple, si U =]− 1, 1[2, la fonction

u(x, y) =
{

1 si x > 0,
0 si x < 0

vérifie 2. avec p = 1 mais n’appartient pas à W 1,1(U). Les fonctions qui vérifient 2. (ou 3.) pour
p = 1 s’appellent les fonctions à variation bornée. L’espace des fonctions à variation bornée sur U , noté
BV (U), contient strictement W 1,1(U). Nous y reviendrons en section 1.13.

Un cas particulier important du théorème 3.28 est :

Corollaire 3.30. Soit f : U → R. Alors f est localement lipschitzienne dans U si, et seulement si, pour
tout ouvert V ⊂⊂ U , f ∈W 1,∞(V ).

Une autre conséquence importante du théorème 3.28 est une règle de Leibniz pour le produit de deux
fonctions bornées dans W 1,p :

Proposition 3.31. Soient 1 ≤ p ≤ +∞ et u, v ∈ W 1,p(U) ∩ L∞(U). Alors uv ∈ W 1,p(U) ∩ L∞(U)
et∇(uv) = u∇v + v∇u.

Démonstration. On suppose d’abord p < +∞. Il est clair que uv ∈ Lp(U) ∩ L∞(U). D’après le
théorème 3.21, il existe des suites (uj)j≥1 et (vj)j≥1 de fonctions dans C∞c (Rn) telles que uj → u dans
Lp(U) et p.p. dans U , vj → v dans Lp(U) et p.p. dans U et, pour tout V ⊂⊂ U , ∇uj → ∇u dans
Lp(V ) et ∇vj → ∇v dans Lp(V ). De plus, la preuve du théorème 3.21 montre qu’on peut garantir que
‖uj‖∞ ≤ ‖u‖∞ et ‖vj‖∞ ≤ ‖v‖∞.
Pour toute ϕ ∈ C∞c (U), tout 1 ≤ i ≤ n et tout j ≥ 1, on obtient en intégrant par parties∫

U
uj(x)vj(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
U

(
∂uj
∂xi

(x)vj(x) + ∂vj
∂xi

(x)uj(x)
)
ϕ(x)dx.

Faisant tendre j vers +∞, on conclut, par convergence dominée, que∫
U
u(x)v(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
U

(
∂u

∂xi
(x)v(x) + ∂v

∂xi
(x)u(x)

)
ϕ(x)dx. (3.32)

Cela montre que ∂(uv)
∂xi

= ∂u
∂xi
v + ∂v

∂xi
u ∈ Lp(U).

Si maintenant p = +∞, il est clair que uv ∈ L∞(U). Soit maintenant ϕ ∈ C∞c (U). Le support de ϕ
est inclus dans un ouvert V ⊂⊂ U . Les restrictions de u et v à V appartiennent à W 1,q(V ) pour tout
q < +∞, de sorte que (3.32) reste valable et on conclut de la même façon.

Voici maintenant une conséquence du théorème 3.28 concernant une propriété de superposition pour les
espaces de Sobolev :

Proposition 3.33. Soient 1 ≤ p ≤ +∞ et u ∈ W 1,p(U). Pour toute fonction G ∈ C1(R) telle que
G(0) = 0 et G′ est bornée sur R, la fonction G ◦ u ∈W 1,p(U) et∇(G ◦ u) = (G′ ◦ u)∇u.

Démonstration. Soit M = ‖G′‖∞. Pour tout s ∈ R, |G(s)| ≤M |s|, de sorte que G ◦ u ∈ Lp(U).
On suppose d’abord p < +∞. D’après le théorème 3.21, il existe une suite (uj)j≥1 de fonctions dans
C∞c (Rn) telle que uj → u dans Lp(U) et p.p. dans U et, pour tout V ⊂⊂ U , ∇uj → ∇u dans Lp(V ).
Pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U), tout 1 ≤ i ≤ n et tout j ≥ 1, une intégration par parties montre que∫

U
(G ◦ uj)(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
U

(G′ ◦ uj)(x)∂uj
∂xi

(x)ϕ(x)dx.
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Comme G ◦ uj → G ◦ u dans Lp(U) et (G′ ◦ uj)∂uj∂xi
→ (G′ ◦ u) ∂u∂xi dans Lp(V ) (où V ⊂⊂ U contient

le support de ϕ), on obtient que∫
U

(G ◦ u)(x) ∂ϕ
∂xi

(x)dx = −
∫
U

(G′ ◦ u)(x)∂uj
∂xi

(x)ϕ(x)dx. (3.34)

Comme (G′ ◦ u) ∂u∂xi ∈ L
p(U), cela termine la preuve dans le cas p < +∞.

Si p = +∞, et si ϕ ∈ C∞c (U), le support de ϕ est inclus dans un ouvert V ⊂⊂ U . La restriction de u
à V appartient à W 1,q(V ) pour tout q < +∞, de sorte que (3.34) reste vraie. On conclut de la même
manière.

Remarque 3.35. La proposition 3.33 peut être vue comme le point de départ de la théorie des opérateurs
de superposition dans les espaces de Sobolev. Plus précisément, on peut poser la question suivante. Soit
p ∈ [1,+∞]. Quelles sont les fonctions G : R → R vérifiant G(0) = 0 telles que, pour toute fonction
u ∈ W 1,p(Rn), G ◦ u ∈ W 1,p(Rn) ? La réponse est connue : si p < n ou si p = n > 1, ce sont
exactement les fonctions dérivablesG telles queG′ ∈ L∞(R) ([16, 97, 135]). Si p > n ou si p = n = 1,
ce sont exactement les fonctions dérivables G telles que G′ ∈ L∞loc(R) ([97]).

Proposition 3.36. Soient p ∈ [1,+∞] et u ∈W 1,p(U). Alors u+, u− et |u| sont dans W 1,p(U), et

∇u+(x) =
{
∇u(x) pour presque tout x tel que u(x) > 0,
0 pour presque tout x tel que u(x) ≤ 0,

∇u−(x) =
{
∇u(x) pour presque tout x tel que u(x) < 0,
0 pour presque tout x tel que u(x) ≥ 0,

∇ |u| (x) =


∇u(x) pour presque tout x tel que u(x) > 0,
0 pour presque tout x tel que u(x) = 0,
−∇u(x) pour presque tout x tel que u(x) < 0.

De plus, en presque tout point de {x ∈ U ; u(x) = 0}, ∇u(x) = 0.

Démonstration. Pour tout ε > 0 et tout r ∈ R, on pose

Fε(r) :=
{

(r2 + ε2)1/2 − ε si r ≥ 0,
0 si r < 0.

D’après la proposition 3.33, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U) et tout i ∈ J1, nK,∫
U

(Fε ◦ u)(x) ∂ϕ
∂xi

dx = −
∫
U

(F ′ε ◦ u)(x) ∂u
∂xi

(x)ϕ(x)dx.

En faisant tendre ε vers 0, on obtient∫
U
u+(x) ∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
U∩{u>0}

∂u

∂xi
(x)ϕ(x)dx.

On a montré le résultat pour u+. Comme u− = (−u)+ et |u| = u+ + u−, on obtient le résultat pour u−

et |u|. La dernière assertion vient du fait que∇u = ∇u+ −∇u−.

Pour la proposition suivante, relative au changement de variables, on rappelle (Théorème 2.53 du Cha-
pitre 2) que, si T : U ′ → U est bilipschitzienne (où U et U ′ sont des ouverts de Rn), T est différentiable
presque partout dans U et, pour presque tout x ∈ U , la matrice jacobienne de T au point x ∈ U est la
matrice de DT (x) dans la base canonique de Rn.
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Proposition 3.37. Soient 1 ≤ p ≤ +∞, U et U ′ des ouverts de Rn et T : U ′ → U une bijection
bi-lipschitzienne. Alors, si u ∈W 1,p(U), la fonction u ◦ T ∈W 1,p(U ′) et

∇(u ◦ T ) = JT t(∇u ◦ T ). (3.38)

Démonstration. On suppose d’abord p < +∞. Soit (uj)j≥1 ∈ C∞c (Rn) donnée par le théorème de
Friedrichs. Pour tout j ≥ 1, on pose vj := uj ◦ T . Si T est différentiable en x ∈ U ′, comme uj est
différentiable en T (x), uj ◦ T est différentiable en x et on a

∇vj(x) = JT t(x)(∇uj ◦ T )(x).

Cela montre en particulier que, pour presque tout x ∈ U ′,

|∇vj(x)| ≤ C |(∇uj ◦ T )(x)| ,

et comme T est bilipschitzienne, il existe c > 0 tel que |det JT (x)| ≥ c pour presque tout x ∈ U ′, si
bien que

|∇vj(x)|p ≤ C |(∇uj ◦ T )(x)|p |det JT (x)| ,

donc, pour tout ouvert V ⊂⊂ U ′,∫
V
|∇vj(x)|p dx ≤ C

∫
V
|(∇uj ◦ T )(x)|p |det JT (x)| dx = C

∫
T (V )

|∇uj(x)|p dx.

On montre de même que, pour tous j, k ≥ 1,∫
V
|∇(vj − vk)(x)|p dx ≤ C

∫
T (V )

|∇(uj − uk)(x)|p dx.

De plus, ∫
V
|(vj − vk)(x)|p dx ≤ C

∫
T (V )

|(uj − uk)(x)|p dx.

Comme uj → u dans W 1,p(T (V )), la suite (vj)j≥1 est donc de Cauchy dans W 1,p(V ). Elle converge
donc vers une fonction vV ∈W 1,p(V ) pour la norme de W 1,p(V ) et on a donc

‖vV ‖W 1,p(V ) ≤ C ‖u‖W 1,p(U) .

On en déduit facilement (exercice !) qu’il existe une fonction v ∈ W 1,p(U ′) telle que vV = v pour tout
ouvert V ⊂⊂ U ′ et qu’on a v = u ◦ T , avec la formule (3.38).
Enfin, si p = +∞, la restriction de u à tout ouvert V ⊂⊂ U appartient à W 1,q(V ) pour tout q < +∞,
de sorte qu’on obtient la formule (3.38) et que u ◦ T ∈W 1,∞(U ′).

1.7 Résultat d’extension

On donne d’abord la définition suivante :

Définition 3.39. Soit U ⊂ Rn un ouvert. On dit que U est lipschitzien si, et seulement si, pour tout
x0 ∈ ∂U , à rotation près, il existe r > 0 et une fonction γ : Rn−1 → R lipschitzienne telle que

U ∩Q(x0, r) = {x ∈ Q(x0, r); xn > γ(x1, ..., xn−1)} ,

où Q(x0, r) est le cube de centre x0 et dont le côté est de longueur r.

Par exemple :
• une boule ouverte, un cube sont des ouverts lipschitziens,
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• Rn+ :=
{
(x′, xn) ∈ Rn−1 × R; xn > 0

}
est un ouvert lipschitzien,

• plus généralement, on appelle ouvert spécial Lipschitz tout épigraphe d’une fonction lipschit-
zienne. Plus précisément, si γ : Rn−1 → R est lipschitzienne, l’ouvert {x ∈ Rn; xn > γ(x1, ..., xn−1)},
qui est l’épigraphe de γ, est un ouvert lipschitzien, appelé ouvert spécial Lipschitz,
• l’ouvert

{
(x, y) ∈ R2; x > 0 et |y| < x2} n’est pas lipschitzien.

Remarque 3.40. Si U est un ouvert lipschitzien, le théorème de Rademacher (Théorème 2.53 du Cha-
pitre 2) montre que, pourHn−1 presque tout x ∈ ∂U , le vecteur normal unitaire à ∂U en x sortant de U
existe, et sera noté ν(x).

Théorème 3.41. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné lipschitzien ou un ouvert spécial lipschitz et p ∈
[1,+∞]. Alors il existe un opérateur de prolongement linéaire P : W 1,p(U)→W 1,p(Rn) tel que, pour
toute u ∈W 1,p(U),

1. Pu|U = u,
2. ‖Pu‖Lp(Rn) ≤ C ‖u‖Lp(U),
3. ‖Pu‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(U).

On va commencer par traiter un cas particulier : celui oùU = Q =
{
(x′, xn) ∈ Rn−1 × R; |x′| < 1 et |xn| < 1

}
.

On pose Q+ := Q ∩ Rn+. Alors :

Lemme 3.42. Soit u ∈W 1,p(Q+). On définit, pour tout (x′, xn) ∈ Q,

u∗(x′, xn) :=
{
u(x′, xn) si xn ≥ 0,
u(x′,−xn) si xn < 0.

Alors u∗ ∈W 1,p(Q),
‖u∗‖Lp(Q) ≤ 2 ‖u‖Lp(Q+) (3.43)

et
‖u∗‖W 1,p(Q) ≤ 2 ‖u‖W 1,p(Q+) . (3.44)

Preuve du lemme 3.42 : l’inégalité (3.43) est immédiate. Pour le reste de la preuve, on fixe une fonction
η ∈ C∞(R) telle que η(t) = 0 si t < 1

2 et η(t) = 1 si t > 1. Pour tout k ≥ 1 et tout t ∈ R, on pose
ηk(t) := η(kt).
Soit ϕ ∈ C∞c (Q). Pour tout i ∈ J1, n− 1K,∫

Q
u∗(x′, xn) ∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
Q+

u(x′, xn) ∂ψ
∂xi

(x)dx

avec ψ(x′, xn) = ϕ(x′, xn) + ϕ(x′,−xn). On vérifie que (x′, xn) 7→ ηk(xn)ψ(x′, xn) appartient à
C∞c (Q+). On a donc∫

Q+
u(x′, xn)ηk(xn) ∂ψ

∂xi
(x)dx = −

∫
Q+

∂u

∂xi
(x′, xn)ηk(xn)ψ(x)dx,

et en faisant tendre k vers +∞, on obtient∫
Q+

u(x′, xn) ∂ψ
∂xi

(x)dx = −
∫
Q+

∂u

∂xi
(x′, xn)ψ(x)dx,

ce qui montre que ∫
Q
u∗(x′, xn) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
Q+

∂u

∂xi
(x′, xn)ψ(x)dx

= −
∫
Q
vi(x)ψ(x)dx
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où

vi(x′, xn) :=


∂u

∂xi
(x′, xn) si xn ≥ 0,

∂u

∂xi
(x′,−xn) si xn < 0.

Cela montre que ∂u∗

∂xi
= vi.

De plus, ∫
Q
u∗(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx =

∫
Q+

u(x) ∂χ
∂xn

dx

avec χ(x′, xn) = ϕ(x′, xn) − ϕ(x′,−xn). Comme (x′, xn) 7→ w(x′, xn) = ηk(xn)χ(x′, xn) ∈
C∞c (Q+), on a ∫

Q+
u(x) ∂w

∂xn
(x)dx = −

∫
Q+

∂u

∂xn
(x)ηk(xn)χ(x′, xn)dx. (3.45)

Or
∂w

∂xn
(x) = ηk(xn) ∂χ

∂xn
(x′, xn) + kη′(kxn)χ(x′, xn).

On vérifie que

lim
k→+∞

k

∫
Q+

u(x)η′(kxn)χ(x′, xn)dx = 0.

En effet, comme |χ(x′, u)| ≤ C |u| pour tout x′ ∈ Rn−1 et tout u ∈ R (ce qui vient du fait que
χ(x′, 0) = 0 et χ ∈ C∞c (Q+)),∣∣∣∣∣k

∫
Q+

u(x)η′(kxn)χ(x′, xn)dx
∣∣∣∣∣ ≤ Ck

∫
0<xn< 1

k

|u(x)|xndx

≤ C

∫
0<xn< 1

k

|u(x)| dx.

Finalement, en faisant tendre k vers +∞ dans (3.45), on obtient que∫
Q+

u(x) ∂χ
∂xn

(x)dx = −
∫
Q+

∂u

∂xn
(x)χ(x′, xn)dx,

de sorte que ∫
Q
u∗(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = −

∫
Q+

∂u

∂xn
(x)χ(x′, xn)dx

= −
∫
Q
vn(x)ϕ(x)dx,

avec

vn(x′, xn) :=


∂u

∂xn
(x) si xn ≥ 0,

− ∂u

∂xn
(x) si xn < 0.

Ainsi, ∂u
∗

∂xn
= vn, ce qui montre bien que u∗ ∈W 1,p(Q) et que l’inégalité (3.44) est vérifiée.

Preuve du théorème 3.41 : on suppose d’abord que U = Rn+. La conclusion est obtenue exactement
comme pour le lemme 3.42.
On suppose maintenant que U = {x ∈ Rn; xn > γ(x1, ..., xn−1)} où la fonction γ : Rn−1 → R
est lipschitzienne. Pour tout x = (x′, xn) ∈ Rn+, on pose T (x) := (x′, γ(x′) + xn). On vérifie im-
médiatement que T est une bijection bilipschitzienne de Rn+ sur U . Il résulte de la proposition 3.37
que v := u ◦ T ∈ W 1,p(Rn+) avec ‖v‖Lp(Rn+) ≤ C ‖u‖Lp(U) et ‖v‖W 1,p(Rn+) ≤ C ‖u‖W 1,p(U).
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Le cas précédent permet de prolonger v en ṽ ∈ W 1,p(Rn) avec ‖ṽ‖Lp(Rn) ≤ C ‖v‖Lp(Rn+) et

‖ṽ‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖v‖W 1,p(Rn+), et il suffit de poser ũ := ṽ ◦ T−1 pour conclure.
On passe maintenant au cas général : U est supposé borné et lipschitzien. ll existe des ouverts
U1, ..., Uk ⊂ Rn tels que ∂U ⊂

⋃
1≤i≤k

Ui et des bijections Ti : Q→ Ui bilipschitziennes telles que

Ti(Q+) = Ui ∩ Ω et Ti(Q0) = Ui ∩ ∂Ω.

Ici, Q et Q+ sont comme dans le lemme 3.42 et Q0 := {(x′, 0); |x′| < 1}.
Il existe des fonctions θ0, ..., θk ∈ C∞(Rn) avec les propriétés suivantes :

1. 0 ≤ θi(x) ≤ 1 pour tout 0 ≤ i ≤ k et tout x ∈ Rn,

2.
k∑
i=0

θi(x) = 1 pour tout x ∈ Rn,

3. pour tout 1 ≤ i ≤ k, supp θi ⊂⊂ Ui,
4. supp θ0 ⊂ Rn \ ∂U ,
5. θ0|U ∈ C∞c (U).

On décompose u =
k∑
i=0

θiu et on pose ui := θiu ∈W 1,p(U).

On étend u0 par 0 hors de U en une fonction ũ0. Comme θ0 et ∇θ0 sont bornées sur Rn, on vérifie, en
utilisant les propriétés de support de θ0, que ũ0 ∈W 1,p(Rn) avec ‖ũ0‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(U).
Pour 1 ≤ i ≤ k, on se ramène à Q+ en utilisant les fonctions Ti, ce qui permet d’étendre u|Ui∩U en une
fonction wi ∈ W 1,p(Ui). On étend alors la fonction θiwi par 0 hors de Ui, et la fonction ainsi obtenue,

notée ũi, vérifie ‖ũi‖W 1,p(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(U∩Ui). On pose finalement Pu =
k∑
i=0

ũi. Les détails sont

laissés en exercice.

Remarque 3.46. SoitU ⊂ Rn un ouvert. On dit que U possède la propriété d’extension pour les espaces
W 1,p pour 1 ≤ p ≤ +∞ si, et seulement si, il existe un opérateur linéaire P , continu de W 1,p(U) dans
W 1,p(Rn) pour tout p ∈ [1,+∞], tel que, pour toute fonction u ∈W 1,p(U), Pu est un prolongement de
u à Rn. Le théorème 3.41 montre que tout ouvert borné lipschitzien ou spécial lipschitz a cette propriété.
Caractériser les ouverts U ⊂ Rn possédant la propriété d’extension pour les espacesW 1,p pour 1 ≤ p ≤
+∞ est un problème difficile, à propos duquel on pourra se reporter à [102, Section 1.5]. On signale ici
([67]) que, en dimension n = 2, U possède cette propriété si, et seulement si, U est un quasi-disque,
c’est-à-dire l’image d’un disque par un homéomorphisme quasi-conforme de R2 sur R2.

1.8 Autres résultats d’approximation

Si U est borné, on peut donner un résultat d’approximation global :

Théorème 3.47. On suppose que U ⊂ Rn est un ouvert borné. Soit u ∈ W 1,p(U) avec p ∈ [1,+∞[.
Alors il existe une suite de fonctions (uj)j≥1 ∈ C∞(U) ∩W 1,p(U) qui converge vers u dans W 1,p(U).

Remarque 3.48. Contrairement au théorème de Friedrichs, les fonctions uj ne se prolongent pas en
des fonctions C∞c (Rn). Par contre, les dérivées des uj convergent vers celles de u dans Lp(U) et pas
seulement dans Lp(V ) pour tout V ⊂⊂ U .

Preuve du théorème 3.47 : on définit Uj =
{
x ∈ U ; d(x, ∂U) > 1

j

}
pour tout entier j ≥ 1 et Vj =

Uj+3 \ Uj+1. On fixe aussi un ouvert V0 ⊂⊂ U tel que

U =
⋃
j≥0

Vj .
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Soit (ζj)j≥0 une suite de fonctions telle que ζj ∈ C∞c (Vj) et
∑
j≥0

ζj = 1 dans U . Pour chaque j,

ζju ∈W 1,p(U) et le support de cette fonction est inclus dans Vj .
Soit ε > 0. En utilisant une approximation de l’identité comme dans la preuve du théorème 3.21, on
trouve, pour chaque j ≥ 0, une fonction uj ∈ C∞c (Rn), à support dans Wj = Uj+4 \ Uj telle que

‖uj − ζju‖W 1,p(U) ≤
ε

2j+1 .

On pose alors v =
∑
j≥0

uj . Cette fonction est de classe C∞ dans U car, si m ≥ 0, elle est C∞ sur Um (sa

restriction à Um s’exprime par une série qui ne comporte qu’un nombre fini de termes). De plus, pour
tout V ⊂⊂ U ,

‖v − u‖W 1,p(V ) ≤
+∞∑
j=0
‖uj − ζju‖W 1,p(U) ≤ ε,

ce qui termine la preuve.

Dans le théorème 3.47, les fonctions uj sont C∞ dans U mais pas dans U (voir la remarque 3.22 plus
haut). Si on suppose U lipschitzien, on peut approcher les fonctions de W 1,p(U) par des fonctions
C∞(U). On peut énoncer le résultat d’approximation suivant :

Théorème 3.49. On suppose U borné lipschitzien ou spécial lipschitz, et 1 ≤ p < +∞. Soit u ∈
W 1,p(U). Alors il existe une suite de fonctions (uj)j≥1 ∈ C∞c (Rn) telles que uj |U converge vers u dans
W 1,p(U).

Démonstration. Le théorème 3.41 permet d’étendre u en une fonction ũ ∈W 1,p(Rn). On conclut alors
comme dans la preuve du théorème de Friedrichs.

1.9 Traces

Si u ∈ W 1,p(U), on veut considérer la “valeur de u” sur ∂U . Cette restriction n’est pas clairement
définie en général (car u peut être modifiée sur un ensemble de mesure nulle) mais elle l’est si u est
continue sur U . On va donner un sens à la valeur de u sur ∂U en utilisant la notion de trace.

Théorème 3.50. Soient U ⊂ Rn un ouvert spécial Lipschitz ou un ouvert borné lipschitzien et p ∈
[1,+∞[. Il existe un opérateur linéaire borné T : W 1,p(U)→ Lp(∂U) tel que :

Tu = u|∂U si u ∈W 1,p(U) ∩ C(U).

La fonction Tu s’appelle la trace de u sur ∂U et se note tr u.

Démonstration. On commence par le cas U = Rn+. D’après le théorème 3.49, il suffit de montrer qu’il
existe C > 0 tel que, pour toute u ∈ C∞c (Rn),∫

Rn−1
|u(x1, ..., xn−1, 0)|p dx1...dxn−1 ≤ C ‖u‖pW 1,p(Rn+) .

On pose pour cela G(t) = |t|p−1 t pour tout t ∈ R. Pour tout (x1, ..., xn−1) ∈ Rn−1,

G(u(x1, ..., xn−1, 0)) = −
∫ +∞

0

∂(G ◦ u)
∂xn

(x1, ..., xn−1, xn)dxn

= −
∫ +∞

0
G′(u(x1, ..., xn−1, xn)) ∂u

∂xn
(x1, ..., xn)dxn,
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ce qui implique

|G(u(x1, ..., xn−1, 0))| ≤ p

∫ +∞

0
|u(x1, ..., xn−1, xn)|p−1

∣∣∣∣ ∂u∂xn (x1, ..., xn)
∣∣∣∣ dxn

≤ C

(∫ +∞

0
|u(x1, ..., xn−1, xn)|p dxn +

∫ +∞

0

∣∣∣∣ ∂u∂xn (x1, ..., xn)
∣∣∣∣p dxn) .

On obtient la conclusion voulue en intégrant en x1, ..., xn−1.
Pour le cas spécial lipschitz, on utilise un changement de variable bi-lipschitzien. Il suffit de remarquer
que, si f ∈ Lp(Rn) et H : Rn → Rn est bi-lipschitzienne, alors la formule de l’aire montre que
‖f‖Lp(Rn) ∼ ‖f ◦H‖Lp(Rn). Pour le cas où U est borné, on utilise une partition de l’unité. Les détails
sont laissés au lecteur.

On va s’intéresser plus précisément aux fonctions de W 1,p(U) de trace nulle. Donnons d’abord une
définition :

Définition 3.51. Soient U ⊂ Rn un ouvert quelconque et p ∈ [1,+∞]. On désigne par W 1,p
0 (U)

l’adhérence de C∞c (U) dans W 1,p(U).

Il s’agit en gros de l’espace des fonctions de W 1,p(U) qui sont nulles sur ∂U . Plus précisément :

Théorème 3.52. On suppose U ⊂ Rn ouvert spécial Lipschitz ou borné lipschitzien. Alors, pour tout
1 ≤ p < +∞ et pour toute u ∈W 1,p(U),

u ∈W 1,p
0 (U)⇔ tr u = 0 sur ∂U.

Démonstration. On suppose d’abord que u ∈ W 1,p
0 (U). Par définition, il existe une suite (uj)j≥1 ∈

C∞c (U) qui converge vers u dans W 1,p(U). Par continuité de la trace, tr uj → tr u dans Lp(∂U), et
comme tr uj = 0 pour tout j, on obtient bien que tr u = 0.
Pour la réciproque, en utilisant un changement de variable et une partition de l’unité, on voit qu’il
suffit de montrer que, si u ∈ W 1,p(Rn+) est à support compact dans Rn+ et est de trace nulle, alors
u ∈ W 1,p

0 (Rn+). Par le théorème 3.49, il existe une suite (uj) ∈ C∞c (Rn) qui converge vers u dans
W 1,p(Rn+), et on a donc tr uj → tr u = 0 dans Lp(Rn−1).
Si (x1, ..., xn−1) ∈ Rn−1 et xn ≥ 0, on a, pour tout j,

|uj(x1, ..., xn−1, xn)| ≤ |uj(x1, ..., xn−1, 0)|+
∫ xn

0

∣∣∣∣ ∂uj∂xn
(x1, ..., xn−1, t)

∣∣∣∣ dt.
On en déduit que, pour tout xn ≥ 0,∫

Rn−1
|uj(x1, ..., xn−1, xn)|p dx1...dxn−1 ≤ C

(∫
Rn−1

|uj(x1, ..., xn−1, 0)|p dx1...dxn−1

+ xp−1
n

∫ xn

0

∫
Rn−1

|∇uj(x1, ..., xn−1, t)|p dx1...dxn−1dt

)
.

Faisant tendre j vers +∞, on obtient donc, pour presque tout xn > 0,∫
Rn−1

|u(x1, ..., xn−1, xn)|p dx1...dxn−1 ≤ Cxp−1
n

∫ xn

0

∫
Rn−1

|∇u(x1, ..., xn−1, t)|p dx1...dxn−1dt.

(3.53)
On fixe maintenant une fonction ζ ∈ C∞c (R) à support dans [0, 2], valant 1 sur [0, 1] et compris entre 0
et 1. Pour tous j ≥ 1 et x ∈ Rn+, soit

ζj(x) = ζ(jxn) et wj(x) = u(x)(1− ζj(x)).
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On a donc
∂wj
∂xn

(x) = ∂u

∂xn
(x)(1− ζj(x))− ju(x)ζ ′(jxn)

et, pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1,
∂wj
∂xk

(x) = ∂u

∂xk
(x)(1− ζj(x)).

Il vient que∫
Rn+
|∇wj(x)−∇u(x)|p dx ≤ C

∫
Rn+
|ζj(x)|p |∇u(x)|p

+ Cjp
∫ 2

j

0

∫
Rn−1

|u(x1, ..., xn−1, t)|p dx1...dxn−1dt

= Aj +Bj .

Il est clair que Aj → 0 en raison du support de ζj . Quant à Bj , on écrit, en utilisant (3.53),

Bj ≤ Cjp
∫ 2

j

0
tp−1

(∫ t

0

∫
Rn−1

|∇u|p dx
)
dt

≤ Cjp
∫ 2

j

0
tp−1dt

∫ 2
j

0

∫
Rn−1

|∇u|p dx

≤ C

∫ 2
j

0

∫
Rn−1

|∇u|p dx→ 0.

On a donc prouvé que ∇wj → ∇u dans Lp(Rn+). Comme on a aussi wj → u dans Lp(Rn+), il vient
que wj → u dans W 1,p(Rn+). De plus, wj(x1, ..., xn) est nulle si 0 < xn <

1
j , de sorte qu’on peut, en

régularisant wj , obtenir une suite de fonctions de C∞c (Rn+) qui converge vers u dans W 1,p(Rn+). Ainsi,
u ∈W 1,p

0 (Rn+), ce qui termine la preuve.

Voici une autre caractérisation de W 1,p
0 :

Théorème 3.54. Soient U ⊂ Rn un ouvert spécial Lipschitz ou borné lipschitzien et 1 < p < +∞. Si
u ∈ Lp(U), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u ∈W 1,p
0 (U),

2. il existe C > 0 tel que, pour toute ϕ ∈ C∞c (Rn) et tout 1 ≤ i ≤ n,∣∣∣∣∫
U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ‖ϕ‖Lq(U)

avec 1
p + 1

q = 1,
3. la fonction ũ (qui est le prolongement de u à Rn valant 0 sur Rn \ U ) appartient à W 1,p(Rn).

Démonstration. On suppose 1. Soit (uk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) qui converge vers u dans W 1,p(U). Pour tout
k ≥ 1, ∣∣∣∣∫

U
uk(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖∇uk‖Lp(U) ‖ϕ‖Lq(U) ,

et il suffit de faire tendre k vers +∞ pour conclure que 2 est vérifiée.
On suppose 2. Pour toute ϕ ∈ C∞c (Rn),∣∣∣∣∫

Rn
ũ(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫
U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ‖∇ϕ‖Lq(Rn) ,

et le théorème 3.28 montre que ũ ∈W 1,p(Rn).
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Enfin, on suppose 3. Par changement de variable et partition de l’unité, il suffit de prouver ceci : soient

Q := {x ∈ Rn; |xi| < 1 pour tout i} et Q+ := {x ∈ Q; xn > 0} .

Soit u ∈ Lp(Q+) telle que ũ ∈ W 1,p(Q). Alors, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (Q), ϕu ∈ W 1,p
0 (Q+).

Pour cela, on choisit une approximation de l’identité (ρk)k≥1 telle que

supp ρk ⊂
{
x ∈ Rn; 1

2k < xn <
1
k

}
.

Alors ρk ∗ ϕ̃u→ ϕ̃u dans W 1,p(Rn), et, pour tout k assez grand,

supp ρk ∗ ϕ̃u ∈ C∞c (Q+),

ce qui montre bien que ϕu ∈W 1,p
0 (Q+).

Remarque 3.55. L’hypothèse de régularité lipschitz sur U n’est utilisée que pour montrer 3.⇒ 1.

1.10 Espaces de traces

On cherche à décrire plus précisément l’image exacte de W 1,p par l’opérateur trace. Dans tout ce
paragraphe, on se donne un ouvert U de Rn. Soient s ∈]0, 1[ et 1 ≤ p <∞.
Pour tout u ∈ L1

loc(U), on définit

[u]W s,p(U) :=
(∫

U

∫
U

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dx dy

)1/p
.

On définit alors l’espace de Sobolev fractionnaire

W s,p(U) := {u ∈ Lp(U) : [u]W s,p(U) <∞}.

On le munit de la norme ||u||W s,p(U) := ‖u‖Lp(U) + [u]W s,p(U). Il est facile de vérifier :

Proposition 3.56. 1. L’application u 7→ ||u||W s,p(U) est une norme sur W s,p(U).

2. Muni de cette norme, l’espace W s,p(U) est un espace de Banach.

3. Soit V un autre ouvert de Rn tel qu’il existe un C1-difféomorphisme Φ : U → V . On suppose
de plus que DΦ et DΦ−1 sont uniformément bornés. Si u ∈W s,p(V ), alors u ◦ Φ ∈W s,p(U).

De plus :

Théorème 3.57. Les fonctions C∞(Rn) ∩W s,p(Rn) sont denses dans W s,p(Rn).

Démonstration. On se donne u ∈ W s,p(Rn). Soit (ρε)ε>0 un noyau de convolution : ρ ∈ C∞c (Rn),
ρ ≥ 0,

∫
Rn
ρ = 1 et supp ρ ⊂ B(0, 1) puis ρε(·) = ρ(·/ε)/εn. On définit uε := ρε ∗ u. Comme

u ∈ Lp(Rn), on sait que u ∗ ρε converge vers u dans Lp(Rn). Soit gε := u − uε. On va montrer que
[gε]W s,p(Rn) → 0 quand ε → 0. Comme [uε]W s,p(Rn) ≤ [gε]W s,p(Rn) + [u]W s,p(Rn), on en déduira que
uε est dans W s,p(Rn) et converge dans cet espace vers u. On a

[gε]pW s,p(Rn) =
∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− uε(x)− u(y) + uε(y)|p

|x− y|n+sp dx dy

On découpe de la manière suivante :

[gε]pW s,p(Rn) ≤ C
∫ ∫

|x−y|<ε

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dxdy + C

∫ ∫
|x−y|<ε

|uε(x)− uε(y)|p

|x− y|n+sp dxdy
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+C
∫ ∫

|x−y|≥ε

|u(x)− uε(x)|p

|x− y|n+sp dxdy + C

∫ ∫
|x−y|≥ε

|u(y)− uε(y)|p

|x− y|n+sp dxdy.

On note respectivement I1, . . . , I4 les 4 termes du membre de droite. On a I3 = I4. De plus,

|uε(x)− uε(y)|p =
∣∣∣∣∫

Rn
(u(x− z)− u(y − z))ρε(z) dz

∣∣∣∣p

≤
∫
Rn
|u(x− z)− u(y − z)|pρε(z) dz

par l’inégalité de Jensen. On en déduit par le théorème de Fubini

I2 ≤
∫ ∫

|x−y|<ε
dx dy

∫
Rn

|u(x− z)− u(y − z)|p

|x− y|n+sp ρε(z) dz

=
∫
Rn
ρε(z) dz

∫ ∫
|x−y|<ε

|u(x− z)− u(y − z)|p

|x− y|n+sp dx dy

=
∫
Rn
ρε(z) dz

∫ ∫
|x−y|<ε

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp dx dy = I1.

Il reste donc à montrer que I1 et I3 tendent vers 0. Pour I1, c’est une conséquence du théorème de

convergence dominée (noter que la fonction (x, y) 7→ |u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp est intégrable sur Rn×Rn). Pour

I3, on écrit∫ ∫
|x−y|≥ε

|u(x)− uε(x)|p

|x− y|n+sp dxdy =
∫
Rn
|u(x)− uε(x)|p dx

∫
|y−x|≥ε

dy

|x− y|n+sp

≤ C
∫
Rn

|u(x)− uε(x)|p

εsp
dx.

Pour ce dernier calcul, on a écrit :∫
|y−x|≥ε

dy

|x− y|n+sp =
∫
|y|≥ε

dy

|y|n+sp (changement de variables : translation)

= |Sn−1|
∫ ∞
r=ε

rn−1dr

rn+sp = |S
n−1|

1 + sp

1
εsp

(changement de variables : coordonnées sphériques) .

On en déduit donc

I3 ≤
C

εsp

∫
|u(x)− uε(x)|p dx = C

εsp

∫ ∫
|u(x)− u(x− z)|pρε(z) dz dx (encore Jensen)

≤ C
∫ ∫

|z|≤ε

|u(x)− u(x− z)|p

εn+sp dx dz (car ||ρε||L∞(Rn) ≤
C

εn
)

≤ C
∫ ∫

|z|≤ε

|u(x)− u(x− z)|p

|z|n+sp dx dz = CI1.

Le théorème est démontré.

On va maintenant montrer, dans le cas du demi-espace supérieur, que la trace des fonctions W 1,p

appartient à W 1−1/p,p :
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Théorème 3.58. Soient p ∈]1,+∞[ et u ∈ W 1,p(Rn+). Alors la trace de u est dans W 1,1−1/p(Rn−1).
De plus, il existe C > 0 (qui ne dépend que de n) telle que

||u||W 1,1−1/p(Rn−1) ≤ C||u||W 1,p(Rn+).

Démonstration. Par densité-continuité, il suffit de le montrer pour u ∈ C∞c (Rn+).On a pour tous x′, y′ ∈
Rn−1,

|u(x′, 0)− u(y′, 0)| ≤
∣∣∣∣u(x′, 0)− u

(
x′ + y′

2 ,
|x′ − y′|

2

)∣∣∣∣
+
∣∣∣∣u(y′, 0)− u

(
x′ + y′

2 ,
|x′ − y′|

2

)∣∣∣∣
d’où

|u(x′, 0)− u(y′, 0)|p ≤ C
(∣∣∣∣u(x′, 0)− u

(
x′ + y′

2 ,
|x′ − y′|

2

)∣∣∣∣p

+
∣∣∣∣u(y′, 0)− u

(
x′ + y′

2 ,
|x′ − y′|

2

)∣∣∣∣p
)
.

On en déduit

[u(·, 0)]p
W 1−1/p,p(Rn−1) =

∫ ∫ |u(x′, 0)− u(y′, 0)|p

|x′ − y′|n+p−2 dx′dy′

≤ C
∫ ∫ |u(x′, 0)− u

(
x′+y′

2 , |x
′−y′|
2

)
|p

|x′ − y′|n+p−2 dx′dy′

+C
∫ ∫ |u(y′, 0)− u

(
x′+y′

2 , |x
′−y′|
2

)
|p

|x′ − y′|n+p−2 dx′dy′

= 2C
∫ ∫ |u(x′, 0)− u

(
x′+y′

2 , |x
′−y′|
2

)
|p

|x′ − y′|n+p−2 dx′dy′

≤ C
∫ ∫ |u(x′, 0)− u(x′ + h, |h|)|p

|h|n+p−2 dx′dh (changement de variable h = (y′ − x′)/2 )

≤ C
∫
Rn−1

dx′
∫
Sn−2

dθ

∫ ∞
r=0

|u(x′, 0)− u (x′ + rθ, r) |p

rp
dr (changement

de variable : coordonnées sphériques).

On utilise maintenant l’inégalité suivante due à Hardy (voir exercice 3.179 ) : pour tout f ∈ C1
c ([0,∞)),

on a ∫ ∞
0

|f(r)− f(0)|p

rp
dr ≤

∫ ∞
0
|f ′(r)|p dr. (3.59)

On l’applique à f(r) = u(x′ + rθ, r). On en déduit :∫ ∞
r=0

|u(x′, 0)− u(x′ + rθ, r)|p

rp
dr ≤ C

∫ ∞
r=0
|Du(x′ + rθ, r)|p dr.

Ainsi,

[u(·, 0)]p
W 1−1/p,p(Rn−1) ≤ C

∫
Rn−1

dx′
∫
Sn−2

dθ

∫ ∞
r=0
|Du(x′ + rθ, r)|p dr.

Par le théorème de Fubini (on intègre d’abord en x′ et on fait le changement de variable x′′ = x′ + rθ),
il vient

[u(·, 0)]p
W 1−1/p,p(Rn−1) ≤ C

∫ ∞
r=0

∫
Rn−1

|Du(x′′, r)|p dx′′ dr = C||Du||pLp(Rn+).

Le théorème est démontré.
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Soit Ω un ouvert borné de classe C1 et on note Γ := ∂Ω. Alors on définit pour toute fonction
mesurable u : Γ→ R

[u]W s,p(Γ) :=
(∫

Γ

∫
Γ

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n−1+sp dσ(x) dσ(y)
) 1
p

,

où dσ = dHn−1. On pose

W s,p(Γ) := {u ∈ Lp(Γ) : [u]W s,p(Γ) <∞}

qu’on munit de la norme ||u||W s,p(Γ) := ||u||Lp(Γ) + [u]W s,p(Γ). On a déjà vu que la trace était une
application linéaire continue de W 1,p(Ω) dans Lp(∂Ω). L’image de la trace est en fait contenue dans
W 1−1/p,p(Γ). La preuve utilise l’analogue suivant de la proposition 3.56 :

Proposition 3.60. Soit u ∈W s,p(Γ).
1. Soit θ ∈ C∞c (Rn). Il existe C > 0 (indépendant de u) telle que ||θu||W s,p(Γ) ≤ C||u||W s,p(Γ).

2. Soit Φ : U → V un C1 difféomorphisme entre deux ouverts U et V de Rn tel que Φ(Γ ∩ U) =
V ∩ (Rn−1 × {0}). On suppose de plus que DΦ et DΦ−1 sont uniformément bornés. Alors il
existe C > 0 (indépendant de u) telle que ||u ◦ Φ−1||W s,p(V ∩(Rn−1×{0})) ≤ C||u||W s,p(Γ∩U).

De cet énoncé, on déduit :

Proposition 3.61. Soit Ω un ouvert borné de classe C1. Alors pour tout u ∈ W 1,p(Ω), tr u ∈
W 1−1/p,p(Γ).

Démonstration. Il suffit de recopier la preuve où on montrait l’estimation tr u ∈ Lp(Γ) en utilisant la
proposition 3.60.

On va maintenant identifier l’image exacte de W 1,p(Rn+) par la trace. Le théorème suivant est attribué à
Gagliardo. La preuve que l’on en présente est due à Mironescu ([103]).

Théorème 3.62. Soit 1 < p < +∞. Soit v ∈ W 1−1/p,p(Rn−1). Alors il existe u ∈ W 1,p(Rn+) telle que
tr u = v. De plus, il existe C > 0 ne dépendant que de n telle que

||u||W 1,p(Rn+) ≤ C||v||W 1−1/p,p(Rn−1).

Démonstration. Par densité-continuité, il suffit de montrer le résultat pour v ∈ C∞(Rn−1) ∩
W 1−1/p,p(Rn−1). Soit θ ∈ C∞c ([0, 1)), 0 ≤ θ ≤ 1 et θ = 1 sur [0, 1/2]. Soit ρ ∈ C∞c (Rn−1),
ρ ≥ 0,

∫
ρ = 1, supp ρ ⊂ B(0, 1) puis ρε := ρ(·/ε)/εn−1. On pose alors

u(x′, t) = θ(t)(v ∗ ρt)(x′).

On a

||u||pLp(Rn+) ≤
∫ 1

0
dt|v ∗ ρt|pLp(Rn−1) ≤ ||v||

p
Lp(Rn−1).

Par ailleurs,

u(x′, t) = θ(t)
∫
Rn−1

v(y′)ρ
(
x′ − y′

t

)
dy′

tn−1 .

D’où

∇x′u(x′, t) = θ(t)
∫
Rn−1

v(y′)∇ρ
(
x′ − y′

t

)
dy′

tn
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= θ(t)
∫
Rn−1

v(x′ − ty′)∇ρ(y′)dy
′

t

= θ(t)
∫
Rn−1

(v(x′ − ty′)− v(x′))∇ρ(y′)dy
′

t
.

Dans cette dernière égalité, on a utilisé le fait que
∫
∇ρ(y′) dy′ = 0 (pour le voir, il suffit de dériver par

rapport à x′ :
∫
ρ(x′ − y′) dy′ = 1). On en déduit (par l’inégalité de Hölder et le fait que ρ est à support

dans B(0, 1))

|∇x′u(x′, t)|p ≤ Cθ(t)p 1
tp

∫
|y′|<1

|v(x′ − ty′)− v(x′)|p dy′.

On estime maintenant les dérivées par rapport à t :

∂u

∂t
(x′, t) = θ′(t)(v ∗ ρt)(x′)

+θ(t)
∫
Rn−1

v(y′)
(
〈∇ρ

(
x′ − y′

t

)
,−x

′ − y′

t2
〉 1
tn−1 − (n− 1)ρ

(
x′ − y′

t

) 1
tn

)

= θ′(t)(v ∗ ρt)(x′) + θ(t)
∫
|y′|<1

(v(x′ − ty′)− v(x′))
(
−〈∇ρ(y′), y

′

t
〉 − (n− 1)ρ(y′)1

t

)
dy′.

On a utilisé ici que ∫
Rn−1

(
〈∇ρ(y′), y′〉+ (n− 1)ρ(y′)

)
dy′ = 0

(c’est la dérivée en t = 1 de la fonction t 7→
∫
Rn−1

ρt(y′) dy′ qui vaut constamment 1). Concernant les

dérivées en t, on a donc∣∣∣∣∂u∂t (x′, t)
∣∣∣∣p ≤ C|θ′(t)|p|v ∗ ρt(x′)|p + C|θ(t)|p 1

tp

∫
|y′|<1

(|v(x′ − ty′)− v(x′)|p dy′.

Ainsi
||Du||pLp(Rn) ≤ C||v||

p
Lp(Rn−1)

+C
∫ 1

0

dt

tp

∫
Rn−1

∫
|y′|<1

|v(x′)− v(x′ − ty′)|p dy′

≤ C||v||pLp(Rn−1) + C

∫ 1

0

dt

tp+n−1

∫
Rn−1

∫
|y′|<t

|v(x′)− v(x′ − y′)|p dy′

≤ C||v||pLp(Rn−1) + C

∫
Rn−1

∫
Rn−1

|v(x′)− v(x′ − y′)|p dy′
∫ 1

|y′|

dt

tn+p−1

≤ C||v||pLp(Rn−1) + C

∫
Rn−1

∫
Rn−1

|v(x′)− v(x′ − y′)|p

|y′|n+p−2 dy′

= C||v||p
W 1−1/p,p(Rn−1),

ce qui achève la preuve du théorème.

Remarque 3.63. Dans le calcul précédent, pour obtenir l’estimation ||u||W 1,p(Rn) ≤ C||v||W 1−1/p,p(Rn−1),

on a seulement utilisé que ρ ∈ C∞c (Rn−1). et que l’intégrale de la fonction ρt ne dépend pas de t. Le
fait que ρ soit à valeurs positives et d’intégrale 1 est simplement utilisé pour obtenir que tr u = v.
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On déduit du théorème 3.62 :

Théorème 3.64. Soient Ω un ouvert borné de classe C1 et v ∈ W 1−1/p,p(∂Ω). Alors il existe u ∈
W 1,p(Ω) tel que

||u||W 1,p(Ω) ≤ C||v||W 1−1/p,p(Γ)

(C constante indépendante de v).

On considère enfin le cas p = 1 :

Théorème 3.65. Soit v ∈ L1(Rn−1). Alors il existe u ∈W 1,1(Rn+) telle que tr u = v. De plus, il existe
C > 0 ne dépendant que de n telle que

||u||W 1,1(Rn+) ≤ C||v||L1(Rn−1). (3.66)

Démonstration. Cet argument est emprunté à [104]. On suppose d’abord v ∈ C∞c (Rn−1) et on pose

u(x′, xn) = v(x′)ζ
(
xn
δ

)
,

où ζ ∈ C∞c ([0,+∞[) avec ζ(0) = 1 et δ > 0. Il est facile de vérifier que, pour δ > 0 assez petit, on a
bien tr u = v et (3.66).
Si v ∈ L1(Rn−1), il existe une suite (vj)j≥1 ∈ C∞c (Rn−1) telle que v =

∑
j

vj et
∑
j

‖vj‖L1(Rn−1) ≤

2 ‖v‖L1(Rn−1). Il suffit d’appliquer le cas précédent à chaque vj et de sommer sur j pour conclure.

Remarque 3.67. Il n’existe pas d’application linéaire continue T : L1(Rn−1) → W 1,1(Rn+) telle que,
pour toute v ∈ L1(Rn−1), tr Tv = v. On pourra se reporter à [116, Section 5].

1.11 Plongements de Sobolev

Les plongements de Sobolev affirment qu’une fonction de W 1,p(Rn) possède un degré d’intégrabi-
lité plus élevé que son appartenance à Lp ne l’indique. Ces plongements prennent une forme différente
selon que p < n, p = n ou p ≥ n.
Le cas 1 ≤ p < n : on suppose que 1 ≤ p < n et qu’il existe C > 0 tel que, pour toute fonction
u ∈W 1,p(Rn), u ∈ Lq(Rn) et

‖u‖Lq(Rn) ≤ C ‖∇u‖Lp(Rn) . (3.68)

Fixons alors une fonction u ∈ C∞c (Rn) non nulle. Pour tout λ > 0 et tout x ∈ Rn, définissons

uλ(x) = u(λx).

Alors, pour tout λ > 0, (3.68) donne

1
λ
n
q

‖u‖q ≤ C
λ

λ
n
p

‖∇u‖p .

Cela n’est possible que si 1
q = 1

p −
1
n . On va maintenant établir le théorème suivant :

Théorème 3.69. Soit 1 ≤ p < n. On définit p∗ par

1
p∗

= 1
p
− 1
n
.

Alors il existe C > 0 tel que, pour toute u ∈W 1,p(Rn), u ∈ Lp∗(Rn) et

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C ‖∇u‖Lp(Rn) .
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La preuve de ce théorème repose sur un lemme de calcul intégral :

Lemme 3.70. Soient f1, ...fn ∈ Ln−1(Rn−1) (n ≥ 2). Pour tout x ∈ Rn et tout 1 ≤ i ≤ n, on définit

x̃i := (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn) ∈ Rn−1.

Alors, si, pour tout x ∈ Rn,
f(x) := f1(x̃1)...fn(x̃n),

on a

‖f‖L1(Rn) ≤
n∏
i=1
‖fi‖Ln−1(Rn−1) .

Preuve du lemme 3.70 : on raisonne par récurrence sur n. Pour n = 2, f(x) = f1(x1)f2(x2) et il suffit
d’appliquer Fubini. Prenons n = 3. Alors, pour tous x1, x2 ∈ R,∫

R
|f(x1, x2, x3)| dx3 = |f3(x1, x2)|

∫
R
|f1(x2, x3)| |f2(x1, x3)| dx3

≤ |f3(x1, x2)|
(∫

R
|f1(x2, x3)|2 dx3

) 1
2
(∫

R
|f2(x1, x3)|2 dx3

) 1
2
,

donc, en intégrant par rapport à x1 et x2 et appliquant à nouveau Cauchy-Schwarz, on obtient∫
R3
|f(x)| dx ≤ ‖f3‖L2(R2) ‖f1‖L2(R2) ‖f2‖L2(R2) .

On suppose maintenant le résultat vrai pour un n et on le montre pour n + 1. On fixe xn+1 ∈ R. Par
Hölder,∫

Rn
|f(x1, ..., xn, xn+1)| dx1...dxn ≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

(∫
Rn
|f1(x̃1)...fn(x̃n)|n

′
dx1...dxn

) 1
n′

avec 1
n + 1

n′ = 1. L’hypothèse de récurrence appliquée à (x1, ..., xn) 7→ |f1(x̃1)|n
′
... |fn(x̃n)|n

′
donne∫

Rn
|f1(x̃1)...fn(x̃n)|n

′
dx1...dxn ≤

n∏
i=1
‖fi‖n

′

Ln(Rn−1) ,

donc ∫
Rn
|f(x1, ..., xn, xn+1)| dx1...dxn ≤ ‖fn+1‖Ln(Rn)

n∏
i=1
‖fi‖Ln(Rn−1) .

On intègre maintenant en xn+1. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, xn+1 7→ ‖fi‖Ln(Rn−1) appartient à Ln(R), donc

∫
xn+1∈R

n∏
i=1
‖fi‖Ln(Rn−1) dxn+1 ≤

n∏
i=1
‖fi‖Ln(Rn) ,

ce qui donne bien le résultat pour n+ 1.

Preuve du théorème 3.69 : prenons d’abord p = 1 et u ∈ C∞c (Rn). Pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout x ∈ Rn,

|u(x)| ≤
∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x1, ..., xi−1, yi, xi+1, ..., xn)
∣∣∣∣ dyi := fi(x̃i).

Cela entraîne

|u(x)|n ≤
n∏
i=1

fi(x̃i).
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En appliquant le lemme 3.70, on obtient donc

∫
Rn
|u(x)|

n
n−1 dx ≤

n∏
i=1
‖fi‖

1
n−1
L1(Rn−1) =

n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n−1

L1(Rn)
,

donc, en élevant à la puissance n−1
n ,

‖u‖
L

n
n−1 (Rn)

≤
n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n

L1(Rn)
,

ce qui donne bien le résultat pour p = 1.
On suppose maintenant 1 < p < n. Soit m ≥ 1. Appliquant le cas p = 1 à |u|m−1 u, on obtient

‖u‖
L
mn
n−1 (Rn)

≤ m
n∏
i=1

∥∥∥∥|u|m−1 ∂u

∂xi

∥∥∥∥ 1
n

L1(Rn)

≤ m ‖u‖m−1
Lp
′(m−1)(Rn)

n∏
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥ 1
n

Lp(Rn)
.

(3.71)

Choisissant alors m tel que mn
n−1 = p′(m− 1) avec 1

p + 1
p′ = 1 (on vérifie que m ≥ 1), on obtient donc

la conclusion voulue.
Enfin, si u ∈W 1,p(Rn), il existe une suite de fonctions deC∞c (Rn) qui converge vers u dansW 1,p(Rn),
et on conclut en passant à la limite.

Remarque 3.72. On verra (Théorème 3.114) qu’on peut calculer la valeur de la meilleure constante de
l’inégalité ‖u‖

L
n
n−1 (Rn)

≤ C ‖∇u‖L1(Rn).

Corollaire 3.73. Soit p ∈ [1, n[. Pour tout q ∈ [p, p∗], il existe Cq > 0 tel que, pour tout u ∈W 1,p(Rn),
u ∈ Lq(Rn) et

‖u‖Lq(Rn) ≤ Cq ‖u‖W 1,p(Rn) .

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’il existe α ∈ [0, 1] tel que

1
q

= 1− α
p

+ α

p∗
,

ce qui entraîne par Hölder que, pour toute fonction u ∈ Lp(Rn) ∩ Lp∗(Rn),

‖u‖Lq(Rn) ≤ ‖u‖
1−α
Lp(Rn) ‖u‖

α
Lp∗ (Rn) ≤ ‖u‖Lp(Rn) + ‖u‖Lp∗ (Rn) .

On applique alors le théorème 3.69.

Le cas p = n : on a le plongement suivant :

Théorème 3.74. Pour tout q ∈ [n,+∞[, il existeCq > 0 tel que, pour toute u ∈W 1,n(Rn), u ∈ Lq(Rn)
et

‖u‖Lq(Rn) ≤ Cq ‖u‖W 1,n(Rn) .

Démonstration. On suppose d’abord que u ∈ C∞c (Rn). On applique (3.71) avec p = n, ce qui donne

‖u‖m
L
mn
n−1 (Rn)

≤ m ‖u‖m−1

L
(m−1)n
n−1 (Rn)

‖∇u‖Ln(Rn)
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pour tout m ≥ 1. Donc, en utilisant ab ≤ ap

p + bq

q pour a, b ≥ 0 et 1
p + 1

q = 1,

‖u‖
L
mn
n−1 (Rn)

≤ C
(
‖u‖

L
(m−1)n
n−1 (Rn)

+ ‖∇u‖Ln(Rn)

)
. (3.75)

En appliquant (3.75) avec m = n, on obtient

‖u‖
L
n2
n−1 (Rn)

≤ C ‖u‖W 1,n(Rn) .

donc, comme la même inégalité est vraie avec ‖u‖Ln(Rn) dans le membre de gauche, on obtient

‖u‖Lq(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,n(Rn)

pour tout q ∈
[
n, n2

n−1

]
. On obtient la conclusion en raisonnant de même avec m = n + 1 puis m =

n + 2 et tous les m = n + k avec k ≥ 1 entier. On conclut en utilisant la densité de C∞c (Rn) dans
W 1,n(Rn).

En combinant les plongements de Sobolev qu’on vient de prouver avec les propriétés d’extension pour
les espaces W 1,p, on obtient immédiatement :

Proposition 3.76. Soit U ⊂ Rn un ouvert possédant la propriété d’extension pour les espaces W 1,p

pour 1 ≤ p ≤ +∞ (voir la remarque 3.46).

1. Soit p ∈ [1, n[. Alors il existe C > 0, dépendant de U et de p, tel que, pour toute fonction
u ∈W 1,p(U), ‖u‖Lp∗ (U) ≤ C ‖u‖W 1,p(U), où 1

p∗ := 1
p −

1
n .

2. De même, si p = n, il existe C > 0, dépendant de U , tel que, pour toute fonction u ∈ W 1,n(U)
et tout q ∈ [n,+∞[, ‖u‖Lq(U) ≤ C ‖u‖W 1,n(U).

Remarque 3.77. On peut donner une version de la proposition 3.76 pour les espaces W 1,p
0 (U).

1. Soit p ∈ [1, n[. Il existe C > 0 tel que, pour tout ouvert U ⊂ Rn et toute fonction u ∈W 1,p
0 (U),

‖u‖Lp∗ (U) ≤ C ‖u‖W 1,p(U).

2. Il existe C > 0 tel que, pour tout ouvert U ⊂ Rn, toute fonction u ∈ W 1,n
0 (U) et tout q ∈

[n,+∞[, ‖u‖Lq(U) ≤ C ‖u‖W 1,n(U).

En effet, par définition de W 1,p
0 (U), il suffit de montrer ces inégalités pour u ∈ C∞c (U), et dans ce cas,

elles résultent des théorèmes 3.69 et 3.74. On notera qu’ici, contrairement à la proposition 3.76, C ne
dépend pas de U .

On a en fait un meilleur plongement pour W 1,n, appelé inégalité de Trudinger Moser ([142, 152]) :

Théorème 3.78. Il existe Cn, cn > 0 tels que, pour tout ouvert borné U ⊂ Rn et toute fonction f ∈
C∞c (U),

1
Ln(U)

∫
U

exp

cn
(
|f(x)|
‖∇f‖Ln

) n
n−1
 dx ≤ Cn.

On se reportera à l’exercice 3.180 pour des éléments de preuve.
En complément, on cite un autre résultat, qui concerne l’absence d’injection deW 1,n(Rn) dansL∞(Rn).
Si f ∈ W 1,n(Rn), on ne peut pas espérer trouver, pour tout ε > 0, une fonction gε ∈ W 1,n ∩ L∞ telle
que ‖gε‖∞ ≤ C ‖f‖W 1,n et ‖f − gε‖W 1,n ≤ ε. Une telle approximation devient toutefois possible si,
au lieu d’estimer le gradient de f − g, on ne cherche à estimer que toutes les dérivées partielles de f − g
sauf une :
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Théorème 3.79. Pour tout δ > 0, il existeCδ > 0 avec la propriété suivante : pour toute f ∈W 1,n(Rn),
il existe g ∈W 1,n(Rn) ∩ L∞(Rn) telle que

‖g‖W 1,n(Rn) + ‖g‖L∞(Rn) ≤ Cδ ‖f‖W 1,n(Rn)

et ∑
1≤j≤n−1

‖∂j(f − g)‖Ln(Rn) ≤ δ ‖f‖W 1,n(Rn) .

On pourra se reporter à [20, Theorem 11], ainsi qu’à [148] pour une extension au groupe de Heisen-
berg et à [21] pour le cas des espaces de Sobolev d’ordre plus grand que 1.

On examine maintenant le cas p > n :

Théorème 3.80. [Injection de Morrey] Soient n < p ≤ ∞. Alors il existe C > 0 tel que, pour toute
u ∈W 1,p(Rn), u ∈ L∞(Rn) donc

‖u‖L∞(Rn) ≤ C ‖u‖W 1,p(Rn) . (3.81)

De plus, pour presque tous x, y ∈ Rn,

|u(x)− u(y)| ≤ C |x− y|1−
n
p ‖∇u‖Lp(Rn) . (3.82)

En conséquence, pour toute u ∈ W 1,p(Rn), il existe une fonction ũ hölderienne d’exposant 1 − n
p sur

Rn telle que u(x) = ũ(x) pour presque tout x ∈ Rn.

Remarque 3.83. On notera que, dans le membre de droite de (3.81), on ne peut pas remplacer
‖u‖W 1,p(Rn) par ‖∇u‖Lp(Rn). En effet, supposons qu’il existe C > 0 tel que, pour toute u ∈W 1,p(Rn),

‖u‖L∞(Rn) ≤ C ‖∇u‖Lp(Rn) . (3.84)

Soit alors u ∈ C∞c (Rn) une fonction non identiquement nulle. Pour tout λ > 0 et tout x ∈ Rn, on
définit v(x) := u(λx). Comme ∇v(x) = λ∇u(λx), (3.84) donne

‖u‖L∞(Rn) ≤ Cλ
1−n

p ‖∇u‖Lp(Rn)

pour tout λ > 0, et on obtient une contradiction en faisant tendre λ vers 0.

Preuve du théorème 3.80. On suppose d’abord u ∈ C∞c (Rn). Soient Q un cube de Rn contenant 0 et
de côté r et x ∈ Q. On a

|u(x)− u(0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
u(tx)dt

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

n∑
i=1
|xi|

∣∣∣∣ ∂u∂xi (tx)
∣∣∣∣ dt

≤ r
n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂u∂xi (tx)
∣∣∣∣ dt.

(3.85)

On définit alors

uQ := 1
|Q|

∫
Q
u(y)dy.
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En intégrant (3.85) sur Q, on obtient donc

|uQ − u(0)| ≤ r

|Q|

∫
Q

(
n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂u∂xi (tx)
∣∣∣∣ dt
)
dx

= 1
rn−1

∫ 1

0

(∫
Q

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi (tx)
∣∣∣∣ dx

)
dt

≤ 1
rn−1

∫ 1

0

(∫
tQ

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂yi (y)
∣∣∣∣ dy

)
dt

tn
.

Par Hölder, pour tout 1 ≤ i ≤ n et tout t ∈]0, 1[,

∫
tQ

∣∣∣∣ ∂u∂yi (y)
∣∣∣∣ dy ≤ (∫

Q

∣∣∣∣ ∂u∂yi (y)
∣∣∣∣p dy) 1

p

(tr)
n
p′ .

On a donc

|uQ − u(0)| ≤ 1
rn−1 ‖∇u‖Lp(Q) r

n
p′
∫ 1

0

t
n
p′

tn
dt

= r
1−n

p

1− n
p

‖∇u‖Lp(Q) .

En raisonnant par translation, on obtient que, pour tout cube Q et tout x ∈ Q,

|uQ − u(x)| ≤ r
1−n

p

1− n
p

‖∇u‖Lp(Q) . (3.86)

Donc, pour tout cube Q et tous x, y ∈ Q,

|u(x)− u(y)| ≤ 2 r
1−n

p

1− n
p

‖∇u‖Lp(Q) .

Maintenant, si x, y ∈ Rn, il existe un cube Q contenant x et y et de côté r = 2 |x− y|, ce qui donne
(3.82). Pour le cas général où u ∈ W 1,p(Rn), il existe une suite (uk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) qui converge vers
u dans W 1,p(Rn) et presque partout, ce qui permet de conclure.
On prouve maintenant (3.81) pour u ∈ C∞c (Rn). Soient x ∈ Rn et Q un cube de côté 1 contenant x.
D’après (3.86),

|u(x)| ≤ |uQ|+
1

1− n
p

‖∇u‖Lp(Q) ≤ C ‖u‖W 1,p(Q) ≤ C ‖u‖W 1,p(Rn) .

Cela donne bien (3.81) dans ce cas. Le cas général s’obtient par densité deC∞c (Rn) dansW 1,p(Rn).

Corollaire 3.87. Soit p > n. Pour toute u ∈ W 1,p(Rn), il existe ũ continue sur Rn avec ũ(x) = u(x)
pour presque tout x ∈ Rn et lim

|x|→+∞
ũ(x) = 0.

Démonstration. On sait déjà qu’il existe ũ continue sur Rn avec ũ(x) = u(x) pour presque tout x ∈ Rn.
Soit (uk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) qui converge vers ũ dans W 1,p(Rn). Soit ε > 0. Il existe k ≥ 1 tel que
‖ũ− uk‖W 1,p(Rn) ≤ ε. Soit A > 0 tel que, pour tout |x| > A, uk(x) = 0. Alors, pour tout |x| > A,

|ũ(x)| = |ũ(x)− uk(x)| ≤ ‖ũ− uk‖L∞(Rn) ≤ ‖ũ− uk‖W 1,p(Rn) ≤ Cε.
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En utilisant l’opérateur de prolongement fourni par le théorème 3.41, on obtient ceci (voir aussi la
proposition 3.76) :

Théorème 3.88. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné lipschitzien et 1 ≤ p ≤ +∞. Alors :
1. si 1 ≤ p < n, W 1,p(U) ↪→ Lp

∗(U) avec 1
p∗ = 1

p −
1
n ,

2. si p = n, W 1,p(U) ↪→ Lq(U) pour tout 1 ≤ q < +∞,
3. si p > n, W 1,p(U) ↪→ C0,γ(U) avec γ = 1− n

p .
La notation E ↪→ F signifie que l’application linéaire f 7→ f , appelé injection, est continue de E dans
F .

Démonstration. Il suffit d’utiliser l’opérateur P fourni par le théorème 3.41 et d’appliquer les différents
théorèmes d’injection vus auparavant.

Nous allons maintenant donner une preuve du théorème de Rademacher (théorème 2.53, chapitre 2).
Soit u : Rn → R une fonction lipschitzienne. Par le théorème 3.28, u ∈ W 1,∞(Rn), et en particulier,
pour toute boule B ⊂ Rn et tout p > n, u ∈W 1,p(B).
On cherche à montrer que u est presque partout différentiable (au sens usuel) sur B. Un candidat naturel
pour la différentielle est le gradient faible ∇u qui existe presque partout. On se place alors en un point

de Lebesgue de ∇u. Prenons donc x0 ∈ B tel que lim
r→0
−
∫
B(x0,r)

|∇u(x) −∇u(x0)|pdx = 0. Si on pose

v(x) = u(x) − u(x0) − ∇u(x0).(x − x0) alors v ∈ W 1,p(B) et ∇v(x) = ∇u(x) − ∇u(x0). Nous
pouvons appliquer le théorème 3.80 à v pour obtenir, pour tout y ∈ B,

|u(y)− u(x0)− 〈∇u(x0), y − x0〉| = |v(y)| = |v(y)− v(x0)| ≤ Cr

(
−
∫
B(x0,r)

|∇v(x)|pdx
)1/p

= Cr

(
−
∫
B(x0,r)

|∇(u(x)− u(x0))|pdx
)1/p

avec r := |y − x0|. Comme x0 est un point de Lebesque de∇u, il vient lim
y→x0

|u(y)− u(x0)− 〈∇u(x0), y − x0〉|
|y − x0|

=
0 et nous pouvons conclure.

Le théorème 3.88 affirme que certaines injections sont continues. On obtient une conclusion plus précise
dans certains cas, en utilisant la notion d’opérateur compact, dont on rappelle la définition.

Définition 3.89. Soient E,F des espaces de Banach et T : E → F une application linéaire continue.
On dit que T est compact si, et seulement si, T (B(0, 1)) est une partie compacte de F . Cela revient à
dire que, pour toute suite (xk)k≥1 bornée dans E, il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement croissante telle que
la suite (T (xϕ(k)))k≥1 converge dans F .

On peut ajouter la propriété suivante (laissée en exercice) :

Proposition 3.90. Soient E,F des espaces de Banach et T : E → F une application linéaire compacte.
Alors, pour toute suite (xk)k≥1 faiblement convergente dans E, la suite (Txk)k≥1 converge fortement
dans F .

Voici dans quels cas les injections de Sobolev sont compactes :

Théorème 3.91. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné lipschitzien et 1 ≤ p ≤ +∞. Alors :
1. si 1 ≤ p < n, pour tout q < p∗, l’injection W 1,p(U) ↪→ Lq(U) est compacte,
2. si p = n, l’injection W 1,p(U) ↪→ Lq(U) est compacte pour tout 1 ≤ q < +∞,
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3. si p > n, pour tout 0 < γ′ < 1− n
p , l’injection W 1,p(U) ↪→ C0,γ′(U) est compacte.

En particulier, pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, l’injection W 1,p(U) ↪→ Lp(U) est compacte.

Par exemple, le point 1. signifie que, si (uk)k≥1 est une suite bornée dansW 1,p(U), et si 1 ≤ q < p∗,
alors il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement croissante et u ∈ Lq(U) telles que uϕ(k) → u dans Lq(U).
La preuve du théorème 3.91 repose sur le théorème de Riesz-Fréchet-Kolmogorov, que l’on rappelle ici
([22, Théorème IV.25]) :

Théorème 3.92. [Riesz-Fréchet-Kolmogorov] Soient 1 ≤ p < +∞ et F ⊂ Lp(Rn) une partie bornée.
On suppose que, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour toute f ∈ F et tout h ∈ Rn vérifiant
|h| < δ,

‖τhf − f‖Lp(Rn) < ε.

Soit U ⊂ Rn mesurable de mesure finie. Alors F|U est une partie compacte de Lp(U).

Il faut noter que la conclusion de ce théorème est fausse si U = Rn, par exemple. Voici un substitut
dans ce cas :

Théorème 3.93. Soient 1 ≤ p < +∞ et F ⊂ Lp(Rn) une partie bornée. On suppose que, pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 tel que, pour toute f ∈ F et tout h ∈ Rn vérifiant |h| < δ,

‖τhf − f‖Lp(Rn) < ε.

On suppose de plus que, pour tout ε > 0, il existe U ⊂ Rn mesurable et borné tel que, pour toute f ∈ F ,

‖f‖Lp(Rn\U) < ε.

Alors F est une partie compacte de Lp(Rn).

Preuve du théorème 3.91 : on commence par 1. Il s’agit de prouver que l’adhérence de

F :=
{
f ∈W 1,p(U); ‖f‖W 1,p(U) < 1

}
dans Lq(U) est compacte. On vérifie facilement qu’il suffit de le faire pour q ≥ p. On note G :=
P (F), où P est donné par le théorème 3.41. Alors G est une partie bornée de Lq(Rn) (car bornée dans
W 1,p(Rn)). D’après le théorème de Riesz Fréchet Kolmogorov, il suffit de montrer que, pour tout ε > 0,
il existe δ > 0 tel que, pour tout |h| < δ et toute f ∈ G,

‖τhf − f‖Lq(Rn) ≤ ε.

Or, si α ∈]0, 1] est tel que
1
q

= α

p
+ 1− α

p∗
,

alors, pour toute f ∈ G,

‖τhf − f‖Lq(Rn) ≤ ‖τhf − f‖αLp(Rn) ‖τhf − f‖
1−α
Lp∗ (Rn)

≤ |h|α ‖∇f‖Lp(Rn)

(
2 ‖f‖Lp∗ (Rn)

)1−α

≤ C |h|α ,

ce qui termine la preuve dans ce cas.
Si maintenant p = n, une partie bornée de W 1,n(U) est aussi bornée dans W 1,p(U) pour tout p < n, et
il suffit d’appliquer le cas 1. en choisissant p assez proche de n pour que p∗ soit arbitrairement grand.
Enfin, le cas p > n résulte du théorème d’Ascoli (preuve analogue, détails laissés au lecteur).
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Remarque 3.94. Les injections de Sobolev du théorème 3.91 ne sont plus compactes si Ω est non borné,
ou si q = p∗ ou γ = 1− n

p ([1, Examples 6.11 and 6.12]).

Pour terminer cette section, on cite d’abord deux exemples d’inégalités “d’interpolation” de
Gagliardo-Nirenberg :

Théorème 3.95. Soient 1 ≤ q ≤ p < +∞. Alors, il existe C > 0 tel que, pour toute u ∈W 1,n(Rn),

‖u‖Lp(Rn) ≤ C ‖u‖
1−α
Lq(Rn) ‖∇u‖

α
Ln(Rn)

avec α := 1− q
p .

Théorème 3.96. Soient 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞ et r > n. Alors, pour toute u ∈W 1,r(Rn) ∩ Lq(Rn),

‖u‖Lp(Rn) ≤ C ‖u‖
1−α
Lq(Rn) ‖∇u‖

α
Lr(Rn)

avec

α =
1
q −

1
p

1
q + 1

n −
1
r

.

On pourra consulter [107, p. 125].
Une autre inégalité reliée aux plongements de Sobolev est l’inégalité de Nash suivante :

Théorème 3.97. Pour tout n ≥ 1, il existe Cn > 0 tel que, pour toute fonction f ∈ C∞c (Rn),

‖f‖2(1+ 2
n)

2 ≤ C2
n ‖∇f‖

2
2 ‖f‖

4
n
1 .

Démonstration. Nous présentons ici la preuve de Nash, qui utilise la transformée de Fourier. On écrit
que, pour tout R > 0,

‖f‖22 =
∥∥∥f̂∥∥∥2

2

=
∫
|ξ|≤R

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ +

∫
|ξ|>R

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ

≤ CnR
n
∥∥∥f̂∥∥∥2

∞
+R−2

∫
Rn

∣∣∣|ξ|2 f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ

≤ CnR
n ‖f‖21 + CR−2 ‖∇f‖22 ,

et on conclut en optimisant sur R > 0.

Pour n ≥ 3, l’inégalité de Nash est une conséquence facile du plongementW 1,2 ↪→ L
2n
n−2 via l’inégalité

de Hölder. Dans le contexte plus général des variétés riemanniennes, ces inégalités de Nash et de Sobo-
lev, ainsi que la décroissance en t−n/2 du noyau de la chaleur associé à l’opérateur de Laplace Beltrami,
sont équivalentes ([10] et les références contenues dans cet article).

1.12 Inégalités de Poincaré

Théorème 3.98. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné et 1 ≤ p < +∞.
1. Il existe Cp > 0 (ne dépendant que de p) tel que, pour toute u ∈W 1,p

0 (U),

‖u‖Lp(U) ≤ Cp ‖∇u‖Lp(U) .
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2. On suppose de plus U connexe et lipschitzien. Alors il existe CP > 0 (dépendant de p et de U )
tel que, pour toute u ∈W 1,p(U),

‖u− uU‖Lp(U) ≤ CP ‖∇u‖Lp(U) ,

avec
uU := 1

Ln(U)

∫
U
u(x)dx.

Démonstration. Pour 1., soit (uk)k≥1 ∈ C∞c (U) une suite qui converge vers u dans W 1,p(U). On note
ũk l’extension de uk par 0 sur Rn \ U . Si 1 ≤ p < n, on a, pour tout k ≥ 1,

‖uk‖Lp(U) = ‖ũk‖Lp(Rn)
≤ C ‖ũk‖Lp∗ (Rn)
≤ C ‖∇uk‖Lp(U) ,

et il suffit de faire tendre k vers +∞ (on notera que C ne dépend pas de U ).
Si p = n, le théorème 3.74 montre que, pour tout k,

‖uk‖Ln(U) = ‖ũk‖Ln(Rn) ≤ C ‖∇ũk‖Ln(Rn) = C ‖∇uk‖Ln(Rn) .

On fait à nouveau tendre k vers +∞ pour conclure. Enfin, si p > n, on fixe y /∈ U . Pour tout x ∈ U ,

|uk(x)| = |ũk(x)− ũk(y)|
≤ C |x− y|1−

n
p ‖∇ũk‖Lp(Rn)

≤ C ′ ‖∇uk‖Lp(U) ,

ce qui montre que ‖uk‖Lp(U) ≤ C ‖∇uk‖Lp(U). On fait à nouveau tendre k vers +∞ pour conclure.
Pour 2., on raisonne par l’absurde. Si la conclusion est fausse, alors, pour tout k ≥ 1, il existe uk ∈
W 1,p(U) telle que

‖uk − (uk)U‖Lp(U) > k ‖∇ (uk − (uk)U )‖Lp(U) .

On pose alors vk := uk−(uk)U
‖uk−(uk)U‖Lp(U)

. Pour tout k ≥ 1, vk ∈W 1,p(U) et∫
U
vk(x)dx = 0, ‖vk‖Lp(U) = 1, ‖∇uk‖Lp(U) <

1
k
.

La suite (vk)k≥1 est bornée dans W 1,p(U). D’après le théorème 3.91, il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement
croissante et v ∈ Lp(U) telles que vϕ(k) → v dans Lp(U). On a donc

∫
U v(x)dx = 0. De plus, ∇vϕk

converge vers 0 dans Lp(U), ce qui entraîne que v est constante sur U . En effet, pour toute ϕ ∈ C∞c (U)
et tout 1 ≤ i ≤ n, ∣∣∣∣∫

U
v(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ = lim
k

∣∣∣∣∫
U
vϕ(k)(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣
= lim

k

∣∣∣∣∫
U

∂vϕ(k)
∂xi

(x)ϕ(x)dx
∣∣∣∣

= 0.
Ainsi,∇v = 0 dans U , donc v est constante d’après le corollaire 3.27, donc nulle presque partout sur U .
Or
∥∥∥vϕ(k)

∥∥∥
Lp(U)

= 1 pour tout k, donc ‖v‖Lp(U) = 1 puisque vϕ(k) → v dans Lp(U). On obtient donc

une contradiction.

Corollaire 3.99. Soit 1 ≤ p < +∞. Il existe C > 0 tel que, pour tout x ∈ Rn et tout r > 0, pour toute
fonction f ∈W 1,p(B(x, r)), on a∫

B(x,r)

∣∣∣f(x)− fB(x,r)

∣∣∣p dx ≤ Crp ∫
B(x,r)

|∇f(x)|p dx. (3.100)
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Démonstration. Le théorème 3.98 fournit C > 0 tel que, pour toute g ∈W 1,p(B(0, 1)),∫
B(0,1)

∣∣∣g(x)− gB(0,1)

∣∣∣p dx ≤ C ∫
B(0,1)

|∇g(x)|p dx. (3.101)

Soient maintenant x, r et f comme dans l’énoncé du corollaire 3.99. Pour tout y ∈ B(0, 1), on pose
g(y) := f(x+ ry). Alors

gB(0,1) = 1
αn

∫
B(0,1)

g(y)dy = 1
Ln(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(z)dz = fB(x,r),

et (3.101) donne immédiatement (3.100) par changement de variable.

1.13 Introduction aux fonctions à variation bornée

On rappelle que, si ϕ ∈ C1(Rn,Rn), pour tout x ∈ Rn, la divergence de ϕ au point x est définie par

div ϕ(x) :=
n∑
i=1

∂ϕi

∂xi
(x).

On utilisera une légère variante du théorème de représentation de Riesz (voir aussi le théorème 2.49 du
chapitre 2), qui concerne les formes linéaires continues sur l’espace des fonctions continues à support
compact ([45, Section 1.8, Theorem1]) :

Théorème 3.102. [Théorème de représentation de Riesz] Soit L : Cc(Rn,Rn)→ R une forme linéaire
continue. Alors il existe une mesure de Radon µ sur Rn et une fonction σ : Rn → Rn mesurable pour µ
telle que

1. |σ(x)| = 1 pour µ-presque tout x ∈ Rn,
2. L(ϕ) = −

∫
Rn〈ϕ(x), σ(x)〉dµ(x) pour toute ϕ ∈ Cc(Rn,Rn).

Définition 3.103. Soit f ∈ L1(Rn). On dit que f est à variation bornée si, et seulement si,

sup
{∫

Rn
f(x)div ϕ(x)dx; ϕ ∈ C1

c (Rn,Rn) et |ϕ(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ Rn
}
< +∞.

Ici et dans la suite de ce paragraphe, |ϕ(x)| est la norme euclidienne de ϕ(x). On noteBV (Rn) l’espace
des fonctions à variation bornée.

Il est immédiat que W 1,1(Rn) ⊂ BV (Rn). Par contre, χ[0,1] ∈ BV (R) \W 1,1(R).
On utilise l’espace BV pour définir les ensembles de périmètre fini (déjà rencontrés dans la définition
2.143 du Chapitre 2) :

Définition 3.104. Soit E ⊂ Rn mesurable (pour Ln). On dit que E est à périmètre fini si, et seulement
si, χE ∈ BV (Rn).

Théorème 3.105. Soit f ∈ BV (Rn). Alors il existe une mesure de Radon µ sur Rn et une fonction
σ : Rn → Rn mesurable pour µ telles que |σ(x)| = 1 pour µ-presque tout x ∈ Rn et∫

Rn
f(x)divϕ(x)dx = −

∫
Rn
〈ϕ(x), σ(x)〉dµ(x).

On notera µ = ‖Df‖ et ‖f‖BV (Rn) := ‖f‖L1(Rn) + ‖Df‖ (Rn).
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Démonstration. Pour toute ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn), on pose

Lϕ := −
∫
Rn
f(x)div ϕ(x)dx.

Alors, pour toute ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn), on a, par définition de BV (Rn),

|Lϕ| ≤ C ‖ϕ‖∞ ,

où C > 0 ne dépend que de f . Cela permet d’étendre L par densité en une forme linéaire continue L̃ sur
Cc(Rn,Rn) et on conclut grâce au théorème de Riesz (théorème 3.102).

Si f ∈W 1,1(Rn), alors f ∈ BV (Rn) et

‖Df‖ (E) =
∫
E
|∇f | dLn.

De plus, avec la représentation donnée par le théorème 3.105,

σ =


∇f
|∇f |

si∇f 6= 0,

0 si∇f = 0.

Si E est à périmètre fini, on noteraDχE = ‖∂E‖ et νE := −σ. On a donc, pour toute ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn),∫

E
div ϕ(x)dx = −

∫
Rn
〈ϕ(x), νE(x)〉d ‖∂E‖ (x).

Si E est un ouvert de classe C1 tel queHn−1(∂E ∩K) < +∞ pour tout compact K ⊂ Rn, on a aussi,
pour toute ϕ ∈ C1

c (Rn,Rn),∫
E

div ϕ(x)dx = −
∫
∂E
〈ϕ(x), ν(x)〉dHn−1(x),

ce qui montre que E est à périmètre fini, ‖∂E‖ (Rn) = Hn−1(∂E) et νE = ν Hn−1 presque partout sur
∂E.

Remarque 3.106. En réalité, tout ouvert E ⊂ Rn vérifiantHn−1(∂E) < +∞ est à périmètre fini (voir
[3, Proposition 3.62]).

Voici un résultat d’approximation, dans l’esprit du théorème de Friedrichs (théorème 3.21) pour les
fonctions BV :

Théorème 3.107. Soit f ∈ BV (Rn). Il existe une suite de fonctions (fk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) telles que :
1. fk → f dans L1(Rn),
2. ‖Dfk‖ (Rn)→ ‖Df‖ (Rn).

Démonstration. On fixe ε > 0. Soit m ≥ 1 tel que ‖Df‖ (Rn \ B(0,m)) < ε. Pour tout k ≥ 1, soient
Bk := B(0, k+m) et Vk := Bk+1−Bk−1. Soit (ζk)k≥1 une partition de l’unité associée aux Vk : pour
tout k ≥ 1, le support de ζk est un compact inclus dans Vk, 0 ≤ ζk ≤ 1 et∑

k≥1
ζk = 1.

Soit η ∈ C∞c (Rn), à support dans B(0, 1) et d’intégrale 1. Pour tout k ≥ 1, il existe εk > 0 tel que
1. Supp(ηεk ∗ (fζk)) ⊂ Vk,
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2.
∫
Rn |ηεk ∗ (fζk)− fζk| < ε

2k ,
3.
∫
Rn |ηεk ∗ (fDζk)− fDζk| < ε

2k .
On pose enfin

fε :=
∑
k≥1

ηεk ∗ (fζk).

La fonction fε estC∞ dans Rn (considérer les supports des ηj et des ζk). On a aussi ‖f − fε‖L1(Rn) < ε,
de sorte que fε → f dans L1(Rn).
Soit maintenant ϕ ∈ C1

c (Rn,Rn) avec |ϕ| ≤ 1. Alors, pour tout ε > 0,∫
Rn
fε(x)div ϕ(x)dx =

∑
k≥1

∫
Rn

(ηεk ∗ (fζk)) (x)div ϕ(x)dx

=
∑
k≥1

∫
Rn
f(x)ζk(x)div (ηεk ∗ ϕ)(x)dx

=
∑
k≥1

∫
Rn
f(x)div (ζk(x)(ηεk ∗ ϕ)) (x)dx

−
∑
k≥1

∫
Rn
f(x)〈Dζk(x), (ηεk ∗ ϕ)(x)〉dx

=
∑
k≥1

∫
Rn
f(x)div (ζk(x)(ηεk ∗ ϕ)) (x)dx

−
∑
k≥1

∫
Rn
〈ϕ(x), (ηεk ∗ (fDζk)− fDζk)〉dx

= A1 +A2.

La dernière ligne vient du fait que
∑
k≥1

Dζk = 0. D’une part, comme ζk(ηεk ∗ ϕ) ∈ C1
c (Rn),

|ζk(ηεk ∗ ϕ)| ≤ 1 et comme tout point de Rn appartient à Vk pour au plus trois indices k,

|A1| ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn
f(x)div (ζ1(x)(ηε1 ∗ ϕ)) (x)dx+

∑
k≥2

∫
Rn
f(x)div (ζk(x)(ηεk ∗ ϕ)) (x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖Df‖ (Rn) +

∑
k≥2
‖Df‖ (Vk)

≤ ‖Df‖ (Rn) + 3 ‖Df‖ (Rn \B(0,m+ 1))
Ê ≤ ‖Df‖ (Rn) + 3ε.

De plus, |A2| < ε, si bien que ∣∣∣∣∫ fεdiv ϕ
∣∣∣∣ ≤ ‖Df‖ (Rn) + 4ε,

donc
‖Dfε‖ (Rn) ≤ ‖Df‖ (Rn) + 4ε. (3.108)

Par ailleurs,
‖Df‖ (Rn) ≤ lim ‖Dfε‖ (Rn). (3.109)

En effet, si ϕ ∈ C1
c (Rn,Rn) avec |ϕ| ≤ 1,∫
Rn
f(x)div ϕ(x)dx = lim

ε→0

∫
Rn
fε(x)div ϕ(x)dx

= − lim
ε→0

∫
Rn
〈ϕ(x), σε(x)〉d ‖Dfε(x)‖ dx

≤ lim ‖Dfε‖ (Rn).

Il est clair que (3.108) et (3.109) donnent la conclusion avec des fonctions C∞(Rn), pas forcément à
support compact. Enfin, on multiplie fε par une fonction C∞c (Rn) convenable pour conclure.
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Remarque 3.110. Il n’est pas possible d’obtenir lim
k
‖D(f − fk)‖ = 0 dans la conclusion du théorème

3.107. En effet, dans ce cas, la suite (fk)k≥1 serait de Cauchy dans W 1,1(Rn), et devrait donc converger
dans W 1,1(Rn), de sorte que f devrait appartenir à W 1,1(Rn).

Voici une version d’un plongement de type Sobolev dans l’espace BV :

Théorème 3.111. Soit n ≥ 2. Il existe C > 0 tel que, pour toute f ∈ BV (Rn),

‖f‖
L

n
n−1 (Rn)

≤ C ‖Df‖ (Rn).

Démonstration. Soit (fk)k≥1 une suite donnée par le théorème 3.107, qui vérifie aussi fk → f presque
partout dans Rn. Alors

‖f‖
L

n
n−1 (Rn)

≤ lim
k→+∞

‖fk‖
L

n
n−1 (Rn)

≤ C lim
k→+∞

‖Dfk‖L1(Rn) = C ‖Df‖L1(Rn) ,

ce qui donne le résultat.

Remarque 3.112. Soit U ⊂ Rn un ouvert. On peut définir BV (U) comme BV (Rn) en ne considérant
que les fonctions test ϕ ∈ C1

c (U). Alors, si U est borné et lipschitzien, BV (U) ↪→ L
n
n−1 (U), et

l’injection BV (U) ↪→ Lp(U) est compacte pour tout p ∈ [1, n
n−1 [. Ces propriétés d’injection s’étendent

au cas où U a la propriété d’extension pour les fonctions BV ([3, Corollaire 3.49]).

Un cas particulier important du théorème 3.111 est une forme de l’inégalité isopérimétrique :

Théorème 3.113. Pour tout ensemble E ⊂ Rn de périmètre fini,

Ln(E)1− 1
n ≤ C ‖∂E‖ (Rn),

où C > 0 est la constante intervenant dans le théorème 3.111.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 3.111 avec f = χE , qui est dans BV (Rn) par hypo-
thèse.

1.14 Meilleure constante dans un plongement de Sobolev

On peut déterminer explicitement la meilleure constante du plongement de W 1,1(Rn) dans
L

n
n−1 (Rn) :

Théorème 3.114. Pour toute u ∈W 1,1(Rn),

‖u‖
L

n
n−1 (Rn)

≤ n−1α(n)−
1
n ‖∇u‖L1(Rn) ,

et la constante n−1α(n)−
1
n est la meilleure possible. On rappelle que α(n) = Ln(B(0, 1)).

La preuve présentée ici, souvent attribuée à Gromov (qui l’attribue lui-même à Knothe ([77])) utilise
le lemme suivant :

Lemme 3.115. Soient Ω ⊂ Rn un ouvert convexe borné et f ∈ C1(Ω) avec f(x) > 0 pour tout x ∈ Ω.
Alors il existe un C1-difféomorphisme Φ : Ω→ B(0, α(n)−

1
n ) tel que :

1. Φ(x1, ..., xn) = (Φ1(x1),Φ2(x1, x2), ...,Φn(x1, ..., xn)),
2. ∂Φi

∂xi
(x) > 0 pour tout x ∈ Ω et, pour tout x ∈ Ω,

det DΦ(x) =
n∏
i=1

∂Φi

∂xi
(x) = f(x)∫

Ω f(y)dy .
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Preuve du lemme 3.115 : on commence par construire un difféomorphisme Ψ de Ω surQ =]0, 1[n avec
les mêmes propriétés. Il suffit de poser

Ψi(x1, ..., xi) :=
∫
Ai(x) f(z)dzi...dzn∫
Bi(x) f(z)dzi...dzn

,

avec
Ai(x) := {z = (z1, ..., zn) ∈ Ω; zj = xj pour tout j < i et zi ≤ xi}

et
Bi(x) := {z = (z1, ..., zn) ∈ Ω; zj = xj pour tout j < i} .

On vérifie facilement que Ψ est C1 et que Ψi est strictement croissante par rapport à xi, donc Ψi est
injective et ∂Ψi

∂xi
> 0 dans Ω. On vérifie aussi que Ψ(Ω) = Q. Enfin, det DΨ > 0 dans Ω, donc Ψ est un

C1-difféomorphisme de Ω sur Q.
De plus,

∂Ψi

∂xi
=
∫
Bi+1

f∫
Bi
f
,

donc

det DΨ =
n∏
i=1

∂Ψi

∂xi
=
∫
Bn+1

f∫
B1
f

= f(x)∫
Ω f

,

ce qui termine la vérification pour Ψ.
Si on applique cette construction avec Ω̃ = B(0, α(n)−

1
n ) et f(x) = 1 pour tout x ∈ Ω, on obtient

un C1-difféomorphisme Ψ̃ : Ω̃ → Q avec les propriétés requises, dont le jacobien vaut 1 partout.
Finalement, Ψ̃−1 ◦Ψ a toutes les propriétés voulues.

Preuve du théorème 3.114 : comme |∇u| = |∇ |u|| presque partout, on peut supposer que u ≥ 0 dans
Rn. Par convolution, on peut aussi supposer que u ∈ C∞c (Rn), puis que le support de u est une boule
B et que u > 0 dans B (convoler u par ϕε où ϕ est à support dans B(0, 1) et strictement positive dans
B(0, 1)).
On pose f = u

n
n−1 . Soit Φ : B → B(0, α(n)−

1
n ) un C1-difféomorphisme donné par le lemme 3.115,

appliqué à f . Alors, pour tout x ∈ B,

div Φ(x)
n

= 1
n

n∑
i=1

∂Φi

∂xi
(x)

≥
(

n∏
i=1

∂Φi

∂xi
(x)
) 1
n

= |u(x)|
1

n−1 ‖u‖
− 1
n−1

L
n
n−1

.

Comme uΦ = 0 sur ∂B, on a, en intégrant par parties,

0 =
∫
B

div (uΦ)(x)dx

=
∫
B
u(x)div Φ(x)dx+

∫
B
〈Φ(x),∇u(x)〉dx,

de sorte que

n

∫
B
|u| |u|

1
n−1 ‖u‖

− 1
n−1

L
n
n−1

≤
∫
B
|u| div Φ

≤
∫
B
|∇u| |Φ|

≤ α(n)−
1
n

∫
B
|∇u| ,

ce qui donne la conclusion.
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Comme corollaires, on obtient :

Corollaire 3.116. Pour toute f ∈ BV (Rn),

‖f‖
L

n
n−1 (Rn)

≤ 1
n
α(n)−

1
n ‖Df‖ (Rn).

Corollaire 3.117. Pour tout ensemble E ⊂ Rn de périmètre fini,

Ln(E)1− 1
n ≤ 1

n
α(n)−

1
n ‖∂E‖ (Rn).

On notera que la constante 1
nα(n)−

1
n est optimale (considérer le cas où E est une boule). Cela

prouve aussi l’optimalité de cette constante dans le théorr̀eme 3.114.
On termine ce paragraphe par une caractérisation maximale des espaces de SobolevW 1,p dans un ouvert
borné lipschitzien de Rn, dont la définition est inspirée par celle de BV .
Soit U ⊂ Rn un ouvert lipschitzien borné (ou U = Rn). Pour tout x ∈ U , soit Fx(U) l’espace des
fonctions Φ = (Φ1, ...,Φn) ∈ L∞(Rn,Cn), dont la divergence (au sens des distributions) est une
fonction bornée sur Rn, à support dans un cube Q ⊂ Rn centré dans U et contenant x et satisfaisant

‖Φ‖∞ + l(Q) ‖divΦ‖∞ ≤
1
|Q|

.

Pour tout x ∈ U , on pose

Gx(U) = {Φ ∈ Fx(U); 〈Φ, ν〉 = 0 p.p. sur ∂U} ,

où ν désigne le vecteur unité normal sortant. Comme Φ et divΦ sont bornés, 〈Φ, ν〉 est bien définie dans
L∞(∂U).
Si f ∈ L1

c(U), on définit, pour tout x ∈ U ,

M (1)f(x) = sup
Φ∈Fx(U)

∣∣∣∣∫
U
f(y)divΦ(y)dy

∣∣∣∣ ,
N (1)f(x) = sup

Φ∈Gx(U)

∣∣∣∣∫
U
f(y)divΦ(y)dy

∣∣∣∣ .
Théorème 3.118. [9, Theorem 36] Soient U ⊂ Rn un ouvert borné lipschitzien de Rn (ou U = Rn) et
f ∈ Lq(U), 1 < q ≤ +∞.

1. f ∈W 1,q(U)⇔ N (1)f ∈ Lq(U), et ‖∇f‖q ∼
∥∥∥N (1)f

∥∥∥
q
.

2. f ∈W 1,q
0 (U)⇔M (1)f ∈ Lq(U), et ‖∇f‖q ∼

∥∥∥M (1)f
∥∥∥
q
.

On trouvera une preuve de ce résultat pour U = Rn à l’exercice 3.181.

2 Espaces de Sobolev dans les espaces métriques

Il s’agit maintenant d’étendre la théorie précédente au cas des fonctions définies sur un espace mé-
trique. On définira deux classes d’espaces de Sobolev, dont l’une fait intervenir la notion de gradient
faible, elle-même définie par le biais de courbes rectifiables, que nous présentons maintenant. Il faut no-
ter que cette extension aux espaces métriques permettra de montrer de nouvelles propriétés des espaces
W 1,p(U) avec U ⊂ Rn. Cette section s’inspire partiellement de [55].
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2.1 Module d’une famille de courbes

Soit (X, d) un espace métrique. On définit maintenant l’intégrale d’une fonction borélienne le long
d’une courbe rectifiable :

Définition 3.119. Soient γ : [a, b]→ X une courbe rectifiable et ρ une fonction borélienne de γ([a, b])
dans [0,+∞]. On définit alors ∫

γ
ρ :=

∫ l(γ)

0
ρ(γ̃(t))dt,

où γ̃ est la paramétrisation de γ par longueur d’arc.

Théorème 3.120. Soient γ : [a, b] → X une courbe lipschitzienne et ρ une fonction borélienne de
γ([a, b]) dans [0,+∞]. Alors ∫

γ
ρ :=

∫ b

a
ρ(γ(t)) |γ̇(t)| dt.

Démonstration. Comme γ = γ̃ ◦ sγ et sγ est lipschitzienne avec s′γ(t) = |γ̇(t)| pour presque tout
t ∈ [a, b], ∫

γ
ρ =

∫ l(γ)

0
ρ(γ̃(t))dt

=
∫ b

a
ρ(γ̃(sγ(u))s′γ(u)du

=
∫ b

a
ρ(γ(u)) |γ̇(u)| du,

ce qui termine la preuve.

On utilisera aussi dans la suite la notion de module d’une famille de courbes. On suppose que µ est une
mesure borélienne sur X . SoitM l’ensemble de toutes les courbes rectifiables non constantes sur X .

Définition 3.121. Soit Γ ⊂M.
1. On définit F (Γ) comme l’ensemble des fonctions boréliennes ρ : X → [0,+∞] telles que∫

γ ρ ≥ 1 pour toute γ ∈ Γ.
2. Soit p ∈ [1,+∞[. On définit le p-module de Γ par

Modp(Γ) := inf
ρ∈F (Γ)

∫
X
ρp(x)dµ(x).

Proposition 3.122. Soit p ∈ [1,+∞[. Alors Modp(Γ) est une mesure surM.

Démonstration. La fonction nulle appartient clairement à F (∅), donc Modp(∅) = 0. Soient maintenant
(Γn)n≥1 une famille dansM et ε > 0. Pour tout n ≥ 1, il existe ρn ∈ F (Γn) tel que

∫
X ρ

p
n(x)dµ(x) ≤

Modp(Γn) + ε
2n . Si ρ :=

∑
n≥1

ρpn

 1
p

, on a ρ ≥ 1 sur
⋃
n≥1

Γn et
∫
X ρ

p(x)dµ(x) ≤
∑
n≥1

Modp(Γn) + ε.

Ainsi, Modp

⋃
n≥1

Γn

 ≤∑
n≥1

Modp(Γn) + ε et ce pour tout ε > 0.

On dira qu’une propriété est satisfaite pour p-presque toute courbe de X si, et seulement si, elle est
satisfaite pour toute courbe γ ∈ M \ Γ, où Γ ⊂ M vérifie Modp(Γ) = 0. Voici une interprétation
géométrique de cette notion dans le cas euclidien :
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Proposition 3.123. Soit p ∈ [1,+∞[. Soit E ⊂ Qn−1 = [0, 1]n−1 un ensemble borélien. On définit

ΓE :=
{
γx′ : [0, 1]→ Qn = [0, 1]n; γx′(t) := (x′, t), x′ ∈ E

}
.

Autrement dit, ΓE est l’ensemble des segments parallèles à Ren, contenus dans Qn et passant par un
point de E. Alors Modp(ΓE) = 0 si, et seulement si, Ln−1(E) = 0.

Démonstration. On suppose que Modp(ΓE) = 0. Soit ε > 0. Il existe ρ ∈ F (ΓE) tel que∫
Rn ρ

p(x)dLn(x) < ε. Alors, par Fubini,

ε >

∫
Rn
ρp(x)dLn(x) ≥

(∫
E

∫ 1

0
ρ(x)dLn(x)

)p
≥ Ln−1(E)p,

ce qui montre que Ln−1(E) = 0. Réciproquement, supposons Ln−1(E) = 0. Soit ρ := χE×[0,1]. La
fonction ρ appartient à F (ΓE), de sorte que Modp(ΓE) ≤

∫
Rn ρ

p(x)dLn(x) = 0, ce qui termine la
preuve.

On donne maintenant une description des familles de courbes de module 0 dans un contexte général :

Théorème 3.124. Soient Γ ⊂ M et p ∈ [1,+∞[. Alors Modp(Γ) = 0 si, et seulement si, il existe une
fonction borélienne positive ρ ∈ Lp(X) telle que

∫
γ ρ = +∞ pour toute courbe γ ∈ Γ. En conséquence,

si g ∈ Lp(X) est borélienne positive, alors
∫
γ g < +∞ pour p-presque toute courbe γ ∈M.

Démonstration. On suppose que Modp(Γ) = 0. Pour tout n ≥ 1, il existe ρn ∈ F (Γ) avec∫
X ρ

p
n(x)dµ(x) < 2−np. Soit ρ :=

∑
n≥1

ρn. Alors ρ ∈ Lp(X) est positive et
∫
γ ρ =

∑
n≥1

∫
γ
ρn = +∞

pour tout γ ∈ Γ. Réciproquement, si ρ ∈ Lp(X) est une fonction positive telle que
∫
γ ρ = +∞

pour toute courbe γ ∈ Γ, alors, pour tout n ≥ 1, ρ
n ∈ F (Γ) et

∫
X

(
ρ(x)
n

)p
dµ(x) → 0, donc

Modp(Γ) = 0.

On termine par une propriété reliant la convergence dans Lp(X) et celle de l’intégrale le long d’une
courbe :

Théorème 3.125. Soient p ∈ [1,∞[ et (un)n≥1 : X → R
⋃
{−∞,+∞} une suite de fonctions bo-

réliennes qui converge dans Lp(X) vers une fonction borélienne u. Il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement
croissante telle que

lim
n→+∞

∫
γ

∣∣∣uϕ(n) − u
∣∣∣ = 0

pour p-presque toute courbe γ ∈M.

Démonstration. Il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement croissante telle que∫
X

∣∣∣uϕ(n)(x)− u(x)
∣∣∣p dµ(x) < 2−pn−n.

Soit Γ l’ensemble des courbes γ ∈ Γ telles que
∫
γ

∣∣∣uϕ(n) − u
∣∣∣p ne converge pas vers 0. On va montrer

que Modp(Γ) = 0. Pour tout n ≥ 1, soit Γn l’ensemble des courbes γ ∈ Γ telles que
∫
γ

∣∣∣uϕ(n) − u
∣∣∣ >

2−n. Comme 2n
∣∣∣uϕ(n) − u

∣∣∣ ∈ F (Γn), Modp(Γn) ≤
∫
X 2np

∣∣∣uϕ(n)(x)− u(x)
∣∣∣p dµ(x) < 2−n. Comme

Γ ⊂
⋃
m>n

Γm pour tout n ≥ 1, on obtient que Modp(Γ) ≤ 2−n pour tout n, d’où la conclusion.
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2.2 Gradients supérieurs

On désigne toujours par (X, d, µ) un espace métrique mesuré.

Définition 3.126. Soient u : X → R une fonction borélienne et g : X → [0,+∞] une fonction
borélienne.

1. On dit que g est un gradient supérieur de u si, et seulement si,

|u(γ(b))− u(γ(a))| ≤
∫
γ
g (3.127)

pour toute courbe rectifiable γ : [a, b]→ X .
2. Soit p ∈ [1,+∞[. On dit que g est un p-gradient supérieur faible de u si, et seulement si, (3.127)

est vérifiée pour p-presque toute courbe γ ∈M.

On observe :

Lemme 3.128. Soient p ∈ [1,+∞[, u : X → R une fonction borélienne et g : X → [0,+∞] un
p-gradient supérieur faible de u. Si g̃ : X → [0,+∞] est une fonction borélienne telle que g̃ = g
µ-presque partout, alors g̃ est aussi un p-gradient supérieur faible de u.

On notera que cette conclusion est fausse pour les gradients supérieurs !

Preuve du lemme 3.128 : comme la suite constamment égale à g̃ − g tend vers 0 dans Lp, le théorème
3.125 montre que, pour p-presque toute courbe γ ∈M,

∫
γ |g̃ − g| = 0, donc

∫
γ g =

∫
γ g̃.

On peut approcher tout gradient supérieur faible par un gradient supérieur :

Lemme 3.129. Soient p ∈ [1,+∞[, u : X → R une fonction borélienne et g : X → [0,+∞] un
p-gradient supérieur faible de u. On suppose que g(x) < +∞ pour presque tout x ∈ X . Alors, pour
tout ε > 0, il existe un gradient supérieur gε de u tel que

gε(x) ≥ g(x) pour presque tout x ∈ X

et
‖gε − g‖Lp(X) ≤ ε.

Démonstration. Soit Γ ⊂M la famille de toutes les courbes γ : [a, b]→ X rectifiables non constantes
telles que l’inégalité

|u(γ(b))− u(γ(a))| ≤
∫
γ
g

n’est pas vérifiée. Alors Modp(Γ) = 0. Par le théorème 3.124, il existe une fonction borélienne positive
ρ ∈ Lp(X) telle que

∫
γ ρ = +∞ pour toute courbe γ ∈ Γ. On pose gε := g + ε ρ

‖ρ‖p
et on vérifie

immédiatement que gε convient.

Dans le cas euclidien, la notion de gradient supérieur généralise la norme euclidienne du gradient :

Proposition 3.130. Soient U ⊂ Rn un ouvert et u ∈ C∞(U). Alors :
1. |∇u| est un gradient supérieur de u,
2. si g ∈ L1

loc(U) est un gradient supérieur de u, alors g(x) ≥ |∇u(x)| pour presque tout x ∈ U .
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Démonstration. Soit γ : [0, l] → U une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc. On pose
f(t) = u(γ(t)) pour tout t ∈ [0, l]. Alors

|u(γ(l))− u(γ(0))| = |f(l)− f(0)|

=
∣∣∣∣∣
∫ l

0
f ′(t)dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ l

0
〈γ′(t),∇u(γ(t))〉dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ l

0
|∇u(γ(t))| dt

=
∫
γ
|∇u| ,

ce qui termine la preuve du point 1.
Pour 2, soit ν ∈ Rn avec |ν| = 1. Soit γ : [0, l] → U une courbe paramétrée par longueur d’arc et telle
que γ′(t) = ν pour presque tout t ∈]0, l[. Pour presque tout t ∈]0, l[, on a alors

g(γ(t)) = lim
h→0

1
2h

∫ t+h

t−h
g(γ(s))ds

≥ lim
h→0

1
2h (u(γ(t+ h))− u(γ(t− h)))

= 〈∇u(γ(t)), ν〉.

On en déduit que, pour presque tout x ∈ U , 〈∇u(x), ν〉 ≤ g(x). Comme c’est vrai pour tout ν ∈ Rn
avec |ν| = 1, on en déduit que |∇u(x)| ≤ g(x) pour presque tout x ∈ U .

Remarque 3.131. On notera que la conclusion de 2 dans la proposition 3.130 est fausse si on ne suppose
pas g ∈ L1

loc(U). Par exemple, soient u(x) = x pour tout x ∈ [0, 1] et E ⊂ [0, 1] un ensemble de Cantor
de mesure de Lebesgue strictement positive (voir l’exercice 1.253 du chapitre 1). On définit, pour tout
x ∈ [0, 1],

g(x) :=
{

+∞ si x /∈ E,
0 si x ∈ E.

On vérifie que g est un gradient supérieur de u, mais qu’on n’a pas |u′(x)| ≤ g(x) pour presque tout
x ∈ [0, 1].

On décrit maintenant une construction générale d’un gradient supérieur pour une fonction définie sur un
espace métrique. Soit u : X → R. Pour tout x ∈ X et tout r > 0, on pose

L(x, u, r) := sup {|u(y)− u(x)| ; d(y, x) ≤ r} ,

puis, pour tout x ∈ X ,

lip u(x) := lim r → 0L(x, u, r)
r

et

Lip u(x) := lim
r→0

L(x, u, r)
r

.

On vérifie d’abord :

Lemme 3.132. Soit u : X → R lipschitzienne. Alors lip u et Lip u sont boréliennes.
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Démonstration. On fait la preuve pour Lip u. Pour tout r > 0, on pose

Lipru(x) := sup
s<r

L(x, u, s)
s

.

Comme Lip u(x) = lim
r→0

Lipru(x) pour tout x ∈ X , il suffit de vérifier que Lipru est borélienne pour
tout r > 0.
On vérifie d’abord que, pour tout s > 0, x 7→ L(x, u, s) est borélienne, car {x ∈ X; L(x, u, s) > λ}
est ouvert pour tout λ ∈ R. On fixe alors une suite (sn)n≥1 dense dans ]0,+∞[. Soit r > 0. Pour
tout n ≥ 1 et tout x ∈ X , on pose vn(x) := L(x,u,sn)

sn
. Il suffit de montrer que, pour tout x ∈ X ,

Lipru(x) = sup
n≥1; sn<r

vn(x). C’est immédiat si Lipru(x) = 0. On supposera donc que Lipru(x) > 0. Il

est clair que Lipru(x) ≥ sup
n≥1

vn(x). De plus, si ε > 0, il existe s ∈]0, r[ et x, y ∈ X avec d(x, y) ≤ s

tels que |u(y)− u(x)| > s(Lipru(x)− ε). Soit alors n ≥ 1 tel que s < sn < r et s > sn(1− ε). On a
d(x, y) ≤ sn et

|u(x)− u(y)|
sn

= s

sn

|u(x)− u(y)|
s

> (1− ε)(Lipru(x)− ε),

ce qui montre que vn(x) > (1− ε)(Lipru(x)− ε). On a donc sup
n≥1; sn<r

vn(x) > (1− ε)(Lipru(x)− ε),

et comme c’est vrai pour tout ε > 0, on obtient la conclusion.

Proposition 3.133. Soit u : X → R lipschitzienne. Alors lipu est un gradient supérieur de u.

Démonstration. Soient x, y ∈ X et γ : [a, b]→ X une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc
telle que γ(a) = x et γ(b) = y. La fonction u ◦ γ est lipschitzienne, donc dérivable presque partout sur
[a, b]. De plus, si t ∈ [a, b] et u ◦ γ est dérivable en t, alors |(u ◦ γ)′(t)| ≤ lip u(γ(t)). En effet, soit ε ∈
]0, 1[. Il existe η > 0 tel que, pour tout r ∈]0, η[ et tous x, y ∈ X tels que d(x, y) ≤ r, |u(y)− u(x)| ≤
r(lip u(γ(t)) + ε). En particulier, si d(x, y) < η, |u(y)− u(x)| ≤ d(x, y)(lip u(γ(t)) + ε). Soit alors
α > 0 tel que, pour tout |h| < α,

∣∣∣d(γ(t+h),γ(t))
h

∣∣∣ ≤ 1+ε. Alors, si |h| < inf
(
α, η2

)
, d(γ(t+h), γ(t)) < η,

donc ∣∣∣∣u(γ(t+ h))− u(γ(t))
h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣u(γ(t+ h))− u(γ(t))

d(γ(t+ h), γ(t))

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d(γ(t+ h), γ(t))
h

∣∣∣∣
≤ (lip u(γ(t)) + ε)(1 + ε),

de sorte que |(u ◦ γ)′(t)| ≤ (lip u(γ(t)) + ε)(1 + ε), et il suffit de faire tendre ε vers 0 pour conclure.
On a donc

|u(x)− u(y)| = |u(γ(a))− u(γ(b))|

=
∣∣∣∣∣
∫ b

a
(u ◦ γ)′(t)dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ b

a
lip u(γ(t))dt

=
∫
γ

lip u,

ce qui termine la preuve.

On notera que la conclusion de la proposition 3.133 est fausse si u est seulement continue. En effet, si
u : [0, 1] → [0, 1] est croissante et dérivable en tout x ∈ [0, 1] \ E, où E est l’ensembe triadique de
Cantor, et vérifie u′(x) = 0 pour tout x ∈ [0, 1] \ E, u(0) = 0 et u(1) = 1 (voir l’exercice 1.254 du
chapitre 1), alors lip u = 0 donc lip u n’est pas un gradient supérieur de u.
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2.3 Espaces de Sobolev N1,p

Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure borélienne µ. Pour tout p ∈ [1,+∞[, suivant
[134], on définit Ñ1,p(X) comme l’espace des fonctions boréliennes u : X → R dans Lp(X,µ), pour
lesquelles il existe un p-gradient supérieur faible appartenant à Lp(X). Si u ∈ Ñ1,p(X), on définit

‖u‖
Ñ1,p(X) := ‖u‖Lp(X) + inf ‖g‖Lp(X) ,

où la borne supérieure est prise sur tous les p-gradients supérieurs faibles g de u appartenant à Lp(X).
On peut aussi dire que u ∈ Ñ1,p(X) si, et seulement si, u ∈ Lp(X) et il existe un p-gradient supérieur
appartenant à Lp(X). En effet, si u ∈ Lp(X) et g ∈ Lp(X) est un p-gradient supérieur faible, alors
g(x) < +∞ pour presque tout x ∈ X et il existe un p-gradient supérieur h ∈ Lp(X) tel que h ≥ g
partout (Lemme 3.129).
Pour toutes u, v ∈ Ñ1,p(X), on définit la relation u ∼ v si, et seulement si, ‖u− v‖

Ñ1,p(X) = 0. C’est

une relation d’équivalence sur Ñ1,p(X) (exercice). Pour tout u ∈ Ñ1,p(X), on note provisoirement u la
classe de u pour ∼.

Définition 3.134. On définit N1,p(X) := Ñ1,p(X)/ ∼, où ∼ est la relation d’équivalence précédente.
Pour tout u ∈ N1,p(X), on définit sa norme dans N1,p(X) par

‖u‖N1,p(X) := inf
{
‖v‖

Ñ1,p(X) ; v ∈ u
}
.

Par abus de langage, on confondra u ∈ Ñ1,p(X) avec sa classe dans N1,p(X).

Remarque 3.135. Si u ∈ Ñ1,p(X) et v = u presque partout, il peut arriver que v n’appartienne pas à
Ñ1,p(X). On verra par contre (Corollaire 3.139) que, si u, v ∈ Ñ1,p(X) et si u = v presque partout,
alors u ∼ v.

Les fonctions des espaces N1,p ont des propriétés d’absolue continuité, que nous décrivons maintenant.

Définition 3.136. Soit u : X → R.
1. Si γ est une courbe rectifiable, on dit que u est absolument continue le long de γ si, et seulement

si, u ◦ γ̃ est absolument continue sur [0, l(γ)] (voir la définition 1.137 du chapitre 1),
2. on dit que u est absolument continue long de p-presque toute courbe (ou que u a la propriété
ACCp) si, et seulement si, pour p-presque toute γ ∈M, u est absolument continue le long de γ.

On observe :

Lemme 3.137. Si u est absolument continue le long de γ, alors u ◦ γ est continue. En conséquence, si
u a la propriété ACCp, alors u ◦ γ est continue pour p-presque toute γ ∈M.

Démonstration. Il suffit d’écrire que u◦γ = u◦ γ̃◦sγ , et de constater que u◦ γ̃ et sγ sont continues.

Proposition 3.138. Si u ∈ Ñ1,p, alors u a la propriété ACCp.

Démonstration. Soit g ∈ Lp avec g ≥ 0 un gradient supérieur de u. Alors, pour toute courbe γ ∈ M
telle que

∫
γ g < +∞ et tous α < β ∈ [0, l(γ)],

|u(γ̃(β))− u(γ̃(α))| ≤
∫ β

α
g(γ̃(s))ds ≤

∫ l(γ)

0
g(γ̃(s))ds < +∞,

ce qui entraîne l’absolue continuité de u ◦ γ̃. On conclut en remarquant que
∫
γ g < +∞ pour p-presque

toute courbe γ ∈M.
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Corollaire 3.139. Soient u1, u2 ∈ Ñ1,p(X) telles que u1 = u2 presque partout sur X . Alors u1 ∼ u2.

Démonstration. Il suffit de montrer que, si u ∈ Ñ1,p(X) et u = 0 presque partout, alors ‖u‖
Ñ1,p = 0.

Pour cela, il suffit de voir que u ◦ γ = 0 pour p-presque toute γ ∈ M (en effet, cela montrera que 0 est
un p-gradient supérieur faible de u).
Soit E := {x ∈ X; u(x) 6= 0}. On définit

g(x) :=
{

+∞ si x ∈ E,
0 si x ∈ X \ E.

La fonction g appartient à Lp(X). Pour p-presque toute courbe γ ∈ M,
∫
γ g < +∞ (Théorème 3.124)

et u◦ γ̃ est absolument continue. Si γ est une courbe telle que ces deux propriétés soient satisfaites, alors
L1(γ̃−1(E)) = 0 (en effet, g ◦ γ̃ = +∞ sur cet ensemble et g ◦ γ̃ est intégrable). On a donc u ◦ γ̃ = 0
presque partout. Comme u ◦ γ̃ est continue, on a u ◦ γ̃ = 0, donc aussi u ◦ γ = 0.

On va montrer que N1,p est un espace de Banach. La preuve s’appuiera sur le résultat suivant :

Proposition 3.140. Soient (uj)j≥1 et (gj)j≥1 des suites de fonctions dans Lp(X) (1 ≤ p < +∞). On
suppose que uj → u faiblement dans Lp(X) et que gj → g faiblement dans Lp(X). On suppose que,
pour tout j ≥ 1, gj est un p-gradient supérieur faible de uj . Alors il existe une fonction v égale à u
presque partout telle que g soit un p-gradient supérieur faible de u.

Pour montrer ce résultat, on utilisera :

Lemme 3.141. Soient E un espace de Banach et (xk)k≥1 une suite de E qui converge faiblement vers
x dans E. Alors, pour tout k ≥ 1, il existe Nk ≥ k et des réels positifs (αj,k)k≤j≤Nk de somme 1 tels

que, si x̃k :=
Nk∑
j=k

αj,kxj , alors x̃k → x en norme.

Preuve du lemme 3.141 : pour tout k ≥ 1, soit Ck l’enveloppe convexe des (xj)j≥k. Alors x appartient
à l’adhérence faible de C1, qui est aussi son adhérence forte. Il existe donc x̃1 ∈ C1 tel que ‖x− x̃1‖ <
1. On suppose construits x̃1 ∈ C1, ..., x̃k ∈ Ck tels que ‖x− x̃j‖ < 2−j pour tout j ∈ J1, kK. Alors x
appartient à l’adhérence faible de Ck+1, qui est aussi son adhérence forte. Il existe donc x̃k+1 ∈ Ck+1
tel que

∥∥x− x̃k+1
∥∥ < 2−(k+1).

Preuve de la proposition 3.140 : d’après le lemme 3.129 (appliqué avec ε = 2−j), on peut supposer
que gj est un gradient supérieur de uj pour tout j.
On suppose d’abord que uj → u dans Lp en norme et gj → g dans Lp en norme. Il existe ϕ : N∗ → N∗

strictement croissante telle que uϕ(j)(x)→ u(x) pour presque tout x ∈ X et
∫
γ Ê

∣∣∣gϕ(j) − g
∣∣∣→ 0 pour

toute γ ∈M \ Γ1 avec Modp(Γ1) = 0 (théorème 3.125).
Soit Γ2 l’ensemble des courbes γ ∈ M telles que

∫
γ g = +∞ ou il existe j ≥ 1 tel que

∫
γ gj = +∞.

On a Modp(Γ2) = 0 (théorème 3.124).

Soit E :=
{
x ∈ X; on n’a pas lim

j→+∞
uϕ(j)(x) = u(x)

}
. Alors µ(E) = 0, donc, si Γ3 :={

γ ∈M; L1(γ̃−1(E)) > 0
}

, on a Modp(Γ3) = 0. En effet, si

h(x) :=
{

+∞ si x ∈ E,
0 si x /∈ E,

alors h ∈ F (Γ3), et
∫
X h

p(x)dµ(x) = 0.
Soit maintenant γ ∈ Γ \ (Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3). On a donc

lim
j→+∞

∫ l(γ)

0

∣∣∣gϕ(j) ◦ γ̃(s)− g ◦ γ̃(s)
∣∣∣ ds = 0.
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Comme γ /∈ Γ3, γ̃(s) /∈ E pour presque tout s ∈ [0, l(γ)]. Donc, pour presque tout s ∈ [0, l(γ)],
lim

j→+∞
uϕ(j) ◦ γ̃(s) = u ◦ γ̃(s).

On va maintenant prouver que la famille (uϕ(j) ◦ γ̃)j≥1 est équicontinue et uniformément bornée sur
[0, l(γ)]. Pour tous 0 < s < t < l(γ), on a

∣∣∣(uϕ(j) ◦ γ̃)(t)− (uϕ(j) ◦ γ̃)(s)
∣∣∣ ≤ ∫ t

s
gϕ(j)(γ̃(u))du. (3.142)

On fixe s0 ∈ [0, l(γ)] tel que
(
(uϕ(j) ◦ γ̃)(s0)

)
j≥1

converge. On a donc, pour tout t ∈ [0, l(γ)],

∣∣∣(uϕ(j) ◦ γ̃)(t)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣(uϕ(j) ◦ γ̃)(s0)

∣∣∣+ ∫ l(γ)

0
gϕ(j)(γ̃(u))du,

et les suites
(
(uϕ(j) ◦ γ̃)(s0)

)
j≥1

et
(∫ l(γ)

0 gϕ(j)(γ̃(u))du
)
j≥1

sont bornées car elles convergent.

Reste à voir l’équicontinuité. Pour cela, compte tenu de (3.142), il suffit de voir que, pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que, pour tout A ⊂ [0, l(γ)] vérifiant L1(A) < δ et tout j ≥ 1,∫

A
gϕ(j)(γ̃(u))du < ε.

Or il existe j0 ≥ 1 tel que, pour tout j ≥ j0,∫ l(γ)

0

∣∣∣gϕ(j)(γ̃(u))− g(γ̃(u))
∣∣∣ du < ε

2 .

Comme ∫
A
gϕ(j)(γ̃(u))du ≤

∫
A
g(γ̃(u))du+

∫ l(γ)

0

∣∣∣gϕ(j)(γ̃(u))− g(γ̃(u))
∣∣∣ du,

il suffit de trouver δ > 0 tel que, pour tout A ⊂ [0, l(γ)] avec L1(A) < δ,∫
A
g(γ̃(u))du < ε

2

et ∫
A
gϕ(j)(γ̃(u))du < ε

pour tout j ∈ J1, j0 − 1K. C’est possible parce que, comme γ /∈ Γ2, g ◦ γ̃ et gϕ(j) ◦ γ̃ sont intégrables
pour j ∈ J1, j0 − 1K.
Comme la famille (uϕ(j) ◦ γ̃)j≥1 est équicontinue et bornée sur [0, l(γ)] et converge presque partout,
elle converge donc uniformément sur [0, l(γ)].
On définit maintenant

v(x) :=
{

lim
j→+∞

uϕ(j)(x) si cette limite existe,

0 sinon .

On note que u = v presque partout surX . La suite (uϕ(j))j≥1 converge uniformément vers v sur l’image
de toute courbe γ /∈ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3. On a donc

|v(γ̃(l(γ)))− v(γ̃(0))| ≤
∫ l(γ)

0
g(γ̃(s))ds,

ce qui montre que g est un p-gradient supérieur faible de v.
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Il reste à traiter le cas général des convergences faibles. D’après le lemme 3.141, il existe une suite
(ũk)k≥1 qui converge vers u en norme Lp et telle que, pour tout k ≥ 1, ũk =

∑
k≤j≤Nk

αj,kuj , où les

αj,k sont positifs de somme 1. Alors g̃k :=
∑

k≤j≤Nk

αj,kgj est un p-gradient supérieur faible de ũk. On

vérifie que g̃k → g faiblement dans Lp. En appliquant encore le lemme 3.141, on obtient une suite
h̃k → g en norme Lp telle que h̃k =

∑
k≤j≤Nk

βj,kgj , où les βj,k sont positifs de somme 1. Alors, si

vk :=
∑

k≤j≤Nk

βj,kuj , vk → u en norme Lp et h̃k est un p-gradient supérieur faible de vk. On applique

le cas précédent pour conclure.

Corollaire 3.143. On suppose 1 < p < +∞. Soit (uj)j≥1 ∈ N1,p(X) une suite bornée qui converge
faiblement vers u dans Lp. Alors il existe v ∈ N1,p(X) tel que v = u presque partout et

‖v‖N1,p(X) ≤ lim
j→+∞

‖uj‖N1,p .

Démonstration. Soit ϕ : N∗ → N∗ strictement croissante telle que
∥∥∥uϕ(j)

∥∥∥
N1,p

→ lim ‖uj‖N1,p . Pour
tout j ≥ 1, soit gj ∈ Lp un p-gradient faible supérieur de uϕ(j) tel que∥∥∥uϕ(j)

∥∥∥
N1,p
≤
∥∥∥uϕ(j)

∥∥∥
Lp

+ ‖gj‖Lp ≤
∥∥∥uϕ(j)

∥∥∥
N1,p

+ 1
j
.

Comme 1 < p < +∞, il existe ψ : N∗ → N∗ strictement croissante telle que gψ(j) → g faiblement
dans Lp. La proposition 3.140 montre qu’il existe v ∈ Lp(X) tel que v = u presque partout et g soit un
p-gradient supérieur faible de v. Ainsi, v ∈ N1,p(X). De plus,

‖v‖N1,p ≤ ‖v‖Lp + ‖g‖Lp
≤ lim

∥∥∥uϕ◦ψ(j)

∥∥∥
Lp

+ lim
∥∥∥gψ(j)

∥∥∥
Lp

≤ lim
(∥∥∥uϕ◦ψ(j)

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥gψ(j)

∥∥∥
Lp

)
≤ lim

(∥∥∥uϕ◦ψ(j)

∥∥∥
N1,p

+ 1
ψ(j)

)
= lim ‖uj‖N1,p ,

ce qui termine la preuve.

Théorème 3.144. Pour tout 1 ≤ p < +∞, N1,p(X) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (uj)j≥1 une suite de Cauchy dans N1,p(X). Il existe ϕ : N∗ → N∗

strictement croissante telle que
∥∥∥uϕ(j+1) − uϕ(j)

∥∥∥
N1,p

< 2−j pour tout j ≥ 1. En particulier,∥∥∥uϕ(j+1) − uϕ(j)

∥∥∥
Lp
< 2−j pour tout j ≥ 1. On peut donc définir

u(x) = lim
j→+∞

uϕ(j)(x)

pour presque tout x ∈ X et u ∈ Lp avec uϕ(j) → u dans Lp.
Soit g̃j ∈ Lp un gradient supérieur de uϕ(j+1) − uϕ(j) tel que ‖g̃j‖Lp < 2−j . Alors

∑
j≥1

g̃j ∈ Lp et cette

fonction est un gradient supérieur de u− uϕ(1). Ainsi, u ∈ N1,p.
Si gj :=

∑
k≥j

g̃k, gj ∈ Lp et est un gradient supérieur de uϕ(j) − uϕ(j+l) pour tout l ≥ 1. De plus,

‖gj‖Lp → 0. Comme uϕ(j) − uϕ(j+l) → uϕ(j) − u quand l → +∞, la proposition 3.140 montre qu’il
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existe vϕ(j) égal à uϕ(j)−u presque partout et tel que gj soit un p-gradient supérieur faible de uϕ(j)−u.
Cela montre que vϕ(j) ∈ N1,p. De plus,∥∥∥vϕ(j)

∥∥∥
N1,p
≤
∥∥∥vϕ(j)

∥∥∥
Lp

+ ‖gj‖Lp → 0.

Comme uϕ(j) − u ∈ N1,p et est égale à vϕ(j) presque partout, on a donc
∥∥∥uϕ(j) − u

∥∥∥
N1,p

=∥∥∥vϕ(j)

∥∥∥
N1,p

→ 0. La suite (uj)j≥1 est de Cauchy et possède une sous-suite convergente dans N1,p,

donc converge dans N1,p.

On va maintenant considérer le cas euclidien pour les espaces N1,p. Pour cela, on revient à la propriété
d’absolue continuité.

Définition 3.145. Soient U ⊂ Rn un ouvert et u : U → R. On dit que u est absolument continue le long
des lignes (ou que u ∈ ACL(U)) si, et seulement si u est borélienne et, pour presque toute droite D
parallèle aux axes de coordonnées, la restriction de u à D ∩U est absolument continue sur tout segment
inclus dans D ∩ U .

Comme les fonctions absolument continues sont presque partout dérivables, toute fonction de
ACL(U) possède un gradient en presque tout point de U .

Définition 3.146. Soit 1 ≤ p < +∞. On appelle ACLp(U) l’espace des fonctions u ∈ Lp(U) ∩
ACL(U) telles que |∇u| ∈ Lp(U). On pose ‖u‖ACLp(U) := ‖u‖Lp(U) + ‖|∇u|‖Lp(U), où |∇u(x)|
désigne la norme euclidienne de∇u(x).

On va montrer :

Théorème 3.147. Soit 1 ≤ p < +∞. AlorsN1,p(U, |·| ,Ln) = ACLp(U) = W 1,p(U) avec des normes
égales.

L’inclusionW 1,p(U) ⊂ N1,p(U) signifie que toute fonction u deW 1,p(U) est presque partout égale
à une fonction de N1,p(U), dont la norme N1,p est égale à celle de u.
La preuve du théorème 3.147 utilisera le fait que les fonctions absolument continues sur un segment de
R admettent une formule d’intégration par parties :

Lemme 3.148. Soit g : R→ R une fonction dont la restriction à tout segment est absolument continue.
On suppose que g′, qui existe presque partout, appartient à L1

loc(R). Alors, pour toute ϕ ∈ C∞c (R),∫
R
g(x)ϕ′(x)dx = −

∫
R
g′(x)ϕ(x)dx.

Démonstration. Soient a < b tels que le support de ϕ soit inclus dans [a, b]. Par le théorème 1.184,
g(x) = g(a) +

∫ x
a g
′(t)dt pour tout x ∈ [a, b], de sorte que, par le théorème de Fubini,

∫
R
g(x)ϕ′(x)dx =

∫ b

a
ϕ′(x)

(
g(a) +

∫ x

a
g′(t)dt

)
dx

=
∫ b

a
g′(t)

(∫ b

t
ϕ′(x)dx

)
dt

= −
∫ b

a
g′(t)ϕ(t)dt.
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Preuve du théorème 3.147 : soient u ∈ ACLp(U) et ϕ ∈ C∞c (U). Par le lemme 3.148 et le théorème
de Fubini, en notant x = (x′, xn),

∫
U
u(x) ∂ϕ

∂xn
(x)dx =

∫
U ′

(∫
Ix′
u(x) ∂ϕ

∂xn
(x)dxn

)
dx′

= −
∫
U ′

(∫
Ix′

∂u

∂xn
(x)ϕ(x)dxn

)
dx′

= −
∫
U

∂u

∂xn
(x)ϕ(x)dx1...dxn,

où U ′ ⊂ Rn−1 est relativement compact et, pour tout x′ ∈ U , Ix′ est un segment tels que le support de ϕ
soit inclus dans (x′, xn) ∈ U ′× Ix′ . Ce raisonnement peut être fait pour toutes les dérivées partielles, ce
qui montre que les dérivées partielles de u, qui existent presque partout, sont aussi les dérivées faibles
de u au sens des espaces de Sobolev, donc que u ∈W 1,p(U) et ‖u‖ACLp(U) = ‖u‖W 1,p(U).
Soit u ∈ N1,p(U). D’après la proposition 3.138 et la proposition 3.123, u ∈ ACL(U). En raisonnant
comme pour la proposition 3.130, on montre que, si g ∈ Lp(U) est un gradient supérieur de u, alors, pour
tout vecteur ν de norme 1, si Dνu(x) désigne la dérivée de u en x dans la direction ν, on a |Dν(x)| ≤
g(x) pour presque tout x ∈ U . En particulier,

∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣ ≤ g(x), ce qui montre que u ∈ ACLp(U) et

‖u‖ACLp(U) ≤ C ‖u‖N1,p(U).
Comme u ∈ ACLp(U), on a donc u ∈ W 1,p(U). On en déduit que, pour tout vecteur ν de norme 1,
Dν(x) = 〈∇u(x), ν〉 pour presque tout x ∈ U . En effet, c’est vrai si u ∈ C∞(U) et le cas général
provient du théorème de Friedrichs. On obtient alors, comme dans la preuve de la proposition 3.130,
que |∇u(x)| ≤ g(x) pour tout gradient supérieur g de u. Cela montre que, pour toute u ∈ N1,p(U),
‖u‖ACLp(U) = ‖u‖W 1,p(U) ≤ ‖u‖N1,p(U).
Soit enfin u ∈ W 1,p(U). Par le théorème 3.47, il existe une suite de fonctions (uj)j≥1 ∈ C∞(U)
qui converge vers u dans W 1,p(U). Pour tout j ≥ 1, |∇uj | est un gradient supérieur de uj , uj → u
dans Lp(U) et |∇uj | → |∇u| dans Lp(U). Par la proposition 3.140, il existe v : U → R égale à u
presque partout telle que |∇u| soit un p-gradient supérieur faible de v. Cela montre que v ∈ N1,p(U) et
‖v‖N1,p(U) ≤ ‖u‖W 1,p(U).

On a en particulier montré la généralisation suivante de la proposition 3.130 :

Corollaire 3.149. Soit u ∈ W 1,p(U). Alors il existe v égale à u presque partout telle que |∇u| est un
p-gradient supérieur faible de u. De plus, si g ∈ L1

loc(U) est un p-gradient supérieur faible de u, alors
|∇u| ≤ g presque partout.

De façon générale, une fonction de N1,p possède toujours un plus petit gradient supérieur :

Théorème 3.150. Soient p ∈ [1,+∞[ et u ∈ N1,p(X). Alors u possède un plus petit p-gradient
supérieur faible gu. Cela signifie que :

1. gu est un p-gradient supérieur faible de u et gu ∈ Lp,
2. si g ∈ Lp est un p-gradient supérieur faible de u, alors g(x) ≥ gu(x) pour presque tout x ∈ X .

La preuve utilise :

Lemme 3.151. Soient p ∈ [1,+∞[ et u ∈ N1,p(X). Soient g, h ∈ Lp des p-gradients supérieurs faibles
de u. Si E ⊂ X est un fermé, alors

ρ := gχE + hχX\E

est encore un p-gradient supérieur faible de u dans Lp.
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Preuve du lemme 3.151 : soit Γ1 l’ensemble des courbes γ ∈ M telles que
∫
γ(g + h) = +∞ ou u ◦ γ

n’est pas continue. Alors Modp(Γ1) = 0.
Soit Γ′2 l’ensemble des courbes γ : [a, b]→ X telles que l’inégalité

|u(γ(b))− u(γ(a))| ≤ min
(∫

γ
g,

∫
γ
h

)
ne soit pas satisfaite. Soit Γ2 l’ensemble des courbes γ ∈ M qui contiennent une sous-courbe apparte-
nant à Γ′2. Comme Modp(Γ′2) = 0, on vérifie facilement que Modp(Γ2) = 0. On va prouver que, pour
toute γ ∈M \ (Γ1 ∪ Γ2),

|u(γ(b))− u(γ(a))| ≤
∫
γ
ρ. (3.152)

Soit donc γ : [a, b]→ X telle que γ ∈M\(Γ1∪Γ2). L’inégalité (3.152) est immédiate si γ([a, b]) ⊂ E
ou γ([a, b]) ⊂ X \ E.
On suppose maintenant que γ([a, b]) ∩ E 6= ∅ et γ([a, b]) ∩ (X \ E) 6= ∅. Comme γ−1(X \ E) est un
ouvert de [a, b], c’est une union dénombrable d’intervalles deux à deux disjoints, notés ]ti, si[ (avec un
léger abus de notation si l’une des extrémités vaut a ou b). Soit γi := γ|]ti,si[. Alors

|u(γ(a))− u(γ(b))| ≤ |u(γ(a))− u(γ(t1))|+ |u(γ(t1))− u(γ(s1))|
+ |u(γ(s1))− u(γ(b))|
≤

∫
γ\γ1

g +
∫
γ1
h,

où γ \ γ1 est la courbe obtenue à partir de γ en enlevant les portions γ|[a,t1] et γ|[s1,b]. On obtient de
même, pour tout n ≥ 1,

|u(γ(a))− u(γ(b))| ≤
∫
γ\

⋃
1≤i≤n

γi
g +

∫
n⋃
i=1

γi

h,

et on obtient la conclusion en faisant tendre n vers +∞.

Preuve du théorème 3.150 : soient u ∈ N1,p et m = inf {‖g‖Lp}, où la borne inférieure est prise
sur tous les p-gradients supérieurs faibles g ∈ Lp de u. Il suffit de montrer qu’il existe un p-gradient
supérieur faible gu ∈ Lp de u tel que ‖gu‖Lp = m. En effet, si g ∈ Lp est un p-gradient supérieur
faible de u et si µ ({x ∈ X; g(x) < gu(x)}) > 0, alors par régularité de µ, il existe un fermé E ⊂
{x ∈ X; g(x) < gu(x)} tel que µ(E) > 0. Si ρ := gχE + guχX\E , alors, par le lemme 3.151, ρ est
encore un p-gradient supérieur faible de u dans Lp et ‖ρ‖Lp < m, ce qui est impossible.
On montre donc l’existence de gu. Soit (gn)n≥1 une suite de p-gradients supérieurs faibles de u dans
Lp tels que m ≤ ‖gn‖Lp < m + 2−n. On pose ρ1 := g1. On suppose qu’on a construit des p-gradients
supérieurs faibles de u, ρ1, ..., ρn tels que, pour presque tout x ∈ X , ρ1(x) ≥ ρ2(x) ≥ ... ≥ ρn(x) et
‖ρi‖Lp < m+21−i pour tout i ∈ J1, nK. La mesure ν définie par ν(A) :=

∫
A ρ

p
ndµ est finie, donc il existe

un fermé E ⊂ {x ∈ X; gn+1(x) < ρn(x)} tel que ν ({x ∈ X; gn+1(x) < ρn(x)} \ E) < 2−p(n+1).
On pose alors ρn+1 := gn+1χE + ρnχX\E . Alors ρn+1(x) ≤ ρn(x) pour presque tout x ∈ X . De plus,
toujours par le lemme 3.151, ρn+1 est un p-gradient supérieur faible de u. Enfin,∫
X
ρpn+1(x)dµ(x) =

∫
E
gpn+1(x)dµ(x) +

∫
{gn+1<ρn}\E

ρpn(x)dµ(x) +
∫
{gn+1≥ρn}\E

ρpn(x)dµ(x)

≤
∫
E
gpn+1(x)dµ(x) +

∫
{gn+1≥ρn}

ρpn(x)dµ(x) + 2−(n+1)p

≤ (m+ 2−(n+1))p + 2−(n+1)p.
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On a donc construit une suite des p-gradients supérieurs faibles de u, (ρn)n≥1, tels que, pour presque
tout x ∈ X et tout n ≥ 1, ρn(x) ≥ ρn+1(x) et ‖ρn‖Lp < m + 2−n+1 pour tout n ≥ 1. On peut donc
poser ρ(x) := lim

n→+∞
ρn(x) pour presque tout x ∈ X . On a aussi ρn → ρ dans Lp, ‖ρ‖Lp = m et ρ est

un p-gradient supérieur faible de u par la proposition 3.140.

2.4 Espaces de Sobolev à valeurs dans un espace de Banach

On peut définir des espaces de Sobolev sur X à valeurs dans un espace de Banach E. Plus précisé-
ment, nous allons définir l’espace de Sobolev N1,p(X : E) pour 1 ≤ p < ∞ en utilisant la notion de
gradient supérieur.

Définition 3.153. On dit qu’une fonction mesurable f est dans N1,p(X : E) si f ∈ Lp(X : E) et s’il
existe une fonction mesurable ρ : X → [0,+∞] tel que ρ ∈ Lp(X) et pour p-presque toute courbe
rectifiable γ : [a, b]→ X , on a

||f(γ(b))− f(γ(a))|| ≤
∫
γ
ρds.

On rappelle que l’intégrale de Bochner et les espaces Lp(X : E) sont définis dans la section 3.4 du
chapitre 2.

2.5 Espaces de Sobolev M1,p

Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. Les espacesN1,p(X) sont égaux àLp(X) siX ne possède
pas de courbe rectifiable non constante (ce qui est le cas, par exemple, avec la courbe de von Koch). On
d’écrit ici un autre type d’espace de Sobolev, non trivial même dans cette situation. L’introduction de cet
espace, due à Hajlasz, remonte à [54].

Définition 3.154. Soit p ∈]0,+∞[. On appelle M1,p(X) l’espace des fonctions u ∈ Lp(X) pour
lesquelles il existe g ∈ Lp(X) avec g(x) ≥ 0 pour presque tout x ∈ X telle que

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) (3.155)

pour presque tous x, y ∈ X (ce qui signifie qu’il existe N ⊂ X de mesure nulle tel que (3.155) soit
satisfaite pour tous x, y ∈ X \N ). On définit

‖u‖M1,p(X) := ‖u‖Lp(X) + inf ‖g‖Lp(X) ,

la borne inférieure étant prise sur toutes les g ∈ Lp(X) positives telles que (3.155) soit satisfaite.
L’application u 7→ ‖u‖M1,p(X) est une norme sur M1,p(X) si p ≥ 1.

Dans le cas euclidien, la situation est la suivante :

Théorème 3.156. Soient p ∈]1,+∞[ et U ⊂ Rn un ouvert qui possède la propriété d’extension pour les
espacesW 1,p pour 1 ≤ p ≤ +∞ (voir la remarque 3.46). AlorsM1,p(U) = W 1,p(U) avec équivalence
des normes. Ici, U est un espace métrique muni de la distance euclidienne et la mesure est Ln.

La preuve utilise :

Lemme 3.157. Soit B ⊂ Rn une boule. Pour toute fonction g ∈ L1(B) avec g ≥ 0 et tout x ∈ B, on
définit le potentiel de Riesz de g au point x par

I1(x) :=
∫
B

g(z)
|z − x|n−1dz.

Alors ‖I1‖L1(B) ≤ C |B|
1
n ‖g‖L1(B).
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Preuve du lemme 3.157 : il suffit d’écrire que, si B est de rayon r,

∫
x∈B

∫
z∈B

g(z)
|z − x|n−1dzdx =

∫
B
g(z)

(∫
x∈B
|z − x|1−n dx

)
dz = Cr ‖g‖L1(B) .

Lemme 3.158. Il existe C > 0 tel que, pour toute boule B ⊂ Rn et toute u ∈W 1,1(B),

|u(x)− uB| ≤ C
∫
B

|∇u(y)|
|x− y|n−1dy

pour presque tout x ∈ B.

Preuve du lemme 3.158 : on commence par le faire pour u ∈ C∞c (Rn). Pour tous x, y ∈ B, on note
y = x+ t0z avec |z| = 1 et t0 ≥ 0, et on pose δ(z) := sup {t > 0; x+ tz ∈ B}. Alors,

|u(y)− u(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
〈y − x,∇u(x+ t(y − x))〉dt

∣∣∣∣
=

∫ |y−x|
0

〈 y − x
|y − x|

,∇u
(
x+ s

y − x
|y − x|

)
〉ds

≤
∫ |y−x|

0

∣∣∣∣∇u(x+ s
y − x
|y − x|

)∣∣∣∣ ds
=

∫ δ(z)

0
|∇u (x+ sz)| ds.

En conséquence, si Sn−1 est la sphère unité de Rn et r le rayon de B,

|u(x)− uB| = 1
Ln(B)

∣∣∣∣∫
B

(u(x)− u(y))dy
∣∣∣∣

≤ 1
Ln(B)

∫
Sn−1

∫ δ(z)

0
|u(x)− u(x+ tz)| tn−1dtdHn−1(z)

≤ 1
Ln(B)

∫
Sn−1

∫ δ(z)

0
tn−1

(∫ δ(z)

0
|∇u (x+ sz)| ds

)
dtdHn−1(z)

≤ 1
Ln(B)

∫
Sn−1

∫ 2r

0
tn−1

(∫ δ(z)

0
|∇u (x+ sz)| ds

)
dtdHn−1(z)

=
∫
Sn−1

∫ δ(z)

0

|∇u (x+ sz)|
sn−1 sn−1dsdHn−1(z)

=
∫
B

|∇u(z)|
|z − x|n−1dz.

Dans le cas général, il existe une suite de fonctions (uk)k≥1 ∈ C∞c (Rn) telle que uk → u dansW 1,1(B).
Pour tout k ≥ 1 et tout x ∈ B, on a |uk(x)− (uk)B| ≤ I1 (|uk|) (x), et le lemme 3.157 montre que
I1 (|∇uk|) → I1 (|∇u|) dans L1(B), donc aussi presque partout (quitte à extraire une sous-suite), ce
qui permet de conclure.

Preuve du théorème 3.156 : comme U possède la propriété d’extension, on prolonge u en une fonction
de W 1,p(Rn) (théorème 3.41), toujours notée u et telle que ‖u‖W 1,p(Rn) . ‖u‖W 1,p(U). Soient x, y ∈
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Rn, R := |x− y| et B = B(x, 2R). Le lemme 3.158 montre que

|u(x)− uB| ≤ C

∫
|z−x|≤2R

|∇u(z)|
|z − x|n−1dz

= C
∑
k≥0

∫
2−kR<|z−x|≤21−kR

|∇u(z)|
|z − x|n−1dz

≤ C
∑
k≥0

(2−kR)1−n
∫

2−kR<|z−x|≤21−kR
|∇u(z)| dz

≤ C
∑
k≥0

(2−kR)(2−kR)−n
∫
|z−x|≤21−kR

|∇u(z)| dz

≤ C ′RM (|∇u|) (x),

où M désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood (Chapitre 1, section 6). On en déduit que

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uB|+ |u(y)− uB| ≤ C ′R (M (|∇u|) (x) +M (|∇u|) (y)) .

Si g(z) := M (|∇u|) (z), comme |∇u| ∈ Lp et p > 1, g ∈ Lp avec ‖g‖Lp ≤ C ‖|∇u|‖Lp (Chapitre 1,
section 6, théorème 1.158). Comme R = |x− y|, on a bien montré que, pour presque tous x, y ∈ Rn,

|u(x)− u(y)| ≤ C |x− y| (g(x) + g(y))

et donc ‖u‖M1,p ≤ C ‖u‖W 1,p .
On suppose maintenant que u ∈M1,p(U). Soit g ∈ Lp(U) telle que |u(x)− u(y)| ≤ C |x− y| (g(x)+
g(y)) pour tous x, y ∈ U \ N où N est de mesure nulle. Soient x ∈ U \ N et B = B(x, ε) ⊂ U . En
intégrant sur B, on obtient∫

B
|u(y)− uB| dy ≤ 1

Ln(B)

∫
B

∫
B
|u(y)− u(z)| dydz

≤ 1
Ln(B)

∫
B

∫
B
d(y, z)(g(y) + g(z))dydz

≤ 4ε
∫
B
g(z)dz.

Soient ϕ ∈ C∞c (U) et ψ ∈ C∞c (B(0, 1)) avec
∫
ψ = 1. Pour tout ε > 0 et tout x ∈ Rn, on pose

ψε(x) := 1
εnψ

(
x
ε

)
. On a alors, pour tout i ∈ J1, nK,∫

U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx = lim

ε→0

∫
U

(u ∗ ψε)(x) ∂ϕ
∂xi

(x)dx

= − lim
ε→0

∫
U
ϕ(x)

(
∂ψε
∂xi
∗ u
)

(x)dx.

Or, pour tout x ∈ U appartenant au support de ϕ, comme
∫ ∂ψε
∂xi

(z)dz = 0,(
∂ψε
∂xi
∗ u
)

(x) =
(
∂ψε
∂xi
∗
(
u− uB(x,ε)

))
(x).

Il s’ensuit que, si g̃ est la fonction valant g sur U et 0 sur Rn \ U ,∣∣∣∣(∂ψε∂xi
∗ u
)

(x)
∣∣∣∣ ≤ Cε−n−1

∫
B(x,ε)

∣∣∣u(y)− uB(x,ε)

∣∣∣ dy ≤ Cε−n ∫
B(x,ε)

g(y)dy ≤ CMg̃(x).

Ainsi, pour toute ϕ ∈ C∞c (U),∣∣∣∣∫
U
u(x) ∂ϕ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ∫
Rn
|ϕ(x)|Mg̃(x)dx ≤ C ‖Mg̃‖Lp(Rn) ‖ϕ‖Lq(U) ≤ C

′ ‖g‖Lp(U) ‖ϕ‖Lq(U)

avec 1
p + 1

q = 1. La dernière égalité est due au fait que q > 1. Comme p > 1, cela montre (théorème
3.28) que u ∈W 1,p(U) avec ‖u‖W 1,p(U) ≤ C ‖u‖M1,p(U).
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Remarque 3.159. La conclusion du théorème 3.156 est fausse pour p = 1 (exercice 3.195).

Théorème 3.160. Pour tout p ∈ [1,+∞[, M1,p(X) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (uj)n≥1 une suite de Cauchy dans M1,p(X). Il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement
croissante telle que

∥∥∥uϕ(j+1) − uϕ(j)

∥∥∥
M1,p

< 2−j pour tout j ≥ 1. Comme dans la preuve du théorème
3.144, lim

j→+∞
uϕ(j)(x) = u(x) pour presque tout x ∈ X et la convergence a aussi lieu dans Lp.

Pour tout j ≥ 1, soit gj ∈ Lp avec ‖gj‖Lp ≤ 21−j et∣∣∣(uϕ(j+1)(y)− uϕ(j)(y)
)
−
(
uϕ(j+1)(x)− uϕ(j)(x)

)∣∣∣ ≤ d(x, y) (gj(x) + gj(y))

pour presque tous x, y ∈ X . Si h :=
∑
j≥1

gj , alors ‖h‖Lp ≤ 2 et, pour tous k > j,

∣∣∣(uϕ(k)(y)− uϕ(j)(y)
)
−
(
uϕ(k)(x)− uϕ(j)(x)

)∣∣∣ ≤ d(x, y)
∑
l≥j

(gl(x) + gl(y)) ,

d’où, en faisant tendre k vers +∞,∣∣∣(u(y)− uϕ(j)(y)
)
−
(
u(x)− uϕ(j)(x)

)∣∣∣ ≤ d(x, y)
∑
l≥j

(gl(x) + gl(y)) .

Cela montre que u− uϕ(j) ∈ M1,p(X) avec
∥∥∥u− uϕ(j)

∥∥∥
M1,p(X)

≤
∑
l≥j
‖gl‖Lp . Ainsi u ∈ M1,p(X) et

uϕ(j) → u dans M1,p(X).

On obtient aussi un résultat d’approximation des fonctions de M1,p(X) par des fonctions lipschit-
ziennes :

Théorème 3.161. Soient p ∈]0,+∞[ et u ∈ M1,p(X). Alors, pour tout ε > 0, il existe une fonction v
lipschitzienne sur X telle que :

1. µ ({x ∈ X; u(x) 6= v(x)}) < ε,
2. ‖u− v‖M1,p < ε.

Preuve du théorème 3.161 : soit g ∈ Lp telle que ‖g‖Lp ≤ C ‖u‖M1,p et |u(x)− u(y)| ≤
d(x, y)(g(x)+g(y)) pour presque tous x, y ∈ X . Pour tout λ ≥ 0, soitEλ := {x ∈ X; |u(x)| ≤ λ et g(x) ≤ λ}.
Comme u et g sont dans Lp,

lim
λ→+∞

λpµ(X \ Eλ) = 0.

De plus, u|Eλ est 2λ-lipschitzienne. Par la proposition 2.90 du chapitre 2, on prolonge u|Eλ en une
fonction 2λ-lipschitzienne sur X , notée u. Enfin, on pose, pour tout x ∈ X ,

vλ(x) := (sgnu(x)) min (|u(x)| , λ) .

On vérifie que vλ est 2λ-lipschitzienne, que vλ = u sur Eλ et |vλ(x)| ≤ λ pour tout x ∈ X . De plus,

µ ({x ∈ X; u(x) 6= vλ(x)}) ≤ µ(X \ Eλ)→ 0

quand λ→ +∞.
On va montrer que lim

λ→+∞
‖u− vλ‖M1,p = 0. Pour la “norme” Lp,

‖u− vλ‖pLp =
∫
X\Eλ

|u(x)− vλ(x)|p dµ(x) ≤ 2p−1
(∫

X\Eλ
|u(x)|p dµ(x) + λpµ(X \ Eλ)

)
→ 0
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quand λ→ +∞.
Si on pose, pour tout x ∈ X ,

gλ(x) :=
{

0 si x ∈ Eλ,
g(x) + 3λ si x /∈ Eλ,

alors lim
λ→+∞

‖gλ‖Lp = 0 et, pour presque tous x, y ∈ X ,

|(u− vλ)(y)− (u− vλ)(x)| ≤ d(x, y)(gλ(x) + gλ(y)),

ce qui montre donc que ‖u− vλ‖M1,p → 0.

Remarque 3.162. Cette preuve montre que, pour toute u ∈ M1,p, il existe une suite fonctions lipschit-
ziennes (uk)k≥1 qui converge vers u dans M1,p avec les propriétés suivantes :

1. pour tout k ≥ 1, il existe gk ∈ Lp telle que |uk(y)− uk(x)| ≤ d(x, y)(gk(x) + gk(y)) pour
presque tous x, y,

2. il existe g ∈ Lp telle que |u(y)− u(x)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) pour presque tous x, y,
3. gk → g dans Lp.

On va montrer que les espaces M1,p sont des sous-espaces de N1,p, au sens suivant :

Théorème 3.163. Soit p ∈ [1,+∞[. Pour toute u ∈M1,p(X), il existe v ∈ N1,p(X) égale à u presque
partout et telle que ‖v‖N1,p(X) ≤ 2 ‖u‖M1,p(X).

La preuve utilise :

Lemme 3.164. Soient a < b et f ∈ L1([a, b]). Alors il existe une suite (hn)n≥1 tendant vers 0 telle que,
pour presque tout x ∈ [a, b], lim f(x+ hn) = f(x).

Preuve du lemme 3.164 : comme f ∈ L1, τhf → f dans L1 quand h → 0 (où τhf désigne la transla-
tion de f de vecteur h, voir le théorème 3.28). Il existe donc hn → 0 telle que τhnf(x) → f(x) pour
presque tout x ∈ [a, b].

Preuve du théorème 3.163 : soit u ∈ M1,p(X). Par le théorème 3.161, il existe une suite de fonctions
lipschitziennes (uk)k≥1 qui converge vers u dans M1,p et des fonctions gk et g associées avec les pro-
priétés de la remarque 3.161. Quitte à modifier gk sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer
que |uk(y)− uk(x)| ≤ d(x, y)(gk(x)+gk(y)) pour tous x, y ∈ X . On va montrer que, pour tout k ≥ 1,
2gk est un gradient supérieur de uk.
Soit γ : [0, L] → X une courbe rectifiable paramétrée par longueur d’arc. Si

∫
γ gk = +∞, il n’y a rien

à prouver. On suppose donc que
∫
γ gk < +∞. Comme gk ◦ γ ∈ L1([0, L]), par le lemme 3.164, il existe

une suite hn → 0 telle que gk(γ(t + hn)) → gk(γ(t)) pour presque tout t ∈ [0, L]. La fonction uk ◦ γ
est lipschitzienne donc dérivable presque partout et, pour presque tout t0 ∈ [a, b],∣∣∣∣ ddt |t=t0(uk ◦ γ)(t)

∣∣∣∣ = lim
∣∣∣∣uk(γ(t0 + hn))− uk(γ(t0))

hn

∣∣∣∣
≤ lim d(γ(t0 + hn), γ(t0))

|hn|
(gk(γ(t0 + hn) + gk(γ(t0)))

≤ 2gk(γ(t0)).

Cela implique

|uk(γ(L))− uk(γ(0))| =
∣∣∣∣∣
∫ L

0

d

dt
(uk ◦ γ)(t)dt

∣∣∣∣∣
≤ 2

∫ L

0
gk(γ(t))dt,

ce qui montre que gk est un gradient supérieur faible de uk. Comme uk → u dans Lp et gk → g dans
Lp, la proposition 3.140 permet de conclure la preuve.
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On va maintenant montrer des théorèmes de plongements pour les espaces M1,p, en faisant une hypo-
thèse sur la mesure µ.

Définition 3.165. Soient (X, d, µ) un espace métrique mesuré et s > 0. On dit que (X, d, µ) est s-
régulier si, et seulement si, µ(X) < +∞, X est borné et il existe c, s > 0 tel que, pour tout x ∈ X et
tout r ≤ diam (X),

µ(B(x, r)) ≥ crs.

Sous l’hypothèse que (X, d, µ) est s-régulier, on a un théorème de plongement des espaces de So-
bolev M1,p(X) qui s’énonce ainsi :

Théorème 3.166. Soient s > 0 et (X, d, µ) un espace métrique mesuré s-régulier. Soient p ∈ [1,+∞[
et f ∈M1,p(X). Alors :

1. Si p < s, et si p∗ est défini par 1
p∗ = 1

p −
1
s , alors f ∈ Lp∗(X) et

‖f‖p∗ ≤ C
(
(diam X)−1 ‖f‖p + ‖f‖M1,p

)
,

2. si p = s, alors

1
µ(X)

∫
X

exp
(
C1

µ(X)
1
s

diam (X)
|f(x)− fX |
‖f‖M1,p

)
dµ(x) ≤ C2,

3. si p > s, alors, pour presque tous x, y ∈ X ,

|f(x)− f(y)| ≤ Cµ(X)
1
s
− 1
p ‖f‖M1,p .

On pourra se reporter à [54, Theorem 6]. On va prouver dans la suite une version légèrement plus
générale de ces injections de Sobolev.

Définition 3.167. Soient B0 ⊂ X une boule, s, b > 0 et σ ≥ 1. On dit que µ satisfait la condition
V (σB0, s, b) si, et seulement si, pour toute boule B(x, r) ⊂ σB0,

µ(B(x, r)) ≥ brs.

On a alors le théorème de plongement suivant :

Théorème 3.168. Soient B0 ⊂ X une boule de rayon r0 > 0, s, b > 0 et σ > 1. On suppose que
µ satisfait la condition V (σB0, s, b). On suppose que u ∈ M1,p(σB0, d, µ) et que |u(x)− u(y)| ≤
d(x, y)(g(x) + g(y)) pour presque tous x, y ∈ σB0 et g ∈ Lp(σB0). Alors il existe C,C1, C2 > 0 ne
dépendant que de s, p et σ avec les propriétés suivantes :

1. si 0 < p < s, alors u ∈ Lp∗(B0) avec 1
p∗ = 1

p −
1
s et

inf
c∈R

( 1
µ(B0)

∫
B0

Ê |u(x)− c|p
∗
dµ(x)

) 1
p∗
≤ C

(
µ(σB0)
brs0

) 1
p

r0

( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(x)pdµ(x)
) 1
p

,

2. si p = s, alors
1

µ(B0)

∫
B0

exp
(
C1b

1
s
|u(x)− uB0 |
‖g‖Ls(σB0)

)
dµ(x) ≤ C2,

3. si p > s, alors

‖u− uB0‖L∞(B0) ≤ C
(
µ(σB0)
brs0

) 1
p

r0

( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(x)pdµ(x)
) 1
p

.

De plus, il existe v égale à u presque partout sur σB0 telle que, pour tous x, y ∈ σB0,

|v(x)− v(y)| ≤ Cb−
1
pd(x, y)1− s

p

( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(x)pdµ(x)
) 1
p

. (3.169)
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Remarque 3.170. Dans le point 1 du théorème 3.168, si p∗ ≥ 1, on peut remplacer le membre de gauche
par ‖u− uB0‖Lp∗ (B0). Cela résulte de l’inégalité de Hölder.

Preuve du théorème 3.168 : la conclusion est immédiate si
∫
σB0

g(x)pdµ(x) = +∞. Si g = 0,
alors u est constante presque partout, et la conclusion est également immédiate. On supposera donc
0 <

∫
σB0

g(x)pdµ(x) < +∞. On pourra aussi supposer qu’il existe E ⊂ σB0 avec µ(E) > 0 et
inf essE |u| = 0. En effet, on peut se ramener à cette situation en retranchant une constante à u, ce qui
ne change pas le résultat. Un tel ensemble E sera choisi dans la suite de la preuve.
On peut également supposer que, pour tout x ∈ σB0,

g(x) ≥ 2−
(
1+ 1

p

) ( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

, (3.171)

quitte à remplacer g par g̃ := g +
(

1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p . Pour tout k ∈ Z, soit

Ek :=
{
x ∈ σB0; g(x) ≤ 2k

}
,

de sorte que Ek ⊂ Ek+1 pour tout k ∈ Z. On a

c
∑
k∈Z

2kpµ(Ek \ Ek−1) ≤
∫
σB0

g(x)pdµ(x) ≤ C
∑
k∈Z

2kpµ(Ek \ Ek−1),

où c, C > 0 ne dépendent que de p. Soit ak := sup
B0∩Ek

|u|, de sorte que ak ≤ ak+1.

On suppose d’abord que 0 < p < s. Alors∫
B0
|u(x)|p

∗
(x)dµ(x) ≤

∑
k∈Z

ap
∗

k µ(B0 ∩ (Ek \ Ek−1)).

On observe que

µ(σB0 \ Ek) = µ
({
x ∈ σB0; g(x) > 2k

})
≤ 2−kp

∫
σB0

g(x)pdµ(x).

Pour presque tous x, y ∈ Ek,
|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)2k+1.

Pour tout k ∈ Z, on définit
rk = 2b−

1
sµ(σB0 \ Ek−1)

1
s .

Soient k ∈ Z et xk ∈ Ek tels que

µ(σB0 \ Ek−1) > 0 et B(xk, rk) ⊂ σB0.

Alors
µ(B(xk, rk)) ≥ brsk > µ(σB0 \ Ek−1), (3.172)

si bien que B(xk, rk) ∩ Ek−1 6= ∅ (sinon, B(xk, rk) ⊂ σB0 \ Ek−1, ce qui est impossibe compte tenu
de (3.172)). Il existe donc xk−1 ∈ Ek−1 tel que

d(xk−1, xk) < rk ≤ 2b−
1
s 2−

(k−1)p
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.
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Si B(xk−1, rk−1) ⊂ σB0, comme σB0 \Ek−2 ⊃ σB0 \Ek−1, on a aussi µ(σB0 \Ek−2) > 0, on peut,
de même, trouver xk−2 ∈ Ek−2 tel que

d(xk−1, xk) < rk−1 ≤ 2b−
1
s 2−

(k−2)p
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

On construit ainsi xk ∈ Ek, ..., xk0 ∈ Ek0 tels que

d(xk−i, xk−i+1) < rk−i ≤ 2b−
1
s 2−

(k−(i+1))p
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

On a donc
d(xk, xk0) < rk + rk−1 + ...+ rk0+1

≤ 2b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p
k−1∑
j=k0

2−j
p
s

< 2−k0
p
s

2b−
1
s

1− 2−
p
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

Cette construction est possible dès lors que B(xk−i, rk−i) ⊂ σB0 pour i ∈ J0, k− k0 − 1K (en effet, on
aura aussi σB0 \ Ek−i ⊃ σB0 \ Ek donc µ (σB0 \ Ek−i) > 0). Cela est garanti si on choisit xk ∈ B0,
k > k0 et k0 tel que

2−k0
p
s

2b−
1
s

1− 2−
p
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

≤ (σ − 1)r0.

Cette condition se réécrit

2k0 ≥
(

2
(1− 2−

p
s )(σ − 1)

) s
p

(brs0)−
1
p

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

. (3.173)

La borne inférieure (3.171) montre qu’il existe k ∈ Z tel queEk = ∅. De plus, lim
k→+∞

µ(Ek) = µ(σB0).

Il existe donc k̃0 ∈ Z tel que

µ(E
k̃0−1) < µ(σB0)

2 ≤ µ(E
k̃0

).

En particulier, E
k̃0
6= ∅, donc, pour tout x ∈ E

k̃0
,

2−
(
1+ 1

p

) ( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

≤ g(x) ≤ 2k̃0 .

On a aussi
µ(σB0)

2 < µ(σB0 \ Ek̃0−1) ≤≤ 2−(k̃0−1)p
∫
σB0

g(y)pdµ(y).

Ainsi,

2−
(
1+ 1

p

) ( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

≤ 2k̃0 ≤ 2
(
1+ 1

p

) ( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

Soit l ∈ Z le plus petit entier tel que

2l > max

21+ 1
p

(
2

(1− 2−
p
s )(σ − 1)

) s
p

, 1

(µ(σB0)
brs0

) 1
p

,
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et on pose k0 := k̃0 + l. La condition V (σB0, s, b) montre que l > 0. On a donc µ(Ek0) ≥ µ(E
k̃0

) > 0.
La condition (3.173) est bien satisfaite. On vérifie que

c2k0 ≤ (brs0)−
1
p

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

≤ C2k0 .

Pour k > k0 et xk ∈ Ek ∩B0, on construit xk−1, ..., xk0 comme plus haut. Alors

|u(xk)| ≤
k−k−0−1∑

i=0

∣∣∣u(xk−i)− u(xk−(i+1))
∣∣∣+ |u(xk0)|

≤
k−k−0−1∑

i=0
2k−i+1d(xk−i, xk−(i+1)) + |u(xk0)| .

En prenant la borne supérieure sur Ek ∩B0, on obtient que

ak ≤ 8b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
s
k−1∑
j=k0

2j(1−
p
s

) + sup
Ek0∩σB0

|u| .

On cherche à estimer sup
Ek0∩σB0

|u|. On peut pour cela supposer que inf ess Ek0
|u| (en effet, µ(Ek0) > 0,

voir la remarque en début de preuve). Il existe donc une suite (yi)i≥1 ∈ Ek0 telle que u(yi) → 0. On a
donc, pour tout x ∈ Ek0 ∩ σB0,

|u(x)| = lim
i→+∞

|u(x)− u(yi)| ≤ 4σr02k0 .

On a finalement obtenu, pour k > k0 :

ak ≤ 8b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
s
k−1∑
j=k0

2j(1−
p
s

) + 4σr02k0 . (3.174)

Pour k ≤ k0, on a
ak ≤ ak0 ≤ 4σr02k0 . (3.175)

On suppose d’abord que 0 < p < s : pour tout k ∈ Z,

ak ≤ 8b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
s

k∑
j=−∞

2j(1−
p
s

) + 4σr02k0

= C2k(1− p
s

)b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
s

+ 4σr02k0 .

On en déduit∫
B0
|u(x)|p

∗
dµ(x) ≤

∑
k∈Z

ap
∗

k µ(B0 ∩ (Ek \ Ek−1))

≤ C

b− p∗s (∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) p∗

s ∑
k∈Z

2kpµ(Ek \ Ek−1) + rp
∗

0 2k0p∗µ(B0)


≤ C

(
1 + µ(B0)

brs0

)
b−

p∗
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) p∗

p

.

Or, par l’hypothèse V (σB0, s, b), 1 + µ(B0)
brs0
≤ 2µ(B0)

brs0
, ce qui donne la conclusion dans ce cas.
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On suppose maintenant que p = s : par l’inégalité de Jensen,(
1

µ(B0)

∫
B0

exp
(
C1b

1
s
|u(x)− uB0 |
‖g‖Ls(σB0)

)
dµ(x)

)1/2

≤ 1
µ(B0)

∫
B0

exp
(
C1b

1
s
|u(x)|

‖g‖Ls(σB0)

)
dµ(x),

(3.176)
et il suffit donc de majorer l’intégrale de droite de (3.176). On a

ak0 ≤ 4σr02k0 ≤ Cb−
1
s

(∫
σB0

g(y)sdmu(y)
) 1
s

.

En appliquant (3.174), on obtient

ak ≤ Cb−
1
s

(∫
σB0

g(y)sdµ(y)
) 1
s

(k − k0)

pour tout k > k0.
On décompose l’intégrale du membre de droite de (3.176) en la somme de l’intégrale sur B0 ∩ Ek0 et
de l’intégrale sur B0 \ Ek0 . Pour l’intégrale sur B0 ∩ Ek0 ,

1
µ(B0)

∫
B0∩Ek0

... ≤ 1
µ(B0)µ(B0 ∩ Ek0) exp

(
C1b

1
s

ak0

‖g‖Ls(σB0)

)
≤ exp(C1C).

Pour l’intégrale sur B0 \ Ek0 ,

1
µ(B0)

∫
B0\Ek0

... ≤ 1
µ(B0)

∑
k≥k0+1

exp
(
C1b

1
s

ak0

‖g‖Ls(σB0)

)
µ(B0 ∩ (Ek \ Ek−1))

≤ 1
µ(B0)

∑
k≥k0+1

exp(C1C̃(k − k0))µ(Ek \ Ek−1) := A.

On choisit alors C1 tel que exp(C1C̃) = 2s. Alors

A ≤ 1
µ(B0)2−sk0

∑
k∈Z

2ksµ(Ek \ Ek−1) ≤ C,

ce qui termine la preuve.
On suppose enfin que p > s : alors, pour tout k > k0,

ak ≤ 8b−
1
s

(∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
s

+∞∑
j=k0

2j(1−
p
s

) + 4σr02k0

≤ C

(
µ(σB0)
brs0

) 1
p

r0

( 1
µ(σB0)

∫
σB0

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

Cela montre que u est égale presque partout à une fonction bornée. On a ensuite ‖u− uB0‖L∞(B0) ≤
2 ‖u‖L∞(B0).
Il reste à prouver l’estimation (3.169). Soient x, y ∈ B0. Si d(x, y) ≤ (σ − 1) r0

2σ , et si B1 :=
B(x, 2d(x, y)), alors σB1 ⊂ σB0, de sorte que

|u(x)− u(y)| ≤ 2 ‖u− uB1‖L∞(B1) ≤ Cb
− 1
pd(x, y)1− s

p

(∫
σ1B

g(y)pdµ(y)
) 1
p

.

Si d(x, y) > (σ − 1) r0
2σ , alors (3.169) résulte de la borne sur ‖u− uB0‖L∞(B0).
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Le théorème 3.168 implique le résultat de plongement suivant, dans le cas où (X, d, µ) est un espace de
nature homogène :

Corollaire 3.177. On suppose que (X, d, µ) est un espace de nature homogène. Soit s > 0 tel que
µ(B(x, λr)) ≤ Cλsµ(B(x, r)) pour tous x ∈ X et tout r > 0. Soient B une boule de rayon r et σ > 1.
Soient p ∈]0,+∞[, u ∈ M1,p(σB, d, µ) et g ∈ Lp(σB) telle que |u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) +
g(y)) pour presque tous x, y ∈ σB. Alors il existe C,C1, C2 > 0 ne dépendant que des constantes de
doublement, p et σ, telles que :

1. si 0 < p < s, alors u ∈ Lp∗(B) avec 1
p∗ = 1

p −
1
s et

inf
c∈R

( 1
µ(B)

∫
B
|u(x)− c|p

∗
dµ(x)

) 1
p∗
≤ Cr

( 1
µ(σB)

∫
σB

g(x)pdµ(x)
) 1
p

,

2. si p = s, alors
1

µ(B)

∫
B

exp
(
C1
µ(σB)

1
s

r

|u(x)− uB|
‖g‖Ls(σB)

)
dµ(x) ≤ C2,

3. si p > s, alors il existe v égale à u presque partout sur σB telle que, pour tous x, y ∈ σB,

|v(x)− v(y)| ≤ Cr
s
pd(x, y)1− s

p

( 1
µ(σB)

∫
σB

g(x)pdµ(x)
) 1
p

. (3.178)

3 Exercices

Exercice 3.179. Soit f ∈ C1
c (R+). On cherche à montrer (3.59).

1) Montrer qu’on peut supposer f(0) = 0 et f ′ ≥ 0 (Indication : considérer f̃(r) :=
∫ r

0
|f ′(t)| dt).

2) A l’aide d’une intégration par parties puis de l’inégalité de Hölder, montrer (3.59).

Exercice 3.180. Soient U ⊂ Rn un ouvert borné et f ∈ C∞c (U).

1. Soient q > n, δ := 1
n −

1
q et r défini par 1

r = 1− δ. Vérifier que, pour tout x ∈ U ,

|f(x)| ≤ C
∫
U

|∇f(y)|n/q

|x− y|r(n−1)/q |∇f(y)|nδ 1
|x− y|r(n−1)(1− 1

n
)
dy.

En déduire que

|f(x)| ≤ C
(∫

U

|∇f(y)|n

|x− y|r(n−1)dy

) 1
q (∫

U
|∇f(y)|n dy

)δ (∫
supp f

1
|x− y|r(n−1)dy

)1− 1
n

.

2. Déduire de ce qui précède qu’il existe C1, C2 > 0 tel que, pour tout q > n,

‖f‖qLq(U) ≤ C1q
1+q n−1

n C
− q
n

2 ‖∇f‖qLn(U) .

3. Montrer que, pour tout k ≥ n,

∫
U

(
|f(x)|

‖∇f‖Ln(U)

) kn
n−1

dx ≤ C1

(
kn

n− 1

)1+k
C
− k
n−1

2 .

4. En déduire que la conclusion du théorème 3.78 est satisfaite.
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Exercice 3.181. [Une caractérisation maximale de W 1,p(Rn)] On reprend les notations du théorème
3.118. Soient f ∈ L1

loc(Rn) et 1 < q ≤ +∞.

1. Montrer qu’il existe C > 0 indépendant de f tel que, pour tout u ∈ C∞c (Rn,Rn),∣∣∣∣∫
Rn
f(x)div u(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ∫
Rn

N (1)f(x) |u(x)| dx.

On convolera u avec une approximation de l’identité.

2. On suppose que f ∈W 1,q(Rn). Vérifier que

N (1)f ≤ CM (|∇f |) ,

où M désigne la fonction maximale de Hardy-Littlewood. En déduire que∥∥∥N (1)f
∥∥∥
Lq(Rn)

≤ C ‖∇f‖Lq(Rn) .

3. On suppose maintenant N (1)f ∈ Lq(Rn). Montrer que∇f ∈ Lq(Rn) et que

‖∇f‖Lq(Rn) ≤ C
∥∥∥N (1)f

∥∥∥
Lq(Rn)

.

On utilisera la première question.

Exercice 3.182. Soient n ≥ 1 et U ⊂ Rn un ouvert borné. On considère l’opérateur L donné par

Lu = −div(A∇u) + 〈b,∇u〉+ du,

où

1. x 7→ A(x) est une fonction mesurable bornée de U dans Mn(R), A(x) est une matrice symé-
trique pour tout x ∈ U , et il existe δ > 0 tel que

〈A(x)ξ, ξ〉 ≥ δ |ξ|2 ,

où 〈u, v〉 est le produit scalaire usuel dans Rn,

2. x 7→ b(x) est une fonction mesurable bornée de U dans Rn,

3. la fonction d est mesurable et bornée de U dans R et d(x) ≥ 0 pour presque tout x ∈ U .

Si u ∈ W 1,2(U), on dit que Lu ≤ 0 dans U si, et seulement si, pour toute fonction v ∈ W 1,2
0 (U)

vérifiant v ≥ 0 dans U ,∫
U

(〈A(x)∇u(x),∇v(x)〉 − 〈b(x),∇u(x)〉v(x) + d(x)u(x)v(x)) dx ≤ 0.

Pour toute fonction u : U → R, on définit u+ := max(u, 0). Si u ∈W 1,2(U), on dit que u ≤ 0 sur ∂U
si, et seulement si, u+ ∈ W 1,2

0 (U). Enfin, si u ∈ W 1,2(U) et si {k ∈ R; u ≤ k sur ∂U} n’est pas vide,
on définit

sup
∂U

u = inf {k ∈ R; u ≤ k sur ∂U} ,

et on pose sup
∂U

u = +∞ si {k ∈ R; u ≤ k sur ∂U} est vide. Le but de cet exercice est de montrer que,

si u ∈W 1,2(U) vérifie Lu ≤ 0 dans U , alors

sup
U
u ≤ sup

∂U
u+.

Soit donc u ∈W 1,2(U) tel que Lu ≤ 0 dans U .
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1. Justifier qu’il existeC > 0 et q ∈]2,+∞[ tels que, pour toute fonction u ∈W 1,2
0 (U), u ∈ Lq(U)

et
‖u‖Lq(U) ≤ C ‖∇u‖L2(U) .

2. Montrer que, pour toute fonction v ∈W 1,2
0 (U) telle que v ≥ 0 dans U et uv ≥ 0 dans U ,∫

U
〈A(x)∇u(x),∇v(x)〉dx ≤ ‖b‖∞

∫
U
v(x) |∇u(x)| dx.

3. Dans cette question, on suppose que sup
∂U

u+ < sup
U
u. Soit k ∈ R avec sup

∂U
u+ ≤ k < sup

U
u et

vk = (u− k)+.

(a) Vérifier que vk ∈W 1,2
0 (U) et calculer∇vk.

(b) Montrer que

‖∇vk‖L2(U) ≤
‖b‖∞
δ
‖vk‖L2(Ek) ,

où Ek := {x ∈ U ; u(x) > k}.
(c) Vérifier que lim

k→ sup
U
u
Ln(Ek) = 0.

(d) Déduire de la question (b) qu’il existe q ∈]2,+∞[ et C ′ > 0 indépendants de k tels que

‖vk‖Lq(U) ≤ C ‖vk‖L2(Ek) ,

puis qu’il existe c > 0 indépendant de k tel que Ln(Ek) ≥ c.
(e) Obtenir une contradiction, et conclure.

4. Déduire de ce qui précède que, si u ∈W 1,2
0 (U) et Lu = 0 dans U , alors u = 0 dans U .

Exercice 3.183. On reprend les notations et hypothèses de l’exercice 3.182, avec en plus b = 0 et
d = 0. L’opérateur L s’écrit donc

Lu = −div(A∇u).

Partie I

Soit u ∈W 1,2(U) vérifiant Lu = 0 dans U . On fixe x0 ∈ U et R > 0 tel que R < 1
2d(x0, ∂U).

1. Justifier qu’il existe une fonction η ∈ C∞c (B(x0, 2R)) vérifiant η = 1 dansB(x0, R), 0 ≤ η ≤ 1
dans Rn et ‖∇η‖∞ ≤

C
R où C > 0 ne dépend pas de U, x0, R.

2. Vérifier que η2u ∈W 1,2
0 (U).

3. En déduire que∫
U
η2(x)〈A(x)∇u(x),∇u(x)〉dx = −2

∫
U
η(x)u(x)〈A(x)∇u(x),∇η(x)〉dx.

4. Montrer qu’il existe C ′ > 0 indépendant de u, U, x0 et R tel que∫
B(x0,R)

|∇u(x)|2 dx ≤ C ′

R2

∫
B(x0,2R)

|u(x)|2 dx. (3.184)

5. Montrer que, pour tout réel m,∫
B(x0,R)

|∇u(x)|2 dx ≤ C

R2

∫
B(x0,2R)

|u(x)−m|2 dx. (3.185)
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Partie II

Dans cette partie, si E ⊂ Rn est mesurable de mesure de Lebesgue finie et f ∈ L1(E), on note
fE = 1

Ln(E)
∫
E f(x)dx.

1. On note B la boule ouverte euclidienne de centre 0 et de rayon 1 et s ∈
]

2n
n+2 ,+∞

[
. Montrer

qu’il existe C > 0 tel que, pour toute fonction f ∈W 1,s(B),

‖f − fB‖L2(B) ≤ C ‖∇f‖Ls(B) . (3.186)

On pourra raisonner par l’absurde.

2. En déduire que, pour tout x0 ∈ Rn, tout R > 0 et toute fonction f ∈W 1,s(B(x0, R)),

1
Ln(B(x0, 2R))1/2

∥∥∥f − fB(x0,2R)

∥∥∥
L2(B(x0,2R))

≤ 2CR 1
Ln(B(x0, 2R))

1
s

‖∇f‖Ls(B(x0,2R)) .

(3.187)

Partie III

On suppose à nouveau que u ∈W 1,2(U) vérifie Lu = 0 dans U , et on fixe x0 ∈ U et R > 0 tel que
R < 1

2d(x0, ∂U). On pose encore s ∈
]

2n
n+2 ,+∞

[
.

1. Montrer, en utilisant (3.185) et (3.187) que, pour un C > 0 indépendant de u, x0 et R,

1
Ln(B(x0, R))

1
2
‖∇u‖L2(B(x0,R)) ≤

C

Ln(B(x0, 2R))
1
s

‖∇u‖Ls(B(x0,2R)) . (3.188)

2. Pourquoi l’inégalité (3.188) peut-elle être appelée inégalité de Hölder inverse ?

3. On admettra qu’on peut déduire de (3.188) qu’il existe C, ε > 0 tel que, pour toute solution
u ∈W 1,2(U) de Lu = 0, tout x0 ∈ U et tout R > 0 tel que R < 1

2d(x0, ∂U),

1
Ln(B(x0, R))

1
2+ε
‖∇u‖L2+ε(B(x0,R)) ≤

C

Ln(B(x0, 2R))
1
s

‖∇u‖Ls(B(x0,R)) .

Montrer alors qu’il existe c ∈]0, 1[ indépendant de u, x0 et R tel que∫
B(x0,R)

|∇u(x)|2 dx ≤ c
∫
B(x0,2R)

|∇u(x)|2 dx.

Exercice 3.189. Soient n ≥ 1 et B la boule ouverte euclidienne de centre 0 et de rayon 1 dans Rn.
On fixe α > 0. On cherche à montrer qu’il existe C > 0 (dépendant de α) tel que, pour toute fonction
u ∈W 1,2(B), si m({x ∈ B; u(x) = 0} ≥ α, alors∫

B
u2(x)dx ≤ C

∫
B
|∇u(x)|2 dx. (3.190)

On raisonne par l’absurde en supposant cette conclusion fausse.

1. Montrer qu’il existe une suite de fonctions (uk)k≥1 ∈W 1,2(B) telles que, pour tout k ≥ 1,∫
B
u2
k(x)dx = 1, Ln({x ∈ B; uk(x) = 0}) ≥ α

et ∫
B
|∇uk(x)|2 dx < 1

k
.
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2. Montrer qu’il existe ϕ : N∗ → N∗ strictement croissante et u ∈ W 1,2(B) telles que uϕ(k) → u
dans L2(B) et uϕ(k)(x)→ u(x) pour presque tout x ∈ B. On définit

A =
{
x ∈ B; uϕ(k)(x)→ u(x)

}
.

3. Vérifier que ⋂
k≥1

⋃
j≥k

{
x ∈ A; uϕ(j)(x) = 0

}
⊂ {x ∈ B; u(x) = 0} .

En déduire que
Ln({x ∈ B; u(x) = 0}) ≥ α.

4. Montrer que u est constante sur B (on calculera∇u) et obtenir une contradiction. Conclure.

Exercice 3.191. Soit U ⊂ Rn un ouvert borné de classe C1. On rappelle que l’opérateur trace, noté
tr dans la suite, est continu de W 1,2(U) dans L2(∂U). On appellera H l’image de W 1,2(U) par cet
opérateur. Pour toute ϕ ∈ H , on définit

‖ϕ‖H := inf
{
‖u‖W 1,2(U) ; tr u = ϕ

}
.

1. Vérifier que ϕ 7→ ‖ϕ‖H est une norme sur H .

Soit σ ∈ L∞(U) une fonction. On suppose, dans toute la suite de cet exercice, qu’il existe c > 0
tel que, pour presque tout x ∈ U , σ(x) ≥ c.
Soit ϕ ∈ H et u ∈W 1,2(U). On dira que u est solution du problème{

div(σ∇u) = 0 dans U,
u = ϕ sur ∂U,

(3.192)

si, et seulement si, u− v ∈W 1,2
0 (U) où v est une fonction de W 1,2(U) telle que tr v = ϕ et∫

U
σ(x)〈∇u(x),∇w(x)〉 = 0 pour toute w ∈W 1,2

0 (U). (3.193)

2. (a) Soit u ∈W 1,2
0 (U) vérifiant la condition (3.193). Montrer que u = 0.

(b) En déduire que la définition d’une solution u de (3.192) est bien indépendante du choix de la
fonction v.

3. Soit ϕ ∈ H et u ∈W 1,2(U) une solution de (3.192). Montrer que tr u = ϕ.

4. Montrer que, pour toute ϕ ∈ H , il existe une unique solution u ∈W 1,2(U) du problème (3.192).
Indication : si v ∈ W 1,2(U) est telle que tr v = ϕ, on vérifiera d’abord que u ∈ W 1,2(U) est
solution de (3.192) si, et seulement si, pour toute fonction w ∈W 1,2(U),∫

U
σ(x)〈∇(u− v)(x),∇w(x)〉dx = −

∫
U
σ(x)〈∇v(x),∇w(x)〉dx. (3.194)

On appliquera alors le théorème de Lax-Milgram pour résoudre (3.194).

5. (a) Vérifier que l’application H 3 ϕ 7→ u, où u ∈ W 1,2(U) est la solution de (3.192), est
linéaire

(b) Montrer que l’application considérée à la question (a) est continue de H dans W 1,2(U).

Exercice 3.195. Soient I :=
]
−1

4 ,
1
4

[
et u(x) := − x

|x| ln|x| .

1. Montrer que u appartient à W 1,1(I).
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2. Montrer que u /∈M1,1(I).

Exercice 3.196. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré de nature homogène. Pour toute fonction
v ∈ L1

loc(X,µ), tout R > 0 et tout x ∈ X , on pose

MRv(x) := sup
r∈]0,R[

1
µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|v(y)| dµ(y).

Soit p ∈]1,+∞[. On cherche à montrer que, si u : X → R est une fonction, alors u ∈ M1,p(X) si, et
seulement si, u ∈ Lp(X) et il existe C > 0, σ ≥ 1, une fonction g ∈ Lp(X) avec g ≥ 0 et q ∈]0, p[ tels
que, pour toute boule B de rayon r,

1
µ(B)

∫
B
|u(x)− uB| dµ(x) ≤ Cr

( 1
µ(σB)

∫
σB

g(x)qdµ(x)
) 1
q

. (3.197)

1. On suppose d’abord u ∈M1,p(X).

(a) Montrer qu’il existe g ∈ Lp(X), g ≥ 0, tel que, pour toute boule B de rayon r,

1
µ(B)

∫
B
|u(x)− uB| dµ(x) ≤ Cr 1

µ(B)

∫
B
g(x)dµ(x).

(b) Conclure.

On suppose maintenant que u ∈ Lp(X) et qu’il existe C > 0, σ ≥ 1, une fonction g ∈ Lp(X)
avec g ≥ 0 et q ∈]0, p[ tels que, pour toute boule B de rayon r, (3.197) soit satisfaite.

2. On va d’abord montrer que, pour presque tous x, y ∈ X ,

|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y)
((
M2σd(x,y)g

q(x)
)1/q

+
(
M2σd(x,y)g

q(y)
)1/q

)
. (3.198)

Soient x, y ∈ X avec x 6= y. Pour tout i ≥ 0, on pose ri := 2−id(x, y) et on définit Bi(x) :=
B(x, ri) et Bi(y) := B(y, ri).

(a) On suppose que u(x) = lim
i→+∞

uBi(x). Montrer que

∣∣∣u(x)− uB0(x)

∣∣∣ ≤ Cd(x, y)
(
Mσd(x,y)g

q(x)
)1/q

.

(b) Montrer que ∣∣∣uB0(x) − uB0(y)

∣∣∣ ≤ Cd(x, y)
(
M2σd(x,y)g

q(x)
)1/q

.

(c) En déduire que (3.198) est vérifiée pour presque tous x, y ∈ X .

3. Déduire de (3.198) que u ∈M1,p(X).

Soit u ∈ L1
loc(X). On suppose qu’il existe g ∈ Lploc(X), g ≥ 0 et σ ≥ 1 tels que, pour presque

tous x, y ∈ X ,

|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y)
((
Mσd(x,y)g

p(x)
)1/p

+
(
Mσd(x,y)g

p(y)
)1/p

)
.

4. Soit B une boule de rayon r. Vérifier que, pour presque tous x, y ∈ B,

|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y)
(
(M(gpχ3σB)(x))1/p + (M(gpχ3σB)(y))1/p

)
.
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5. En déduire que

1
µ(B)

∫
B
|u(x)− uB| dµ(x) ≤ Cr

µ(B)

∫ +∞

0
µ ({x ∈ B;M(gpχ3σB)(x) > tp}) dt.

6. Montrer enfin que,

1
µ(B)

∫
B
|u(x)− uB| dµ(x) ≤ Cr

( 1
µ(3σB)

∫
3σB

g(y)pdµ(y)
)1/p

,

pour une constante C > 0 ne dépendant pas de la boule B.
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Chapitre 4

Inégalités de Poincaré, espaces de
Loewner et applications

A la mémoire de Juha Heinonen (1960-2007) 1

1 Le cas euclidien

1.1 Et tout commença avec Poincaré !

Poincare.jpg

Henri Poincaré (1854-1912)

L’histoire de l’inégalité de Poincaré commence avec Henri Poincaré lui-même. En 1886, il est élu
Professeur à la faculté des sciences de l’Université de Paris sur la “Chaire de physique mathématique et
calcul des probabilités”. Ce poste est l’un des plus prestigieux à l’époque. Il a été avant Maître de Confé-
rences à l’Université de Caen puis à celle de Paris. Cette nomination est à première vue assez étrange. En
effet, en 1886, Poincaré est connu pour ses travaux en théorie des nombres, analyse complexe ou encore
géométrie mais ses contributions en physique malhématique sont des plus modestes. De plus, il a parmi
ses concurrents par exemple Joseph Boussinesq (alors professeur à Lille et qui succèdera d’ailleurs à
Poincaré sur cette chaire en 1896) qui est l’auteur d’une centaine d’articles en mécanique des fluides.
Deux autres postes (la “Chaire de calcul différentiel et intégral” et la “Chaire de mécanique physique et
expérimental”) étaient aussi mises au concours la même année et semblaient plus proches des travaux
récents de Poincaré. Cependant, avec l’aide de son mentor Charles Hermite qui était un personnage trés
influent du monde mathématique parisien de cette période, il réussit à obtenir ce poste en physique ma-
thématique qu’il convoitait tant. Cette décision ne doit pas être vue comme un “caprice de star” mais

1. Le premier auteur souhaitait dédier ce chapitre à Juha car il a appris beaucoup de choses sur les inégalités de Poincaré
lors de longues conversations avec lui au cours de ses séjours à Ann Arbor.
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était motivée par l’intêret que portait Poincaré aux théories naissantes de la physique, comme la théorie
de Maxwell sur laquelle portera un de ses premiers cours à la suite de sa nomination à la Sorbonne.
Entre 1890 et 1896, Poincaré écrira 3 longs articles (ainsi que quelques Compte-Rendus à l’Académie
des Sciences de Paris) sur les équations aux dérivées partielles provenant de la physique mathématique
comme l’équation de la chaleur. Dans sa premère publication dans ce domaine, il démontre la première
version de ce qui s’appelera l’inégalité de Poincaré. Soit D un sous-ensemble ouvert, convexe et borné

de R3 et soit f une fonction régulière sur D telle que
∫
D
f = 0. Alors,

∫
D

∫
D
|f(x)− f(x′)|2dxdx′ ≤ C(diam(D))5

∫
D
|∇f |2dx.

Nous renvoyons à [95] pour plus de détails.

1.2 Le théorème fondamental de l’analyse

Nous avons déjà rencontré des versions de ce théorème pour les fonctions absolument continues
dans la section 7.3 du chapitre 1. Toutefois, nous le présentons ici dans un cadre plus élémentaire, pour
arriver ensuite à une approche géométrique des inégalités de Poincaré.
On commence par quelques rappels de calcul différentiel élémentaire. Soit f : R → R une fonction de
classe C1 sur un intervalle I de R. Alors, pour tout x et tout y dans I avec x < y,

f(y)− f(x) =
∫ y

x
f ′(t)dt =

∫
[x,y]

f ′(t)dt.

Il s’en suit |f(y) − f(x)| ≤
∫ y

x
|f ′(t)|dt =

∫
[x,y]
|f ′(t)|dt. Ici, il faut voir [x, y] comme le segment

géodésique allant de x à y. On peut étendre cette formule pour une fonction f : Rn → R qui est de
classe C1 sur un ouvert Ω de Rn. Soient x, y dans Ω tels que [x, y] ⊂ Ω. En appliquant le résultat

précédent à g(t) = f((1− t)x+ ty), on obtient |f(y)− f(x)| ≤
∫

[x,y]
||∇f(ξ)||dξ. Si γ est une courbe

rectifiable dans Ω reliant x à y, il vient par approximation de γ par des segments que

|f(x)− f(y)| ≤
∫
γ
||∇f(ξ)||dξ.

C’est sous cette forme que nous utiliserons le théorème fondamental de l’analyse. On rappelle que∫
γ
||∇f(ξ)||dξ =

∫ b

a
||∇f(γ(t))||.||γ′(t)||dt si γ : [a, b]→ Rn est lisse (par exemple, lipschitzienne de

sorte que γ′(t) existe presque partout sur [a, b] par le théorème 2.53).

1.3 Une preuve dans le cas euclidien via les potentiels de Riesz

La philosophie des inégalités de type Poincaré est toujours la même. L’idée est de contrôler les
oscillations d’une fonction dans une boule par son gradient. Le point de départ pour obtenir une telle
estimation est souvent le théorème fondamental de l’analyse. Pour illustrer ceci, considérons le cas de
la droite réelle. Soit f une fonction de classe C1 dans R (à support compact) et soit I ⊂ R un intervalle.

Rappelons que le théorème fondamental de l’analyse dit que si y ≤ x ∈ R, f(x)− f(y) =
∫ x

y
f ′(t)dt

et donc |f(x)− f(y)| ≤
∫ x

y
|f ′(t)|dt ou encore |f(x)− f(y)| ≤

∫
[x,y]
|f ′(t)|dt où [x, y] est le segment
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euclidien (c’est à dire l’unique segment géodésique) joignant x et y. Nous obtenons alors, en notant
|I| = L1(I) la longueur de I ,∫

I
|f − fI |dx ≤ 1

|I|

∫
I

∫
I
|f(x)− f(y)|dxdy

≤ 1
|I|

∫
I

∫
I

(∫ y

x
|f ′(t)|dt

)
dxdy

≤ 1
|I|

∫
I

∫
I

(∫
I
[f ′(t)|dt

)
dxdy

≤ |I|
∫
I
|f ′(t)|dt.

Que se passe-t-il en dimensions supérieures, par exemple dans le plan complexe ?
Si x et y sont des points dans C, alors il existe un unique segment géodésique (euclidien) qui les

joint. Cependant, l’argument précédent utilisé dans le cas de la droite réelle ne marche plus. Il faut
alors noter qu’il existe beaucoup de courbes rectifiables joignant x à y dont la longueur est comparable à
||x−y||. Ceci nous amènera à la notion de pinceau de courbes. Avant cela, nous allons donner une preuve
classique de l’inégalité de Poincaré. Comme elle utilise de façon cruciale les coordonnées polaires, elle
sera difficilement utilisable dans d’autres cadres, par exemple dans le cas riemannien.

Soit n ≥ 2 un entier. Si Ω ⊂ Rn est un ouvert, on rappelle que C∞c (Ω) est l’espace des fonctions
C∞ à support compact dans Ω. Pour alléger les notations, la mesure de Lebesgue de A ⊂ Rn sera notée
|A|. La mesure de Lebesque de la sphère unité Sn−1 de Rn est wn−1. Nous allons montrer l’inégalité
de Poincaré sur les boules, déjà obtenue au corollaire 3.99 (section 1.12 du chapitre 3). Ici, toutefois, la
valeur de la constante sera précisée :

Théorème 4.1. Pour tout x ∈ Rn, tout r > 0, toute f ∈ C∞c (B) où B = B(x, r) et 1 ≤ p <∞, on a(∫
B
|f |pdx

)1/p
≤ r

(∫
B
||∇f ||pdx

)1/p
(4.2)(∫

B
|f − fB|pdx

)1/p
≤ 2nr

(∫
B
||∇f ||pdx

)1/p
. (4.3)

où on note fB = 1
|B|

∫
B
fdx = −

∫
B
fdx la moyenne de f sur la boule euclidienne B.

Notons que la dernière inégalité (4.3) peut aussi s’écrire(
−
∫
B
|f − fB|pdx

)1/p
≤ 2nr

(
−
∫
B
||∇f ||pdx

)1/p
.

Or, par l’inégalité de Hölder ou l’inégalité de Jensen, on a

−
∫
B
|f − fB|dx ≤ 2nr

(
−
∫
B
||∇f ||pdx

)1/p
.

Cela sera sous cette forme que nous utiliserons les inégalités de Poincaré dans la suite.

Démonstration. Soit B = B(x,R) une boule de Rn et soit f ∈ C∞c (B). Sans perte de généralité,
nous pouvons supposer que B = B(0, 1) est la boule unité de Rn. Pour voir cela, il suffit d’utiliser
g(y) = (1/Rn)f((y − x)/R). Tout d’abord, notons que

|f(x)| ≤ 1
wn−1

∫ ||∇f(y)||
||y − x||n−1dy. (4.4)
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En effet en utilisant les coordonnées polaires (r, θ) où r > 0 et θ ∈ Sn−1, on a par le théorème
fondamental de l’analyse

f(x) = −
∫ +∞

0

∂

∂r
f(x+ rθ)dr.

D’où en intégrant sur la sphère unité Sn−1, on obtient

f(x) = − 1
wn−1

∫
Sn−1

∫ +∞

0

∂

∂r
f(x+ rθ)drdθ.

Nous utilisons maintenant le changement de variables y = x+rθ. Alors, r = ||x−y||, dy = rn−1drdθ,
∂
∂rf(x+ rθ) = ||y − x||−1∑n

i=1(yi − xi) ∂
∂xi
f(y). Ceci nous donne

f(x) = − 1
wn−1

∫
Sn−1

∫ +∞

0

∂
∂rf(x+ rθ)

rn−1 rn−1drdθ

= 1
wn−1

∫
Rn

〈x− y,∇f(y)〉
||y − x||n

dy

où 〈., .〉 est le produit scalaire euclidien de Rn. De cela, on peut alors conclure aisément en utilisant
|〈x− y,∇f(y)〉| ≤ ||x− y||.||∇f(y)||,

|f(x)| ≤ 1
wn−1

∫
Rn

||∇f(y)||
||x− y||n−1dy. (4.5)

Remarque 4.6. Pour 0 < α < n, on définit le potentiel de Riesz d’ordre α de u ∈ C∞c (Rn) par

Iαu(x) = 1
Cα

∫
Rn

u(y)
||y − x||n−α

dy

où Cα = πn/22α Γ(α/2)
Γ((n− α)/2) . Dans le cas α = n, Cn = wn−1. L’intêret de ces potentiels est en partie

du à l’estimation suivante qui peut être obtenue via la transformée de Fourier :

Iαu = ∆−α/2u

où ∆u = −
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

u est le laplacien et ∆̂α/2f = (2π||x||)αf̂ avec la transformée de Fourier est donnée

par f̂(ξ) =
∫
Rn
e2iπ〈x,ξ〉f(x)dx. Le point est de démontrer l’égalité suivante pour tout f ∈ C∞c (Rn),

C−1
α

∫
Rn
||x||−n+αf(x)dx =

∫
Rn

(2π||ξ||)−αf̂(ξ)dξ.

La condition 0 < α < n assure l’existence des deux intégrales ci-dessus. Soient 0 < α < n, 1 <
p < n/α et q = (np)/(n − αp), il existe une constante C = C(α, n, p) ≥ 0 de sorte que pour tout
f ∈ Cc(Rn),

||Iαf ||q ≤ C||f ||p.

Voir la section 1.2 de [127] pour plus de détails et le théorème 4.8 pour un résultat similaire dans le cas
des espaces métriques mesurés. L’inégalité (4.4) peut alors être réécrite sous la forme

|f(x)| ≤ I1(||∇f(x)||).
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Nous démontrons maintenant (4.2) dans le cas p = 1. De (4.5), on obtient (puisque f est à support
compact dans B) par le théorème de Fubini-Tonelli

∫
B
|f(x)|dx ≤ 1

wn−1

∫
B
||∇f(y)||

(∫
B

dx

||x− y||n−1

)
dy.

Notons que
∫
B

dx

||x− y||n−1 ≤
∫
B

dx

||x||n−1 = wn−1. Ceci donne
∫
B
|f(x)|dx ≤

∫
B
||∇f(x)||dx qui

correspond à (4.2) pour p = 1. Pour p > 1, nous pouvons par exemple appliquer l’inégalité de Jensen.

Posons C(x) =
∫
B

1
||x− y||n−1dy. Comme observé précedemment, C(x) ≤ wn−1. Soit dµ(y) =

C(x)−1|x − y|−n+1χB(y)dy où x ∈ B = B(0, 1) est fixé. En appliquant l’inégalité de Jensen à la
mesure de probabilité µ, on obtient

|f(x)|p ≤ 1
wpn−1

(∫
B

||∇f(y)||
||y − x||n−1dy

)p
= C(x)p

wpn−1

(∫
B
||∇f(y)||dµ(y)

)p
≤ C(x)p

wpn−1

∫
B
||∇f(y)||pdµ(y)

= C(x)p−1

wpn−1

∫
B

||∇f(y)||p

||y − x||n−1dy

≤ 1
wn−1

∫
B

||∇f(y)||p

||y − x||n−1dy.

Par le théorème de Fubini, on peut alors conclure en intégrant sur tous les x ∈ B et en utilisant encore
C(x) ≤ wn−1. Pour démontrer (4.3), la stratégie est essentiellement la même. Cependant, à la place de
(4.5), nous utilisons

|f(x)− fB| ≤
2n

wn−1

∫
B

||∇f(y)||
||x− y||n−1dy. (4.7)

Pour démontrer (4.7), on note tout d’abord que pour tout x et tout y dans B, on a par le théorème
fondamental de l’analyse

f(x)− f(y) = −
∫ |x−y|

0

∂

∂r
f

(
x+ r

y − x
||y − x||

)
dr.

D’où, si nous posons F (x) = ||∇f(x)||χB(x), on a

|f(x)− f(y)| ≤
∫ ∞

0
F

(
x+ r

y − x
||y − x||

)
dr.
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De ceci, on déduit facilement

|f(x)− fB| ≤
1
|B|

∫
B
|f(x)− f(y)|dy

≤ 1
|B|

∫
B

(∫ ∞
0

F

(
x+ r

y − x
||y − x||

)
dr

)
dy

≤ 1
|B|

∫
B(x,2)

(∫ +∞

0

(
F

(
x+ r

y − x
||y − x||

))
dr

)
dy

= 1
|B|

∫ ∞
0

∫
Sn−1

∫ 2

0
F (x+ rθ)sn−1dsdθdr

= 2n

|B|

∫ +∞

0

∫
Sn−1

F (x+ rθ)dθdr

= 2n

wn−1

∫
B

||∇f(y)||
||y − x||n−1dy.

En intégrant par rapport à x comme précédemment, on peut conclure pour avoir (4.7). Pour obtenir (4.3),
nous devons adapter la preuve de (4.2) en utilisant (4.7). Nous laissons les détails au lecteur comme un
exercice facile. Ces preuves sont inspirées de [127].

Il est possible de considérer les potentiels de Riesz dans le cadre plus général des espaces métriques
mesurés. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante µ. Si f : X → R+, on pose

I1(f)(x) =
∫
X

f(y)d(x, y)
µ(B(x, d(x, y)))dµ(y).

Notons que si µ est Ahlfors-régulière de dimension Q, alors d(x, y)/µ(B(x, d(x, y)) est comparable à
1/d(x, y)Q−1. En particulier, dans le cas euclidien, on retrouve l’expression précédente. Cependant, sans
hypothèse géométrique sur X , on ne peut pas démontrer l’existence d’inégalités de Poincaré à partir des
potentiels de Riesz dans le cadre général. On a quand même des estimations de continuité des potentiels
de Riesz dans les espaces Ahlfors-réguliers.

Théorème 4.8. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure Ahlfors-régulière de dimension Q.
Alors, il existe des constantes C1 = C(Q, p, µ) > 0 et C2 = C(Q,µ) > 0 telles que

||I1(f)||pQ/(Q−p) ≤ C1||f ||p si 1 < p < Q et f ∈ Lp(µ),

µ({I1(f) > t}) ≤ C2(t−1||f ||1)Q/(Q−1) si f ∈ L1(µ).

On adapte une preuve tirée de [59] dans le cas euclidien.

Démonstration. On se donne δ > 0 que l’on choisira plus tard de façon optimale plus tard et on décom-
pose I(f) en une bonne et mauvaise partie :

If(x)(x) = bδ(x) +mδ(x) où

bδ(x) =
∫
X\B(x,δ)

f(y)d(x, y)
µ(B(x, d(x, y)))dµ(y),

mδ(x) =
∫
B(x,δ)

f(y)d(x, y)
µ(B(x, d(x, y)))dµ(y).
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Pour contrôler bδ, on applique l’inégalité de Hölder. Ainsi, si 1/p+ 1/q = 1,

bδ(x) ≤ ||f ||p

(∫
X\B(x,δ)

d(x, y)q

µ(B(x, d(x, y)))q dµ(y)
)1/q

Comme µ(B(x, d(x, y))) ≥ C−1d(x, y)Q, il vient

bδ(x) ≤ C||f ||p

(∫
X\B(x,δ)

d(x, y)q(1−Q)dµ(y)
)1/q

.

Or, on a par Ahlfors-régularité de µ

∫
X\B(x,δ)

d(x, y)q(1−Q)dµ(y) =
∑
j∈N

∫
B(x,2j+1δ)\B(x,2jδ)

d(x, y)q(1−Q)dµ(y)

≤ C
∑
j∈N

(2jδ)q(1−Q)µ(B(x, 2j+1δ))

≤ C
∑
j∈N

(2jδ)q(1−Q)(2j+1δ)Q

≤ Cδq(1−Q)+Q∑
j∈N

2j
(
p−Q
p−1

)
≤ C(p,Q)δq(1−Q)+Q.

On en déduit
bδ(x) ≤ C||f ||pδ1−Q/p.

Nous passons à la “mauvaise” partie mδ(x). Pour cela, on note Aj l’anneau Aj = B(x, 2−jδ) \
B(x, 2−j−1δ) pour j ∈ N et nous allons utiliser la fonction maximale M(f) de f . Comme précé-
demment, on a “par discrétisation” et par Ahlfors-régularité de µ :

mδ(x) =
∑
j∈N

∫
Aj

f(y)d(x, y)
µ(B(x, d(x, y)))dµ(y)

≤ C
∑
j∈N

∫
Aj

f(y)
d(x, y)Q−1dµ(y)

≤ C
∑
j∈N

(2−j−1δ)1−Q
∫
B(x,2−jδ)

f(y)dµ(y)

≤ Cδ
∑
j∈N

2−j −
∫
B(x,2−jδ)

f(y)dµ(y)

≤ CδMf(x).

Nous avons donc pour tout x ∈ X

I1(f)(x) ≤ C
(
δMf(x) + δ1−Q/p||f ||p

)
.

Or, par une étude élémentaire de la fonction de la variable réelle, φ(t) = tMf(x) + t1−Q/p||f ||p, il

vient que φ (et donc le membre de droite) atteint son minimum pour t =
(
Q− p
p

)p/Q ( ||f ||p
Mf(x)

)p/Q
.

En choisissant ainsi δ =
( ||f ||p
Mf(x)

)p/Q
, il vient

I1(f)(x) ≤ C||f ||p/Qp Mf(x)1−p/Q.
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Donc par la continuité Lp de la fonction maximale (voir théorème 1.165), il s’en suit∫
X
|I1(f)(x)|

pQ
Q−pdµ(x) ≤ C||f ||

p2
Q−p

∫
X
|Mf(x)|pdµ(x) ≤ C||f ||

pQ
Q−p
p .

La preuve dans le cas p = 1 est similaire en utilisant la continuité faible dans L1 de la fonction
maximale (théorème 1.165).

1.4 De Sobolev à Poincaré

Le but de ce paragraphe est de voir comment on peut dériver des inégalités de type Sobolev des
inégalités de Poincaré qu’il faut voir comme des versions locales de celles de Sobolev. Rappelons (théo-
rème 3.69, chapitre 3) que si 1 ≤ p < n, il existe une constante C = C(p, n) > 0 telle que

(∫
Rn
|f |p∗dx

)1/p∗

≤ C
(∫

Rn
||∇f ||pdx

)1/p

pour toute fonction f ∈W 1,p(Rn) et où p∗ = np

n− p
est l’exposant conjugué de Sobolev de p.

On en déduit une inégalité de Poincaré dans le cadre des espaces de Sobolev.

Théorème 4.9. Pour tout 1 ≤ p < n, il existe une constante C = C(p, n) > 0 telle que

(
−
∫
B
|f − fB|p

∗
dx

)1/p∗

≤ CdiamB
(
−
∫
B
||∇f ||pdx

)1/p

pour toute boule B ⊂ Rn et toute fonction f ∈W 1,p(B).

On rappelle que fB est la moyenne de f sur B.

Démonstration. Soit g ∈W 1,p(B) oùB = B(0, 1). Comme précédemment (voir la preuve du théorème
4.1), il suffit de considérer ce cas-là. Soit g̃ ∈W 1,p(Rn) une extension de g dans Rn avec ||g̃||W 1,p(Rn) ≤
C||g||W 1,p(B(0,1)) où C est une constante absolue (voir par exemple le théorème 3.41). Alors, l’inégalité
de Sobolev donne (∫

B
|g|p∗dy

)1/p∗

≤
(∫

Rn
|g̃|p∗dy

)1/p∗

≤ C

(∫
Rn
||∇g̃||pdy

)1/p

≤ C

(∫
B

(||∇g||p + |g|p)dy
)1/p

Nous pouvons conclure en appliquant ce qui précède à g = f − fB et obtenir

(
−
∫
B
|f − fB|p

∗
dy

)1/p∗

≤ C
(
−
∫
B

(||∇f ||p + |f − fB|p)dy
)1/p

.

Comme par densité des fonctions lisses dans les espaces de Sobolev, il suffit de considérer le cas des
fonctions f ∈ C1(B), on peut conclure en appliquant l’inégalité de Poincaré précédente (Théorème
4.1).
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Par l’inégalité de Hölder, on retrouve l’inégalité de Poincaré sur les boules vue au-dessus pour les
fonctions lisses, mais ici dans le cas des espaces de Sobolev. Si f ∈W 1,p(B),

(
−
∫
B
|f − fB|pdy

)1/p
≤ C

(∫
B
|∇f |pdy

)1/p
.

En utilisant l’approximation des fonctions BV par les fonctions lisses, on en déduit une version de
l’inégalité de Poincaré dans le cadre des fonctions BV.

Théorème 4.10. Il existe une constante C > 0 telle que(∫
B
|f |n/(n−1)

)(n−1)/n
≤ C||∇f ||B

pour toute boule B de Rn, toute fonction f ∈ BV (Rn) (ou au moins localement dans BV (Rn)) et où
||∇f || est la variation totale de∇f dans B (voir chapitre 3).

Donnons une situation où il est important d’avoir des versions locales des inégalités de Sobolev,
et donc des inégalités de Poincaré. Soit Ω un ouvert borné de Rn dont le bord est lisse. On considère
classiquement des problèmes de type ∆u = λu avecles conditions dy type suivant.

- Condition de type Neumann :
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.

- Condition de type Dirichlet : u = 0 sur ∂Ω.
Les inconnues sont des paires (u, λ) où u est une fonction régulière et λ est un réel. Alors, λ est une

valeur propre associée au vecteur propre u. En intégrant par parties et en normalisant
∫

Ω
u2dx = 1 (pour

éviter les solutions trivialles u = 0), il vient (quelle que soit la condition au bord choisie) :

λ = λ

∫
Ω
u2dx

=
∫

Ω
||∇u||2dx+

∫
∂Ω

(
∂u

∂n
u

)
dHn−1(x)

=
∫

Ω
||∇u||2dx ≥ 0

Il est alors naturel de poser

λN (Ω) = inf
{∫

Ω ||∇u||2dx∫
Ω u

2dx
;u 6= 0,

∫
Ω
udx = 0, u ∈ C∞(Ω)

}

λD(Ω) = inf
{∫

Ω ||∇u||2dx∫
Ω u

2dx
;u 6= 0, u ∈ C∞c (Ω)

}
.

Alors, λN (Ω) (respectivement λD(Ω)) est le plus petit réel λ tel que le problème de Neumann
(respectivement de Dirichlet) a une solution. Notons que λN (Ω) ≥ C (respectivement λD(Ω) ≥ C) est
équivalente à l’inégalité de type Poincaré∫

Ω
|u|2dx ≤ 1

C

∫
Ω
||∇u||2dx

pour toute fonction u ∈ C∞(Ω) (respectivement toute fonction f ∈ C∞c (Ω)), de sorte que 1/λ (dans
les deux cas) soit la meilleure constante dans l’inégalité de Poincaré associée.

Pour plus de détails pour toute cette partie, voir [127].
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2 Inégalités de Poincaré dans les espaces métriques

2.1 Gradients supérieurs et inégalités de Poincaré

Pour la notion de gradient supérieur, on renvoie à la section 2.2 du chapitre 3.

Définition 4.11. Soit p ≥ 1. Si B est une boule dans l’espace métrique (X, d) muni d’une mesure µ,

on note gB = −
∫
B
gdµ = 1

µ(B)

∫
B
gdµ la moyenne de g : X → R sur B. On dit que l’espace métrique

mesuré (X, d, µ) supporte une inégalité de Poincaré faible de type (1, p) s’il existe des constantesC ≥ 0
et τ ≥ 1 telles que

(Pp) −
∫
B
|u− uB|dµ ≤ CdiamB

(
−
∫
τB
ρpdµ

)1/p

pour toute boule B dans X , toute fonction continue u : X → R et TOUT gradient supérieur ρ : X →
R+ de u dans B. Ici, τB est la boule de même centre que B mais dont la rayon est τ fois le rayon de
B. Si (Pp) est vérifiée pour τ = 1, on dit que (X, d, µ) vérifie une inégalité de Poincaré (forte) de type
(1, p).

Remarque 4.12. 1) Par les inégalités de Hölder, si (X, d, µ) supporte une inégalité de Poincaré de type
(1, 1)-Poincaré, alors (X, d, µ) supporte une inégalité de Poincaré de type (1, p) pour tout p > 1. Ainsi,
l’inégalité de Poincaré de type (1, 1) est la meilleure possible au sens où elle implique les autres.
2) Dans les espaces métriques qui vérifient une condition de chaines (par exemple, les espaces géodé-
siques), une inégalité de Poincaré faible de type (1, p) implique une inégalité de Poincaré forte de type
(1, p). Voir [59] ou [56]. Des idées de preuve sont proposées dans l’exercice 4.156. On oubliera souvent
dans la suite le mot “faible”.
3) Si X est un espace métrique propre et quasiconvexe (la définition est donnée plus loin) qui est muni
d’une mesure doublante µ, alors X admet une inégalité de Poincaré de type (1, p) si et seulement si X
admet une inégalité de Poincaré de type (1, p) seulement pour les fonctions lipschitziennes bornées (voir
par exemple [63]).
4) L’existence d’inégalités de Poincaré est une condition ouverte, au sens où siX est un espace métrique
complet muni d’une mesure doublante µ qui admet une inégalité de Poincaré (1, p) pour un p > 1, alors
il existe ε > 0 tel que pour tout p′ > p− ε, X admet une inégalité de Poincaré (1, p′). Voir [74].
5) On aurait pu considérer plus généralement des inégalités de Poincaré (q, p), c’est à dire de la forme(

−
∫
B
|u− uB|qdµ

)1/q
≤ CdiamB

(
−
∫
τḂ
ρpdµ

)1/p

Ainsi, dans les espaces euclidiens, nous avons rencontré des inégalités de type (p, p) pour les fonctions
lisses et des inégalités de type (p∗, p) (où p∗ est le conjugué de p) pour les fonctions de Sobolev. Mais,
ce sont les inégalités de type (1, p) qui nous seront utiles dans la suite.
6) Si la mesure µ est doublante, µ(B) et µ(τB) sont comparables et (P1) est équivalente à∫

B
|u− uB|dµ ≤ CτdiamB

∫
τB
ρdµ

où Cτ est une constante qui dépend de la constante de (P1), de τ et de la constante de doublement du
volume. Cette observation sera utile quand nous considérerons le cas des espaces à courbure positive
pour lesquels nous vérifierons que (P1) est satisfaite.
7) Pour tout Q > 1, il existe des espaces Q-Ahlfors réguliers qui vérifient des inégalités de Poincaré
(1, 1). Les premiers exemples sont des bords à l’infini d’immeubles 2-dimensionnels qui sont hyperbo-
liques au sens de Gromov (voir [18]). L’ensemble des dimensions ainsi obtenues est dense dans ]1,+∞[.
Dans [82] sont construits des exemples pour tout Q > 1, ils sont obtenus comme quotients d’ensembles
de Cantor. Ainsi, un espace qui vérifie des inégalités de Poincaré peut avoir une “structure fractale”.
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2.2 Une caractérisation par la fonction maximale

Pour la fonction maximale de Hardy-Littlewood, nous renvoyons à la section 6 du chapitre 1.
Voici le résultat principal de cette section.

Théorème 4.13. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré doublant et localement compact. Soit p ≥ 1.
Alors, X admet une inégalité de Poincaré faible de type (1, p) si et seulement si il existe une constante
C0 ≥ 1 de sorte que pour presque tous x, y dans C−1

0 B,

|u(x)− u(y)| ≤ C0d(x, y) (MRρ
p(x) +MRρ

p(y))1/p (4.14)

dès que u : X → R est une fonction continue sur la boule B de rayon R > 0 et ρ : X → R+ est un
gradient supérieur de u dans B.

Le “pour presque tous x, y dans C−1
0 B” signifie qu’il existe E avec µ(E) = 0 tel que la propriété

est vraie pour tous x, y ∈ (C−1
0 B) \ E. Ce critère est par exemple utilisé dans [18].

Démonstration. Supposons tout d’abord que X admet une inégalité de Poincaré de type (1, p). Pour
simplifier, on supposera que cette inégalité est forte (c’est à dire τ = 1). Le cas général s’en déduit
facilement. Soit u une fonction continue dans la boule B de rayon R dans X et soit ρ un gradient

supérieur de u dansB. Choisissons x ∈ 1
10B (c’est à dire la boule de même centre queB mais de rayon

R

10 ) et posons Bj = B

(
x,

1
102−jR

)
. Alors, si x est un point de Lebesgue de u (ce qui explique le

presque partout dans l’énoncé d’après le théorème de différentiation de Lebesgue)

|u(x)− uB0 | ≤
+∞∑
j=0
|uBj − uBj+1 |

≤
+∞∑
j=0
−
∫
Bj+1

|u− uBj |dµ

≤ C
+∞∑
j=0
−
∫
Bj

|u− uBj |dµ (par doublement)

≤ CdiamB
+∞∑
j=0

2−j
(
−
∫
Bj

ρpdµ

)1/p

(par l’inégalité de Poincaré)

≤ CdiamB (MRρ
p(x))1/p .

En suivant les mêmes idées, il vient que si y ∈ 1
10B est un point de Lebesgue de u et B̃ =

B(y,R/2), on a d’aprés l’inégalité de Poincaré

|u(y)− u
B̃
| ≤ CdiamB (MRρ

p(y))1/p .

Notons que B0 ⊂ B̃ et que par la propriété de doublement de µ, µ(B̃) ≤ Cµ(B0). On en déduit

comme précédemment que |uB0 − uB̃| ≤ −
∫
B̃
|u− u

B̃
|dµ ≤ CdiamB(MRρ

p(y))1/p. De cela, il découle

facilement que

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− uB0 |+ |uB0 − uB̃|+ |uB̃ − u(y)|

≤ CdiamB (MRρ
p(x) +MRρ

p(y))1/p .
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Démontrons maintenant la réciproque. Pour cela, fixons une boule B dans X de rayon R. Soit
u : X → R une fonction continue et soit ρ : X → R+ un gradient supérieur de u dans B. Pour presque
tout x et presque tout y dans B, on a par hypothèse

|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y)
(
M(ρpχC0B)1/p(x) +M(ρpχC0B)1/p(y)

)p
.

En prenant la moyenne sur x puis sur y, il vient par la continuité faible de la fonction maximale (utilisée
dans la quatrième ligne)

−
∫
B
|u− uB| ≤

1
µ(B)2

∫
B

∫
B
|u(x)− u(y)|dxdy

≤ CdiamB −
∫
B

(M(ρpχC0B)1/p dµ (par hypothèse)

≤ CdiamB
µ(B)

∫ ∞
0

µ({x ∈ B;M(ρpχC0B) > tp})dt (par le principe de Cavalieri)

≤ CdiamB
µ(B)

(∫ t0

0
µ(B)dt+

∫ ∞
t0

C

tp

(∫
C0B

ρpdµ

)
dt

)
(où t0 sera choisi plus tard)

= CdiamB
µ(B)

(
t0µ(B) + +Ct1−p0

∫
C0B

ρpdµ

)
.

Nous pouvons conclure en prenant t0 =
(
µ(B)−1

∫
C0B

ρpdµ

)1/p
.

Nous allons maintenant faire le lien entre les inégalités de Poincaré et les espaces de Sobolev M1,p

sur un espace métrique mesuré (rappelons que ces espacesM1,p ont été définis en section 2.5 du chapitre
3).

Théorème 4.15. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante µ et soit p ≥ 1. Il y a
équivalence des assertions suivantes.

(i) u ∈M1,p(X, d, µ).

(ii) u ∈ Lp(X,µ) et il existe des constantes C > 0, τ ≥ 1, une fonction positive ρ ∈ Lp(X, d, µ)
et un exposant q avec 0 < q < p tels que l’on a l’inégalité de Poincaré suivante :

−
∫
B
|u− uB|dµ ≤ CR

(
−
∫
τB
ρqdµ

)1/q

pour toute boule B de X de rayon R > 0.

Démonstration. On commence par l’implication (i) =⇒ (ii). Il existe une fonction g : X → R+ et un
ensemble E ⊂ X avec µ(E) = 0 tels que, pour tous x, y ∈ X \ E,

|u(x)− u(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)). (4.16)

En intégrant (4.16), on obtient facilement

−
∫
B
|u− uB|dµ ≤ 1/µ(B)2

∫
B

∫
B
|u(x)− u(y)|dµ(x)dµ(y)

≤ 1/µ(B)2
∫
B

∫
B

(d(x, y)(g(x) + g(y))dµ(x)dµ(y)

≤ 2R−
∫
B
gdµ
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On obtient ainsi une inégalité de Poincaré de type (1, 1) qui implique les autres par l’inégalité de Hölder.
Passons à l’implication (ii) =⇒ (i). Supposons que u et ρ vérifie une inégalité de Poincaré de type (1, q)
pour un q < p. Alors, par la caractérisation de l’inégalité de Poincaré par la fonction maximale (voir
théorème 4.14), il existe des constantes C > 0, τ ≥ 1 et un ensemble E ⊂ X avec µ(E) = 0 tels que
pour tous x, y ∈ X \ E,

|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y)
(
Mτd(x,y)ρ

q(x) +Mτd(x,y)ρ
q(y)

)1/q
.

On en déduit
|u(x)− u(y)| ≤ Cd(x, y) (Mρq(x) +Mρq(y))1/q .

Pour conclure, il suffit de voir que g(x) = (Mρq(x))1/q est dans Lp(X,µ). Or, ρq ∈ Lp/q(X,µ) (avec
p/q > 1) et donc par le théorème maximal, Mρq ∈ Lp/q(X,µ). Notre preuve est complète.

2.3 Une caractérisation par la capacité ou le module de familles de courbes

Nous avons rencontré le module d’une famille de courbes au chapitre précédent (dans la section 2.1).
Dans cette section, nous allons insister sur
- les propriétés d’invariance conforme du module. Ceci motivera une caratérisation des applications
quasi-conformes dans les espaces métriques qui vérifient des inégalités de Poincaré.
- les estimations du module d’anneaux dans la cas euclidien/riemannien et dans le cadre des espaces
métriques Ahlfors-réguliers. Ceci nous amènera à l’introduction des espaces de Loewner qui seront ca-
ractérisés en termes d’inégalités de Poincaré.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On note volg son volume riemannien. Le
lecteur peu familier avec les variétés peut se restreindre au cas de Rn muni de sa structure euclidienne et
de la mesure de Lebesgue. Si Γ est une famille de courbes dans M , le module conforme de Γ est défini
par

Mod(Γ) = inf
∫
M
ρndvolg

où l’infimum est pris sur toutes les fonctions ρ : M → [0,+∞] telles que
∫
γ
ρ(s)ds ≥ 1 pour toute

courbe localement rectifiable γ ∈ Γ. Une telle fonction ρ est dite admissible pour la famille de courbes
Γ. Un point-clé est que le module conforme est un invariant conforme.

Théorème 4.17. Soient M , N deux variétés riemanniennes de dimension n. Si f : M → N est (un
homéomorphisme) conforme, alors Mod(f(Γ)) = Mod(Γ) pour toute famille de courbes Γ dans M , où
f(Γ) = {f(γ), γ ∈ Γ}.

Démonstration. Soit ψ admissible pour f(Γ), et posons

ρ = (ψ ◦ f) · ‖Df‖ .

Soit γ ∈ Γ. Par changement de variables, on a∫
γ
ρds =

∫
γ
(ψ ◦ f) · ‖Df‖ds

=
∫
f(γ)

ψds

et ρ est donc admissible pour Γ.
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Comme f est conforme, par définition, ‖Df‖n = |Jf | en tout point. Donc, par la formule de chan-
gement de variables 1.58 qui reste vraie dans ce cadre, on a∫

M
ρndvolg =

∫
M

(ψ ◦ f)n‖Df‖ndvolg

=
∫
M

(ψ ◦ f)n|Jf |dvolg

=
∫
N
ψdvolg.

Il s’en suit
Mod(Γ) ≤

∫
M
ρndvolg =

∫
N
ψndvolg

et donc Mod(Γ) ≤ Modf(Γ). L’inégalité inverse s’obtient par symétrie.

Exemple 4.18. (Module conforme d’un anneau euclidien) Soit Γ la famille de courbes dans Rn reliant
les bords des composantes de l’anneau B(x0, R) \ B(x0, r) = {x; r < |x − x0| < R} (où x0 ∈ Rn,
0 < r < R). Alors, si on note ωn−1 la mesure de Lebesgue de la sphère unité Sn−1 de Rn,

Mod(Γ) = ωn−1

(
log

(
R

r

))1−n
.

Démonstration. Par invariance conforme, on peut supposer que x0 = 0. Montrons que la fonction
définie par ρ(x) = (log (R/r))−1 |x|−1 si r < |x| < R et ρ(x) = 0 sinon est admissible pour Γ. Pour
cela, considérons γ : [a, b]→ Rn une courbe rectifiable de Γ et notons [γ(a), γ(b)] le segment euclidien
reliant γ(a) et γ(b). Comme la fonction ρ est radiale, on a∫

γ
ρ(s)ds ≥

∫
[γ(a),γ(b)]

ρ(s)ds

=
∫ R

r

(
log

(
R

r

))−1 dt

t
= 1.

Ce qui implique par un changement en coordonnées polaires que

Mod(Γ) ≤
∫
B(0,R)\B(0,r)

ρ(x)ndx

=
(

log
(
R

r

))−n ∫
Sn−1

(∫ R

r

dt

t

)
dθ

= ωn−1

(
log

(
R

r

))1−n
.

Pour démontrer l’inégalité inverse, on considère une fonction admissible ρ pour la famille Γ. Sans
perte de généralité, on peut supposer que ρ(x) = 0 si |x| ≥ R ou si |x| ≤ r. Pour tout θ ∈ Sn−1, on a
par l’inégalité de Hölder

1 ≤
∫ R

r
ρ(tθ)dt (puisque ρ est admissible)

=
∫ R

r
ρ(tθ)t

n−1
n t

1−n
n dt

≤
(∫ R

r
ρ(tθ)ntn−1dt

)1/n(∫ R

r
t−1dt

)n−1
n

≤
(∫ R

r
ρ(tθ)ntn−1dt

)1/n (
log

(
R

r

))n−1
n

.
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Donc, ∫ R

r
ρ(tθ)ntn−1dt ≥

(
log

(
R

r

))1−n
.

Ce qui implique

∫
B(0,R)\B(0,r)

ρn(x)dx =
∫
Sn−1

(∫ R

r
ρ(tθ)ntn−1dt

)
dθ

≥ ωn−1

(
log

(
R

r

))1−n
.

D’où, Mod(Γ) ≥ ωn−1 (log(R/r))1−n et nous avons fini notre preuve. Notons que nous avons utilisé les
coordonnées polaires, ce qui ne permet pas d’envisager d’avoir l’égalité dans des cadres non euclidiens.
Nous avons déja rencontré ce même genre de problème avec la preuve euclidienne de l’inégalité de
Poincaré donnée au début de ce chapitre.

Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. On renvoie à la section 2.1 du chapitre 3 pour la définition
et les propriétés du module d’une famille de courbes de X . Rappelons que nous avions alors défini une
famile de modules Modp (et non pas un module privilégié comme le module conforme qui correspond à
p = n dans Rn) et que ces modules définissaient des mesures extérieures sur les familles de courbes de
X . Nous utiliserons surtout dans ce paragraphe que le module ne “voit” pas les courbes non rectifiables
et donc que si le p-module d’une famille de courbes est non nulle, cette famille contient des courbes
rectifiables.

Exemple 4.19. (Module d’un anneau, cas général )
Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. On suppose qu’il existe une constante C0 ≥ 0 et un exposant
Q > 1 tel que µ(B(x,R)) ≤ C0R

Q dès que x ∈ X , R > 0. En particulier, cette hypothèse est satisfaite
si µ est Ahlfors-régulière de dimension Q.

Lemme 4.20. Soit (X, d, µ) comme ci-dessus. Soit Γ la famille des courbes joignant B(x0, r) à X \
B(x0/R) (où x0 ∈ X , 0 < r < 2R). Alors, il existe une constante C ≥ 0 (ne dépendant que de C0 et
de Q) telle que

ModQ(Γ) ≤ C
(

log
(
R

r

))1−Q
.

Dans un espace métrique quelconque, on ne peut pas s’attendre à une borne inférieure comme dans
le cas euclidien (voir la discussion à la fin de l’exemple du module d’un anneau euclidien). Un espace qui
vérifiera ce genre de contrôle par en dessous du module sera bientôt défini et appelé espace de Loewner.
Notons aussi que cette estimée donne que le Q-module d’une famille de courbes passant par un même
point est zéro. Pour le voir, faire tendre r vers 0.

Démonstration. Comme précédemment, notons ρ(x) = (log(R/r))−1 d(x0, x)−1 pour r < d(x0, x) <
R et ρ(x) = 0 sinon. Alors, ρ est admissible pour Γ et si on note N le plus petit entier tel que 2N+1r ≥
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R, on a

ModQ(Γ) =
∫
X
ρQdµ

≤
(

log
(
R

r

))−Q N∑
j=0

∫
{2jr≤d(x0,x)≤2j+1r}

d(x0, x)−Qdµ

≤
(

log
(
R

r

))−Q N∑
j=0

(2jr)−Qµ(B(x0, 2j+1r))

≤
(

log
(
R

r

))−Q N∑
j=0

(2jr)−Q(C0(2j+1r)Q)

≤ 2QC0(N + 1)
(

log
(
R

r

))−Q
≤ 10 · 2QC0

(
log

(
R

r

))1−Q
(puisque 2Nr < R).

Il existe une version “analytique” du module, appelé p-capacité.

Définition 4.21. Si E et F sont deux ensembles (disjoints) dans X , on définit la p-capacité du conden-

seur (E,F ) par Capp(E,F ) = inf
∫
X
ρpdµ où l’infimum est pris sur tous les gradients supérieurs ρ de

toutes les fonctions u : X → R qui vérifient u ≤ 0 sur E et u ≥ 1 sur F .

Proposition 4.22. Avec les notations précédentes, Modp(E,F ) = Capp(E,F ).

Démonstration. Soit u : X → R une fonction qui vérifie u ≤ 0 sur E et u ≥ 1 sur F . Alors, si ρ est
un gradient supérieur de u, ρ est admissible pour la famille de courbe joignant E et F , puisque pour

une courbe γ joignant x ∈ E à y ∈ F , on a
∫
γ
ρds ≥ |u(x) − u(y)| ≥ 1. On a donc par définition

Modp(E,F ) ≤ Capp(E,F ). D’un autre côté, si ρ est admissble pour la famille de courbe joignant E

et F , on pose u(x) =
∫
γx
ρds où l’infimum est pris sur toutes les courbes γx reliant le point x ∈ X à

E. Alors, u = 0 sur E, et u ≥ 1 sur F (par choix de ρ). De plus, ρ est un gradient supérieur de u. On
obtient donc Modp(E,F ) ≥ Capp(E,F ).

On suppose maintenant que pour tout x et tout y ∈ X , il existe une courbe rectifiable (c’est à dire
de longueur finie mais arbitraire ) entre x et y. Nous allons aussi supposer pour éviter les problèmes
techniques que X est non borné. Soient E et F deux continua non dégénérés de X (c’est à dire E et F
sont des compacts connexes non réduits à un point). On note Γ(E,F ) la famille des courbes reliant E et
F dans X . On pose Modp(E,F ) = Modp(Γ(E,F )). Enfin, on note ∆(E,F ) la distance relative entre
E et F , c’est à dire

∆(E,F ) = d(E,F )
min(diamE, diamF ) .

Définition 4.23. Soit p > 1. On dit que X (ou (X, d, µ)) vérifie la p-propriété de Loewner s’il existe
une fonction φ :]0,+∞[→]0,+∞[ telle que

Modp(E,F ) ≥ φ(∆(E,F ))

pour tous continua disjoints et non-dégénérés E et F dans X .
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La définition de la p-propriété de Loewner implique directement l’estimation de mesure suivante.

Lemme 4.24. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré qui vérifie la p-propriété de Loewner pour un
p > 1. Alors, il existe une constante C ≥ 1 telle que µ(B(x,R)) ≥ C−1Rp pour tout x ∈ X , tout
R > 0.

Démonstration. Fixons x ∈ X et R > 0. Comme X n’est pas borné, il existe y ∈ X avec d(x, y) ≥
10R. Par hypothèse sur X , il existe une courbe rectifiable γ reliant x à y. On peut donc trouver deux
continua E et F (en fait, des sous-courbes de γ) tels que diamE = diamF = R/10, E ⊂ B(x,R/2),
F ⊂ X \B(x,R) etE, F ⊂ B(x, 2R). La propriété de Loewner implique que Modp(E,F ) ≥ φ(20) >
0. Soit la fonction ρ : X → R+ définie par ρ(y) = 2/R si y ∈ B(x,R) \B(x,R/2) et ρ(y) = 0 sinon.
Alors, ρ est admissible pour Γ(E,F ). On a donc

0 < φ(20) ≤
∫
X
ρp(y)dµ(y) ≤

( 2
R

)p
µ(B(x,R)).

D’où, µ(B(x,R)) ≥ φ(20)
2p Rp.

Nous avons vu au chapitre 2 qu’une telle estimation (comme dans le lemme) de la mesure d’une
boule donne une borne sur la dimension de Hausdorff. Il est donc naturel dans un espace de dimension
Q > 1 de considérer p = Q comme un indice privilégié pour le module. D’autre part, siX de dimension
de Hausdorff Q vérifie la Q-propriété de Loewner, il n’y a aucune raison que µ soit Ahlfors-régulière.
Cela nous amène à la définition suivante.

Définition 4.25. SoitQ > 1. On dit que (X, d, µ) est unQ-espace de Loewner (ou un espace de Loewner
de dimension Q) si

(i) La mesure µ est Ahlfors-régulière de dimensionQ (et donc (X, d) est de dimension de Hausdorff
Q) ;

(ii) L’espace métrique mesuré (X, d, µ) vérifie la Q-propriété de Loewner.

En fait, si µ est Q-régulière, on peut choisir la fonction φ dans la définition de la Q-propriété de
Loewner (voir [62] dans lequel la notion d’espace de Loewner est introduite en relation avec la théorie
quasi-conforme) de sorte que

φ(t) ∼ log (1/t) si t→ 0,

φ(t) ∼ (log t)1−Q si t→ +∞.

Puisque Q > 1, modQ(E,F ) est grand si ∆(E,F ) est petit, c’est à dire si E et F sont proches, ou si E
et F ont un grand diamètre. Ainsi, dans un espace de Loewner, il y a d’autant plus de courbes rectifiables
de courbes joignant E à F que E et F sont proches ou de grande taille. L’espace euclidien R n’est pas
un espace de Loewner. De façon générale, la condition de Loewner impliquant l’existence de beaucoup
de courbes rectifiables n’a aucun intêret dans les espaces de dimension Q ≤ 1.

Les espaces de Loewner ont des propriétés géométriques intéressantes.

Théorème 4.26. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré qui est Q-Loewner (avec Q > 1). Alors,
(1) X est linéairement localement connexe (LLC). Ceci signifie qu’il existe une constante C > 0 de

sorte que pour tout x ∈ X , tout r > 0,
(1a) Tout couple de points dans B(x, r) peut être joint par un continuum dans B(x,Cr) ;
(1b) Tout couple de points dans X \ B(x, r) peut être joint par un continuum dans X \
B(x, r/C) ;
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(2) X est quasiconvexe, c’est à dire il existe une constante C ≥ 0 telle que tout couple de points
(x, y) ∈ X ×X peut être joint par une courbe γ de X de longueur bornée par Cd(x, y).

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant. On note ModQ(E,F ;B(x,CR) \B(x,R/C))
le Q-module de la famille de courbes joignant E et F en restant dans B(x,CR) \B(x,R/C).

Lemme 4.27. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré qui est Q-Loewner (avec Q > 1). Il existe
des constantes positives C ≥ 2 et δ > 0 telles que si x ∈ X et R > 0, ModQ(E,F ;B(x,CR) \
B(x,R/C)) ≥ δ dès que E et F sont des continua disjoints dans B(x,R) \ B(x,R/2) qui vérifient
diamE, diamF ≥ R/8. Ainsi, Il existe une courbe rectifiable dans B(x,Cr) \ B(x, r/C) joignant E à
F qui peut de plus être choisie de longueur inférieure à CR.

Démonstration. On fixe x ∈ X et R > 0. Soient E et F deux continua disjoints dans B(x,R) \
B(x,R/2) qui vérifient les hypothèses du lemme. Posons Γ1 = Γ(E ∪ F,B(x,R/C)), Γ2 = Γ(E ∪
F,X \B(x,R/C)), et Γ3 = Γ(E,F ;B(x,CR) \B(x,R/C)) (famille des courbes joignant E à F en
restant dans B(x,CR) \ B(x,R/C)). On a alors ModQ(E,F ) ≤

∑3
i=1 ModQ(Γi). Or par la propriété

de Loewner, on a ModQ(E,F ) ≥ φ(16) > 0. Posons δ = φ(16)/2. Mais, par l’estimation du module
d’un anneau, on a pour C assez grand que ModQ(Γ1)+ModQ(Γ2) ≤ δ. Ce qui nous permet de conclure
que ModQ(E,F ;B(x,CR) \ B(x,R/C)) = ModQ(Γ3) ≥ δ. Ceci implique qu’il existe beaucoup de
courbes rectifiables reliant E à F dans B(x,CR) \ B(x,R/C). Il nous faut voir qu’il en existe une de
longueur contrôlée par R. Pour cela, on a besoin du résultat suivant qui donne un contrôle du module de
familles de “longues” courbes.

Lemme 4.28. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré qui est Ahlfors-régulier de dimension Q > 1 et
soit L > 0. Soit Γ une famille de courbes γ contenues dans une boule B(x,R) de X telle que pour toute
courbe γ ∈ Γ, l(γ) ≥ L. Alors, ModQ(Γ) ≤ L−Qµ(B(x,R)) ≤ CARRQL−Q (où CAR est la constante
d’Ahlfors-régularité de µ).

Notons que ce résultat n’utilise pas la condition de Loewner et que la première partie de l’inégalité ne
nécessite même pas l’Ahlfors-régularité. Pour démontrer le lemme, on pose ρ(y) = 1/L si y ∈ B(x,R)
et ρ(y) = 0 sinon. Alors, ρ est admissible pour Γ et on peut facilement conclure.
Terminons la preuve du lemme 4.27. Soit Γ+ (respectivement Γ−) l’ensemble des courbes reliant E
à F et contenues dans B(x,CR) \ B(x,R/C) de longueur supérieure (respectivement inférieure) à(2CAR

δ

)1/Q
R. Alors, ModQ(Γ+) + ModQ(Γ−) ≥ δ par la première partie de la démonstration , mais

par le lemme précédent, ModQ(Γ+) ≤ δ/2. Donc, ModQ(Γ−) ≥ δ/2 > 0 et la preuve est complète.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 4.26. On note d’abord que la première partie (i) de
(1) est impliquée par la quasiconvexité. On démontre maintenant la seconde. Soient x1, x2 deux points
dans X \B(x, r) et soit γ une courbe rectifiable joignant x1 à x2. Si γ est contenu dans X \B(x, r/C)
où C est la constante du lemme 4.27, nous pouvons conclure. Sinon, γ rencontreB(x, r/C) (où C ≥ 2).
Alors, on peut trouver deux continua disjointsE et F dans γ et dansB(x, r)\B(x, r/2) tels que diamE,
diamF ≥ r/8. Par le lemme 4.27, ModQ(E,F,B(x,Cr) \B(x, r/C)) > 0. En particulier, il existe un
continuum (et même une courbe rectifiable) joignant x1 à x2 dans B(x, r/C).

Démontrons maintenant la quasiconvexité. Pour cela, considérons deux points distincts x et y dans
X . On pose r = d(x, y). La constuction de la courbe γ reliant x et y, de longueur inférieure à Cr se
fait par récurrence. Nous détaillons les premières étapes et laissons le soin au lecteur de compléter la
construction.
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Etape 0 : Soit E un continuum joignant x à X \ B(x, r/4), contenu dans B(x, r/4). De façon symé-
trique, on chosit un continuum F joignant y à X \ B(y, r/4), contenu dans B(y, r/4). L’existence de
tels continua est assurée par le fait que toute paire de points peut être reliée par une courbe rectifiable.
Par le lemme 4.27, il existe une courbe γ de longueur ≤ Cr qui joint E à F .

Etape 1 : On pose x1
1 = x et on choisit un point x2

1 ∈ E ∩ γ. On pose r1 = d(x1
1, x

2
1). Soit E1

1 un conti-
nuum joignant x1

1 à X \ B(x1
1, r1/4), contenu dans B(x1

1, r1/4) et soit E2
1 un continuum joignant x2

1 à
X \B(x2

1, r1/4), contenu dans B(x2
1, r1/4). Alors, par le lemme 4.27, il existe une courbe γ1 reliant E1

1

et E2
1 avec l(γ1) ≤ Cr1 ≤

Cr

4 . De façon symétrique, on pose y1
1 = y et on choisit un point y2

1 ∈ F ∩ γ.

On applique alors l’étape 0 de la même façon que précédemment à y1
1 , y2

1 et s1 = d(y1
1, y

2
1) pour obtenir

une courbe β1 avec l(β1) ≤ Cs1 ≤
Cr

4 . On a donc construit deux courbes dont la longueur totale est

inférieure à
Cr

2 .

Etape 2 : On applique la construction de l’étape 0 au “voisinage” de x1
1, x2

1, y1
1 et y2

1 pour obtenir 4
courbes dont la somme totale des longueurs est bornée par

Cr

4 .

De façon générale, à l’étape k, on construit 2k courbes de longueur totale inférieure à
Cr

2k . La courbe
γ cherchée est obtenue en concaténant de façon naturelle toutes les courbes obtenues lors des diverses
étapes de la construction et on a l(γ) ≤ 2Cr.

Nous admettrons le résultat fondamental suivant qui donne une caractérisation des espaces de Loew-
ner en termes d’inégalités de Poincaré. Nous utiliserons ce critère dans la suite pour donner des exemples
d’espaces de Loewner. Pour une démonstration, voir [62] (Section 5).

Théorème 4.29. Soit (X, d, µ) un espace métrique Q-régulier et propre. Alors, X est un Q-espace de
Loewner si et seulement si X admet une inégalité de Poincaré de type (1, Q).

Ce résultat permettra d’obtenir la quasiconvexité des espaces de Loewner à partir des inégalités de
Poincaré (voir théorème 4.46).

Nous allons maintenant introduire des versions discrètes du module et de la propriété de Loewner.
Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré et soit p ≥ 1. On considère des continua non dégénérés E et
F de X . On se donne une famille B de boules (ouvertes) dans X \ (E ∪ F ) et ρ un “poids” sur B, c’est
à dire ρ est une application positive définie sur B. On attribue ainsi à toutes boules B de B son poids
ρ(B). On dit que le couple (ρ,B) est admissible pour la paire de continua non dégénérés (E,F ) de X
si

(a) X \ (E ∪ F ) =
⋃
B∈B B, c’est à dire B donne un recouvrement du complémentaire de E ∪ F ;

(b) Si B, B′ ∈ B avec B 6= B′ = ∅, 1
5B ∩

1
B′

= ∅ ;

(c)
∑
B∈C

ρ(B) ≥ 1 pour toute chaine C, c’est à dire toute famille C dans B telle que
⋃
B∈C

B contient

un connexe qui rencontre à la fois E et F

Remarque 4.30. La condition (b) est trés utile en pratique. On peut construire des familles de boules
vérifiant (b) à l’aide du théorème de recouvrement 5r vu au chapitre 1 à partir d’une famille vérifiant
(a) et (c). Notre définition est tirée de [61] dans lequel la définition du module discret est donnée avec
plusieurs familles de boules Bi. Dans les cas qui nous intéressent (en particulier Rn), il nous suffit de
considérer qu’une seule famille comme précédemment. Nous reviendrons plus tard sur ce point.
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On fixe E et F deux continua non dégénérés dans X . Si δ > 0, on définit le module discret de
(E,F ) par

d-Modδp(E,F ) = inf
∑
B∈B

ρ(B)p

où l’infimum est pris sur toutes les paires admissibles (ρ,B) telles que pour tout B ∈ B, diamB < δ
puis d-Modp(E,F ) = lim

δ→0
d-Modδp(E,F ).

Le lien entre le module et le module discret est donné par le résultat suivant (voir la proposition 2.9 de
[61]).

Lemme 4.31. Il existe une constante C ≥ 1 telle que pour tout couple de continua non dégénérés E et
F de X ,

Modp(E,F ) ≤ Cd-Modp(E,F ).
Il existe une autre version du module discret qui amène à une version combinatoire de la proprété

de Loewner. Le point est que cette version discrète ne nécessite pas d’avoir une mesure privilégée. Soit
(X, d) un espace métrique que l’on suppose compact. On se donne k ∈ N et τ ≥ 1. Considérons un
recouvrementR de X tel que

- pour tout A ∈ R, il existe zA ∈ X tel que B(zA, τ−12−k) ⊂ A ⊂ B(zA, τ2−k) (c’est à dire A
ressemble à une boule de rayon de l’ordre de 2−k),

- si A, B ∈ R avec A 6= B, alors B(zA, τ−12−k) ∩B(zB, τ−12−k) = ∅.
On associe àR un graphe G = (V,E) où l’ensemble des sommets V est formé des éléments deR et

deux sommets A, B de G (c’est à dire deux éléments deR ) sont reliés par une arête de E si A∩B 6= ∅.
La notion de graphe a été introduite dans la démonstration du théorème 2.117. Un tel graphe G est appelé
une τ -approximation de X à l’échelle k. Une famille de graphes (Gk)k∈N est une τ -approximation de
X si pour tout k ∈ N, Gk est une τ -approximation de X à l’échelle k.

Considérons maintenant une courbe γ de X . Si ρ : Gk → R+, est une fonction définie sur le graphe
Gk, on définit pour p ≥ 1

- Lρ(γ) =
∑
A

ρ(A) où la somme est prise sur tous A ∈ Gk tels que A∩ γ 6= ∅. La quantité Lρ(γ)

s’appelle la ρ-longueur de γ.

- Mp(ρ) =
∑
A∈Gk

ρ(A)p. La quantité Mp(ρ) s’appelle la p-masse de ρ.

Soit F une famille de courbes daans X . On définit le p-module combinatoire de F par rapport à Gk
par

Modp(F ,Gk) = inf
ρ
Mp(ρ)

où l’infimum est pris sur toutes les fonctions admissibles ρ : Gk → R+ telles que pour toute courbe
γ ∈ F , Lγ(ρ) ≥ 1. Notons que dans cette définition, le fait que la courbe soit ou non rectifiable
n’intervient pas. Nous laissons au lecteur de vérifier que Modp(.Gk) a les mêmes propriétés que le
module continu (voir [17]). De plus, si X est une espace doublant (au sens métrique), et si Gk, G′k
sont respectivement des τ -approximation et τ ′-approximation de X à l’échelle k (pour des τ et des τ ′

différents), alors Modp(.,Gk) et Modp(.,G′k) sont comparables, c’est à dire qu’il existe une constante
C > 0 telle que

C−1Modp(.,Gk) ≤ Modp(.,G′k) ≤ CModp(.,Gk).
La condition de Loewner combinatoire s’énonce de la même façon que précédemment. Soit (Gk)

une τ -approximation de X et soit p ≥ 1. On dit que X vérifie la propriété de Loewner combi-
natoire de dimension p s’il existe des fonctions positives, croissantes φ, ψ]0,+∞[→ R+ telles que
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lim
t→0

ψ(t) = 0 et pour tous les continua non dégénérés, dusjoints E, F et pour tout k ∈ N avec

2−k ≤ min(diam(E), diam(F )),

φ(∆(E,F )) ≤ Modp(E,F,Gk) ≤ ψ(∆(E,F )−1).

Ici, comme dans le cas continu, ∆(E,F ) est la distance relative entre E et F , ModP (E,F,Gk) =
ModP (F(E,F ),Gk) où F(E,F ) est l’ensemble des courbes reliant E à F . Dans le cas où X est dou-
blant, cette définition ne dépend pas de l’approximation (Gk). Les espaces métriques qui vérifient la
propriété de Loewner combinatoire (pour un p > 1) vérifient des propriétés géométriques comme la
propriété LLC. Voir l’exercice 4.159.

Un espace de Loewner de dimension Q vérifie la propriété de Loewener combinatoire de dimension
Q. La réciproque est fausse (pour le voir, considérer le tapis de Sierpinski). Nous renvoyons pour plus
de détails à [17] dans lequel on trouvera des applications à la théorie géométrique des groupes.

2.4 Persistance des inégalités de Poincaré sous la convergence de Gromov-Hausdorff
mesurée

Soit {(Xi, di, µi)} une suite d’espaces métriques mesurés qui vérifient des inégalités de Poincaré.
Le but de ce paragraphe est de montrer que si cette suite converge en un sens approprié vers un espace
métrique mesuré (X, d, µ), alors (modulo des hypothèses sur les espaces), (X, d, µ) vérifie des inégali-
tés de Poincaré. Nous expliquerons des motivations venant de la géométrie pour ce type de résultat à la
fin de la section. Nous commençons par des rappels sur la convergence des espaces métriques (pointés,
mesurés). Cette partie est inspirée de [64] dans lequel le lecteur trouvera (beaucoup) plus de détails.

Définition 4.32. Soit (X, d) un espace métrique. Si ε > 0 et A ⊂ X , on définit le ε-voisinage de A
dans X par

Aε = {x ∈ X; d(x,A) < ε} =
⋃
a∈A

B(a, ε).

Si A et B sont deux sous-ensembles, on définit leur distance de Hausdorff dans X par

dH(A,B) = inf{ε > 0;A ⊂ Bε et B ⊂ Aε}.

Ceci définit une distance sur l’ensemble des compacts de X . Nous voulons maintenant mesurer la
distance entre deux espaces métriques qui ne sont pas contenus à priori dans un même espace métrique.
Nous allons proposer plusieurs définitions d’une telle convergence. Le lecteur doit se convaincre que
(modulo des hypothèse techniques que nous ne préciserons pas) ces définitions sont équivalentes. L’idée
fondamentale est de plonger tous les espaces concernés dans un même “gros” espace.

Une première idée est d’utiliser le théorème de plongement élémentaire suivant. Tout espace mé-
trique séparable (X, d) se plonge isométriquement dans l∞(N). Pour voir cela, prendre une famille dense
dénombrable (xi) de X et considérer l’application F de X dans l∞(N) donnée par F (x) = (un(x)) où
un(x) = d(x, xn)− d(xn, x0). On notera d∞H la distance de Hausdorff dans l∞(N). On supposera dans
la suite que tous les espaces sont séparables.

Définition 4.33. Si X et Y sont deux espaces métriques (séparables), on pose

dGH(X,Y ) = inf d∞H (I(X), J(Y ))

où l’infimum est pris sur tous les plongements isométriques I : X → l∞(N) et J : Y → l∞(N).
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Notons que de tels plongements existent toujours d’après ce qui précéde. On dira que la suite d’es-
paces métriques {(Xj , dj)} converge au sens de Gromov-Hausdorff vers l’espace métrique (X, d), et on

note (Xj , dj)
GH→ (X, d), si lim

j→+∞
dGH(Xj , X) = 0. On peut vérifier que dGH satisfait l’inégalité trian-

gulaire mais le problème est que dGH ne définit par une distance sur l’ensemble des espaces métriques
séparables puisqu’il peut arriver que dGH(X,Y ) =∞. De plus, la condition dGH(X,Y ) = 0 implique
que X et Y sont en général isométriques mais non égaux. Ceci motive les définitions suivantes. On dit
que deux espaces métriques compacts (K1, d1) et (K2, d2) sont équivalents s’il existe une isométrie
I : K1 → K2. On définit ainsi une relation d’équivalence sur les espaces métriques compacts. On note
C l’ensemble des classes d’équivalence pour cette relation. On a alors le résultat fondamental suivant
(que nous n’utiliserons pas).

Théorème 4.34. 1) La distance de Gromov-Hausdorff dGH définit une distance sur C. De plus, l’espace
métrique (C, dGH) est complet et séparable.
2) Toute famille F uniformément compacte d’espaces métriques est précompacte pour la distance de
Gromov-Hausdorff, c’est à dire toute suite de F admet une sous-suite convergente (théorème de pré-
compacité de Gromov).

On rappelle qu’une famille F d’espaces métriques compacts est uniformément compacte s’il existe
une constante C > 0 et une fonction N :]0,+∞[→]0,+∞[ telle que pour tout espace X de la famille
F , on a

(i) diamX ≤ C ;
(ii) Pour tout ε > 0, on peut recouvrir X par au plus N(ε) boules de rayon ε.
Ainsi, la distance de Gromov-Hausdroff est bien adaptée pour l’ensemble des espaces compacts.

Pour considérer des familles plus générales d’espaces, nous devons introduire la notion d’espace pointé.

Définition 4.35. Un espace métrique pointé (X, d, p) est la donnée d’un espace métrique (X, d) et d’un
point-base p ∈ X (une origine).

Avant de donner une notion de convergence d’espaces métriques dans un cadre général, nous allons
la motiver par la caratérisation suivante de la convergence au sens de Gromov-Hausdorff. Avant cela,
donnons une définition. Soit ε > 0. On dit que A ⊂ X est un ε-réseau de X ou est ε-dense dans X si
∪x∈AB(x, ε) = X (ou de façon équivalente, le ε-voisinage Aε de A est X).

Proposition 4.36. Soient X , X1, X2, ... des espaces métriques compacts. La suite {(Xi, di)} converge
vers (X, d) au sens de Gromov-Hausdorff si pour tout ε > 0, il existe des ε-réseaux finis Ai ⊂ Xi et
A ⊂ X tels que la suite {(Ai, di)} converge vers (A, d) au sens de Gromov-Hausdorff.

La preuve du résultat précédent est laissée en exercice. Cela nous amène à la définition suivante.

Définition 4.37. Une suite {(Xj , dj , pj)} d’espaces métriques pointés converge vers un espace métrique
pointé (X, d, p) si pour tout R > 0 et tout 0 < ε < R, il existe N ∈ N, un sous-ensemble M de X , des
sous-ensembles Mj de Xj et des bijections fj : Mj →M telles que pour tout j ≥ N , nous avons

(i) p ∈M , pj ∈Mj et fj(pj) = p.
(ii) L’ensemble M est ε-dense dans la boule B(p,R) de X et les ensembles Mj sont ε-denses dans

les boules B(pj , R) de Xj .
(iii) |dj(x, y)− d(fj(x), fj(y))| < ε pour tout x, y dans Mj .

Comme nous considérons des discrétisations à l’échelle ε, il nous suffit d’utiliser des isométries fj
à ε près au lieu de vraie isométrie. Le fait de prendre des espaces métriques pointés permet de travailler
sur les boules centrées (pour tous les rayons) sur le point-base, et donc de (presque) se ramener au cas
compact.

On peut donner une autre définition du même type sans parler de ε-réseau.
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Définition 4.38. Une suite {(Xj , dj , pj)} d’espaces métriques pointés converge vers un espace métrique
pointé (X, d, p) si pour tout R > 0 et tout 0 < ε < R, il existe N ∈ N, tel que pour tout j ≥ N , il existe
des applications fj : B(pj , R)→ X avec

(i) fj(pj) = p.
(ii) Pour tout x, y ∈ B(pj , R), |d(fj(x), fj(y))− dj(x, y)| < ε.
(iii) B(p,R− ε) est contenu dans l’ε-voisinage de fj(B(pj , R)).

Nous allons utiliser un autre théorème de plongement pour définir une notion équivalente de conver-
gence d’espaces métriques pointés. Rappelons que, si (X, d) est un espace métrique doublant, le théo-
rème de plongement d’Assouad nous dit que, pour tout α ∈]0, 1[, l’espace métrique (X, dα) admet un
plongement bilispchitzien dans un espace euclidien (voir théorème 1.117). Cette définition (moins clas-
sique que les précédentes) est tirée de [36].

Définition 4.39. Nous dirons que les espaces métriques pointés (Xj , dj , pj) (que l’on suppose doublants
et complets) convergent vers l’espace métrique pointé (X, d, p) s’il existe α ∈]0, 1], K > 0, n ∈ N tels
que

(i) Il existe des plongements bilipschitziens (de constante K) fj : (Xj , d
α
j ) → (Rn, deucl) et

f : (X, dα)→ (Rn, deucl) avec fj(pj) = f(p) = 0.
(ii) Les ensembles fj(Xj) convergent vers f(X) au sens où

lim
j→+∞

sup
x∈fj(Xj)∩B(0,R)

deucl(x, f(X)) = 0,

et
lim

j→+∞
sup

x∈f(X)∩B(0,R)
deucl(x, fj(Xj)) = 0,

pour tout R > 0.
(iii) La fonction dj(f−1

j (x), f−1
j (y)) de fj(Xj)× fj(Xj) dans R converge vers

d(f−1(x), f−1(y)) sur f(X) × f(X) au sens où, pour tout choix de x et y dans Rn,
lim

j→+∞
dj(f−1

j (x), f−1
j (y)) = d(f−1(x), f−1(y)).

Il est intéressant de noter que si les (Xj , dj , pj) sont des espaces métriques pointés (complets et
doublants, avec des constantes de doublement uniformément bornées), et si nous fixons α ∈]0, 1],
K > 0, n ∈ N ainsi qu’une famille de plongement K-bilipshitziens fj : (Xj , d

α
j ) → (Rn, deucl)

avec fj(pj) = 0, alors il existe une sous-suite de (Xj , dj , pj) qui converge au sens précédent vers un
espace métrique pointé (X, d, p). Voir [36] pour une discussion détaillée.

On veut maintenant donner une notion de convergence pour les espaces métriques mesurés.

Définition 4.40. On dit que la suite d’espaces métriques mesurés compacts {(Kj , dj , µj)} converge vers
l’espace métrique mesuré compact (K, d, µ) s’il existe des plongements isométriques Ij : Xj → l∞(N)
et I : X → l∞(N) tels que d∞H (Ij(Xj , I(X)) → 0 et {(Ij)]µj} converge faiblement vers I]µ dans
l’espace des mesures sur X .

Ici, I]µ est la mesure image de µ par I , c’est à dire pour tout A ⊂ l∞(N), I]µ(A) = µ(I−1(A)),
Revenons au cas général des espaces métriques séparables.

Définition 4.41. On dit que la suite d’espaces de longueur mesurés propres {(Xj , dj , µj , pj)}
converge au sens de Hausdorff-Gromov mesuré vers l’espace métrique mesuré propre (X, d, µ, p) si
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{(Xj , dj , pj)} converge vers (X, d, p) au sens de la définition 4.37 et si la suite d’espaces mesurés
compacts {(Bf (pj , r), dj , µj)} converge vers l’espace mesuré compact {(Bf (p, r), d, µ)} au sens de la
définition précédente (dans l∞(N)) pour tout r > 0.

Ici, on suppose que les espaces sont propres de sorte que les boules fermées soient compactes. La
condition d’être un espace de longueur permet de rendre rigoureuse la notion précédente de convergence.
D’autre part, X est aussi un espace de longueur comme limite d’espaces de longueur (voir la discussion
après la définition 10.4.5 dans [64]). On rappelle que l’espace métrique (X, d) est un espace de longueur
si pour tout x et tout y dansX , d(x, y) = inf l(γ) où l’infimum est pris sur toutes les courbes rectifiables
γ de X reliant x et y. Un espace géodésique est de longueur, sans réciproque (considérer R2 privé de
l’origine et muni de la distance euclidienne induite).

Nous aurons besoin du résultat technique suivant (mais qui est crucial).

Lemme 4.42. Soit (X, d) un espace de longueur qui est contenu dans un espace géodésique Z. Soient u
et ρ des fonctions lipschitziennes bornées sur X telles que infX ρ > 0 et ρ est un gradient supérieur de
u. Alors, pour tout δ ∈]0, 1], il existe des fonctions lipschitziennes ũ et ρ̃ sur Z qui sont des extensions
sur Z de u et ρ respectivement telles que ρ̃ est bornée et (1 + δ)ρ̃ est un gradient supérieur de ũ dans Z.

Démonstration. Nous allons diviser la preuve en 3 étapes.

1) On commence par étendre ρ en une fonction lipschitzienne bornée ρ1 : Z → R telle que |u(x) −
u(y)| ≤ (1+δ)

∫
γ
ρ1ds dès que x, y ∈ X , pour toute courbe rectifiable γ ⊂ Xε ⊂ Z joignant x à y. Ici,

ε > 0 est une constante assez petite à choisir et Xε est le ε-voisinage de X dans Z. Pour cela, on note
K la constante de Lipschitz de ρ et on pose pour z ∈ Z, ρ̃1(z) = infx∈X (ρ(x) +Kd(x, y)). On obtient
ainsi (voir la démonstration du théorème 2.90) une extension lipschitzienne de ρ sur Z. L’idée pour
la rendre bornée est de la tronquer et pour cela, on pose ρ1(z) = max (infX ρ,min(ρ̃1(z), supX ρ)).
Ainsi, pour tout z ∈ Z, infX ρ ≤ ρ1(z) ≤ supX ρ et pour tout x ∈ X , ρ1(x) = ρ(x). La fonction ρ1 est
lipschitzienne. Notons que si z0 ∈ Z et si r > 0, on a pour tous z, z′ ∈ Z ∩B(z0, r), |ρ1(z)−ρ1(z′)| ≤
2Kr car ρ1 est K-lipschitzienne. On en déduit puisque ρ1 est positive que

sup
z∈B(z0,r)

ρ1(z)− inf
z∈B(z0,r)

ρ1(z) ≤ 2Kr

et donc pour tout z0 ∈ Z et tout r > 0,

supB(z0,r) ρ1

infB(z0,r) ρ1
≤ 1 + 2K

infX ρ
r. (4.43)

Nous utilisons ici que par hypothèse infX ρ 6= 0. Soit η assez petit par rapport à δ (le choix sera précisé
au cours de la démonstration) et posons ε = 1/2η2. Prenons maintenant x, y ∈ X et γ ⊂ Xε une courbe
rectifiable joignant x à y dans Z.

Cas 1. La longueur de γ est < η. Comme X est un espace de longueur, il existe une courbe β dans X
joignant x à y de longueur < (1 + δ/3) d(x, y) ≤ (1 + δ/3) l(γ) < 2η. On a alors puisque ρ est un
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gradient supérieur de u sur X que |u(x)− u(y)| ≤
∫
β
ρds. Or, comme β ⊂ B(x, 2η), on a

∫
β
ρds =

∫
β
ρ1ds

≤
(

sup
B(x,2η)

ρ1

)
l(β)

≤
(

sup
B(x,2η)

ρ1

)
(1 + δ/3)d(x, y)

≤
(

sup
B(x,2η)

ρ1

)
(1 + δ/3)l(γ).

De plus, γ ⊂ B(x, η) et donc
∫
γ
ρ1ds ≥

(
inf

B(x,η)
ρ1

)
l(γ). D’après (4.43), il s’en suit que

|u(x)− u(y)| ≤
∫
β
ρds ≤

(
sup
B(x,2η

ρ1

)
(1 + δ/3)l(γ)

≤
(

1 + 4Kη
infX ρ

)(
inf

B(x,2η)
ρ1

)
(1 + δ/3)l(γ)

≤
(

1 + 4Kη
infX ρ

)
(1 + δ/3)

∫
γ
ρ1ds

≤ (1 + δ)
∫
γ
ρ1ds (si η est choisi assez petit par rapport à δ).

Cas 2. La longueur de γ vérifie l(γ) ≥ η. L’idée naturelle est de se ramener au cas précédent en
décomposant γ en “petits morceaux”. Pour cela, on écrit γ = ∪Ni=1γi où les γi sont des courbes disjointes
(sauf en leurs extrémités) telles que η/2 ≤ l(γi) < η pour tout i = 1, ..., N . De plus, pour i = 1, ..., N ,
on peut noter z1

i et z2
i les extrémités de γi de sorte que z2

i = z1
i+1 (pour i = 1, ..., N − 1). Comme

γ ⊂ Xε, on peut trouver des points x1
i , x

2
i ∈ X tels que x = x1

1, y = x2
N , x2

i = x1
i+1 et d(x1

i , z
1
i ) < ε.

Comme au-dessus, on prend des courbes βi dansX qui joignent x1
i à x2

i avec l(βi) ≤ (1+δ/3)d(x1
i , x

2
i )

pour tout i. On pose β = ∪iβi. On a alors |u(x) − u(y)| ≤
∫
β
ρds. Pour conclure, il suffit de voir que∫

β
ρds ≤ (1 + δ)

∫
γ
ρ1ds ou encore pour tout i,

∫
βi

ρds ≤ (1 + δ)
∫
γi

ρ1ds. Pour cela, on raisonne

comme avant. Notons que pour tout i,

d(x1
i , x

2
i ) ≤ d(z1

i , z
i
2) + 2ε (par choix des z1

i , z2
i )

≤ l(γi) + η2 (par choix de ε)

≤ (1 + 2η)l(γi) (par choix de γi)

≤ (1 + 2η)η (par choix de γi).

On a donc βi ⊂ B(x1
i , (1 + δ/3)d(x1

i , x
2
i )) ⊂ B(x1

i , 2η) si η ≤ δ/6. On a alors comme précédemment
pour tout i ∫

βi

ρds ≤

 sup
B(x1

i ,2η)
ρ1

 (1 + δ/3)(1 + 2η)l(γi)

puis comme γi ⊂ B(z1
i , η) ⊂ B(x1

i , 2η), on a∫
γ1
ρ1ds ≥

(
inf

B(x1
i ,2η)

ρ1

)
l(γi).
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On en déduit si η est choisi assez petit par rapport à δ que

∫
βi

ρds ≤
(

1 + 4Kη
infX ρ

)
(1 + δ/3)(1 + 2η)

∫
γi

ρ1ds ≤ (1 + δ)
∫
γi

ρds.

2) On étend ρ1 en une fonction lipschitzienne ρ̃ sur Z telle que pour tout x, y ∈ X , toute courbe
rectifiable joignant x à y dans Z,

|u(x)− u(y)| ≤ (1 + δ)
∫
γ
ρ̃ds.

Pour cela, on pose oscXu = sup{|u(x) − u(y)|, x, y ∈ X}. Comme u est bornée, oscX est fini. Soit

h(z) = 2oscXu
ε

min
(

1,
d(z,Xε/4)

d(Z \Xε/2, Xε/4)

)
. Alors, h est positive, lipschitzienne, nulle sur Xε/4 et

vaut 2oscXu
ε

sur Z \Xε/2. Alors, ρ̃ = ρ1 + h convient. En effet, soit γ une courbe rectifiable joignant
x, y ∈ X dans Z. Si γ ⊂ Xε, alors on peut conclure en utilisant l’étape 1. Si on suppose que γ rencontre
Z \Xε, alors on a ∫

γ
ρ̃ds ≥ 2oscXu

ε
l(γ ∩ (Xε \Xε/2)) ≥ oscXu ≥ |u(x)− u(y)|.

3) Il reste à étendre u en une fonction lipschitzienne ũ sur Z telle que |ũ(z)− ũ(z′)| ≤
∫
γ
ρ̃ds pour toute

courbe rectifiable γ joignant z à z′ dans Z. Pour cela, on pose ũ(z) = inf
(

(1 + δ)
∫
γ
ρ̃ds+ u(x)

)
où

l’infimum est pris sur tous les x ∈ X et toutes les courbes γ joignant x à z dans Z. Notons que l’on peut
toujours joindre x à z par un segment géodésique de Z. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que
ũ convient.

Le résultat principal du paragraphe est le suivant :

Théorème 4.44. Soit {(Xj , dj , aj , µj)} une suite d’espaces de longueur mesurés complets qui converge
au sens de la convergence de Gromov-Hausdorff mesurée vers un espace mesuré complet (X, d, a, µ) et
soit 1 ≤ p < ∞. Supposons que toutes les mesures µj sont doublantes de constante CD et que tous les
espaces (Xj , dj , µj) vérifient une inégalité de Poincaré de type (1, p) avec des constantes CIP et τ ≥ 1.
Alors, (X, d, µ) vérifie une inégalité de Poincaré de type (1, p).

Démonstration. Il existe des plongements isométriques Ij : Xj → l∞(N) et I : X → l∞(N) telles
que pour tout R > 0, lim

j→+∞
d∞H (Ij(Bf (pi, R), I(Bf (p,R))) = 0 et la suite de mesures (Ij)]µ converge

faiblement vers I]µ dans l∞(N). Considérons une boule B = B(x,R) dans X . Pour démontrer l’in-
égalité de Poincaré (1, p) dans X , il suffit de considérer le cas d’une fonction u lipschitzienne et bornée
avec un gradient supérieur ρ lui-même lipschitzien et borné (voir la remarque 4.12, point 3). Via les
plongements isométriques I et Ij , on peut voir les fonctions u et ρ comme des fonctions sur l∞(N).
Pour ne pas alourdir les notations, nous les appellerons aussi u et ρ. On se donne un 0 < δ < 1. On
peut alors appliquer le lemme précédent à u et ρ + δ/2. Nous obtenons alors des extensions ũ et ρ̃ de
ces fonctions dans l∞ telles que (1 + δ)ρ̃ est un gradient supérieur de ũ. Considérons maintenant une
suite de points xj ∈ Xj telle que Ij(xj) converge vers I(x) dans l∞(N). On notera B∞ = B(I(x), R)
et B∞j (Ij(xj), R) les boules dans l∞(N) de centres respectifs I(x) et Ij(xj), de rayon R. Notons qu’il
existe N ∈ N tel que si j ≥ N , on a 2B∞ ⊂ 4B∞j ⊂ 6B∞ et 2τB∞ ⊂ 4τB∞j ⊂ 6τB∞. Nous
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pouvons maintenant appliquer l’inégalité de Poincaré dans Xj pour obtenir :

−
∫

2B∞
|ũ− ũ4B∞j |d((Ij)]µj) ≤ CDV −

∫
4B∞j
|ũ− ũ4B∞j |d((Ij)]µj)

≤ CIPCDV diamB

(
−
∫

4τB∞j
(1 + δ)pρ̃pd((Ij)]µj)

)1/p

≤ CIPC
2
DV diamB

(
−
∫

6τB∞
(1 + δ)pρ̃pd((Ij)]µj)

)1/p
.

Or, quitte à passer à une sous-suite, la suite (ũ4B∞j ) converge vers un α ∈ R, puisque ũ est continue et
Xj est propre pour tout i. Il vient alors alors en utilisant la convergence faible (vor remarque ci-dessous)
et le fait que µ est doublante,

−
∫
B∞
|ũ− α|d((I)]µ) ≤ 1

(I)]µ(B∞)

∫
2B∞j
|ũ− α|d((I)]µ)

≤ C lim inf
j
−
∫

2B∞j
|ũ− ũ4B∞j |d((Ij)]µ)

≤ CdiamB

(
lim sup

j

(
−
∫

6τB∞
(1 + δ)pρ̃pd((Ij)]µ)

)1/p
)

≤ CdiamB
(
−
∫

7τB∞
(1 + δ)pρ̃pd((I)]µ)

)1/p
.

En faisant tendre δ vers 0, on obtient alors

−
∫
B∞
|ũ− α|d((I)]µ) ≤ CdiamB

(
−
∫

7τB∞
ρ̃pd((I)]µ)

)1/p
.

Or, par inégalité triangulaire, on a −
∫
B
|u− uB|dµ ≤ 2−

∫
B
|u− α|dµ. Donc, par changement de variable,

on obtient

−
∫
B
|u− uB|dµ ≤ CdiamB

(
−
∫

7τB∞
ρpdµ

)1/p
.

Remarque 4.45. On a utilisé le fait que si la suite de mesure (µi) converge faiblement vers la mesure µ

sur un espace métriqueX , alors pour toute fonction continue positive u, on a
∫
K
udµ ≤ lim inf

i

∫
W
udµi

où K est compact inclus dans un ensemble borné W avec d(K,X \W ) > 0. Ceci est une conséquence
de la proposition 2.50.

Terminons par une motivation venant de la géométrie. Soit (Mj , gj) une suite de variétés rieman-
niennes complètes de dimension n. On munit chaque Mj de sa distance dgj et de son volume volgj
riemanniens. Supposons que cette suite converge au sens de la convergence de Gromov-Hausdorff me-
surée. L’espace limite X est un espace de longueur mais n’est pas en général une variété riemanienne.
Supposons de plus que toutes les variétés Mj soient de courbure de Ricci positives. Alors, les espaces
mesurés (Mj , dgj , volgj ) sont doublants et vérifient des inégalités de Poincaré avec des constantes in-
dépendantes de j (nous reviendrons plus tard là-dessus). Il en résulte que l’espace limite X admet
des inégalités de Poincaré et donc que l’on peut faire de l’analyse dessus (voir le théorème 4.109 par
exemple). Nous renvoyons à [27] pour plus de détails.
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2.5 Inégalité de Poincaré et quasiconvexité

Le but principal du paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théorème 4.46. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. Supposons que (X, d) est complet, que la
mesure µ est doublante et que (X, d, µ) supporte une inégalité de Poincaré de type (1, p) pour un p ≥ 1.
On suppose en outre que tout couple de points de X peut être joint par une courbe rectifiable dans X .
Alors, l’espace métrique (X, d) est quasiconvexe.

Rappelons qu’un espace métrique (X, d) est quasiconvexe s’il existe une constante C ≥ 0 telle
que toute paire de points (x, y) ∈ X × X peut être reliée par une courbe γ de X dont la longueur
est inférieure à Cd(x, y). Nous avons déja démontré qu’un espace de Loewner est quasiconvexe en
utilisant le contrôle des modules de familles de courbes. Le résultat précédent montre que l’on aurait pu
aussi utiliser la caractérisation des espaces de Loewner par les inégalités de Poincaré. Notons que les
arguments utilisés pour démontrer ces deux théorèmes sont très différents.

Démonstration. Notons queX est propre puisqueX est doublant et complet (voir la proposition 1.106).
La preuve est divisée en 4 étapes.

Etape 1. On commence par montrer que X est ε-connecté pour tout ε > 0, c’est à dire pour toute
paire de points (x, y) de X , il existe une collection finie de points x = x0, x1, ..., xN = y telle que
d(xj , xj+1) ≤ ε, ∀j = 0, ..., N − 1. La famille x0, ..., xN est appelée une ε-chaine joignant x à y. Pour
démontrer cela, on définit la relation x ∼ y si et seulement si il existe une ε-chaine de x vers y. Il est
clair que cette relation est une relation d’équivalence. Notre but est donc de démontrer qu’il n’y a qu’une
seule classe d’équivalence. Pour cela, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe x, y dansX qui
sont dans deux classes d’équivalence distinctes. Posons φε(z) = 1 s’il existe une ε-chaine joignant x à z
et φε(z) = 0 sinon (en d’autres termes φε est la fonction caractéristique de la classe d’équivalence de x).
Alors, φε(z) = 1, ∀z ∈ B(x, ε) et φε(z) = 0, ∀z ∈ B(y, ε). Pour voir cela, noter que si z ∈ B(w, ε),
alors z ∼ w. Voyons maintenant que ρ = 0 est un gradient supérieur de φε. En effet, considérons une
courbe rectifiable γ joignant z et z′ dans X . Alors, il existe une ε-chaine (contenue dans γ) entre z et z′.
D’où, φε(z) = φε(z′) et

|φε(z)− φε(z′)| = 0 =
∫
γ

0ds.

En appliquant l’inégalité de Poincaré à φε sur B(x,R) où R = d(x, y) + ε, on obtient

−
∫
B(x,R)

∣∣∣∣∣φε −−
∫
B(x,R)

φεdµ

∣∣∣∣∣ dµ = 0.

Cependant, φε = 1 sur B(x, ε) et −
∫
B(x,R)

φε < 1 puisque φε = 0 sur B(y, ε). Ceci implique que

−
∫
B(x,R)

∣∣∣∣∣φε −−
∫
B(x,R)

φεdµ

∣∣∣∣∣ dµ > 0.

Nous obtenons donc une contradiction et la première étape est finie.

Etape 2. Pour tout ε > 0, posons pour x, y ∈ X , dε(x, y) = inf
∑N−1
j=0 d(zj , zj+1) où l’infimum est

pris sur toutes les ε-chaines z0, ..., zN reliant x à y. Cette définition a bien un sens d’après la première
étape. Considérons alors d0(x, y) = lim

ε→0
dε(x, y) = sup

ε→0
dε(x, y). Il est naturel de penser que d0 est une

distance sur X . Le problème est qu’il n’est pas clair que d0(x, y) < ∞. Dans cette étape, nous allons
supposer que c’est le cas. Alors, il existe une courbe rectifiable γ joignant x à y dans X de sorte que
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l(γ) = d0(x, y) (où la longueur l est par rapport à la distance d). Pour voir cela, posons L = d0(x, y)
(qui est fini par hypothèse) et pour tout n ∈ N∗, choisissons une 1/n-chaine (zni )0≤i≤kn joignant x à y
telle que

D(zn0 , ..., znkn) =:
kn−1∑
i=0

d(zni , zni+1) ∈]L− 1/n, L+ 1/n[.

Définissons maintenant γn : [0, L] → X par γn(t) = zni où i = sup{j,D(zn0 , ..., znj ) ≤ t}. Nous
affirmons qu’alors

d(γn(t), γn(t′)) ≤ |t− t′|+ 1/n. (4.47)

En effet, supposons sans perte de généralité que t < t′. Alors,

d(γn(t), γn(t′)) ≤ D(γn(t), ..., γn(t′))
≤ |t− t′|+ 1/n

puisque par définition de γn, D(z0, ..., γn(t)) + 1/n > t et donc t − 1/n < D(z0, ..., γn(t)) ≤ t. En
utilisant le procédé diagonal de Cantor, on peut voir que (γn(t))n∈N converge (à une sous-suite près) )
dès que t ∈ Q ∩ [0, L]. Considérons maintenant t′ ∈ [0, L] et ε > 0. Choisissons t ∈ Q ∩ [0, L] de sorte
que |t− t′| ≤ ε/5 et puisN ∈ N tel que d(γn(t), γm(t)) ≤ ε/5 si n,m ≥ N etN > 5/ε. Alors, d’après
(4.47), on a pour n,m ≥ N

d(γn(t′), γm(t′)) ≤ d(γn(t′), γn(t)) + d(γn(t), γm(t)) + d(γm(t), γm(t′))
≤ 1/n+ |t− t′|+ ε/5 + 1/m+ |t− t′|
≤ 2/N + ε/5 + ε/5 + ε/5
≤ ε.

Ainsi, (γn(t′)) est une suite de Cauchy, qui converge donc vers un γ(t′). La fonction γ est maintenant
bien définie sur [0, L]. Il nous reste à vérifier que l(γ) = L. Encore une fois par (4.47), on a pour t,
t′ ∈ [0, L]

d(γ(t), γ(t′)) = lim
n→+∞

d(γn(t), γn(t′)) ≤ lim
n→+∞

(|t− t′|+ 1/n) = |t− t′|.

Ceci implique que γ est 1-lipschitzienne. En particulier, γ est une courbe rectifiable et l(γ) ≤ L. Puisque
toute courbe rectifiable contient une ε-chaine pour tout ε > 0, on a aussi L = d0(x, y) ≤ l(γ). Donc,
L = l(γ). Finalement, nous démontrons que γ(L) = y. Pour cela, étendons γn sur [0, L + 1] et notons
γ̃n cette extension. Alors, par (4.47),

d(γ̃n(L), γ̃n(D(z0, ..., y)) ≤ 1/n+ 1/n.

Ceci implique que d(γn(L), y) ≤ 2/n et donc γ(L) = y.
Etape 3. Nous voulons contrôler d0 et pour cela, nous allons utiliser l’inégalité de Poincaré. Tout d’abord,
fixons x ∈ X et posons (pour tout ε > 0) uε(.) = dε(x, .). Par l’inégalité triangulaire, uε est 1-
lipschitzienne et donc ρ = 1 est un gradient supérieur de uε. D’où, pour tout r > 0 et tout ε > 0, on a
par le doublement du volume puis par l’inégalité de Poincaré∣∣∣∣∣−

∫
B(x,r/2)

uεdµ−−
∫
B(x,r)

uεdµ

∣∣∣∣∣ ≤ −
∫
B(x,r/2)

∣∣∣∣∣uε −−
∫
B(x,r)

uεdµ

∣∣∣∣∣ dµ
≤ C −

∫
B(x,r)

∣∣∣∣∣uε −−
∫
B(x,r)

uεdµ

∣∣∣∣∣ dµ
≤ Cr.
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En itérant, on obtient pour tout j ∈ N∗∣∣∣∣∣−
∫
B(x,r/2j)

uεdµ−−
∫
B(x,r)

uεdµ

∣∣∣∣∣ ≤ Cr.
Puisque uε est continue, positive, et nulle en x (où x est un point de densité de uε), il vient∫

B(x,r)
uεdµ ≤ Crµ(B(x, r)). (4.48)

D’où, en prenant ε→ 0, on a ∫
B(x,r)

u0dµ ≤ Crµ(B(x, r)). (4.49)

Ceci implique que u0 (et donc d0) est finie presque partout (prendre les points de densité de tous les
u1/n). On peut alors montrer simplement qu’en fait u0 est fini partout.

Etape 4. Fixons x et y dans X . Nous souhaitons construire un chemin de x à y dont on contrôle la

longueur par rapport à d(x, y). Tout d’abord, il existe z ∈ X tel que d(z, y) < d(x, y)
4 =: R/4. Puis,

d’après (4.49), si on note u0(.) = d0(x, .),∫
B(z,R/4)

u0dµ ≤ CRµ(B(z,R/4)).

Donc, il existe z1 ∈ B(z,R/4) tel que u0(z1) = d0(x, z1) ≤ CR. Posons z0 = x. Par l’étape 2, il existe
une courbe rectifiable γ0 reliant z0 = x à z1 de longueur au plus CR. En itérant, on construit une courbe
rectifiable γj de longueur ≤ CR/2j de zj vers zj+1 où d(y, zj) ≤ R/2j . La courbe γ est obtenue en
concaténant les courbes γj . On obtient que l(γ) ≤ 2CR (par somme géométrique). Ce qui finit notre
preuve.

Cette preuve est inspirée de celle esquissée dans l’appendice de [26] dans lequel les arguments de la
construction sont attribués à G. David et S. Semmes.

3 Exemples d’espaces de Loewner

3.1 Pinceaux de courbes et la géométrie des poids A∞-forts

Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. Nous supposons que µ est Ahlfors-regulière de dimension
Q. Soient x, y ∈ X et considérons une famille de courbes Γ telles que toute courbe γ ∈ Γ relie x à y.

Définition 4.50. Nous dirons que cette famille Γ est un pinceau de courbes joignant x à y s’il existe une
constante C ≥ 0 et une mesure de probabilité dγ sur Γ telle que :
(i) Γ ⊂ B(x,Cd(x, y)) ;
(ii) Pour tout borélien A ⊂ X ,∫

Γ

∫
A∩γ

dsdγ ≤ C
(∫

A

dµ(z)
d(x, z)Q−1 +

∫
A

dµ(z)
d(y, z)Q−1

)
. (4.51)

Ici, ds est la longueur d’arc sur γ. Notons que cette condition est reliée aux potentiels de Riesz (voir
la section 1).

Exemple 4.52. Donnons un exemple de pinceau de familles de courbes dans le plan. Soit x = (−1, 0)
et y = (1, 0). Pour tout t ∈ [−1, 1], on considère Γt = [x, (0, t)]∪ [(0, t), y] (c’est à dire l’union de deux
segments qui relient x à y). La mesure sur (Γt) est juste la mesure de Lebesgue normalisée sur [−1, 1].
On peut généraliser cette constrution à tous les couples de points dans R2.
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Nous donnons maintenant un critère très utile en pratique pour démontrer des inégalités de Poincaré.

Théorème 4.53. Soit (X, d, µ) un espace métrique Ahlfors-régulier de dimension Q. Supposons que
pour tous x et y de X , il existe un pinceau de courbes de X reliant x à y avec une constante C dans (i)
et (ii) uniforme en x et y. Alors, X supporte une inégalité de Poncaré faible de type (1, 1).

Démonstration. Soient deux fonctions mesurables f : X → R et ρ : X → R+ telles que ρ est un
gradient supérieur de f . Alors, d’après (4.51), on a pour toute paire de points x et y dans X (et par
la suite dans une boule B de X) par définition du gradient supérieur et puisque dγ est une mesure de
probabilité,

|f(x)− f(y)| ≤
∫

Γ

(∫
γ
ρds

)
dγ (4.54)

≤ C

(∫
B(x,Cd(x,y))

ρ(z) dµ(z)
d(x, z)Q−1 +

∫
B(x,Cd(x,y))

ρ(z) dµ(z)
d(y, z)Q−1

)
. (4.55)

On en déduit pour toute boule B de X∫
B
|f − fB|dµ ≤ 1

µ(B)

∫
B

∫
B
|f(x)− f(y)|dµ(x)dµ(y)

≤ C

µ(B)

∫
B

∫
B

(∫
B(x,Cd(x,y))

ρ(z)(d(x, z)1−Q + d(y, z)1−Q)dµ(z)
)
dµ(x)dµ(y)

≤ C

µ(B)

∫
B

∫
B

∫
10CB

ρ(z)(d(x, z)1−Q + d(y, z)1−Q)dµ(x)dµ(y)dµ(z).

Pour conclure, nous devons vérifier que si z ∈ 10CB,∫
B

∫
B
d(x, z)1−Qdµ(x)dµ(y) ≤ Cµ(B)diamB.

Pour cela, posons

Cj(z) = {x ∈ X; 2−j(10CdiamB) < d(x, z) ≤ 2−j+1(10CdiamB)}.

Alors, ∫
B

∫
B
d(z, x)1−Qdµ(x)dµ(y) = µ(B)

∫
B
d(z, x)1−Qdµ(x)

≤ µ(B)
∞∑
j=0

∫
Cj

d(x, z)1−Qdµ(x)

≤ Cµ(B)CAR
∞∑
j=0

(2−jdiamB)1−Q(2−j+1diamB)Q

≤ Cµ(B)diamB.

Ce qui finit notre démonstration.

Ce critère est par exemple utilisé dans [82]. Il est inspiré des travaux de David-Semmes (voir [34])
sur la géométrie des poids A∞-forts que nous allons maintenant décrire. Une fonction w : Rn → R+

localement intégrable est un poids A∞ si pour tout ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 telle que si Q ⊂ Rn

est un cube et si E ⊂ Q vérifie Ln(E) ≤ δLn(Q), alors w(E) ≤ εw(Q) où w(A) =
∫
A
w(x)dx pour
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A ⊂ Rn. Ceci est une condition forte d’absolue continuité qui est motivée par des questions d’analyse
harmonique (voir par exemple [68]). On va maintenant associer à w une distance et une mesure, et pour

cela on commence par poser δ(x, y) =
(∫

Bxy
w(u)du

)1/n

où Bxy est la boule euclidienne fermée de

diamètre ||x− y|| qui contient x et y. Si γ : [0, 1]→ Rn est une courbe, on définit sa w-longueur par

w − longueur(γ) = lim sup
{

N∑
i=1

δ(γ(ti−1), γ(ti))
}

où la lim sup est prise sur toutes les subdivisions 0 = t0 < ... < ti < ... < tN = 1 de [0, 1]. On peut
alors définir la distance géodésique associée à cette “longueur”, c’est à dire si x, y sont dans Rn, on pose
dw(x, y) = infγ(w − longueur(γ)) où l’infimum est pris sur toutes les courbes γ : [0, 1] → Rn avec
γ(0) = x et γ(1) = y.

Définition 4.56. On dit qu’un poids w est un poids A∞-fort si w est un poids A∞ et s’il existe une
constante C > 0 telle que pour x, y ∈ Rn, on a

C−1δ(x, y) ≤ dw(x, y) ≤ Cδ(x, y).

Remarque 4.57. L’inégalité de droite est toujours vraie car un poids A∞ vérifie une inégalité de Hölder
inverse. D’un autre côté, l’inégalité de gauche est équivalente à w(B)1/n ≤ C(w − longueur(γ)) pour
toute courbe γ contenue dans une boule B de Rn avec diam(γ) = diam(B).

Exemple 4.58. 1) Si w = 1, alors δ(x, y) = dw(x, y) = ||x − y||. Dans le cas où w est un poids non
constant, il faut voir dw comme une déformation “conforme” de la distance euclidienne.
2) Le jacobien d’une application quasi-conforme f : Rn → Rn est un poids A∞-fort. L’argument heu-
risitque est le suivant. Par distorsion des applications quasi-conformes, on a w(Bxy) est comparable à
|f(x) − f(y)|n. Or, si γ est une courbe joignant x à y, sa w-longueur est comparable à |f(x) − f(y)|
puisque w1/n est comparable à |∇f |. On peut alors conclure d’après la remarque précédente.

Proposition 4.59. Soit w : Rn → R un poids A∞-fort. Alors, la mesure µw définie par µw(A) =∫
A
w(x)dx (où dx est l’intégration par rapport à la mesure de Lebesgue de Rn) est Ahlfors-régulière de

dimension n et tout couple de points de Rn peut être joint par une courbe rectifiable pour dw.

En utilisant le théorème d’Assouad, on peut voir tous les espaces métriques doublants comme des
sous-espaces des espaces donnés par les poids A∞-forts.

Théorème 4.60. Soit (X, d) un espace métrique doublant. Alors, il existe n ∈ N∗ et un poids A∞-fort
tels que (X, d) admet un plongement bilipschitzien dans (Rn, dw).

D’après l’exemple du groupe d’Heisenberg, il existe des espaces métriques doublants qui n’ad-
mettent pas de plongement bilipschitzien dans un espace euclidien. En fait, Stephen Semmes a donné
des exemples de poids A∞-forts w : Rn → R tels que (Rn, dw) n’admet pas de plongement bilip-
schtzien dans un espace euclidien. La géométrie des poids A∞-forts peut donc être trés différente de
la géométrie euclidienne. D’un autre côté, l’application identité de (Rn, dw) dans le Rn euclidien est
toujours quasisymétrique. En appliquant le théorème précédent, on retrouve alors le fait que tout espace
métrique doublant admet un plongement quasisymétrique dans un espace euclidien. De plus, comme la
propriété de doublement métrique est stable par quasisymétrie, cela les caractérise (voir [59], chapitre
12). Nous renvoyons à [129] pour plus de détails sur la géométrie des poids A∞-forts, et en particulier
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pour les preuves des résultats précédents. Les applications quasiconformes ont été définies dans la sec-
tion 3 du chapitre 2. La théorie des applications quasiconformes et quasisymétriques sera discutée plus
longuement à la fin de ce chapitre.

Le résultat suivant donne une version de l’inégalité de Poincaré dans ce cadre.

Théorème 4.61. Soit w : Rn → R+ un poids A∞-fort. Alors, il existe une constante C > 0 telle que

w(B)−
n+1
n

∫
B

∫
B
|f(x)− f(y)|w(x)w(y)dxdy ≤ C

∫
2B
w(x)−1/n|∇f(x)|w(x)dx (4.62)

pour toute boule B de Rn et toute fonction f : Rn → R de classe C1 à support compact.

Remarque 4.63. 1) L’inégalité (4.62) est vraie si w est le jaconbien d’une application quasi-conforme
par changement de variables.

2) On a aussi une inégalité de type Sobolev, à savoir si 1 ≤ p < n et
1
q

= 1
p
− 1
n

,

(∫
Rn
|f(x)|qw(x)dx

)1/q
≤ C

(∫
Rn
w(x)−1/n|∇f(x)|pw(x)dx

)1/p
(4.64)

pour toute fonction f : Rn → R de classe C1 à support compact

Démonstration. Nous donnons juste quelques idées de preuve en suivant la présentation de [34] dans
lequel le lecteur trouvera une démonstration complète. Soit f : Rn → R une fonction de classe C1 à
support compact et soit w un poids A∞-fort. L’inégalité (4.62) (et aussi l’inégalité (4.64)) découle de
l’estimation suivante pour x, y ∈ Rn :

|f(x)− f(y)| ≤ C
∫
Bxy

(
w(Bxu)−(n−1)/n + w(Byu)−(n−1)/n

)
|∇f(u)|w(u)(n−1)/ndu. (4.65)

En effet, en intégrant (4.65), on obtient∫
B

∫
B
|f(x)− f(y)|w(x)w(y)dxdy

≤ C
∫
x∈B

∫
y∈B

∫
u∈Bxy

(
w(Bxu)−(n−1)/n + w(Byu)−(n−1)/n

)
|∇f(u)|w(u)(n−1)/nw(x)w(y)dudxdy

≤ 2C
∫

2B

(∫
B

∫
B
w(Bxu)−(n−1)/nw(x)w(y)dxdy

)
|∇f(u)|w(u)(n−1)/ndu

= 2Cw(B)
∫

2B

(∫
B
w(Bxu)−(n−1)/nw(x)dx

)
|∇f(u)|w(u)−(n−1)/ndu.

Or pour u ∈ 2B, on a en posant Ak = {x ∈ B; 2−k−1w(B) < w(Bxu) ≤ 2−kw(B)},∫
B
w(Bxu)−(n−1)/nw(x)dx ≤

∑
k≥0

∫
Ak

w(Bxu)−(n−1)/nw(x)dx

≤ Cw(B)−(n−1)/n∑
k≥0

2(k(n−1))/n2−kw(B)

= Cw(B)1/n.

Ceci permet de conclure. Il nous reste à voir comment obtenir (4.65) et pour cela, nous allons voir
apparaitre la notion de pinceau de courbes. L’idée est en effet d’intégrer |∇f | sur une bonne famille de
courbes. Pour simplifier, on suppose que n = 2 et on considère le cas où x = (−1, 0) et y = (1, 0). Soit
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C le carré de sommets (−1, 0), (0, 1), (1, 0) et (0,−1). Le but est de construire une famille de courbes
γt, 0 ≤ t ≤ 1, incluse dans C, joignant x et y telle que si on note dst la mesure de longueur sur γt, on
ait au sens des mesures pour une constante C ≥ 0 :∫ 1

0

∫
γt
dstdt ≤

(
w(Bxu)−1/2 + w(Byu)−1/2

)
w(u)1/2du.

On peut alors conclure puisqu’on a par le théorème fondamental de l’analyse

|f(x)− f(y)| ≤
∫ 1

0

∫
γt
|∇f |dstdt

≤ C

∫
Bxy

(
w(Bxu)−1/2 + w(Byu)−1/2

)
|∇f(u)|w(u)1/2du.

Pour construire les γt, l’idée est de construire une fonction φ dont les lignes de niveau sont les γt.
Pour voir cela, supposons que les γt sont connues et sont des courbes simples. Si Ωt est le domaine

(dans C) sous γt, on pose φ(x) =
∫ 1

0
χΩtdt. Soient L+ = [(−1, 0), (0, 1)] ∪ [(0, 1), (1, 0)] et L− =

[(−1, 0), (0,−1)] ∪ [(0,−1), (1, 0)]. Alors, φ = 0 sur L+, φ = 1 sur L− et |∇φ| est une mesure qui
vérifie

|∇φ| ≤
∫ 1

0
|∇χΩt |dt =

∫ 1

0

∫
γt
dstdt ≤ C

(
w(Bxu)−1/2 + w(Byu)−1/2

)
w(u)du.

D’un autre côté, partons d’une fonction φ définie sur C avec 0 ≤ φ ≤ 1, φ = 0 sur L+, φ = 1 sur
L− et |∇φ| ≤ C

(
w(Bxu)−1/2 + w(Byu)−1/2

)
w(u)1/2du. Posons Ωt = {z ∈ C \ {x, y}, φ(z) > t}.

Alors, une version de la formule de la co-aire donne (en tant qu’égalité de mesure) |∇φ| =
∫ 1

0
|∇χΩt |dt

et donc ∂Ωt est rectifiable. De plus, comme φ est continue (sauf en x et y), ∂Ωt connecte x et y. Il
suffit donc de choisir γt dans ∂Ωt. Malheureusement, cette esquisse de preuve ne peut pas être rendue
rigoureuse. Voir [34].

Définition 4.66. On dit qu’un espace métrique (X, d) vérifie la condition de contractabilité linéaire
locale s’il existe une constante C ≥ 1 telle que pour tout x ∈ X et tout 0 < R < C−1diamX , la boule
B(x,R) peut être contractée en un point dans B(x,CR).

Cette dernière condition signifie qu’il existe une famille à un paramètre d’applications continues
φt (t ∈ [0, 1]) de B(x,R) dans B(x,CR) qui commence par l’identité (φ0 = Id) et qui finit par une
application constante (φ1 = x0 où x0 ∈ B(x,CR)). En appliquant des idées proches de celles décrites
au dessus, Stephen Semmes [130] a démontré le résultat suivant qui donne une vaste classe d’espaces
métriques qui admettent des inégalités de Poincaré.

Théorème 4.67. Soit (X, d) un espace métrique connexe et complet muni d’une mesure µ qui est Q-
Ahlfors-régulière avec Q ∈ N, Q ≥ 2. On suppose que X vérifie la propriété de contractabilité linéaire
locale et que X a une structure de variété topologique orientable de dimension Q. Alors, (X, d, µ)
vérifie une inégalité de Poincaré (1, 1). En particulier, X est un espace de Loewner de dimension Q.

On déduit de ce qui précède le résultat suivant sur les poids forts A∞.

Théorème 4.68. Soit w : Rn → R+ un poids A∞-fort. Alors, (Rn, dw, µw) est un espace de Loewner
de dimension n.

La propriété de contractibilité locale apparait implicitement dans l’esquisse de preuve précédente.
En fait, les lignes de niveau de la fonction φ donne une famille de déformations à un paramètre qui
permet de passer continument de L+ à L−.
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3.2 Groupes de Heisenberg

Les groupes de Heisenberg et de Carnot ont été décrits au chapitre 1. Nous allons voir que ce sont
des exemples d’espaces de Loewner.

Théorème 4.69. Les groupes de Heisenberg Hn (avec leur mesure de Haar invariante à gauche et leur
distance de Carnot-Carathéodory dCC) admettent des inégalités de Poincaré faible (1, 1).

Démonstration. Pour tout z ∈ Hn, nous posons |z| = dCC(0, z) et nous choisissons une géodésique
γz : [0, |z|]→ Hn allant de 0 à z. Notons que s→ x.γz(s) est le plus court chemin qui va de x à x.z (si
x 6= 0). D’où, par définition du gradient supérieur, on a

|u(x)− u(x.z)| ≤
∫ |z|

0
ρ(x.γz(s))ds.

Pour simplifier les notations, dx est l’intégration par rapport à la mesure de Haar et |A| est la mesure de
Haar de A ⊂ Hn. Soit B une boule dans Hn. A cause des propriétés d’invariance de la mesure de Haar,
on peut supposer que B a pour centre l’origine 0 et en posant y = x.z, on a (par invariance à gauche)∫

B
|u(x)− uB|dx ≤ 1

|B|

∫
B

∫
B
|u(x)− u(y)|dxdy

= 1
|B|

∫
Hn

∫
Hn
χB(x)χB(x.z)|u(x)− u(x.z)|dxdz

≤ 1
|B|

∫
Hn

∫
Hn

∫ |z|
0

χB(x)χB(x.z)ρ(x.γz(s))dsdxdz.

où χA est la fonction caractéristique de A. Par invariance à droite de la mesure de Haar, nous avons
(avec ξ = x.γz(s))∫

Hn
χB(x)χB(x.z)ρ(x.γz(s))dx =

∫
Hn
χB.γz(s)(ξ)χB.z−1.γz(s)(ξ)ρ(ξ)dξ.

Supposons que χB.γz(s)(ξ)χB.z−1.γz(s)(ξ) 6= 0. Alors, il existe x et y dans B tels que ξ = x.γz(s) =
y.z−1.γz(s). Notons que z = x−1.y est dans 2B puisque dCC(0, z) = dCC(0, x−1.y) = dCC(x, y) ≤
2r où r est le rayon de B. De plus, ξ = xγx−1.y(s) est une géodésique de x vers y et donc dCC(x, ξ) +
dCC(y, ξ) = dCC(x, y) ≤ 2r. Ceci implique que soit dCC(x, ξ) ≤ r, soit dCC(y, ξ) ≤ r. On en déduit
par l’inégalité triangulaire que ξ ∈ 2B. Il s’en suit que∫

Hn
χB.γz(s)(ξ)χB.z−1.γz(s)(ξ)ρ(ξ)dξ ≤ χ2B(z)

∫
2B
ρ(ξ)dξ,

et donc ∫
B
|u(x)− uB|dx ≤ 1

|B|

∫
Hn

∫ |z|
0

χ2B(z)
∫

2B
ρ(ξ)dξdsdz

≤ 1
|B|

∫
2B

∫
2B
|z|ρ(ξ)dξdz

≤ Cr

∫
2B
ρ(z)dz.

Cette preuve peut évidemment s’appliquer de façon générale dans le cadre des groupes de Carnot
car elle repose juste sur les propriétés d’invariance de la mesure de Haar et de la distance de Carnot-
Carathéodory. Elle adapte aussi aux groupes unimodulaires. Cette démonstration est tirée de [56] dans
lequel elle est attribuée à Nicholas Varopoulos.
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Comme les groupes de Heisenberg sont Ahlfors-réguliers (voir la proposition 1.152), on a donc

Corollaire 4.70. Les groupes de Heisenberg (avec leur mesure de Haar invariante à gauche et leur
distance de Carnot-Carathéodory) sont des espaces de Loewner de dimension Q où Q est la dimension
homogène du groupe (c’est à dire 2n+ 2 dans le cas de Hn).

Pour les mêmes raisons, les groupes de Carnot sont des espaces de Loewner.

3.3 Espaces à courbure de Ricci positive

Le but de cette partie est de montrer que l’existence d’inégalités de Poincaré sur un espace métrique
mesuré (X, d, µ) est reliée à la “courbure” de X . La courbure est un outil classique de géométrie rie-
mannienne, c’est à dire quand l’espace X est une variété. Mais, il existe plusieurs courbures (de Gauss,
sectionnelle, de Ricci, ...). Nous allons décrire plusieurs façons de définir des “espaces métriques à cour-
bure de Ricci positive”, ces définitions seront équivalentes à la définition usuelle dans le cas des variétés.
Pour le lecteur qui n’est pas familier avec la géométrie riemannienne, nous avons essayé de rendre la
présentation lisible en insistant sur les “aspects métriques”. Pour ceux qui sont plus à l’aise avec la géo-
métrie, nous avons inclus des références précises qui permettent d’aller plus loin.

Variétés riemanniennes à courbure de Ricci positive

Soit (M, g) une variété riemannienne complète (voir la remarque ci-dessous pour la définition) de
dimension n. On supposera toujours dans la suite que les variétés considérées sont connexes. On note dg
la distance riemannienne et volg le volume riemannien deM . Dans le cas oùM = Rn, dg est la distance
euclidienne et volg est la mesure de Lebesgue. Pour tout couple de points (x, y) dansM×M , on choisit
un segment géodésique γxy : [0, d(x, y)]→M joignant x et y que nous paramétrons par longueur d’arc.
Notons que, à un ensemble de mesure nulle près (qui correspond au cut locus de M , voir ci-dessous), ce
segment géodésique est unique et donc pour tout t ∈ [0, d(x, y)], γyx(t) = γxy(d(x, y)− t). Dans le cas
euclidien, il est toujours unique et correspond au segment [x, y]. Posons

φx,t(y) = γx,y(t) (4.71)

pour x, y ∈M , t ≥ 0 et notons Jx,t(y) le jacobien de cette application (c’est à dire la valeur absolue du
déterminant de la matrice jacobienne de φx,t).

Définition 4.72. On dit que M vérifie la propriété de courbure positive s’il existe une constante CCP >
0 telle que

Jx,t(y) ≥ 1/CCP
dès que x, y ∈M , t ∈ [d(x, y)/2, d(x, y)].

Nous verrons que ceci est vrai pour une variété riemannienne avec RicM ≥ 0. On a alors
CCP = 2n−1 qui est la constante (avec égalité) que l’on obtient dans le cas oùM est tout simplement un
espace euclidien. Nous reviendrons sur ce point après le théorème 4.76 pour donner une interprétation
géométrique de cette définition.

Théorème 4.73. Soit (M, g) une variété riemannienne complète de dimension n. Si M satisfait la
condition de courbure positive, alors il existe une constanteC ≥ 0 (dependant seulement de la constante
CCP dans la condition de courbure positive) telle que∫

B
|u− uB|dvolg ≤ CdiamB

∫
2B
ρdvolg
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pour toute boule B de M , toute fonction continue u : M → R et tout gradient supérieur ρ : M → R+

de u .

Remarque 4.74. 1) Il n’y pas la moyenne sur les boules dans l’inégalité précédente. Si le volume rie-
mannien est doublant sur M , on retrouve l’inégalité de Poincaré de type (1, 1). Cela sera le cas lorsque
la variété est à courbure de Ricci positive (voir les théorèmes 4.75 et 4.76).
2) Une variété riemannienne (M, g) est complète si toute géodésique (au sens de la géométrie rieman-
nienne, c’est à dire toute courbe localement minimisante pour la longueur) de M peut être définie sur
R tout entier. D’après le théorème de Hopf-Rinow, cette condition est équivalente au fait que l’espace
métrique (M,dg) est complet. De plus, dans ce cas, tout couple de points x, y de M peut être joint par
un segment géodésique. Voir le paragraphe 1.7 de [25] par exemple.
3) Le cut locus de M en un point p ∈ M est l’ensemble des points q ∈ M tels que le segment géodé-
sique de p à q ne peut être prolongé en un segment géodésique au delà de q. Le rayon d’injectivité de
M en p est alors la distance de p à son cut locus. En dehors du cut locus de p, la fonction distance à p,
c’est à dire q ∈M → dg(p, q), est lisse et on peut donc calculer son laplacien par exemple pour obtenir
des théorèmes de comparaison de type Bishop-Gromov (voir la preuve du théorème 4.75). En fait, le
cut locus de p est l’ensemble des points q ∈ M tels que soit il existe plusieurs géodésiques reliant p et
q, soit p et q sont conjugués le long d’un segment géodésique qui les joint. Nous omettons la définition
de points conjugués qui ne nous sera pas utile dans la suite. Pour plus de détails, on pourra consulter le
paragraphe 3.2 de [25] par exemple. Nous donnerons une définition du cut locus dans le cas des espaces
métriques dans la section suivante.

Démonstration. Signalons que notre preuve va seulement reposer sur des outils classiques de théorie
de la mesure (plus les remarques préliminaires du début du paragraphe) et qu’elle permet de démontrer
simplement l’existence d’inégalités de Poincaré de façon géométrique dans le cas euclidien. Pour alléger
les notations, on pose µ = volg. Fixons une boule B dans M . Considérons u et ρ comme dans la
définition de l’inégalité de Poincaré. Si x et y sont dans B, alors par définition du gradient supérieur,
comme γx,y est paramétrée par longueur d’arc, on a

|u(x)− u(y)| ≤
∫
γx,y

ρ(s)ds =
∫ d(x,y)

0
ρ(γx,y(t))dt.

Donc, ∫
B
|u− uB|dµ ≤ 1

µ(B)

∫
B

∫
B
|u(x)− u(y)|dµ(x)dµ(y)

≤ 1
µ(B)

∫
B

∫
B

(∫ d(x,y)

0
ρ(γx,y(t))dt

)
dµ(x)dµ(y).

En utilisant les définitions de γx,y et γy,x, on obtient∫ d(x,y)

0
ρ(γx,y(t))dt =

∫ d(x,y)/2

0
ρ(γx,y(t))dt+

∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(γx,y(t))dt

=
∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(γy,x(t))dt+

∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(γx,y(t))dt.

Donc, par symétrie en x et y, on a∫
B
|u− uB|dµ ≤

2
µ(B)

∫
B

∫
B

(∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(γx,y(t))dt

)
dµ(x)dµ(y).
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Or, on a par le théorème de Fubini et le changement de variables z = φx,t(y) donné en (4.71),

∫
B

∫
B

(∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(γx,y(t))dt

)
dµ(x)dµ(y) =

∫
B

∫
B

∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(φx,t(y))dtdµ(x)dµ(y)

≤ CCP

∫
B

∫
B

∫ d(x,y)

d(x,y)/2
ρ(φx,t(y))Jx,t(y)dtdµ(x)dµ(y)

≤ CCP

∫
B

∫
B

∫ diamB

0
ρ(φx,t(y))Jx,t(y)dtdµ(x)dµ(y)

≤ CCP

∫ diamB

0

∫
B

(∫
B
ρ(φx,t(y))Jx,t(y)dµ(y)

)
dµ(x)dt

≤ CCP

∫ diamB

0

∫
B

(∫
φx,t(B)

ρ(z)dµ(z)
)
dµ(x)dt

≤ CCP

∫ diamB

0

∫
B

(∫
2B
ρ(z)dµ(z)

)
dµ(x)dt

≤ CCP (diamB)µ(B)
∫

2B
ρ(z)dµ(z).

On en déduit ∫
B
|u− uB|dµ ≤ 2CCP (diamB)

∫
2B
ρ(z)dµ(z).

Nous allons voir que les variétés à courbure de Ricci positive vérifie la propriété de courbure positive.
Avant cela, nous allons rappeler le théorème de comparaison des volumes de Bishop-Gromov qui va
jouer un rôle dans ce résultat et dont on donnera des versions dans des cadres non riemanniens.

Théorème 4.75. Soit (M, g) une variété riemannienne complète de dimension n et de courbure de Ricci
positive. On note V (r) la mesure de Lebesgue d’une boule euclidienne de rayon r dans Rn. Alors, on a

(i) Pour tout x ∈M , tout r > 0, volg(B(x, r)) ≤ V (r), et donc volg(B(x, r)) ≤ αnrn où αn > 0
est la mesure de Lebesgue de la boule unité de Rn.

(ii) Pour tout x ∈M , la fonction r → volg(B(x, r))
V (r) est décroissante en r.

Nous n’allons pas démontrer ce résultat (voir [25] théorèmes 3.9 et 3.10 ou [52] partie IV-13). Une
preuve consiste à estimer le laplacien de la fonction distance. Notons que (ii) implique que pour tout

x ∈ M , tout r > 0 on a
volg(B(x, 2r))

V (2r) ≤ volg(B(x, r))
V (r) et donc volg(B(x, 2r)) ≤ 2nvolg(B(x, r)).

Ainsi, volg est une mesure doublante.

Théorème 4.76. Soit (M, g) une variété riemanniene complète de dimension n à courbure de Ricci
positive. Alors, M vérifie la condition de courbure positive. En particulier, M supporte une inégalité de
Poincaré de type (1, 1).

Démonstration. Fixons x ∈ M . Alors, l’application t → expx(tξ) permet de décrire toutes les géo-
désiques partant de x quand ξ décrit l’ensemble des vecteurs tangents unitaires partant de x, que l’on
peut identifier à la sphère unité de Rn. Ici, expx est la fonction exponentielle en x. Dans le cas de Rn,
nous sommes en train de considérer toutes les demi-droites de vecteur directeur ξ avec ||ξ|| = 1 et elles
représentent bien toutes les géodésiques qui permettent de relier x à un autre point de Rn. Soit I(x, t, ξ)
le jacobien de l’application (t, ξ) → expx(tξ). Alors, volg = I(x, t, ξ)dtdξ où dξ est la mesure de
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probabilité sur la sphère unité de Rn. Or, si on note I0(t) l’analogue euclidien de I (mais dans le cas
euclidien, cela ne dépend plus de x et ξ et en fait I0(t) = tn−1), par un argument analogue à celui de

la preuve du théorème de Bishop-Gromov, on a t→ I(x, t, ξ)
I0(t) est décroissant en t. Il s’en suit que pour

t ∈ [0, dg(x, y)],

Jx,t(y) = I(x, t, ξ)
I(x, dg(x, y), ξ) ≥

I0(t)
I0(dg(x, y)) ≥

(
t

dg(x, y)

)n−1

.

Ainsi, si t ∈ [dg(x, y)/2, dg(x, y)], on a Jx,t(y) ≥ 1/2n−1. Donc, dans ce cadre, on a via la preuve du
théorème 4.73, ∫

B
|u− uB|dµ ≤ 2ndiamB

∫
2B
ρdµ.

Comme nous avons vu que le volume riemannien volg est doublant sous la condition de courbure de
Ricci positive, nous pouvons obtenir la forme usuelle de l’inégalité de Poincaré (avec des moyennes).

On en déduit alors le

Corollaire 4.77. Soit (M, g) une variété riemannienne complète (non compacte) de dimension n ≥ 2
à courbure de Ricci positive. Alors, M est un espace de Loewner (pour sa structure riemannienne) si et
seulement si M est n-Ahlfors régulière (pour le volume riemannien volg).

Notons que par le théorème de comparaison des volumes de Bishop-Gromov, il existe une constante
Cn > 0 telle que volg(B(x, r)) ≤ Cnrn pour tout r > 0, tout x ∈M . Donc, le fait queM soit n-Ahlfors
régulière est équivalent à l’existence d’une constante CAR > 0 telle que volg(B(x, r)) ≥ C−1

ARr
n pour

tout r > 0, tout x ∈M .

Propriété de contraction de la mesure et espaces d’Alexandrov

Nous allons commencer par donner une version métrique de la propriété de courbure positive. Nous
utiliserons la notion de mesure image, vue au chapitre 1. Considérons un espace métrique géodésique
(X, d) (voir la section 2.3 pour la définition) que l’on suppose aussi séparable et muni d’une mesure
de Radon µ. On dit que X est non branchant si deux segments géodésiques distincts n’ont aucune
sous-courbe commune non trivialle (c’est à dire non réduite à un point). On suppose que tous les seg-
ments géodésiques sont paramétrés à vitesse constante sur [0, 1]. Pour tout t ∈ [0, 1], on considère
et : Geo(X)→ X l’application définie par et(γ) = γ(t) pour tout segment géodésique γ : [0, 1]→ X
de X . On a noté Geo(X) l’ensemble des segments géodésiques de X . Si x ∈ X , on note par analogie
avec le cas riemannien C(x) le cut locus de x, c’est à dire l’ensemble des points y ∈ X tels que tout seg-
ment géodésique de la forme [x, z] de X ne contient pas y en son intérieur. En d’autres termes, C(x) est
l’ensemble des points y ∈ X tels que tout segment géodésique [x, y] ne peut être prolongé au-delà de y
de façon géodésique. Si x, y ∈ X , on note Γ(x, y) l’ensemble des géodésiques de X reliant x à y. Dans
la mesure où nous ne supposons pas l’unicité d’une géodésique reliant deux points, il est naturel d’in-
troduire pour x ∈ X le cut locus géodésique en x défini par Cgeod(x) = {y ∈ X; card(Γ(x, y)) ≥ 2}.
Nous noterons aussi Γ(x,A) l’ensemble des segments géodésiques reliant x à un point a ∈ A où A est
un sous-ensemble de X .

Définition 4.78. Nous dirons que l’espace métrique mesuré (X, d, µ) vérifie la propriété de contraction
de la mesure MCP (0, N) pour un N > 1 (le cas N = 1 est un peu spécial et sera omis) si pour tout
x ∈ X , tout sous-ensemble A ⊂ X de X avec µ(A) > 0, il existe une mesure de probabilité Π sur
l’ensemble des géodésiques Γ(x,A) reliant x à A telle que
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(i) (e0)]Π = 1
µ(A)µ A = µA (où µ A est la restriction de µ sur A et µA est donc la restriction

normalisée de µ sur A) et (e1)]Π = δx (mesure de Dirac en x).
(ii) Pour tout t ∈ [0, 1], dµ ≥ (1− t)Nµ(A)(et)](Π(dγ)), c’est à dire pour tout ensemble (borélien)

C de X , on a µ(C) ≥ (1− t)Nµ(A)Π({γ ∈ Γ(x,A); γ(t) ∈ C}).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que Rn (muni de sa distance euclidienne et de sa mesure
de Lebesgue) vérifie MCP (0, n) et que N = n est optimal. De façon générale, si (M, g) est une variété
riemanienne complète (sans bord) de dimension n, alors l’espace métrique mesuré (M,dg, volg) vérifie
MCP (0, n) si et seulement si M est à courbure de Ricci positive (voir [108]). Nous pourrions définir
une notion d’espaces qui vérifient MCP (K,N) en comparant avec l’espace modèle de courbure K
pour tout K ∈ R mais cela ne sera pas utile pour nous (voir [108] pour la définition générale). Notons
que si X vérifie MCP (0, N), alors X vérifie MCP (0, N ′) pour tout N ′ ≥ N . Nous verrons plus tard
que si X vérifie MCP (0, N), N donne une borne supérieure sur la dimension de Hausdorff. Mais, le
N optimal peut parfois être différent de la dimension de Hausdorff de l’espace ambiant. Par exemple, le
(premier) groupe de Heisenberg (muni de sa distance de Carnot-Carathéodory et de sa mesure de Haar)
est de dimension topologique 3, de dimension de Hausdorff 4 mais vérifie MCP (0, N) si et seulement
si N ≥ 5 (voir [69]). Il existe une théorie développée par Barilari et Rizzi pour donner une explication
géométrique à cet exposant N = 5. Soit (X, d) un espace géodésique muni d’une mesure de Borel µ.
On suppose que pour tout x ∈ X , µ(Cgeod(x)) = 0. Donc, pour tout x ∈ X , tout t ∈ [0, 1], il existe une
application mesurable φx,t : X \ Cgeod(x) → X telle que t ∈ [0, 1] → φx,t(y) est l’unique géodésique
reliant x à y /∈ Cgeod(x). Ceci est l’analogue métrique de (4.71). Pour tout x ∈ X et tout t ∈ [0, 1], on
définit l’homothétique géodésique de Ω ⊂ X de centre x et de rapport t par

Ωx,t = {φx,t(y); y ∈ Ω \ CGeod(x)}.

On pose ensuite pour x ∈ X et s > 0

Cs(x) = sup
{

lim sup
t→0+

µ(Ωt)
tsµ(Ω); Ω ⊂ X mesurable et borné avec 0 < µ(Ω) < +∞

}
.

La dimension géométrique N (x) de (X, d, µ) en x ∈ X est alors

N (x) = inf{s > 0; Cs(x) = +∞} = sup{s > 0; Cs(x) = 0}.

Comme pour la mesure de Hausdorff, les deux définitions sont équivalentes. On peut démontrer que
si A ⊂ X est un borélien, sup{N (x);x ∈ A} ≥ Hdim(A). On définit la dimension géomé-
trique N (X) de (X, d, µ) comme N (X) = sup{N (x);x ∈ A} et donc N (X) ≥ Hdim(X). Re-
venons à la propriété MCP. Si (X, d, µ) vérifie MCP (0, N), on définit son exposant de courbure
par Nc(X) = inf{N > 1;MCP (0, N) est vérifiée }. D’un autre côté, si (X, d, µ) ne vérifie pas
MCP (0, N) pour tous les N > 1, on pose Nc(X) = +∞. Juillet a montré que les groupes d’Heisen-
berg avaient un exposant de courbure fini. Rifford a montré qu’il en est de même pour certains groupes
de Carnot. On a toujours pour un espace métrique mesuré (X, d, µ), Nc(X) ≥ N (X). L’inégalité peut
être stricte. Dans le cas du groupe d’Heisenberg, on aNc(H1) = 5, ce qui donne une explication géomé-
trique à cet exposant optimal Nc(H) = 5 dans MCP. Il est conjecturé que l’égalitéN (G) = Nc(G) doit
être vraie pour une large classe de groupes de Carnot G (ceux pour lesquels le cut locus géométrique est
partout de mesure nulle). Voir [124] pour une discussions plus détaillée.

Nous allons réécrire la condition (ii) en utilisant le théorème de désintégration de mesure que nous
énonçons maintenant. Si Y est un espace métrique, on note P(Y ) l’ensemble des mesures de probabilité
sur Y . Voir [41] pour plus de détails.
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Théorème 4.79. Soient Y et Z deux espaces métriques séparables. Soient µ ∈ P(Y ) une mesure
de Radon et π : Y → Z une application mesurable. On note ν ∈ P(Z) la mesure définie par
ν = π]µ = µ ◦ π−1. Alors, pour ν-presque tout z ∈ Z, il existe une unique mesure de probabilité
µz ∈ P(Y ) sur Y telle que :

— Pour tout borélien B de Y , l’application z → µz(B) est mesurable ;

— Pour ν-presque tout z ∈ Z, µz(Y \ π−1(z)) = 0. En particulier si B ⊂ Y est borélien,
µz(B) = µz(B ∩ π−1(z)) ;

— Pour toute fonction mesurable f : Y → [0,+∞], on a∫
Y
f(y)dµ(y) =

∫
Z

∫
π−1(z)

f(y)dµz(y)dν(z).

Donc, si B ⊂ Y est borélien, en appliquant l’égalité précédente à f = χB (fonction caractéris-
tique de B), on a

µ(B) =
∫
Z
µz(B)dν(z).

En désintégrant Π par rapport à l’application e0, il vient qu’il existe des mesures de probabilité λy,x
sur Γ(y, x) de sorte que dΠ(γ) = dλy,xdµA(y). On utilise ici que (e0)]Π = µA. Il s’en suit que la
condition (ii) ci-dessus est équivalente à la condition pour tout t ∈ [0, 1], pour tout borélien C de X ,

µ(C ∩ et(Γ(A, x))) ≥ (1− t)N
∫
A

∫
Γ(y,x)

χC(γ(t))dλy,x(γ)dµ(y).

L’inégalité précédente pouvant s’écrire∫
{y;∃γ∈Γ(x,A),γ(t)=y}

χC(y)dµ(y) ≥ (1− t)N
∫
A

∫
Γ(y,x)

χC(γ(t))dλy,x(γ)dµ(y),

il vient par la méthode usuelle que pour une fonction continue φ : X → R,∫
{y;∃γ∈Γ(x,A),γ(t)=y}

φ(y)dµ(y) ≥ (1− t)N
∫
A

∫
Γ(y,x)

φ(γ(t))dλy,x(γ)dµ(y).

On a donc (et c’est cette inégalité qui nous sera utile dans la suite) que∫
2B
φ(y)dµ(y) ≥ (1− t)N

∫
B

∫
Γ(y,x)

φ(γ(t))dλy,x(γ)dµ(y). (4.80)

si B est une boule de X et x ∈ B. On a utilisé le fait que si x ∈ B et y est un point sur une géodésique
reliant x à un point de B, y ∈ 2B.

Supposons que pour tout x ∈ X , le cut locus géodésique Cgeod(x) est vide. Alors, pour tout y ∈ X ,
λxy n’est rien d’autre que la mesure de Dirac sur l’unique géodésique reliant x à y. On en déduit que
λxy = λyx. Pour un espace non branchant X qui vérifie MCP (0, N), on a que pour µ × µ presque
tout couple (x, y) de X , λxy = λyx. Ceci découle du fait (que nous démontrerons dans le cas des es-
paces d’Alexandrov) que pour µ-presque tout x ∈ X , µ(C(x)) = 0. Cette propriété de symétrie va
nous permettre, comme dans le cas des variétés à courbure positive, de démontrer l’inégalité de Poincaré
pour les espaces non branchant vérifiant MCP (0, N). Avant cela, énonçons une version du théorème
de comparaison de Bishop-Gromov dans ce cadre.
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Théorème 4.81. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré qui vérifie MCP (0, N) pour un N > 1.
Alors, pour tout x ∈ X et pour 0 < r ≤ R, on a

µ(B(x,R))
µ(B(x, r)) ≤

RN

rN
.

En particulier, µ est doublante de constante 2N et la dimension de Hausdorff de (X, d) est inférieure ou
égale à N

Démonstration. L’estimation découle de MCP (0, N) appliqué à x, A = B(x,R) et t = r/R. Le fait
que µ est doublante s’en déduit facilement. La borne sur la dimension découle de notre discussion sur la
dimension de Hausdorff dans le chapitre 2.

Nous en venons aux inégalités de Poincaré. Notons à ce sujet que la condition MCP est comme
l’inégalité de Poincaré stable par convergence de Hausdorff-Gromov mesuré (Voir par exemple [108]
pour une preuve).

Théorème 4.82. Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré non branchant qui vérifie MCP (0, N).
Alors, X supporte une inégalité de Poincaré de type (1, 1).

Démonstration. Soit B une boule de X et soit u : X → R une fonction dont ρ : X → R+ est un
gradient supérieur. Alors, pour tout x ∈ B, tout y ∈ B et toute géodésique γ ∈ Γ(x, y), on a par le fait
que γ est paramétrée sur [0, 1] que

|u(x)− u(y)| ≤ l(γ)
∫ 1

0
ρ(γ(s))ds

et donc, on a

|u(x)− u(y)| ≤
∫
γ∈Γ(x,y)

l(γ)
(∫ 1

0
ρ(γ(s))ds

)
dλxy(γ).

On en déduit comme d’habitude (en notant pour simplifier dx l’intégration par rapport à µ)∫
B
|u− uB|dx ≤ 1

µ(B)

∫
B

∫
B
|u(x)− u(y)|dxdy

≤ 1
µ(B)

∫
B

∫
B

(∫
γ∈Γ(x,y)

l(γ)
(∫ 1

0
ρ(γ(s))ds

)
dλxy(γ)

)
dxdy

≤ diam(B)
µ(B)

∫
B

∫
B

(∫
γ∈Γ(x,y)

(∫ 1

0
ρ(γ(s))ds

)
dλxy(γ)

)
dxdy.

Nous allons appliquer la même astuce que dans la preuve dans le cas des variétés à courbure positive en
utilisant ici la symétrie λxy = λyx. Ainsi, on a∫

γ∈Γ(x,y)

∫ 1

0
ρ(γ(s))dsdλxy(γ) =

∫
γ∈Γ(x,y)

∫ 1/2

0
ρ(γ(s))dsdλxy(γ)

+
∫
γ∈Γ(x,y)

∫ 1

1/2
ρ(γ(s))dsdλxy(γ)

=
∫
γ∈Γ(x,y)

∫ 1/2

0
ρ(γ(s))dsdλxy(γ)

+
∫
γ∈Γ(y,x)

∫ 1/2

0
ρ(γ(s))dsdλyx(γ)

= 2
∫
γ∈Γ(x,y)

∫ 1/2

0
ρ(γ(s))dsdλxy(γ).
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On en déduit en utilisant la condition MCP (0, N) ou plutôt sa conséquence (4.80)∫
B
|u− uB|dx ≤ 2diamB

µ(B)

∫
B

∫
B

(∫
γ∈Γ(x,y)

(∫ 1/2

0
ρ(γ(s))ds

)
dλxy(γ)

)
dxdy

≤ 2diamB
µ(B)

∫
B

∫
B

(∫
γ∈Γ(x,y)

(∫ 1/2

0
2N (1− s)Nρ(γ(s))ds

)
dλxy(γ)

)
dxdy

≤ 2N+1diamB
µ(B)

∫
x∈B

∫ 1/2

0

∫
2B
ρ(y)dµ(y)

≤ 2NdiamB
∫

2B
ρ(z)dz.

Nous retrouvons le même résultat que pour les variétés à courbure de Ricci positive ! Comme la mesure
µ est doublante par le théorème 4.81, on peut conclure.

Passons aux “espaces métriques à courbure sectionnelle positive” (appelés espaces d’Alexandrov).
Soit (X, d) un espace métrique que l’on suppose géodésique. Un triangle géodésique dans X est la
donnée de trois points (les sommets) x, y, z et de segments géodésiques notés [x, y], [y, z] et [z, x] qui
relient les sommets. Evidemment, un triangle géodésique n’est pas donné que par ces sommets car nous
ne supposons pas qu’il y a unicité d’un segment géodésique joignant deux points (penser au cas du
groupe d’Heisenberg). L’espace euclidien (par exemple R2) est plat donc de courbure nulle. L’idée de
base est de dire qu’un espaceX est à courbure positive si ses triangles (géodésiques) sont plus “ventrus”
que ceux du plan euclidien. Cela se formalise de la façon suivante. Soit [x, y]∪ [y, z]∪ [z, x] un triangle
géodésique de X . Un triangle de comparaison est juste un triangle de R2 (ou de Rn) de sommets x′, y′

et z′ de sorte que d(x, y) = ||x− y||, d(y, z) = ||y′ − z′|| et d(z, x) = ||z′ − x′||.

Définition 4.83. On dit queX est de courbure positive au sens d’Alexandrov (ou est un espace d’Alexan-
drov) si pour tout triangle géodésique [x, y] ∪ [y, z] ∪ [z, x] de X , et tout triangle de comparaison de
sommets x′, y′, z′ de R2 (ou d’un espace euclidien Rn), on a d(p, q) ≥ ||p′ − q′|| dès que p ∈ [x, y],
q ∈ [x, z], p′ ∈ [x′, y′] avec d(x, p) = ||x′ − p′|| et q′ ∈ [x′, z′] avec d(x, q) = ||x′ − q′||.

Il est clair que d’après cette définition, les espaces d’Alexandrov sont non branchants. On notera dans
la suite xyz un triangle géodésique de X et x′y′z′ un triangle de comparaison correspondant (dans un
espace euclidien). Par définition, l’espace euclidien Rn est un espace d’Alexandrov. De façon générale,
une variété riemanienne complète à courbure sectionnelle positive est un espace d’Alexandrov. On peut
définir aussi des espaces à courbure “sectionnelle”≥ −1 ou≥ +1 en faisant la comparaison de triangles
géodésiques de X avec ceux du disque de Poincaré (qui est à courbure −1) ou de la sphère unité S2 de
R3 (qui est à courbure +1) ou alors avec les espaces modèles de courbure K pour tout K ∈ R (Il suffit
de modifier la métrique d’un facteur multiplicatif dans le cas du disque de Poincaré ou de la sphère).
Notons que contrairement à la condition MCP (ou les autres condition de type courbure/dimension que
nous allons rencontrer dans la suite) la définition de “courbure” au sens d’Alexandrov ne nécessite pas
une mesure mais est purement métrique. Comme nous allons avoir besoin d’une mesure, nous allons
supposer que l’espace d’Alexandrov (X, d) est de dimension de Hausdorff finie Q et on munit (X, d)
de la mesure de HausdorffHQ de dimension Q. Il se trouve qu’alors Q est un entier (voir le chapitre 10
de [23] qui donne une bonne introduction à la géométrie de ces espaces ou [110] pour une description
de comment les notions classiques de géométrie riemannienne peuvent s’adapter dans ces espaces).

Il existe dans le cadre des espaces d’Alexandrov des inégalités de type Poincaré qui utilisent la
notion de forme de Dirichlet (Voir par exemple [81]). Mais, on peut aussi démontrer des inégalités de
Poincaré avec les gradients supérieurs. Avant cela, nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 4.84. Soit (X, d) un espace d’Alexandrov de dimension de Hausdorff finie Q. Alors, pour
tout x ∈ X ,HQ(Cgeod(x)) = 0.
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Démonstration. Soit x ∈ X . On commence par considérer le cut locus C(x) de x. On pose W (x) =
X \ C(x). Nous allons montrer que HQ(C(x)) = 0. Cela nous permettra de conclure. En effet, si y ∈
Cgeod(x), alors y ∈ C(x) et donc Cgeod(x) ⊂ C(x). Le dernier point vient du fait que si y ∈ Cgeod(x)
mais y /∈ C(x), alors y est un point de branchement de X . Ce qui est impossible puisqu’un espace
d’Alexandrov est non branchant. Pour estimer la mesure de C(x), on note que W (x) = ∪δ>0Wδ(x) où,
pour tout δ > 0,Wδ(x) est l’ensemble des y ∈ X tel qu’il existe un segment géodésique [x, x′] contenant
y avec d(x, y) ≤ (1−δ)d(x, x′). Alors,Wδ(x) est mesurable comme réunion des fermésWδ(x). Le fait
queWδ est fermé vient du fait que la limite de segments géodésiques pour la convergence uniforme reste
un segment géodésique. On fixe δ > 0 et r > 0. On construit une application fr,δ : Wδ(x) ∩B(x, (1−
δ)r)→ B(x, r) de la façon suivante. Si y ∈Wδ(x)∩B(x, (1− δ)r), on choisit un segment géodésique
[x, x′] avec x′ ∈ B(x, r) contenant y tel que d(x, y) = (1 − δ)d(x, x′), et on pose x′ = fr,δ(y). Alors,
fr,δ est surjective car X est géodésique. Soient maintenant y1, y2 ∈ Wδ(x) ∩ B(x, (1 − δ)r). Notons
pour i = 1, 2, xi = fr,δ(yi). On considère un triangle de comparaison de xx1x2 de sommets notés x̃,
x̃1, x̃2 puis pour i = 1, 2, un point ỹi ∈ [x̃, x̃i] tel que |x̃ − ỹi| = (1 − δ)|x̃ − x̃i|. Alors, par définition
des espaces d’Alexandrov et par le théorème de Thalès, on a

d(fr,δ(y1), fr,δ(y2)) = |x̃1 − x̃2| ≤ (1− δ)−1|ỹ1 − ỹ2| = (1− δ)−1d(y1, y2).

Donc, fr,δ est (1− δ)−1-contractante. Il s’en suit que

(1− δ)−QHQ(Wδ(x) ∩B(x, (1− δ)r)) ≥ HQ(B(x, r)).

En faisant tendre δ vers 0, on obtient HQ(W (x) ∩ B(x, r)) = HQ(B(x, r)) et donc HQ(C(x) ∩
B(x, r)) = 0 pour tout r > 0. D’oùHQ(C(x)) = 0.

Nous pouvons maintenant conclure sur l’existence d’inégalités de Poincaré. Rappelons que les es-
paces d’Alexandrov sont non branchants.

Théorème 4.85. Soit (X, d) un espace d’Alexandrov de dimension de Hausdorff finie Q que l’on mu-
nit de sa mesure de Hausdorff naturelle notée µ = HQ. Alors, (X, d, µ) vérifie MCP (0, Q) et donc
supporte une inégalité de Poincaré de type (1, 1).

Démonstration. Soient un point x ∈ X et un ensemble mesurableA ⊂ X avec µ(A) > 0. On considère
une application φA : A → Geo(X) telle que φA(y) = γ où γ : [0, 1] → X est un segment géodésique
(choisi de façon arbitraire) reliant y ∈ A à x, c’est à dire γ(0) = y et γ(1) = x. Alors, φA est
mesurable. En effet, pour voir cela, considérons pour tout δ > 0, l’ensemble noté Aδ des points y de
A pour lesquels il existe deux segments géodésiques γ1, γ2 : [0, 1] → X reliant y à x telles que pour
un t ∈ [0, 1], d(γ1(t), γ2(t)) ≥ δ. Comme une limite (pour la topologie de la convergence uniforme)
d’une suite de segments géodésiques reste un segment géodésique, Aδ est fermé pour tout δ > 0. Soit
V = X \ Cgeod(x) où Cgeod(x) est le cut locus géodésique en x. Alors, puisque V = X \ (∪δ>0Aδ),
V est mesurable. Comme φA est continue sur V (car V est l’ensemble des points y ∈ A pour lesquels il
existe un unique segment géodésique reliant y à x) et que le cut locus géométrique Cgeod(x) de x est de
mesure nulle (voir la proposition précédente), φA est mesurable.

Posons µA = 1
µ(A)µ la mesure normalisée de µ sur A puis Π = (φA)]µA. Alors, Π convient pour avoir

MCP (0, Q). En effet, il est tout d’abord facile de vérifier que (e0)]Π = µA et (e1)]Π = δx. De plus,
fixons t ∈ [0, 1]. Pour y ∈ A, on pose zA(y) = et(φA(y)). Nous voulons maintenant utiliser la condition
de courbure et pour cela, il est naturel de comparer avec ce qui se passe dans RQ. Rappelons que Q ∈ N
par la théorie des espaces d’Alexandrov. Choisissons donc un x′ ∈ RQ et considérons l’application
associée φ′ définie comme précédemment (c’est à dire φ′(y′) est l’unique segment euclidien de RQ
reliant y′ ∈ RQ à x′). On note aussi ft(y′) = et(φ′(y′)) pour tout y′ ∈ RQ. Si y1 et y2 sont des points de
X et si x′y′1y

′
2 est un triangle de comparaison ans RQ du triangle xy1y2, alors on a d(zA(y1), zA(y2)) ≥
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|ft(y′1) − ft(y′2)|. On en déduit que dHQ(zA)(y) ≥ |detft(y′)|dHQ(y) où y′ est un point de RQ qui
vérifie d(x, y) = ||x′ − y′||. Comme |det(ft)(y′)| = tQ, on peut conclure facilement.

Nous avons donc le

Corollaire 4.86. Soit (X, d) un espace d’Alexandrov de dimension de Hausdorff finie Q que l’on munit
de sa mesure de Hausdorff naturelle notée µ = HQ. Alors, (X, d, µ) est un espace de Loewner de
dimension Q si et seulement si µ est Ahlfors-régulière de dimension Q.

Espaces à courbure de Ricci positive au sens du transport optimal

La théorie du transport optimal (voir [146] pour une introduction au sujet) commence avec Gas-
pard Monge et le problème des déblais et remblais à la fin du XVIIIème siècle. La question peut être
formulée de la façon suivante. On a un trou de 1m3 et un tas de sable de 1m3. Quelle est la façon la
plus économique de transporter le tas de sable pour boucher le trou ? Nous allons maintenant donner
une formulation mathématique à ce problème. Soit (X, d) un espace métrique. On choisit une fonction
coût c : X × X → R+ qui mesure le coût de transport pour aller de x à y. On peut imaginer que ce
coût dépend de la distance entre x et y. Ainsi, les fonctions les plus utilisées sont c(x, y) = d(x, y) ou
c(x, y) = d(x, y)2. On se donne deux mesures de probabilité µ (le tas de sable) et ν (le trou) sur X . La
formulation moderne (que nous appelerons formulation de Monge) est de déterminer

inf
T

∫
X
c(x, T (x))dµ(x) (4.87)

où l’inf est pris sur toutes les applications T : X → X telles que la mesure image de µ par T soit ν (ainsi
T transporte µ vers ν), c’est à dire T]µ = ν. Plaçons nous un moment dans Rn muni de sa structure
euclidienne et de la mesure de Lebesgue. Supposons de plus que µ et ν sont absolument continues
par rapport à la mesure de Lebesgue, avec des densités respectives f et g. Si on pense à T comme un
changement de variable, on voit que T doit vérifier l’équation (hautement non linéaire)

f(x) = g(T (x)) |det(T (x))|
mT (x)

oùmT (x) est la multiplicité de T en x. L’existence d’un transport optimal, c’est à dire d’une application
T vérifiant (4.87), n’est donc pas un problème simple. Avant de donner un résultat dans ce sens dans Rn,
donnons une autre formulation due à Kantorovich qui a une solution dans le cadre général des espaces
polonais (c’est à dire les espaces métriques qui sont complets et séparables). Le problème est maintenant
de déterminer

inf
β

∫
X×X

c(x, y)β(dx, dy)

où l’infimum est pris sur toutes les mesures de probabilité β (appelées plan de transport de µ sur ν) sur
X ×X telles que les marginales (c’est à dire les mesures images par les projections sur les axes) soient
µ et ν. On peut voir β(dx, dy) comme la masse transportée de la partie infinitésimale dx du support de µ
vers la partie infinitésimale dy du support de ν. Il existe toujours des plans de transport. En effet, on peut
par exemple prendre la mesure produit µ × ν mais elle est rarement optimale ! Il n’est pas très difficile
de voir que si T est une solution du problème de Monge, β(dx, dy) = dµ(x)δy=T (x) est solution du
problème de Kantorovich. Terminons cette revue du transport optimal par un théorème d’existence non
trivial. Pour cela, nous considérons le coût quadratique sur Rn, c’est à dire c(x, y) = |x− y|2.

Théorème 4.88. Soient µ = f(x)dx et ν = g(x)dx deux mesures de probabilité absolument continues
par rapport à la mesure de Lebesgue de Rn. Alors, il existe une unique solution T au problème (4.87).
De plus, le minimiseur T vérifie les deux propriétés suivantes :
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(i) T est de la forme T = ∇φ où φ est une fonction convexe.

(ii) T est (presque partout) solution de l’équation de Monge-Ampère

det(∇2φ(x)) = f(x)
g(∇φ(x)) .

Soit (X, d) un espace métrique (séparable) muni d’une mesure de référence m. On note Rect(X)
l’espace des courbes rectifiables de X . On suppose que toutes ces courbes sont paramétrées (à vitesse
constante) par le même intervalle [0, 1]. Avec cette convention, une fonction mesurable ρ : X → [0,∞]
est un gradient supérieur de la fonction continue u : X → R si pour toute courbe rectifiable γ : [0, 1]→
R, on a

|u(γ(0))− u(γ(1))| ≤ l(γ)
∫ 1

0
ρ(γ(t))dt,

où l(γ) est la longueur de γ. Comme précédemment, on définit l’application et : Rect(X) → X
(t ∈ [0, 1]) par et(γ) = γ(t) pour tout γ ∈ Rect(X). Cette définition étend celle du paragraphe précé-
dent donnée pour les segments géodésiques. Enfin, si Y est un ensemble, on notera P(Y ) l’ensemble
des mesures de probabilité sur Y .

Nous supposerons dans la suite que (X, d) est un espace géodésique et que toutes les segments
géodésiques sont paramétrés sur [0, 1]. Notons aussi qu’il existe une application mesurable GeoSel :
X2 → Geo(X) telle que pour tout (x, y) ∈ X2, GeoSel(x, y) est une géodésique γ : [0, 1] → X avec
γ(0) = x et γ(1) = y.

Définition 4.89. On dit que l’espace métrique mesuré (X, d,m) vérifie la condition de Rajala si pour
tout couple de mesures de probabilité µ, ν absolument continues par rapport à m et de densités (notées
respectivement ρ0 et ρ1) par rapport à m bornées, il existe une mesure de probabilité Π ∈ P(Geo(X))
sur Geo(X) telle que, si on pose µt = (et)]Π, on a

(R1) µ0 = µ et µ1 = ν.

(R2) Pour tout t ∈]0, 1[, µt est absolument continue par rapport à m et sa densité ρt vérifie

||ρt||∞ ≤ max(||ρ0||∞, ||ρ1||∞).

Remarque 4.90. Dans la suite, un seul cas sera utile. Si A est un borélien de X avec m(A) > 0, on

note mA la mesure de probabilité mA = 1
m(A)m A où m A est la restriction de m sur A. Le cas

intéressant dans la condition de Rajala est quand µ = mA et ν = mB où A et B sont des boréliens
disjoints de X avec m(A), m(B) > 0.

Nous allons munir P(X) (l’espace des mesures de probabilités sur X) d’une “distance”. Pour cela,
posons pour µ, ν dans P(X)

W2(µ, ν) = inf
β

(∫
X×X

d(x, y)2dβ(x, y)
)1/2

où l’infimum est pris sur tous les β ∈ P(X×X) telle que µ(A) = β(A×X) et ν(A) = β(X×A) pour
tout borélien A ⊂ X . En d’autres termes, µ et ν sont les marginales de β. On retrouve la formulation de
Kantorovich du problème du transport optimal (pour le coût quadratique). Si µ et ν sont dans P(X), on
note Opt(µ, ν) l’ensemble des mesures de probabilité β ∈ P(X ×X) telles que

W2(µ, ν)2 =
∫
X×X

d(x, y)2dβ(x, y).
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On appelle W2 la distance de Wasserstein L2 mais il faut voir que si la distance d n’est pas bornée sur
X , W2(µ, ν) peut être infinie. Ainsi, W2 n’est pas une vraie distance mais le devient si on se restreint
aux mesures de probabilité µ ayant un deuxième moment fini, c’est à dire que pour un certain x0 ∈ X
(et donc pour tous les x0 de X)

∫
X
d(x0, x)2dµ(x) < +∞ (voir [147]). Cela sera toujours le cas pour

nous dans la suite.

Théorème 4.91. Soit (X, d) un espace géodésique complet. Supposons que µ0 et µ1 sont des mesures
de P(X) avec W2(µ0, µ1) < ∞. Si µt : t ∈ [0, 1] → µt ∈ P(X) est une courbe géodésique pour
W2 (paramétrée comme d’habitude à vitesse constante) reliant µ0 à µ1, alors il existe une mesure de
probabilité Π ∈ P(Geo(X)) sur Geo(X) telle que (e0, e1)]Π ∈ Opt(µ0, µ1) et pour tout t ∈ [0, 1],
µt = (et)]Π.

L’ensemble de ces mesures de probabilité Π sera notée GeoOpt(µ0, µ1). L’idée qui suit l’intuition
est que le transport optimal se fait le long des géodésiques de l’espace X .

Fixons N ∈ [1,∞[. On note DCN l’ensemble des fonctions convexes F : [0,+∞[→ R telles
que F (0) = 0 et r → rNF (r−N ) est convexe sur R. A toute fonction F ∈ DCN , on associe une
fonctionnelle F : P(X)→ R par

F(µ) =
∫
X
F (ρ)dm+ F ′(∞)µorth(X)

où µ = ρm + µsing (c’est à dire ρm et µsing sont respectivement les mesures absolument continues
et singulères dans la décomposition de Lebesgue de µ par rapport à m). Ici, F ′(∞) = lim

r→+∞
F (r)/r.

Un exemple typique de fonction F de DCN est FN (r) = −r1−1/N . Dans ce cas, F ′N (∞) = 0 et la
fonctionnelle associée s’appelle l’entropie de Rényi :

EN (µ) = −
∫
X
ρ1−1/Ndm

où µ = ρm+ µsing. Un autre exemple est la fonction r → rp (avec p > 1) qui est dans tous les DCN .

Définition 4.92. On dit que l’espace géodésique mesuré (X, d,m) vérifie la condition de courbure-
dimensionCD(0, N) si pour tout couple de mesures (µ0, µ1) dans P(X) qui sont absolument continues
par rapport à m (de densité respective ρ0 et ρ1) avec W2(µ0, µ1) < ∞, il existe Π ∈ GeoOpt(µ0, µ1)
de sorte que le long de la géodésique µt = (et)]Π, pour tout F ∈ DCN , tout t ∈ [0, 1], on a

F(µt) ≤ (1− t)
∫ ∫

X×X

1
ρ0(x0)F (ρ0(x0))dσ(x0, x1) + t

∫ ∫
X×X

1
ρ1(x1)F (ρ1(x1))dσ(x0, x1)

dès que µ0 = ρ0m, µ1 = ρ1m et où σ = (e0, e1)]Π.

Cette définition est due sous cette forme à Lott et Villani [90]. Une définition qui ne prend en consi-
dération que l’entropie de Reyni a été proposée indépendamment par Sturm (voir [138] et [139]). Il n’est
pas connu si ces deux définitions sont équivalentes. Evidemment, les espaces à courbure positive au sens
de Lott-Villani sont à courbure positive au sens de de Sturm. Un point important est qu’une variété rie-
mannienne de dimension n à courbure de Ricci positive vérifie CD(0, n) et qu’en fait cette condition
les caractérise. De plus, la condition CD(0, N) est stable pour la convergence de Gromov-Hausdorff
mesuré. Pour tout cela, voir [147].
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Définition 4.93. On dit que l’espace géodésique mesuré (X, d,m) vérifie l’inégalité de Brunn-
Minkowski BM(0, N) si pour tous ensembles mesurables A0, A1 de X avec m(A0), m(A1) > 0,
et tout t ∈ [0, 1], on a

m(At)1/N ≥ (1− t)m(A0)1/N + tm(A1)1/N ,

où At est l’ensemble t-intermédiaire entre A0 et A1, c’est à dire At est l’ensemble des x ∈ X pour
lesquels il existe x0 ∈ A0 et x1 ∈ A1 tels que d(x, x0) = td(x0, x1) et d(x, x1) = (1− t)d(x0, x1).

Théorème 4.94. Soit (X, d,m) un espace métrique mesuré qui verifie la condition CD(0, N). Alors X
admet une inégalité de Brunn-Minkowski BM(0, N).

Démonstration. On ne considère que le cas m(A0), m(A1) < +∞. Le cas général s’en déduit par

approximation. On pose µ0 = 1
m(A0)m A0 et µ1 = 1

m(A1)m A1. Donc, les densités de µ0 et

µ1 par rapport à m sont respectivement ρ0 = 1
m(A0)χA0 et ρ1 = 1

m(A1)χA1 . Soit (µt)t∈[0,1] une

géodésique pour W2 reliant µ0 et µ1. On applique CD(0, N) avec l’entropie de Renyi EN pour obtenir
pour t ∈ [0, 1]

(1− t)m(A0)1/N + tm(A1)1/N ≤
∫
At
ρ

1−1/N
t dµ

où ρt est la densité de µt par rapport à µ. On peut conclure en appliquant l’inégalité de Jensen au membre
de droite.

On en déduit alors une version du théorème de Bishop-Gromov (comme dans le cadre des espaces
vérifiant MCP (0, N)).

Corollaire 4.95. Soit (X, d,m) un espace métrique mesuré qui vérifie la condition CD(0, N). Alors,

pour tout x ∈ X dans le support de m, tous les 0 < r ≤ R,
m(B(x,R))
m(B(x, r)) ≤

(
R

r

)N
. En particulier, m

est doublante et (X, d) est de dimension de Hausdorff inférieure à N .

Pour une preuve, voir [139]. L’idée est d’appliquer l’inégalité BM(0, N) à A0 = B(x, ε), A1 =
Bf (x,R+δR)\B(x,R) et t = r/R pour ε, δ > 0 assez petits. La difficulté technique consiste à passer
à la limite quand ε, δ → 0.

Théorème 4.96. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré. Supposons que (X, d,m) satisfait la
condition de courbure-dimension CD(0, N) pour un certain N ≥ 1. Si µ, ν sont des mesures de pro-
babilité de P(X) absolument continues par rapport à la mesure de référence m (avec W2(µ, ν) < ∞)
et dont les densités (par rapport à m) sont bornées par une même constante C, alors il existe
Π ∈ Opt(µ, ν) de sorte que ρt(x) ≤ C pour m-presque tout x ∈ X . Ici, ρt est la densité de (et)]Π par
rapport à m.

Démonstration. Soit Π ∈ Opt(µ, ν) donnée par la condition de courbure-dimension CD(0, N) et soit
σ = (e0, e1)]Π. Considérons p ≥ 1 et posons F (r) = rp. Alors, F ∈ DCN et on a

||ρt||pp = F(ρtm) ≤ (1− t)
∫ ∫

X×X
(ρ0(x0))p−1dσ(x0, x1)

+ t

∫ ∫
X×X

(ρ1(x1))p−1dσ(x0, x1)

≤ (1− t)Cp−1 + tCp−1 = Cp−1.

D’où, ||ρt||∞ ≤ lim
p→+∞

||ρt||p ≤ lim
p→+∞

C
p−1
p = C.
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On en déduit tout de suite le résultat suivant.

Corollaire 4.97. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré qui vérife la condition de courbure-
dimension CD(0, N) pour un N ≥ 1. Alors, X vérifie la condition de Rajala.

Notons que la preuve précédente ne s’adapte pas à la condition de courbure positive au sens de
Sturm (car elle n’englobe pas les fonctions de type F (r) = rp). Nous y reviendrons plus tard. Le
résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théorème 4.98. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré qui vérifie la condition de Rajala. Alors,
X admet une inégalité de Poincaré de type (1, 1) de la forme∫

B
|u− uB|dm ≤ C(diamB)

∫
2B
g(y)dm(y)

où B est une boule de X , u : X → R est une fonction continue dont g : X → R+ est un gradient
supérieur.

Dans le cas d’un espace vérifiant la condition de Rajala, la mesure n’est pas doublante et donc
on obtient une inégalité de Poincaré sans moyenne. Si l’espace géodésique mesuré (X, d,m) satisfait
la condition de courbure-dimension CD(0, N), alors m est doublante et vérifie la condition de Rajala.
D’où,X supporte une “vraie” inégalité de Poincaré de type (1, 1). Nous avons ainsi une version métrique
du théorème sur les variétés à courbure de Ricci positive. On a donc le

Corollaire 4.99. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré qui vérifie la condition de courbure-
dimension CD(0, N) pour un N ≥ 1. Alors, (X, d,m) est un espace de Loewner si et seulement si m
est Ahlfors-régulière.

Démonstration. Fixons une boule B = B(x, r) de X et soit g : X → R+ un gradient supérieur
de u : X → R dans B. La démonstration est simple mais astucieuse. Considérons la médiane de
f : M = inf{a ∈ R;m({f > a}) ≤ m(B)/2}. Alors, nous pouvons écrire B = B+ ∪ B− où
B+ ∩ B− = ∅, m(B+) = m(B−) = m(B)/2 et f(x) ≤ M ≤ f(y) dès que x ∈ B−, y ∈ B+.

Soient µ = 1
m(B+)m B+ = 2

m(B)m B+ et ν = 1
m(B−)m B− = 2

m(B)m B−. Nous

appliquons la condition de Rajala à µ et à ν pour trouver un “bon” Π ∈ P(Geo(X)). En particulier,
||ρt||∞ ≤ 2/m(B) où ρt est la densité de (et)]Π par rapport à m. Maintenant, par définition de M , pour
Π-presque tout γ ∈ Geo(X), γ(0) ∈ B+ et γ(1) ∈ B−, et donc on a

|u(γ(0))− u(γ(1))| = u(γ(0))− u(γ(1))
= u(γ(0))−M +M − u(γ(1))
= |u(γ(0))−M |+ |M − u(γ(1))|.

Il s’en suit alors∫
Geo(X)

|u(γ(0))− u(γ(1))|dΠ(γ) =
∫
Geo(X)

|u(γ(0))−M |dΠ(γ)

+
∫
Geo(X)

|M − u(γ(1))|dΠ(γ)

= 2
m(B)

∫
B+
|u(x)−M |dm(x)

+ 2
m(B)

∫
B−
|u(x)−M |dm(x)

= 2
m(B)

∫
B
|u(x)−M |dm(x)
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Nous pouvons en déduire l’inégalité de Poincaré.∫
B
|u− uB|dm ≤ 1

m(B)

∫
B

∫
B
|u(y)− u(z)|dm(y)dm(z)

≤ 1
m(B)

∫
B

∫
B

(|u(y)−M |+ |M − u(z)|)dm(y)dm(z)

= 2
∫
B
|u(y)−M |dm(y)

= m(B)
∫
Geo(X)

|u(γ(0))− u(γ(1))|dΠ(γ)

≤ m(B)
∫
Geo(X)

l(γ)
∫ 1

0
g(γ(t))dtdΠ(γ)

≤ m(B)(diamB)
∫
Geo(X)

∫ 1

0
g(γ(t))dtdΠ(γ)

≤ m(B)(diamB)
∫ 1

0

∫
B(x,2r)

g(y)ρt(y)dm(y)dt

≤ 2(diamB)
∫ 1

0

∫
B(x,2r)

g(y)dm(y)dt = 2(diamB)
∫
B(x,2r)

g(y)dm(y).

On a utilisé le fait que pour Π-presque tout γ ∈ Geo(X), l(γ) ≤ diamB et γ ⊂ B(x, 2r).

Cette démontration dans le cas des espaces à courbure positive au sens de Lott-Villani est inspirée
de [122]. Il est possible de l’adapter dans le cas des espaces à courbure positive au sens de Sturm mais
c’est beaucoup plus technique (voir [121]). En particulier, la difficulté est de démontrer l’analogue du
corollaire 4.97 dans ce cadre.

Remarque 4.100. Comme signalé precédemment, nous n’avons utilisé la condition de Rajala que dans

le cas où les mesures sont de la forme µ = mA = 1
m(A)m A et ν = 1

m(B)m B où A et B sont

des boréliens de X avec m(A), m(B) > 0.

On conclut ce paragraphe avec une autre notion d’espace à courbure positive en relation avec le
transport optimal. On dit que l’espace géodésique mesuré (X, d,m) vérifie la condition démocratique
s’il existe une constante C ≥ 0 telle que pour toute boule B ⊂ X , il existe une mesure de probabilité
Π ∈ P(Geo(x)) sur l’ensemble des segments géodésiques (paramétrés sur [0, 1]) telle que

(CD1) (e0, e1)]Π = mB ⊗mB ,

(CD2)
∫ 1

0
(et)]Πdt ≤ CmB

où comme précédemment et(γ) = γ(t) et mB est la restriction normalisée de m sur la boule B. Cette
condition est impliquée par la condition de courbure positive au sens du transport optimal si l’espace
géodésique est non branchant (Voir [147], chapitre 19). Cette condition signifie que l’on peut transporter
des mesures sans trop passer par les mêmes points de l’espace.

Théorème 4.101. Soit (X, d,m) un espace géodésique mesuré. Supposons que (X, d,m) satisfait la
condition démocratique. Alors, X supporte une inégalité de Poincaré (1, 1) de la forme∫

B
|u− uB|dm ≤ C(diamB)

∫
2B
g(y)dm(y)

où B est une boule de X , u : X → R est une fonction continue dont g : X → R+ est un gradient
supérieur.
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Démonstration. Soit B = B(x,R) une boule dans X et soit g : X → R un gradient supérieur pour une
fonction donnée u : X → R. Par (CD1), on a facilement∫

B
|u− uB|dm ≤ 1

m(B)

∫
B

∫
B
|u(y)− u(z)|dm(y)dm(z)

≤ m(B)
∫
Geo(X)

|u(γ(0))− u(γ(1))|dΠ(γ).

Puis, en utilisant que g est un gradient supérieur et (CD2), on a∫
B
|u− uB|dm ≤ m(B)

∫
Geo(X)

l(γ)
∫ 1

0
g(γ(t))dtdΠ(γ)

≤ (diamB)m(B)
∫
Geo(X)

∫ 1

0
g(γ(t))dtdΠ(γ)

≤ C(diamB)
∫
B(x,2r)

g(y)dm(y)

On a utilisé la fait que Π-presque toute courbe γ ∈ Geo(X) est de longueur au plus diam(B) et est donc
contenu dans B(x, 2r).

La condition de Bakry-Emery

Nous allons maintenant décrire une autre notion de courbure-dimension qui est liée à un opérateur
de diffusion L comme par exemple le laplacien ∆. La motivation initiale est l’étude géométrique de
semi-groupes liés à des équations de diffusion comme l’équation de la chaleur et aux processus marko-
vins associés comme le mouvement brownien. Cette approche permet de démontrer certaines inégalités
fonctionnelles comme les inégalité de Sobolev logarithmiques. Le but de ce paragraphe est de voir que
les espaces métriques associés à ces géométries vérifient des inégalités de type Poincaré. Cette partie
est fortement inspirée de [7] et de [85] . Les liens avec la transport optimal sont discutés dans [147]
(chapitre 25 par exemple)

Commençons par quelques définitions un peu formelles. Soit L un opérateur (c’est à dire une forme
linéaire sur R) défini sur une algèbre de fonctions notée A. L’espace ambiant sera pour nous Rn ou
une variété riemannienne M de dimension n. Dans ces deux situations, l’exemple-type sera le cas du
laplacien L = ∆ (voir plus bas). On définit alors l’opérateur “carré du champs” pour u, v ∈ A par

Γ(u, v) = 1/2 (L(uv)− uLv − vLu) .

Ainsi, Γ(u, v) mesure en quelque sorte l’écart avec le fait d’avoir une règle de dérivation en chaine, de
type Leibniz. Puis, on pose

Γ2(u, v) = 1/2 (LΓ(u, v)− Γ(Lu, v)− Γ(u, Lv)) .

Il faut bien voir que l’on passe de Γ à Γ2 par un procédé simple d’itération. Ainsi, on pourait définir par
récurrence pour tout j ∈ N,

Γj+1(u, v) = 1/2 (LΓj(u, v)− Γj(Lu, v)− Γj(u, Lv)) ,

pour toutes les fonctions u, v ∈ A (si c’est possible) et avec Γ0 = Γ. On pose Γ(u) = Γ(u, u). Prenons

le cas simple du laplacien Lu(x) =
∑n
j=1

∂2u

∂x2
j

(x) si u ∈ C2(Rn). Alors, par des calculs élémentaires,

on a pour u, v ∈ C2(Rn),
Γ(u, v) = 〈∇u,∇v〉,
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L(Γ(u)) = 2

 n∑
j=1

n∑
i=1

( ∂2u

∂xi∂xj

)2

+ ∂u

∂xj

∂3u

∂2xi∂xj

 ,
Γ(u, Lu) =

n∑
j=1

n∑
i=1

(
∂u

∂xj

∂3u

∂2xi∂xj

)
,

Γ2(u) =
n∑
j=1

n∑
i=1

(
∂2u

∂xi∂xj

)2

.

Par définition du hessien de u, on a donc

Γ2(u) = ||Hess(u)||22.

Or par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

|∆u| ≤ 1√
n

 n∑
i=1

(
∂2u

∂x2
i

)2
1/2

.

Il s’en suit que Γ2(u) ≥ 1
n
|∆u|2 et c’est cette inégalité que nous voulons généraliser. Le lecteur attentif

aura noté que la dimension n apparait mais pas la courbure de Rn. Ce qui est normal puisque celle-ci est
nulle !

Soit maintenant une variété riemannienne complète (M, g) de dimension n. On considère sur M
l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆ (c’est à dire l’analogue du laplacien quandM = Rn). On commence
par rappeler que la métrique g donne en tout point x de M un produit scalaire g(x) sur l’espace tangent
de M en x. On notera par la suite g = (gi,j)1≤i,j≤n la matrice associée. Dans le cas euclidien, l’espace
tangent en x ∈ Rn peut être identifié à Rn et en tout point x ∈ Rn, g(x) est tout simplement le produit
scalaire usuel sur Rn. Si u est de classe C2 sur M , son gradient est le champs de vecteurs donné en
coordonnées locales par

∇u =
n∑
i=1

 n∑
j=1

gi,j
∂u

∂xi

 ∂

∂xi

où (gij) est l’inverse de la matrice g. L’opérateur de Laplace-Beltrami est alors défini par

∆u = 1
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂xi

√
ggij

∂u

∂xj
.

Par un calcul analogue au précédent, on a Γ(u, v) = g−1(∇u,∇v). Ainsi, si nous supposons que la
courbure de RicciRic est bornée parK, nous avonsRic(∇u,∇u) ≥ KΓ(u). Or, la formule de Böchner
donne

Γ2(u) = Ric(∇u,∇u) + ||Hessu||22.

Il s’en suit comme dans le cas euclidien par l’inégalité de Cauchy-Schwarz que pour une fonction u ∈
C∞(M)

Γ2(u) ≥ KΓ(u) + 1/n(∆u)2.

On reconnait une estimation comme dans le cas euclidien modulo le terme faisant intervenir la courbure.
Passons maintenant au cas général.
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Soit M une variété lisse de dimension n et soit L un opérateur elliptique du second ordre sur M
(sans terme de degré 0). En coordonnées locales, L peut s’écrire sous la forme

Lu(x) =
∑
i,j

gi,j(x) ∂2u

∂xi∂xj
+
∑
i

bi(x) ∂u
∂xi

,

où gi,j et bi sont des fonctions lisses. L’hypothèse d’ellipticité sur L implique que la matrice (gi,j(x))
est symétrique définie positive en tout x de M . D’où, nous pouvons introduire la métrique riemannienne
g = (gi,j(x)) qui est l’inverse de la matrice (gi,j(x)). Nous supposons maintenant que M est muni de
la distance riemannienne d et de la mesure riemannienne m associé à g. Pour simplifier, on suppose que
M est complète pour g (c’est à dire toute géodésique est prolongeable à l’infini) comme au dessus. Nous
allons associer à une fonction régulière u sur M un gradient supérieur naturel relativement à L. Pour
cela, on pose comme précedemment

Γ(u) = 1/2 (L(uv)− uLu− vLu) .

On a alors que Γ(u, v) = ∇u.∇v (où∇ est le gradient standard par rapport à g) et donc ρ = |Γ(u, u)|1/2
est un gradient supérieur de u dans (M,d). Par itération de l’opérateur Γ, on peut définir

Γ2(u, u) = 1/2 (LΓ(u, v)− Γ(Lu, v)− Γ(u, Lv)) .

Définition 4.102. Nous dirons que l’opérateur elliptique L vérifie la condition de courbure-dimension
CD(K,N) de Bakry-Emery pour un N ≥ n et une fonction K : M → R si, pour toute fonction
régulière u sur M (par exemple u ∈ C2(M)) et pour tout x ∈M , on a

Γ2(u, u)(x) ≥ 1
N

(Lu)(x)2 +K(x)Γ(u, u)(x).

Notons que si N ′ ≥ N et si L vérifie CD(K,N), alors L satisfait CD(K,N ′). D’où, CD(K,n)
(où n est la dimension de la variété M ) est la condition la plus forte possible. Comme nous l’avons
vu au dessus, si M est à courbure de Ricci minorée par K et si L = ∆, alors L vérifie la condition
de courbure-dimension CD(K,n) qui est optimal. Une remarque importante est que le laplacien est le
seul opérateur raisonnable (pour être plus précis, le seul opérateur de diffusion) pour lequel on a une
condition du type CD(K,N) avec N = n. Ainsi, il faut voir, comme dans le cas du transport optimal,
N non pas comme une vraie “dimension” mais plutôt comme un paramètre. Nous pouvons maintenant
donner le résultat principal du paragraphe. Rappelons que la variété M est muni de la distance d et du
volume riemannien m de la métrique g associée à l’opérateur L.

Théorème 4.103. Supposons que l’opérateur elliptique L vérifie la condition de courbure-dimension
CD(0, N) pour un exposant N ≥ n (où n est la dimension de M ). Alors, il existe une constante C ≥ 0
telle que pour toute fonction lisse u : M → R, on a l’inégalité de Poincaré suivante :∫

B
|u− uB|dm ≤ CdiamB

∫
B
ρdm

où ρ = |Γ(u, u)|1/2 et B une boule dans M (par rapport à d).

La démonstration (non publiée) est essentiellement la même que dans le cas riemannien classique
(c’est à dire pour les variétés qui vérifient la condition de courbure positive). Le point-clé est une version
du théorème de comparaison de Bishop-Gromov due à Bakry-Qian [11].
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Une digression : le cas des graphes discrets

Nous discutons rapidement le cas des espaces métriques discrets. Soit X un graphe (dénombrable),
c’est à dire X est la donnée d’un ensemble S dénombrable de points appelés sommets et d’un ensemble
A d’arêtes reliant certains sommets. Ainsi, A est juste un sous-ensemble de S2 avec la propriété que
si (x, y) ∈ A alors (y, s) ∈ A. Nous avons déjà rencontré la notion de graphe discret dans le chapitre
2 (voir la preuve du théorème 2.117). On dit que les sommets x et y sont voisins, et on note x ∼ y,
si (x, y) ∈ A. On ne fait pas de différence entre X et S. Un chemin reliant deux points x et y de X
est une suite finie x = x0, ..., xn = y de points dans X avec xj ∼ xj+1 pour tout j = 0, ..., n − 1.
Nous supposerons que le graphe X est connexe, c’est à dire que pour tout couple de points x et y de
X , il existe toujours un chemin les reliant. On peut alors définir la distance géodésique d de la façon
suivante. Si x et y sont dans X , d(x, y) est l’infimum des n ∈ N tels qu’il existe un chemin x = x0,
..., xn = y reliant x à y. En d’autres termes, n est le nombre minimal d’arêtes de A pour relier x et y.
Notons que d(x, y) = 1 si et seulement si x ∼ y. On munit X de la mesure de comptage m, c’est à dire
si Ω ⊂ X ,m(Ω) est le cardinal de Ω. En particulier, si x ∈ X et r > 0, on notera V (x, r) = m(B(x, r)).

Exemple 4.104. Soit (G, .) un groupe finiment engendré (on note la loi de façon multiplicative). Ainsi,
il existe un ensemble fini S = {s1, ..., sn} de générateurs que l’on suppose symétrique, c’est à dire si
s ∈ S, alors s−1 (l’inverse de s dans le groupe G) est aussi dans S. Donc, pour tout g ∈ G, il existe si1 ,
..., sik dans S tels que g = si1 ...sik . Nous allons associer au couple (G,S) un graphe X(G,S) appelé
graphe de Cayley de (G,S) de la façon suivante. Les sommets sont les éléments du groupe G. Deux
sommets, c’est à dire deux éléments g et g′ du groupe, sont reliés par une arête s’il existe un générateur
s ∈ S tel que g = g′s (ou de façon équivalente g′ = gs′ avec s′ = s−1 ∈ S). On dit que G est à
croissance polynomiale s’il existe C > 0 et Q ∈ N tels que V (x, r) ≤ CrQ pour tout x ∈ X et tout
r > 0. En fait, cette définition ne dépend pas du système de générateurs S et donc du graphe de Cayley
associé au groupe G.

Si f : X → R est une fonction, on pose fn(x) = 1
V (x, n)

∑
y∈B(x,n)

f(y) et |∇f(x)| =∑
y∈X,x∼y

|f(x)− f(y)| (pour tout x ∈ X et tout n ∈ N∗).

Définition 4.105. On dit que X supporte une inégalité de Poincaré s’il existe une constante C ≥ 0 telle
que, pour toute fonction f : X → R à support fini, on a

(P )
∑

y∈B(x,r)
|f(y)− fn(x)| ≤ Cn

∑
y∈B(x,2n)

|∇f(y)|,

dès que x ∈ X , n ∈ N∗.

Nous allons maintenant définir la notion de graphes à courbure positive au sens de Coulhon/Saloff-
Coste. Pour cela, on fixe x ∈ X et n ∈ N∗. Pour tout couple de points (y, z) ∈ B(x, n)2, on choisit
un chemin géodésique (c’est à dire réalisant la distance d) γyz reliant y et z. Soit Γx,n = {γyz; y, z ∈
B(x, n)} et soit K(x, n) = 1

V (x, n) max
{e⊂B(x,2n),e∈A}

card{γ ∈ Γx,n, e ∈ γ}.

Définition 4.106. On dit que X est un graphe à courbure positive s’il existe une bonne sélection des
chemins γyz , une constante C ≥ 0 telles que K(x, n) ≤ C pour tout x ∈ X et tout n ∈ N∗.

Cette définition est tirée de [32]. On peut voir cette notion comme une version discrète de la condi-
tion démocratique vue au dessus.
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Exemple 4.107. Le graphe de Cayley d’un groupe finiment engendré à croissance polynomiale est à
courbure positive.

Théorème 4.108. Tout graphe à courbure positive admet une inégalité de Poincaré (P).

Démonstration. Si e est une arête orientée de X , on note e+ et e− ses extrémités (c’est à dire on définit
un sens de parcours). Alors pour tous y, z ∈ B(x, n), par l’inégalité triangulaire, on a

|f(y)− f(z)| ≤
∑
e∈γy,z

|f(e+)− f(e−)|.

D’où, ∑
y,z∈B(x,n)

|f(y)− f(z)| ≤
∑

y,z∈B(x,n)

∑
e∈γy,z

|f(e+)− f(e−)|.

De plus,

V (x, n)
∑

y∈B(x,n)
|f(y)− fn(x)| = V (x, n)

∑
y∈B(x,n)

∣∣∣∣∣∣f(y)− 1
V (x, n)

∑
z∈B(x,n)

f(z)

∣∣∣∣∣∣
= V (x, n)

∑
y∈B(x,n)

∣∣∣∣∣∣ 1
V (x, n)

∑
z∈B(x,n)

(f(y)− f(z))

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
y,z∈B(x,n)

|f(y)− f(z)|.

Enfin, ∑
y,z∈B(x,n)

∑
e∈γy,z

|f(e+)− f(e−)| ≤
∑

e∈B(x,2n)
card{γ ∈ Γx,n; e ∈ γ}|f(e+)− f(e−)|

≤ K(x, n)
∑

y∈B(x,2n)
|∇f(y)|

≤ Cn
∑

y∈B(x,2n)
|∇f(y)|.

Ce qui termine notre preuve.

Il est possible d’étendre bon nombre de notions et résultats vus dans ce chapitre au cas des graphes
discrets, voir [31].

4 Applications

4.1 Différentiabilité des applications lipschitziennes dans les espaces de Loewner

Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure µ. Une structure différentielle mesurable sur X
est une famille dénombrable de coordonnées (Uα, xα) sur X qui vérifient les propriétés suivantes.

(i) Tout Uα est un sous ensemble mesurable de X avec µ(Uα) > 0 et µ(X \ ∪αUα) = 0.
(ii) Tout xα est un N(α)-uplet de fonctions lipschitziennes où N(α) est majorée uniformément en

α : Il existe N ∈ N∗ tel que N(α) ≤ N pour tout α. Le plus petit de tels N est la dimension de
la structure différentielle.
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(iii) Pour tout α, xα = (x1
α..., x

N(α)
α ) engendre l’espace des différentielles presque partout sur Uα,

c’est à dire pour toute fonction lipschitzienne f : X → R, il existe une fonction mesurable
dαf : Uα → RN(α) telle que pour µ-presque tout x ∈ X ,

lim sup
y→x

|f(y)− f(x)− 〈dαf(x), xα(y)− xα(x)〉|
d(x, y) = 0

où 〈., .〉 est le produit scalaire euclidien sur RN(α). De plus, dαf est unique à un ensemble nulle
près.

Par analogie avec les variétés, on dira que Uα est une carte (locale) et que (Uα, xα) est un atlas (diffé-
rentiable).

Théorème 4.109. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante µ. On suppose que X
admet une inégalité de Poincaré (1, p) pour un p ≥ 1. Alors, X a une structure différentielle mesurable
de dimension N où N ne dépend que des constantes dans l’inégalité de Poincaré et de la constante de
doublement.

Exemple 4.110. Nous allons reformuler dans le language du théorème précédent les théorèmes de dif-
férentiabilité des fonctions lipschitziennes vus au chapitre 2 (théorèmes 2.53 et 2.82).

1) Espaces euclidiens. D’après le théorème classique de Rademacher, Rn (avec sa structure eucli-
dienne et sa mesure de Lebesgue) admet une structure différentielle donnée seulement par (X,x) où
x = (x1, ..., xn) est le système de coordonnées canoniques sur Rn.

2) Groupe de Heisenberg. Soit H1 le premier groupe d’Heisenberg (que l’on voit en tant qu’ensemble
comme R3) muni de la distance de Carnot-Carathéodory et de la mesure de Lebesgue sur R3. Alors, par
le théorème de Rademacher-Pansu, H1 a une structure différentielle (H1, x) où x = (x1, x2) ne prend
en compte que les deux premières coordonnées de R3.

Le théorème précédent est du à J. Cheeger [26]. Une preuve plus simple a été proposée par S. Keith
dans [72]. Nous donnons maintenant une idée de preuve en suivant [76].

Etape 1. Un N -uplet de fonctions lipschitziennes (f1, ..., fN ) où pour tout i ∈ {1, ..., N}, fi : X → R,
est lié au premier ordre en x ∈ X s’il existe (λ1, ..., λN ) ∈ RN tel que

∑N
i=1 λi(fi(y) − fi(x)) =

o(d(x, y)) quand y tend vers x dans X . On dit que les différentielles dans (X, d, µ) sont de dimension
finie s’il existe N ∈ N tel que tout (N + 1)-uplet de fonctions lipschitziennes est lié (au premier ordre)
presque partout. En utilisant des arguments généraux (comme pour montrer qu’une famille génératrice
d’un espace vectoriel de dimension finie contient une base), on a

Proposition 4.111. Si les différentielles de (X, d, µ) sont de dimension finie plus petite que N , alors X
admet une structure différentielle mesurable de dimension au plus N

Dans ce résultat, il n’y a aucune hypothèse sur X . On est donc ramené à démontrer que dans un
espace qui supporte une mesure doublante et des inégalités de Poincaré, les différentielles sont de di-
mension finie.

Etape 2. L’idée de Keith pour conclure, c’est à dire pour montrer que des familles de fonctions lipschit-
ziennes sont liées au premier ordre, en un x de X est d’utiliser des techniques de blow-up. Comme dans
[76], nous allons illustrer ces techniques en se restreignant au cas d’une seule fonction lipschitzienne
f : X → R. Comme d’habitude, on note Lip(f) la constante de Lipschitz de f . Fixons x ∈ X . On se
donne une suite (rk) de réels non nuls qui tend vers 0. Pour tout k, on définit une nouvelle distance dk
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en posant pour tous x, y de X , dk(x, y) = 1
rk
d(x, y). Si on pose pour tout k, Xk = X et xk = x, on

obtient une famille d’espaces métriques pointés (Xk, dk, rk). Supposons que (quitte à prendre une sous-
suite), la suite (Xk, dk, xk) converge vers un espace limite (X∞, d∞, x∞) au sens de la convergence de
Gromov-Hausdorff (pour les espaces métriques pointés, voir la section 2.4 pour les définitions). Il faut
considérer (X∞, d∞, x∞) comme un espace tangent de (X, d) en x. Posons pour tout k, fk = 1

rk
f .

Alors, fk : Xk → R est lipschitzienne (pour la distance dk) de même constante que f . Nous voulons
étudier le comportement de f sur B(x, rk) quand rk → 0, et cela revient à étudier le comportement
de fk sur la boule unité de (Xk, dk). Or, qund k → +∞, la suite de fonctions (fk) converge vers une
fonction f∞ qui est lipschitzienne sur (X∞, d∞) de même constante de Lipschitz que f .

Etape 3. Si f : X → R est lipschitzienne et si x ∈ X , on définit les constantes de Lipschitz locales
inférieure et supérieure de f en x par

lipx(f) = lim inf
r→0

sup
{ |f(y)− f(x)|

r
; y ∈ B(x, r)

}
,

Lipx(f) = lim sup
r→0

sup
{ |f(y)− f(x)|

r
; y ∈ B(x, r)

}
.

Nous avons déja vu que ces quantités comme Lip(f) sont des gradients supérieurs de f . Il est clair
que lipx(f) ≤ Lipx(f) et en général, on ne peut pas espérer obtenir une comparaison dans l’autre
sens. Pourtant, si X = Rn et si f : Rn → R est lisse, on a lipx(f) = Lipx(f) = |∇f(x)|. Ceci
motive la définition suivante due à Keith. On dit que l’espace métrique mesuré (X, d, µ) est un espace
lip-Lip s’il existe une constante K ≥ 1 telle que pour toute fonction lispchitzienne f : X → R, on
a Lipx(f) ≤ Klipx(f) pour µ-presque tout x ∈ X . Or, par construction, on a pour tout x ∈ X , tout
r > 0,

lipx(f) ≤ sup
{ |f∞(y)− f∞(x∞)|

r
; y ∈ B∞(x∞, r)

}
≤ Lipx(f) (4.112)

où B∞(x∞, r) est la boule de centre x∞ et de centre r > 0 dans (X∞, d∞). L’inégalité précédente
illustre le fait que f∞ comme les constantes lipschitziennes locales de f capture le comportement asymp-
totique de f en x. En fait, en utilisant le fait que µ est doublante, on peut montrer que pour tout x ∈ X ,
on a

lipx(f) ≤ sup
{ |f∞(y)− f∞(x∗)|

r
; y ∈ B∞(x∗, r)

}
≤ Lipx(f) (4.113)

pour tout x∗ ∈ X∞ et tout r > 0. La seconde inégalite dans (4.113) est équivalente à Lip(f∞) ≤
Lipx(f). Le point important où apparait les inégalités de Poincaré est le suivant.

Théorème 4.114. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante µ. On suppose que
(X, d, µ) supporte une inégalité de Poincaré (1, p) pour un p ≥ 1. Alors, (X, d, µ) est un espace lip-
Lip.

Etape 4. Soit K > 0. Une fonction lipschitzienne f : X → R est dite K-quasilinéaire si pour tout
x ∈ X , tout r > 0,

sup
{ |f(y)− f(x)|

r
; y ∈ B(x, r)

}
≥ 1
K
Lip(f).

Lemme 4.115. Soit (X, d) un espace métrique doublant et soit K > 0. L’espace des fonctions K-
quasi-linéaires sur X est de dimension finie N où N dépend de K et de la constante de doublement de
(X, d).
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Soit X un espace lip-Lip (de constante K) et soit f : X → R une fonction lipschitzienne. Alors
d’après (4.112) et (4.113), on a pour tout x∗ ∈ X∞ et tout r > 0,

lipx(f) ≤ sup
{ |f∞(y)− f∞(x∗)|

r
; y ∈ B∞(x∗, r)

}
≤ Lip(f∞) ≤ Lipx(f) ≤ Klipx(f).

Ceci implique que f∞ est K-quasilinéaire pour presque tout x ∈ X .

Conclusion. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une mesure doublante µ et qui vérifie une inégalité
de Poincaré (1, p) pour un p ≥ 1. Alors, X est un espace lip-Lip. Donc, si f1, ..., fN : X → R sont
lipschitziennes, leurs applications tangentes f∞1 , ..., f∞N engendrent un espace vectoriel de fonctions
K-quasilinéaires en µ-presque tout x ∈ X . Donc, si N est assez grand, il existe (λ1, ..., λN ) ∈ RN \
(0, ..., 0) tel que

∑N
i=1 λif

∞
i = 0. Ceci implique que f1, ...,fN sont liés au premier ordre en µ-presque

tout x ∈ X . Donc, les différentielles de (X, d, µ) sont de dimension finie et (X, d, µ) a une structure
différentielle mesurable.

4.2 Théorie quasi-conforme et rigidité des espaces hyperboliques

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. Si f : X → Y est un homéomorphisme, on
définit pour tout x ∈ X , tout r > 0,

Lf (x, r) = sup{dY (f(x), f(y)); dX(x, y) ≤ r},

lf (x, r) = inf{dY (f(x), f(y)); dX(x, y) ≥ r}
etHf (x, r) = Lf (x, r)/lf (x, r). Comme f est un homéomorphisme, on aurait pu prendre dX(x, y) = r
dans les définitions de Lf (x, r) et lf (x, r). Nous avons déja rencontré les applications quasi-conformes
dans le cas euclidien au chapitre 2 où nous avons montré qu’elles sont presque partout différentiables.
Un homéomorphisme est quasi-conforme si on peut contrôler de façon infinitésimale la forme de l’image
d’une boule alors qu”il est quasi-symétrique si on peut contrôler la forme de l’image de toute boule (qui
doit être un ellipsoide pour lequel le rapport (grand axe)/(petit axe) est borné). Dans le cas des espaces
métriques, cela se formalise de la façon suivante.

Définition 4.116. Soit f : X → Y un homéomorphisme. On dit que
- f est quasi-conforme (QC) s’il existe une constante H ≥ 1 telle que pour tout x ∈ X ,
lim sup
r→0

Hf (x, r) ≤ H .

- f est faiblement quasi-symétrique (FQS) s’il existe une constante H ≥ 1 telle que pour tout x ∈ X ,
tout r > 0, Hf (x, r) ≤ H . Une formulation équivalente est de demander qu’il existe une constante
H ≥ 0 telle que pour tous x1, x2 et x3 dans X ,

dX(x1, x2) ≤ dX(x1, x3)⇒ dY (f(x1), f(x2)) ≤ HdY (f(x1), f(x3)).

- f est quasi-symétrique (QS) s’il existe un homéomorphisme croissant η : R+ → R+ tel que pour tous
x1, x2 et x3 dans X , et tout t > 0,

dX(x1, x2) ≤ tdX(x1, x3)⇒ dY (f(x1), f(x2)) ≤ η(t)dY (f(x1), f(x3)).

On notera qu’un homéomorphisme bilipschitzien f : X → Y est quasi-symétrique. De plus, l’in-
verse d’un homéomoprhisme quasi-symétrique est quasi-symétrique (voir l’exercice 4.155). Ceci n’est
pas vrai en général pour un homémorphisme quasi-conforme. Il est clair que l’on a

f est QS ⇒ f est FQS ⇒ f est QC.

Si X et Y sont des espaces métriques doublants (connexes par arcs), alors on a aussi l’implication
f est FQS ⇒ f est QS.
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Théorème 4.117. Soient X et Y des espaces métriques doublants. On suppose de plus que X est
connexe par arcs. Alors, tout homéomorphisme f : X → Y faiblement quasi-symétrique est quasi-
symétrique.

Démonstration. Ce résultat est du à J. Väisälä [144] et nous suivons sa preuve. Attention, il n’utilise
pas la notion d’espaces doublants mais celles d’espaces k-HTB (voir la définition avant le théorème 2.9
qui est l’analogue dans ce cadre de notre théorème). Soient X , Y et f : X → Y comme ci-dessus.
En particulier, X et Y sont des espaces métriques doublants et donc on peut leur associer des fonctions
de recouvrement que l’on note respectivement kX et kY . Expliquons cette terminologie. On dit que la
fonction kX :]0, 1/2] → N est une fonction de recouvrement de X si toute boule B de X de rayon R
peut être recouverte par au plus kX(ε) boules de rayon εR. Dans le cas où X est un espace métrique
doublant, une telle fonction kX existe toujours (voir l’exercice 2.195). On suppose de plus qu’il existe
H ≥ 0 de sorte que pour x, a et b dans X ,

dX(a, x) ≤ dX(b, x) =⇒ dY (f(a), f(x)) ≤ HdY (f(b), f(x)). (4.118)

Considérons maintenant x, a, b dans X tels que dX(a, x) = tdX(b, x). On cherche η(t) tel que
dY (f(a), f(x)) ≤ η(t)dY (f(b), f(x)) où t → η(t) soit un homéomorphisme (croissant) de R+ sur
sur R+. D’après (4.118), η(1) = H convient. On découpe la preuve en deux cas, suivant la position de
t par rapport à 1.

Cas 1 : t > 1 (c’est à dire dX(a, x) > dX(b, x)).
Pour simplifier les notations, on poseR = dX(x, b). CommeX est connexe par arcs, il existe un chemin
γ reliant x à a dans X . L’idée est maintenant de faire des sauts de taille R le long de γ et d’appliquer
(4.118). De façon plus précise, on construit par récurrence une suite finie de points a0, ..., aN sur γ de
la façon suivante :

(i) a0 = x ;

(ii) aj+1 est le dernier point (au sens de la paramétrisaion de γ) de γ dans Bf (aj , R) ;

(iii) aN est le premier point aj qui est en dehors de B(x, dX(a, x)). Rappelons que nous sommes
dans le cas où dX(a, x) > R.

Le fait que la suite soit finie vient de la propriété de doublement de X . En effet par construction, pour
tout 0 ≤ i, j ≤ N avec i 6= j, on a dX(ai, aj) ≥ R et les a1, ...,aN−1 ont dans B(x, dX(a, x)). Donc,

par définition de la fonction de recouvrement kX de X , on a N ≤ kX

(
dX(a, x)

R

)
= kX(t). De plus,

puisque f est faiblement QS, on a d’après (4.118),

dX(x, a) ≤ dX(x, aN ) =⇒ dY (f(x), f(a)) ≤ HdY (f(x), f(aN )) (par choix de N )

et pour tout j = 0, ..., N − 1,

dX(aj+1, aj) ≤ dX(aj , aj−1) =⇒ dY (f(aj+1), f(aj)) ≤ HdY (f(aj), f(aj−1))

et donc par récurrence, on dY (f(aj+1), f(aj)) ≤ Hj+1dY (f(b), f(x)). Il vient donc par l’inégalité
triangulaire

dY (f(x), f(a)) ≤ HdY (f(a0), f(aN )) ≤ H(H+...+HN )dY (f(b), f(x)) ≤ NHN+1dY (f(b), f(x)).

Ainsi, si on pose η(t) = kX(t)HkX(t)+1, on a bien que dY (f(a), f(x)) ≤ η(t)dY (f(b), f(x)).

Cas 2 : t < 1 (c’est à dire dX(a, x) < dX(b, x)).
On pose comme précédemment R = dX(x, b). On considère une suite finie b0, ..., bN dans X telle que
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(i) b0 = b ;

(ii) Pour tout j ≥ 0, dX(x, bj) = 3−jR. Par connexité par arc de X , un tel point existe car il suffit
de choisir bj sur un chemin γ reliant x à b.

iii) On stoppe pour le plus petit (noté N ) des indices j tels que 3−jR ≤ dX(a, x). Alors,

N ≥ ln(1/t)
ln(3) .

On affirme que si 0 ≤ i < j ≤ N − 1, on a

dX(a, bj) ≤ dX(bi, bj) (4.119)

et donc
dY (f(a), f(bj)) ≤ HdY (f(bi), f(bj)) (4.120)

Pour vérifier que (4.120) est satisfaite, il suffit de noter que si i < j, dX(bi, bj) ≥ (3−i − 3−j)R ≥
3−j(2R) ou encore 2dX(x, bj) ≤ dX(bi, bj). Or par définition de N , on a

dX(a, bj) ≤ dX(a, x) + dX(x, bj) ≤ 2dX(x, bj) ≤ dX(bi, bj)

puisque si j ≤ N − 1, dX(x, bj) = 3−jR ≥ dX(a, x).
On a de plus que dX(x, bj) = 3−jR ≤ dX(bi, bj) et donc

dY (f(x), f(bj)) ≤ HdY (f(bi), f(bj)). (4.121)

Les estimations (4.120) et (4.121) donnent

dY (fa), f(x)) ≤ 2HdY (f(bi), f(bj)) (4.122)

D’un autre côté, on a par construction de la suite (bj) que pour tout j = 1, ..., N , dX(x, bj) ≤ dX(x, b)
et donc dY (f(x), f(bj)) ≤ HdY (f(x), f(b)). En d’autres termes, les f(bj), j = 0, ..., N − 1, sont
dans la boule fermée Bf (f(x), HdY (f(x), f(b)). On en déduit que d’après (4.122), on a par propriété

de doublement de Y que N ≤ kY

(
2H2 dY (f(b), f(x))

dY (f(a), f(x))

)
. Comme N ≥ ln(1/t)

ln(3) , on peut facilement

conclure dans le cas 2.

Dans le cadre euclidien (dans un premier temps dans le plan par des méthodes d’analyse complexe),
un grand challenge de la théorie a été de démontrer que f est QC⇒ f est QS (voir [143]). Ce résultat a
été étendu aux groupes de Carnot par Heinonen et Koskela dans [61]. Leur démonstration permet dans
le cas euclidien de remplacer la lim sup par une lim inf dans la définition de la quasi-conformité. Un
autre problème de longue haleine dans le cas euclidien fût de démontrer l’équivalence des définitions
métriques précédentes avec des définitions analytiques ou géométriques (voir encore [143]). Suite à
l’article [62], on s’est rendu compte qu’une partie de la théorie quasi-conforme euclidienne pouvait
s’étendre dans le cadre des espaces de Loewner. Nous donnons maintenant un résultat dans ce sens.

Théorème 4.123. Soient X et Y deux espaces de Loewner de dimension Q > 1 et soit f : X → Y un
homéomorphisme. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) f est (localement) quasi-symétrique ;
(ii) f est quasi-conforme ;
(iii) f ∈ N1,Q

loc (X : Y ) et il existe K ≥ 0 telle que Lipf(x)Q ≤ KJvolf(x) pour presque tout
x ∈ X .
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(iv) Il existe L ≥ 1 tel que L−1ModQ(Γ) ≤ ModQ(f(Γ)) ≤ LModQ(Γ) pour toute famille de
courbes Γ de X .

De plus, si f vérifie une des conditions précédentes, alors f est absolument continue en mesure et
absolument continue le long de Q-presque toute courbe de X , et f−1 est aussi quasi-symétrique.

On dit que f est absolument continue le long de Q-presque toute courbe si l’ensemble des courbes γ
telle que f ◦ γ n’est pas absolument continue est de Q-module nul. Cette propriété peut être vue comme
un analogue métrique de la propriété ACL (Absolument Continues sur les Lignes, vue au chapitre 3) et
est classique pour les applications quasi-conformes euclidiennes (voir [143]). La propriété (iv) n’est pas
étonnante puisque nous avons vu que, dans le cas riemannien, les applications conformes préservent le
module conforme. Notons que dans le cadre des espaces métriques, il n’existe pas de définition cano-
nique des applications conformes. Les espaces de Sobolev N1,Q

loc (X : Y ) ont été définis dans la section

2.4. Ici, Jvolf(x) = lim sup
r→0

µY (f(B(x, r)))
µX(B(x, r)) est la norme du jacobien volumique de f . Dans le cas eu-

clidien, la condition (iii) est équivalente à demander que f ∈W 1,n
loc (Rn,Rm) et qu’il existe une constante

K ≥ 0 telle que ||Df(x)||n ≤ K|Jf (x)| pour presque tout x ∈ Rn. La preuve du théorème 4.123 s’est
faite en plusieurs étapes (voir par exemple [62], [64] et les références dedans). Nous allons maintenant
donner une preuve (seulement complète dans le cas euclidien) de l’équivalence (i) ⇐⇒ (ii). Elle est
tirée de [62] Theorem 4.7.

Théorème 4.124. Soient X et Y des espaces de Loewner de dimension Q avec Q > 1. Si f : X →
Y est un homéomorphisme quasi-conforme alors pour tout x ∈ X , il existe R > 0 tel que f est
quasi-symétrique (pour un homéomorphisme η : R+ → R+) dans B(x,R), l’homéomorphisme η ne
dépendant que des donnéees de f , X et Y .

Remarque 4.125. ;
1) On peut se contenter de supposer que Y est linéairement localement connexe (LLC). Rappelons que
tout espace de Loewner est LLC. Voir le théorème 4.26.
2) On peut prendre R > 0 de sorte que Y \Bf (f(x), Lf (x, 2R)) 6= ∅.
3) On peut déduire du théorème précédent que siX et Y sont deux espaces de Loewner non bornés de di-
mension Q > 1 et si f : X → Y est un homéomophisme quasi-conforme, alors f est quasi-symétrique.
Le cas borné se traite un peu différemment (voir le théorème 4.9 de [62]).

Démonstration. Le point-clé de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 4.126. Soient X , Y des espaces Ahlfors-réguliers de dimension Q > 1 et f : X → Y un
homéomorphisme quasi-conforme. Si E et F sont des continua (non dégénérés) de X tels que
- y ∈ f(E) ⊂ B(y, r) ;
- f(F ) ⊂ Y \Bf (y,R)
pour un y ∈ Y et r,R > 0 avec R > ér. Alors, ModQ(E,F ) ≤ C (log(R/r))1−Q

Remarque 4.127. Cette estimation ressemble à l’estimation du module d’un anneau dans un espace
Ahlfors-régulier (voir le lemme 4.20). Cependant, elle est beaucoup plus difficile à démontrer. Notons
aussi que nous n’avons pas à supposer que X et Y sont des espaces de Loewner.

Supposons que le lemme est vrai et démontrons le théorème. Soit f : X → Y un homéomorphisme
quasi-conforme entre deux espaces de Loewner de dimension Q > 1. Soit x ∈ X et soit R > 0 tel que
Y \ Bf (f(x), 2Lf (x, 2R)) 6= ∅. Un tel R existe car f est un homéomorphisme. Nous allons montrer
qu’alors f est faiblement quasi-symétique dans B(x,R), ce qui est suffisant d’après le théorème 4.117.
Considérons donc trois points w, a, b dans B(x,R) tels que dX(a,w) ≤ dX(b, w). Soit M ≥ 0 tel
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que dY (f(a), f(w)) > MdY (f(b), f(w)). Nous allons montrer qu’alors M est majoré, ce qui permet
de conclure. Pour simplifier les notations, on note δ = dY (f(a), f(w)). On commence par quelques
remarques (les deux premières sont trivialles) :

(i) f(b) ∈ B(f(w), δ/M) ;

(ii) f(a) /∈ B(f(w), δ) ;

(iii) Il existe z ∈ X \Bf (x, 2R) tel que f(z) /∈ B(f(w), δ/2).
Démontrons le point (iii). Notons tout d’abord que par définition de Lf , δ ≤ dY f(w), f(x))) +
dy(f(x), f(a)) ≤ 2Lf (x, 2R). Or, par choix deR, il existe z′ = f(z) avec dY (z′, f(x)) > 2Lf (x, 2R).
Il s’en suit que z ∈ X \Bf (x, 2R) (par définition de Lf ). Donc,

2Lf (x, 2R) < dY (f(z), f(x))
< dY (f(z), f(w)) + dY (f(w), f(x))
≤ dY (f(z), f(w)) + Lf (x, 2R).

On a donc dY (f(z), f(w)) > Lf (x, 2R). Or, par l’inégalité triangulaire, δ ≤ 2Lf (x, 2R). D’où,

dY (f(z), f(w)) > 1
2δ. Nous avons donc obtenu (iii).

Nous allons maintenant utiliser la propriété LLC de Y pour construire des continua qui nous permettront
d”utiliser le lemme 4.126. Ainsi, on peut trouver un continuumE′ reliant f(w) à f(b) dansB(f(w), CδM )
et un continuum F ′ reliant f(a) à f(z) dans Y \ Bf (f(w), δ/C) (où C est la constante donnée par la
propriété LLC). Posons E = f(E′) et F = f(F ′). On a alors

(1) Comme E joint w à b et que F joint a à z, on a dX(E,F ) ≤ dX(w, a), diamE ≥ dX(w, b) et

diamF ≥ R. Donc ∆(E,F ) ≤ dX(w, a)
min(dX(w, b), R) ≤ 2. Comme X est un espace de Loewner

de dimension Q, on a ModQ(E,F ) ≥ φ(2) > 0.
(2) Si M ≤ 2C2, on peut conclure. Sinon, on peut appliquer le lemme 4.126 pour obte-

nir ModQ(E,F ) ≤ C
(
log M

C2

)1−Q
. On en déduit d’après le point (1) que 0 < φ(2) ≤

C
(
log M

C2

)1−Q
. Ce qui donne une borne sur M .

Nous allons maintenant démontrer le lemme dans le cas euclidien. On pose U = Rn \ (E ∪F ) et on
se donne un δ > 0 qui sera choisi plus tard. Pour tout x ∈ U , on choisit un rayon rx tel que

(i) 0 < rx < δ ;

(ii) B(x, 4rx) ⊂ U ;

(iii) Lf (x, rx) ≤ H où H est la constante dans la définition de la quasi-conformité de f .

Nous pouvons maintenant appliquer le théorème de recouvrement de Besicovitch (proposition 1.90) à
la famille de boules B = {B(x, rx;x ∈ U}. Ainsi, il existe une sous-famille dénombrable B1 de B telle
que

(i) U = ∪B∈B1B ;

(ii) Si B, B′ ∈ B1 avec B 6= B′, alors
1
5B ∩

1
5B
′ = ∅ ;

(iii) Pour tout x ∈ Rn,
∑
B∈B1 χB(x) ≤ C(n) avec C(n) une constante positive ne dépendant que

de la dimension de Rn.
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Remarque 4.128. Le point est que nous pouvons utiliser le théorème de recouvrement de Besicovitch.
Cependant, celui-ci est faux dans les espaces métriques généraux (par exemple, les groupes de Carnot,
voir le chapitre 1). Il faut alors adapter notre preuve en considérant plusieurs sous-famille de boules
B(x, rx). Voir [62] Lemma 4.12.

L’idée est maintenant d’utiliser le module discret (qui a été introduit à la fin de la section 2.3) et pour
cela, on pose si B ∈ B,

ρ(B) = (log(R/r))−1 diamf(B)
d(f(B), f(x0)) .

On commence par montrer que (ρ,B) est admissible pour (E,F ) et pour cela, on considère une chaine
C de boules dans B reliant E à F . On a alors∑

B∈C
ρ(B) = (ln(R/r))−1 ∑

B∈C

diamf(B)
d(f(B), x0)

= (ln(R/r))−1∑
j≥0

∑
B∈Cj

diamf(B)
d(f(B), x0)

où Cj est l’ensemble des boules B ∈ B telles que f(B) est soit dans l’anneau B(f(x0), 2−jR) \
B(f(x0), 2−j−1R) ou intersecte ∂B(f(x0), 2−jR). On choisit δ de sorte que si B ⊂ U , diamB <
2δ =⇒ diamf(B) < 2−j0−1R où j0 est le plus petit entier tel que 2−jR < r. En particulier, {Cj} est
une partition de C. On a alors∑

B∈C
ρ(B) ≥ (log(R/r))−1∑

j≥0

∑
B∈Cj

(2−jR)−1diamf(B)

≥ (log(R/r))−1∑
j≥0

(2−jR)−1 ∑
B∈Cj

diamf(B)

≥ C (log(R/r))−1
j0∑
j=0

(2−jR)−12−jR

≥ C.

Ce qui permet de conclure que (ρ,B) est admissible pour (E,F ).
Nous allons maintenant estimer de façon analogue

∑
B∈B

ρ(B)Q.

∑
B∈B

ρ(B)Q = (log(R/r))−Q
∑
j≥0

∑
B∈Bj

(diamf(B))Q

(d(f(B), f(x0))Q

≤ C (log(R/r))−Q
j0∑
j=0

(2−jR)−Q
∑
B∈Bj

µ(f(B))

où Bj est l’ensemble des boules B de B telles que soit f(B) est dans l’anneau B(f(x0), 2−jR) \
B(f(x0), 2−j−1R) ou intersecte ∂B(f(x0), 2−jR. et j0 est le plus petit entier tel que 2−jR < r. Or par
choix de B (c’est à dire par le théorème de recouvrement de Besicovitch), on a∑

B∈Bj
µ(f(B)) ≤ Cµ(B(f(x0), 2−jR)) ≤ C(2−jR)Q.

Il s’en suit que ∑
B∈B

ρ(B)Q ≤ C (log(R/r))1−Q .

D’où en faisant tendre δ vers 0, on obtient d-ModQ(E,F ) ≤ C (log(R/r))1−Q. On peut conclure par
le lemme 4.31.
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Nous allons maintenant expliquer comment cette théorie quasi-conforme peut être utile pour dé-
montrer des théorèmes de rigidité en géométrique hyperbolique. Pour cela, on commence par décrire
l’exemple fondamental d’espace/variété à courbure négative, à savoir le disque de Poincaré. Ceci nous
permettra d’introduire la notion d’espaces CAT(-1) qui est une notion forte d’hyperbolicité, c’est à dire
de courbure négative. Nous suivons la présentation de [79]. Définissons tout d’abord quelques notions
de base de géométrie différentielle dans le cas d’un domaine Ω du plan complexe C. On notera |z| le
module du nombre complexe z ∈ C. Une métrique riemannienne permet de mesurer la longueur d’un
vecteur tangent. De façon plus précise, soit Ω un domaine du plan complexe C. Une métrique ρ sur Ω
est une fonction de classe C2 telle que ρ(z) > 0 pour tout z ∈ Ω. Si z ∈ Ω et ξ ∈ C (ξ doit être vu
comme un vecteur, par exemple dans l’espace tangent de z que l’on peut identifier avec C), on pose
||ξ||z,ρ = ρ(z).||ξ|| où ||ξ|| est la norme euclidienne de ξ. Si γ : [a, b]→ Ω est une courbe de classe C1,
alors la longueur de γ par rapport à la métrique ρ est définie par

lρ(γ) =
∫ b

a
||γ′(t)||ρ,γ(t)dt.

On peut alors définir la distance entre z, z′ ∈ Ω par

dρ(z, z′) = inf lρ(γ)

où l’infimum est pris sur toutes les courbes de classe C1 γ : [a, b]→ Ω telles que γ(a) = z et γ(b) = z′.

Remarque 4.129. Dans le paragraphe sur la condition de Bakry-Emery, nous avons expliqué qu’une
métrique riemannienne sur Ω est la donnée en tout point d’un produit scalaire et donc d’une norme sur
l’espace tangent (ici, le plan complexe). Les métriques que nous considérons sont d’un type spécial.
Elles sont dans la classe conforme de la métrique euclidienne, c’est à dire proportionnelle en tout point
à la métrique euclidienne.

On définit maintenant la notion de courbure de la métrique. Si ρ est une métrique sur le domaine
Ω ⊂ C alors sa courbure en z ∈ Ω est définie par

KΩ,ρ(z) = −∆ log ρ(z)
ρ(z)2 .

Notons que la courbure a des singularités si ρ(z) = 0. La courbure est un invariant conforme au sens
suivant.

Proposition 4.130. Soient Ω1 et Ω2 des domaines du plan complexe et soit f : Ω1 → Ω2 une application
conforme. Si ρ2 est une métrique sur Ω2, alors pour tout z ∈ Ω1,KΩ1,f∗ρ2(z) = KΩ2,ρ2(f(z)). Ici, f∗ρ2
est la métrique définie par f∗ρ2(z) = ρ2(f(z))∂f/∂z.

Démonstration. Des calculs directs donnent

KΩ1,f∗ρ2(z) = −∆ log(ρ2(f(z)).|f ′(z)|)
(ρ2(f(z)).(f ′(z)))2

= −∆ log(ρ2(f(z))−∆ log(h′(z)|)
(ρ2(f(z)).(f ′(z)))2

= −∆ log(ρ2|(f(z))|f ′(z)|2

(ρ2(f(z)).(f ′(z)))2

= −∆ log ρ2(f(z))
ρ2(f(z))2

= KΩ2,ρ2(f(z)).
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Exemple 4.131. Dans le cas euclidien, on pose ρeucl(z) = 1 (et on retrouve la distance usuelle). La
courbure est alors nulle partout, ce qui était attendu.

Nous allons maintenant voir comment des résultats classiques d’analyse complexe peuvent aider à
comprendre la géométrie du disque de Poincaré. On commence par donner une version du lemme de
Schwarz.

Théorème 4.132. Soit f une fonction holomorphe sur D = {z ∈ C; |z| = 1}. On suppose que |f(z)| ≤
1 pour tout z ∈ D et que f(0) = 0. Alors, |f(z)| ≤ |z| pour tout z ∈ D. De plus, s’il y a égalité pour un
z0 ∈ D, alors il existe λ ∈ C avec |λ| = 1 de sorte que f(z) = λz pour tout z ∈ D.

On peut trouver la démonstration (par le principe du maximum par exemple) de ce résultat dans tout
livre d’analyse complexe. Si on prend z → 0, on a

Corollaire 4.133. Soit f une fonction holomorphe sur D. On suppose que |f(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ D
et que f(0) = 0. Alors, |f ′(0)| ≤ 1, avec égalité si et seulement si f(z) = λz avec |λ| = 1.

Une application classique du lemme de Schwarz est la caractérisation des représentations conformes
du disque unité D de C.

Théorème 4.134. Les représentations conformes du disque unité D sont les transformations de Möbius
définies pour tout z ∈ D par

fa,φ(z) = eiφ
z − a
1− az

où a est un nombre complexe avec |a| = 1 et 0 ≤ φ ≤ 2π.

Nous rappelons la démonstration.

Démonstration. 1) On commence par noter que fa,φ est une représentation conforme de D. Nous devons
donc vérifier que toute représentation conforme de D est de cette forme.
2) Soit g : D → D une représentation conforme avec g(0) = 0. On peut apliquer le lemme de Schwarz
à g pour obtenir que |g(z)| ≤ |z| pour tout z ∈ D et pour g−1 pour obtenir |z| ≤ |g(z)| pour tout z ∈ D.
D’où, g(z)/z est de module constant (égal à 1). Il s’en suit que g(z)/z est constant et que g est une
rotation (c’est à dire g est de la forme g(z) = eiφz pour un 0 ≤ φ ≤ 2π).

3) Soit g : D → D une représentation conforme. Posons a = g−1(0) et h(z) = z − a
1− az . Alors, g ◦ h−1

est conforme et (g ◦ h−1)(0) = g(a) = 0. Par le point 2, ceci implique qu’il existe 0 ≤ φ ≤ 2π de sorte
que (g ◦ h−1)(w) = eiφw pour tout w ∈ D. En appliquant l’égalité précédente à w = h(z) pour tout
z ∈ D, on obtient g(z) = eiφh(z) et le résultat est démontré.

On donne maintenant une version du lemme de Schwarz (connue sous le nom de lemme de Schwarz-
Pick) qui est invariante sous l’action des représentations conformes de D.

Théorème 4.135. Si f : D→ D est holomorphe, alors pour tout z ∈ D,

|f ′(z)| ≤ 1− |f(z)|2

1− |z|2 . (4.136)

Si f est conforme alors l’égalité dans (4.136) est vrai dans D. Sinon, l’inégalité est stricte pour tout
z ∈ D.
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Démonstration. Fixons z0 ∈ D et soit w0 = f(z0). Considérons les représntations conformes g et h
envoyant 0 sur z0 et w0 sur 0 respectivement, c’est à dire

g(z) = z + z0
1 + z0z

and g(w) = w − w0
1− w0w

.

Alors, h ◦ f ◦ g(0) = 0 et par le corollaire précédent, on a

|(h ◦ f ◦ g)′(0) = |h′(w0)f ′(z0)g′(0)| ≤ 1. (4.137)

Puisque g′(0) = 1− |z0|2 et h′(w0) = 1/(1− |w0|2), on obtient (4.136).
Si f : D→ D est conforme, alors h ◦ f ◦ g est aussi conforme et on a égalité dans (4.137) et donc dans
(4.136). Réciproquement, supposons que f : D → D soit une fonction holomorphe telle que l’égalité
(4.136) est vraie pour tout z0. Les calculs précédents montrent qu’on a alors aussi égalité dans (4.137)
et on peut conclure par le théorème précédent.

Nous allons donner une interprétation géométrique qui motivera la définition de la métrique de
Poincaré. Soit w = f(z) une application conforme sur le disque unité D de C. Alors, par le lemme de

Scwarz-Pick, on a
∣∣∣∣dwdz

∣∣∣∣ = 1− |w|2

1− |z|2 , c’est à dire sous forme différentielle
|dw|

1− |w|2 = |dz|
1− |z|2 . Ceci

signifie que pour toute courbe lisse γ, on a∫
f◦γ

|dw|
1− |w|2 =

∫
γ

|dz|
1− |z|2 .

Donc, si on pose ρP (z) = 2
1− |z|2 , on obtient une métrique qui est invariante sous l’action des re-

présentations conformes de D. Cette métrique est appelée souvent métrique de Poincaré.. On note
dP la distance associée. La métrique de Poincaré est de courbure −1. En effet, −∆ log ρP (z) =
∆ log(1 − |z|2) = 4(∂/∂z)(∂/∂z) log(1 − |z|2). En écrivant |z|2 = z.z, on a facilement que
−∆ log ρP (z) = −4/(1− |z|2)2 = −(ρP (z))2 et donc KρP (z) = −1 pour tout z ∈ D.

Nous décrivons maintenant les géodésiques pour la métrique de Poincaré.
Soit γ un chemin défini par γ(t) = t pour tout 0 ≤ t ≤ 1− ε. Alors,

lρP (γ) = 2
∫ 1−ε

0

|γ′(t)|
1 + |γ(t)|2dt = 2

∫ 1−ε

0

1
1− t2dt = ln

(2− ε
ε

)
.

En particulier, notons que limε→0 lρP (γ) = +∞. Soit α une autre courbe reliant 0 et 1 − ε : α(t) =
t+ iw(t) for 0 ≤ t ≤ 1− ε de sorte que α(0) = 0 et α(1− ε) = 1− ε. Alors,

lρP (α) = 2
∫ 1−ε

0

1
1− t2 − (w(t))2 (1 + (w′(t))2)1/2dt ≥ 2

∫ 1−ε

0

1
1− t2dt.

Ainsi, les segments (euclidiens) doivent être des géodésiques. On a en fait le résultat suivant.

Proposition 4.138. Pour tout couple de points distincts z0, z1 dans le disque unité D, il existe un unique
segment géodésique dans D reliant z0 et z1 pour la métrique de Poincaré, c’est à dire l’arc de cercle
passant par z0 et z1 qui est orthogonal au cercle unité. En particulier, si z0 = 0, la géodésique est juste
[0, z1).

Il s’en suit que dP (0, z) = log
(1 + |z|

1− |z|

)
. Donc, si |z| → 1, alors dP (0, z) tend vers +∞.
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Démonstration. Soit f une représentation conforme de D telle que f(z0) = 0. Quitte à multiplier par
une constante de module 1, on peut supposer que f(z1) = r > 0. Rappelons que les applications
conformes préservent le birapport. D’où, f envoyent les cercles orhogonaux au cercle unité sur les
cercles orthogonaux au cercle unité. De plus, f préserve la longueur hyperbolique. Ainsi, il suffit de
montrer que [0, r] est l’unique segment géodésique de 0 à r. Pour voir cela, considèrons un chemin
de classe C1 noté α : [0, 1] → D reliant 0 et r. Alors, γ(t) = Re(α(t)) = x(t) (si nous posons
α(t) = x(t) + iy(t)) definit dans D un chemin de 0 à r contenu dans la droite réelle et on a∫

γ

|dz|
1− |z|2 =

∫ 1

0

|dx(t)|
1− |x(t)|2 ≤

∫ 1

0

|dx(t)|
1− |α(t)|2 ≤

∫
α

|dz|
1− |z|2 .

Si y(t) 6= 0 pour un t, l’inégalité précédente est stricte et le chemin γ est strictement plus court (par
rapport à la métrique de Poincaré ) que le chemin α. Pour obtenir une géeodésique, on doit supposer que
γ est croissante et notre preuve est finie.

Nous donnons maintenant une interprétation géométrique du fait que le disque de Poincaré est à
courbure négative. Un triangle géodésique de D est une surface bornéee par trois segments géodésiques
(distincts) hyperboliques (des arcs de cercle orthogonaux au cercle unité). On peut voir facilement que la
somme des angles dans un triangle géodésique de D est inférieure à π qui est la somme des angles dans
un triangle euclidien. Ainsi, les traingles géodésiques de D sont plus fins que ceux de l’espace euclidien.
La notion d’hyperbolicité au sens de Gromov est en partie basée sur cette observation.

Théorème 4.139. Toute fonction holomorphe f : D → D est une contraction pour la distance de
Poincaré :

dP (f(z0), f(z1)) ≤ dP (z0, z1) pour tout z0, z1 ∈ D.

De plus, l’inégalité est stricte si z0 6= z1, sauf si f est une représentation conforme du disque unité D.
Dans ce cas, f est une isométrie pour la distance de Poincaré, au sens où f préserve la distance de
Poincaré :

dP (f(z0), f(z1)) = dP (z0, z1) pour tout z0, z1 ∈ D.

Démonstration. Soit un segment géodésique γ (donné par le résultat précédent) dans D reliant z0 à z1.
Alors, f ◦ α est une courbe (qui ne minimse pas forcément la distance !) reliant f(z0) à f(z1). Par
définition de la distance de Poincaré et par le lemme de Schwarz-Pick, on a

dP (f(z0), f(z1)) ≤ 2
∫
f◦γ

|dw|
1− |w|2 = 2

∫
γ

|f ′(z)||dz|
1− |f(z)|2 ≤ 2

∫
γ

|dz|
1− |z|2 = dP (z0, z1).

Le cas d’égalité est le même que celui pour le lemme de Schwarz-Pick.

Comme application, nous avons la description complète de la distance de Poincaré.

Proposition 4.140. Si z0 et z1 sont des points du disque unité D, alors la distance de Poincaré entre ces
deux points est donnée par

dP (z0, z1) = log

1 +
∣∣∣ z0−z1
1−z0z1

∣∣∣
1−

∣∣∣ z0−z1
1−z0z1

∣∣∣
 .

En particulier, dP (0, z) = log
(1 + |z|

1− |z|

)
.

Démonstration. Nous avons déja vu comment calculer dP (0, z). Dans le cas général, il suffit d’appliquer

cette formule et de considéer les transformations de Möbius φ(z) = z − z0
1− z0z

. Alors par le théorème

précédent, on a
dP (z0, z1) = dP (φ(z0), φ(z1)) = dP (0, φ(z1)).
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Puis, en utilisant l’invariance de dP sous les rotations, on a dP (z0, z1) = dP (0, |φ(z1|) et on peut
conclure.

Nous avons déja vu que dP (0, z) est infinie si |z| → 1. Ainsi, la diatance entre l’origine 0 du disque
unité D et le cercle unité est infinie ! On définit alors le bord à l’infini ∂∞D comme l’ensemble des
rayons géoésiques partant de 0, c’est à dire d’après la proposition précédente, ∂∞D est l’ensemble des
droites de la forme Lθ = {reiθ; 0 ≤ r < 1}. On peut évidemment identifier ce bord avec le cercle unité
{z ∈ C; |z| = 1}.

Remarque 4.141. On peut facilement se convaincre que la topologie induite par la distance de Poincaré
est la topologie euclidienne et que le disque unité de C muni de la distance de Poincaré est un espace
métrique complet.

Dans Rn, on considère la boule unité Bn = {x ∈ Rn; ||x|| ≤ 1} et la sphère unité Sn−1 = {x ∈
Rn; ||x|| = 1}. Par analogie avec le disque de Poincaré, l’espace hyperbolique Hn est Bn muni de la

métrique de Poincaré ds = 4
n∑
i=1

dx2
i

1− ||x||2 . Son bord à l’infini peut être identifié avec Sn−1 muni de la

distance euclidienne induite. Donnons quelques notions de géométrie métrique hyperbolique. Par analo-
gie avec les espaces d’Alexandrov (qui sont à courbure positive), on dit que l’espace géodésique X est
de courbure négative (ou est un espace d’Hadamard) si pour tout triangle géodésique [x, y]∪[y, z]∪[z, x]
de X , et tout triangle de comparaison de sommets x′, y′, z′ de R2 (ou d’un espace euclidien Rn), on a
d(p, q) ≤ ||p′ − q′|| dès que p ∈ [x, y], q ∈ [x, z], p′ ∈ [x′, y′] avec d(x, p) = ||x′ − p′|| et q′ ∈ [x′, z′]
avec d(x, q) = ||x′ − q′||. Une notion plus forte d’hyperbolicité est celle d’espace CAT (−1). Elle
est similaire à la précédente mais on compare les triangles géodésiques de X avec ceux de l’espace
modèle à courbure −1, c’est à dire le disque de Poincaré. On peut définir de façon analogue les es-
paces CAT (−b2) en multipliant la métrique de Poincaré par b. L’espace hyperbolique Hn est un espace
CAT (−1).

Le but de ce qui suit est de montrer comment on peut utiliser la théorie quasiconforme dans les es-
paces de Loewner pour démontrer un théorème de rigidité de type Mostow pour l’espaces hyperbolique
réel Hn. On commence par rappeler qu’un réseau cocompact Γ du groupe Isom(Hn) des isométries de
Hn est un sous-groupe discret de Isom(Hn) tel qu’il existe un compactK ⊂ Hn avecHn = ∪g∈ΓgK.

Théorème 4.142. Soient Γ1, Γ2 deux réseaux cocompacts dans le groupe des isométries Isom(Hn)
de l’espace hyperbolique réel Hn. Alors, tout isomorphisme φ : Γ1 → Γ2 est la conjugaison par un
élément du groupe Isom(Hn).

Nous aurons besoin de quelques définitions.

Définition 4.143. Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. On dit que F : X → Y est une
quasi-isométrie s’il existe des constantes C, D > 0 telles que

(i) Pour tous x, x′ ∈ X , C−1dX(x, x′)−D ≤ dY (f(x), f(x′)) ≤ CdX(x, x′) +D.

(ii) Pour tout y ∈ Y , il existe x ∈ X avec dY (y, f(x)) ≤ D.

Définition 4.144. Soit (X, d) un espace métrique. On définit le birapport des points distincts x1, x2, x3,
x4 ∈ X par

[x1, x2, x3, x4] = d(x1, x3)d(x2, x4)
d(x1, x4)d(x2, x3) .
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Définition 4.145. Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. On dit que l’homéomorphisme
f : X → Y est quasi-Möbius s’il existe un homéomorphisme η : [0,+∞[→ [0,+∞[ tel que tel que si
x1, x2, x3, x4 ∈ X sont des points distincts,

[f(x1), f(x2), f(x3), f(x4)] ≤ η([x1, x2, x3, x4]).

Un homéomorphisme quasi-symétrique est quasi-Möbius. Réciproquement, un homéomorphisme
quasi-Möbius est localement quasi-symétrique.

Soit φ : Γ1 → Γ2 un isomorphisme entre deux réseaux cocompacts de Isom(Hn). Alors, on peut
construire une quasi-isométrie F : Hn → Hn qui est φ-équivariante, c’est à dire F (g.x) = φ(g).F (x)
pour tout x ∈ Hn et tout g ∈ Γ1. Le point-clé est que F induit sur le bord à l’infini de Hn une appli-
cation f : Sn−1 → Sn−1 qui est quasi-Möbius donc (localement) quasi-symétrique. Ceci est vrai en
général pour les espaces hyperboliques. Par le théorème de Stepanov vu au chapitre 2, f est différen-
tiable presque partout. En utilisant la structure de Sn−1, on peut montrer que f est en fait une application
conforme et qu’elle est induite par une isométrie de Hn. Ceci permet de conclure, la conjugaison étant
donnée par cette isométrie. Ce schema de preuve peut être utilisée pour d’autres espaces hyperboliques.
Par exemple, dans le cas de l’espace hyperbolique complexe, le bord à l’infini peut être muni d’une struc-
ture de groupe de Carnot et on peut utiliser une version du théorème de Pansu-Rademacher (voir chapitre
2). Dans le cas des immeubles hyperboliques, un point important est de montrer que que le bord à l’infini
peut être équipé d’une structure d’espace de Loewner. On utilise alors les propriétés de différentiabilité
des applications quasi-symétriques (comme l’absolue continuité sur les courbes) dans ces espaces et
la géométrie des immeubles pour conclure. Voir [19] pour une description plus précise des méthodes
d’analyse quasi-conforme pour démontrer des théorèmes de rigidité en géométrie hyperbolique.

4.3 Fonctions harmoniques à croissance polynômiale

Soit (M, g) une variété riemannienne non compacte, complète de dimension n (que l’on munit de
la distance riemannienne dg et du volume riemannien volg associés). Le lecteur peu familier avec la
géométie riemannienne peut supposer que M = Rn (muni de sa structure euclidienne usuelle). Une
fonction u : M → R de classe C2 est dite harmonique si pour tout x ∈ M , ∆u(x) = 0 pour tout
x ∈ M . Soit p ∈ M et soit dP la fonction distance à p, c’est à dire dp(x) = dg(x, p) pour tout x ∈ M .
Pour α ≥ 0, on note Hα(M) l’espace vectoriel des fonctions harmoniques u : M → R telles qu’il
existe C ≥ 0 avec pour tous x, y ∈M ,

|u(x)| ≤ C(1 + dP (x))α.

Ainsi, Hα(M) est l’espace vectoriel des fonctions harmoniques à croissance polynômiale de degré au
plus α.

Remarque 4.146. 1) Si M = Rn, on peut choisir p = 0 et donc la condition s’écrit |u(x)| ≤
C(1 + |x|)α.
2) Nous écartons le cas α = 0, c’est à dire des fonctions harmoniques bornées. Dans les cas qui nous
intéressent (par exemple le cas euclidien), ces fonctions sont en fait constantes (théorème de type Liou-
ville comme dans le cas de l’analyse complexe).

Théorème 4.147. Si M est une variété riemannienne non compacte, complète telle que le volume rie-
mannien est doublante et queM vérifie une inégalité de Poincaré (2, 2), alors pour tout α ≥ 0, l’espace
vectoriel Hα(M) est de dimension finie.
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En fait, la preuve dans [30] donne une borne sur la dimension en fonction de α, de la constante
de doublement et de la constante de l’inégalité de Poincaré. Ainsi, le théorème précédent peut être vu
comme une généralisation du thèorème de Liouville classique (voir au-dessus). On en déduit tout de
suite d’après les résultats sur les variétés à courbure de Ricci positive le résultat suivant.

Corollaire 4.148. Soit M une variété riemannienne complète, non compacte à courbure de Ricci posi-
tive. Alors, pour tout α ≥ 0, l’espace vectoriel Hα(M) est de dimension finie.

Remarque 4.149. Il existe un analogue du théorème précédent dans le cas des espaces métriques munis
d’une mesure doublante et qui supportent une inégalité de Poincaré (1, 1). Voir [26].

Un point-clé de la démonstration qui est aussi le seul endroit où est utilisé l’harmonicité est une
inégalité de Poincaré inverse due à S.T. Yau (qui avait conjecturé que le théorème précédent est vraie).
Voir [151].

Théorème 4.150. Soit M une variété riemannienne non compacte et complète de dimension n. Alors,
il existe des constantes τ ≥ 1 et C > 0 telles que si u : M → R est harmonique,

R2
∫
B(x,R)

||∇u||2dvolg ≤ C
∫
B(x,τR)

u2dvolg.

pour tout x ∈ X et tout R > 0.

Démonstration. Soit φ ∈ C∞c (B(x, τR)) une fonction plateau qui vaut 1 sur B(x,R) et 0 sur
∂B(x, τR), qui vérifie 0 ≤ φ ≤ 1 et |∇φ| ≤ C/((1 − τ)R). L’existence d’une telle fonction dans
le cas où M = Rn est classique et est laissée comme exercice. On a alors

0 =
∫
B(x,τR)

φ2u∆udvolg

≤ −
∫
B(x,τR)

φ2||∇u||2dvolg − 2
∫
B(x,τR)

φu〈∇φ.∇u〉dvolg.

D’où, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient∫
B(x,τR)

φ2||∇u||2dvolg ≤ −2
∫
B(x,τR))

φu〈∇φ.∇u〉dvolg

≤ 2
(∫

B(x,τR))
φ2||∇u||2dvolg

)1/2(∫
B(x,τR)

u2||∇φ||2dvolg

)1/2

.

Nous pouvons alors conclure∫
B(x,R)

||∇u||2dvolg ≤
∫
B(x,τR))

φ2||∇u||2dvolg

≤ 4
∫
B(x,τR)

u2||∇φ||2dvolg

≤ C

(1− τ)2R2

∫
B(x,τR))

u2dvolg

Nous pouvons maintenant donner une idée de la preuve du théorème de Colding-Minicozzi. Soit
ε ∈]0, 1[0 et soit R > 0 assez grand. On fixe une origine p ∈M comme au-dessus.
On recouvre la boule B(p,R) par des boules Bj , j = 1, ..., N de rayon εR. Comme la mesure rieman-
nienne est doublante, on a un contrôle sur le nombre minimal N de boules nécessaires qui dépend de ε
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mais pas de R. Si M est une variété à courbure de Ricci positive, on a N ≤
(4 + ε

ε

)n
(voir le lemme

4.6 de [25]). Soit V un espace vectoriel de dimension finie de fonctions harmoniques à croissance≤ Rα.
Pour conclure, il suffit de montrer que la dimension de V peut être bornée de façon indépendante de V
mais pas de α ! Pour cela, on considère l’application Φ : V → RN définie par

Φ(f) =
(
−
∫
Bj

fdvolg

)
j=1,...,N

.

Il nous suffit de montrer que Φ est injective. Comme Φ est linéaire, nous allons montrer que Ker(Φ) =
{0}. Considérons donc f ∈ Ker(Φ). On a alors par l’inégalité de Poincaré et le doublement du volume
(en notant dx l’intégration par rapport au volume riemannien)

∫
B(p,R)

f2dx ≤
N∑
j=1

∫
Bj

f2dx

=
N∑
j=1

∫
Bj

(f − fBj )2dx

≤ C(εR)2
N∑
j=1

∫
τBj

||∇f(x)||2dx

≤ C(εR)2
∫
B(p,CR)

||∇f(x)||2dx.

D’un autre côté, comme f est harmonique, on a par l’inégalité de Poincaré inverse∫
B(p,CR)

||∇f(x)||2dx ≤ C

R2

∫
B(p,CτR)

f2(x)dx

On a donc ∫
B(p,R)

f2dx ≤ Cε2
∫
B(p,CτR)

f2dx

Ce qui est impossible puisque f est à croissance polynômiale et ε ∈]0, 1[ est quelconque. L’argument
peut être rendu rigoureux en faisant de bons recouvrements et c’est un point-clé de [30].

4.4 Estimations gaussiennes du noyau de la chaleur

SoitM une variété riemannienne complète de dimension n que l’on munit de son volume riemannien
volg et de sa distance riemannienne dg. On notera V (x, r) = volg(B(x, r)). On considère sur cette
variété l’équation de la chaleur :

(∂t + ∆)u = 0

où la fonction u(x, t) dépend de x et de t (c’est la quantité de chaleur en x au temps t). Les solutions
sont données (formellement) par le semi-groupe de la chaleur :

Htf(x) =
∫
M
h(t, x, y)f(y)dy

où h est une fonction lisse positive appelée noyau de la chaleur surL2(M) et f = u(., 0) est la répartition
intiale de la chaleur. Ici (et dans la suite), dy est l’intégration par rapport au volume riemannien. Dans le
cas euclidien, on a

h(t, x, y) = 1
(4πt)n/2

exp(−|x− y|2/4t).
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Il est naturel de se demander pour quel types de variétés, on a ce type de comportement du noyau de la
chaleur. De façon plus précise, on se demande pour quelles variétés M , il existe des constantes positives
C1, C2, c1, c2 telles que

c2 exp((−C1d(x, y)2/t)
V (x,

√
t)

≤ h(t, x, y) ≤ C2 exp((−c2d(x, y)2/t)
V (x,

√
t)

pour tout x ∈M , tout y ∈M , tout t > 0.

Théorème 4.151 (Grigor’yan, Saloff-Coste). Soit M une variété riemannienne complète. Alors, le
noyau de la chaleur sur M a un comportement gaussien (au sens précédent) si et seulement si le volume
riemannien V sur M est doublant et M admet une inégalité de Poincaré (2, 2) : il existe C > 0 tel que,
pour tout x ∈M , tout r > 0 et toute fonction u ∈ C∞(B(x, r)),∫

B(x,r)
|u− uB(x,r)|dx ≤ Cr2

∫
B(x,2r)

|∇u|2dx.

Le point-clé est lié au fait que la condition de doublement du volume et l’inégalité de Poincaré
(2, 2) (pour des rayons r inférieurs à R fixé) sont équivalents à l’inégalité de Harnack parabolique.
On dit que M admet une inégalité de Harnack parabolique s’il existe une constante C telle que pour
toute boule B(x, r) avec 0 < r < R et toute solution u de l’équation de la chaleur dans le cylindre
(s− r2, s)×B(x, r), on a supQ− u ≤ C supQ+ u où

Q− = (s− (3/4)r2, s− (1/2)r2)×B(x, r/2)

Q+ = (s− (1/4)r2, s)×B(x, r/2).

Pour plus de détails voir [127]. On explique ici très brièvement le schéma de la preuve de l’inéga-
lité de Harnack parabolique à partir de la conjonction du doublement du volume et de l’inégalité de
Poincaré :

1. on montre d’abord que la conjonction du doublement du volume et de l’inégalité de Poincaré
implique une inégalité de Sobolev : il existe ν > 2 et C > 0 tels que, pour toute boule B =
B(x, r) et toute fonction f ∈ C∞(B),

(∫
B
|ψ(y)|

2ν
ν−2

) ν−2
ν

≤ CV (B)−
2
ν r2

∫
B

(
|∇ψ(y)|2 + r−2 |ψ(y)|2

)
dµ(y), (4.152)

2. de (4.152) et du doublement, on déduit des inégalités de valeurs moyennes Lp pour les sous-
solutions et sur-solutions de l’équation de la chaleur,

3. la conjonction du doublement du volume et de l’inégalité de Poincaré impliquent aussi une in-
égalité de Poincaré à poids, dont on déduit des estimations sur la mesure des sous-ensembles et
sur-ensembles de niveau de ln u pour toute sur-solution positive u de l’équation de la chaleur,

4. on obtient alors une inégalité de Harnack “faible” (i.e. avec une norme Lp dans le membre de
gauche au lieu de la borne supérieure) pour les sur-solutions positives u de l’équation de la
chaleur,

5. la conjonction de cette inégalité de Harnack faible et des inégalités de valeurs moyennes donne
finalement l’inégalité de Harnack parabolique.
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5 Quelques exercices

Exercice 4.153. Soit Ω un ouvert de Rn et soit f : Rn → R une fonction de classe C1 sur Ω. On
suppose qu’il existe une fonction ρ : Ω → R+ telle que pour toute courbe rectifiable γ : [0, 1] → Rn

(avec γ([0, 1]) ⊂ Ω), |f(γ(0)) − f(γ(1))| ≤
∫
γ
|ρ(ξ)|dξ. Démontrer que pour presque tout x ∈ Ω,

|∇f(x)| ≤ ρ(x).

Exercice 4.154. Soit Rn muni de sa distance euclidienne et de la mesure dµ = (1 + ||x||)dx. Montrer
que (Rn, deucl, µ) vérifie la n-propriété de Loewner, mais n’est pas un espace de Loewner de dimension
n.

Exercice 4.155. Soit f : X → Y un homéomorphisme quasi-symétrique entre les espaces métriques
(X, dX) et (Y, dY ). Démontrer que f−1 est aussi quasi-symétrique.

Exercice 4.156. ([59], Théorème 4.18) Soient λ ≥ 1, M ≥ 1 et a > 1. On dit que le sous-ensemble
borné A d’un espace métrique (X, d) vérifie la propriété de chaine (λ,M, a) (par rapport à une boule de
référence B0) si pour tout x ∈ A, il existe une suite de boules (Bi) telle que

(i) λBi ⊂ A pour tout i ;

(ii) Bi est centré en x pour i assez grand ;

(iii) Pour tout i, le rayon ri de Bi vérifie

M−1a−idiamA ≤ ri ≤Ma−idiamA;

(iv) L’intersection Bi ∩Bi+1 contient une boule B′i telle que Bi ∪Bi+1 ⊂MB′i pour tout i.

1a) Montrer que toute boule de l’espace euclidien vérifie une condition de chaine (λ,M(λ), a(λ)) pour
tout λ ≥ 1 et pour des constantes M(λ) et a(λ) dépendantes de λ.
1a) Montrer que toute boule d’un espace géodésique vérifie une condition de chaine (λ,M(λ), a(λ))
pour tout λ ≥ 1 et pour des constantes M(λ) et a(λ) dépendantes de λ.
2) Nous aurons besoin de deux résultats élémentaires que voici.
2a) Soit (X, d) muni d’une mesure doublante µ (de constante de doublement notée CDV ) et soitA ⊂ X .
Montrer que pour toute boule B(x, r) avec x ∈ A et r < diamA, on a

µ(B(x, r))
µ(A) ≥ 2−s

(
r

diamA

)s
(4.157)

où s = log2(CDV ) > 0.
2b) Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré et soit u : X → R une fonction mesurable. On suppose
qu’il existe s > 1 et C0 ≥ 0 tel que pour tout t > 0,

µ({|u| ≥ t}) ≤ C0t
−s.

Montrer que si q < s, on a

||u||q ≤
(

s

s− q

)1/q
C

1/s
0 µ(X)(s−q)/sq.

3) Le but de ce qui suit est de démontrer le résultat suivant. Soit (X, d) un espace métrique muni d’une
mesure doublante µ de constante de doublement CDV . Supposons que A ⊂ X vérifie une condition
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de chaine (λ,M, a) pour des λ ≥ 1, M ≥ 1 et a > 1. Alors, si s vérifie (4.157) et si u et ρ sont des
fonctions localement intégrables sur A avec ρ positive telle que

−
∫
B
|u− uB|dµ ≤ C(diam(B)

(
−
∫
λB
ρpdµ

)1/p

pour un 1 ≤ p ≤ s, une constante C ≥ 1 et pour toute boule B ⊂ X avec λB ⊂ A, alors pour tout
q < (ps)/(s− p), il existe une constante C ′ ≥ 1 (dépendante de p, q, s, λ, M , a, C et CDV ) telle que(

−
∫
A
|u− uA|dµ

)1/q
≤ C ′(diamA)

(
−
∫
A
ρpdµ

)1/p
.

3a) Montrer que l’on peut supposer uA = 0.
3b) Soit 0 < ε < 1. Montrer que l’on a l’estimation suivante

µ({|u| ≥ t}) ≤ C(ε)
(
t−p(diamA)pµ(A)−r

∫
A
ρpdµ

)1/(1−r)

où C(ε) est une constante qui dépend de ε et r = (p(1− ε))/s.
3c) Conclure en appliquant 2b et 3b.

Remarque 4.158. Comme expliqué dans la remarque 4.12, des inégalités de Poincaré faibles impliquent
des inégalités de Poincaré fortes dans des espaces vérifiant la propriété de chaine. On peut adapter
l’argument précédent pour obtenir ce résultat, voir la remarque 4.21 de [59].

Exercice 4.159. Soit (X, d) un espace métrique doublant et soit p > 1. On suppose que (X, d) vérifie
la propriété de Loewner combinatoire de dimension p. Montrer que
1) X est linéairement localement connexe (LLC).
2) X n’a pas de point de coupure locale, c’est à dire qu l’on ne peut pas disconnecter un ouvert connexe
de X en enlevant un point.

Exercice 4.160. Soit {(Xj , dj , µj , pj)} une suite d’espaces métriques pointés mesurés qui sont de lon-
gueur et complets. Supposons que cette suite converge au sens de Gromov-Hausdorff mesuré vers un
espace métrique pointé mesuré complet (X, d, µ, p). Montrer que si toutes les mesures µj sont dou-
blantes avec la même constante CDV , il en est de même de µ.

Exercice 4.161. Soit (X, d) un espace métrique et soit µ une mesure sur X .

1) Si α > 0, on dit que µ est α-homogène s’il existe une constante C ≥ 1 telle que pour tout x ∈ X ,
tous les 0 < r < R,

µ(B(x, r))
µ(B(x,R)) ≥ C

−1
(
r

R

)α
. (4.162)

1a) Démontrer que si µ est α-homogène pour un α > 0 alors µ est doublante.

1b) Démontrer que si µ est doublante alors µ est α-homogène pour un α > 0.

2) On s’intéresse aux mesures qui vérifient l’estimation inverse :

µ(B(x, r))
µ(B(x,R)) ≤ C

(
r

R

)α
. (4.163)
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2a) On suppose que X est uniformément parfait, c’est à dire qu’il existe une constante CUP ≥ 1 telle
que pour tout x ∈ X , tout R > 0, B(x,R) \ B(x,R/CUP ) 6= ∅ dès que X \ B(x,R) 6= ∅. Si µ est
doublante, démontrer qu’il existe C ≥ 1 et α > 0 de sorte que l’on ait (4.163).

2b) En déduire que sous les hypothèses de 2a), la dimension de Hausdorff de X est minorée par une
constante positive ne dépendant que de la constante de doublement de µ et CUP .

2c) En utilisant 2b), montrer que Q muni de la distance euclidienne induite est métriquement doublant
mais ne supporte pas de mesure doublante. Ceci montre que tout espace doublant ne supporte pas de
mesure doublante (comparer avec le théorème 1.111).

Exercice 4.164. [73]
Soit (X, d) un espace métrique complet muni d’une mesure doublante µ. Soit p ≥ 1. On considère

deux types d’inégalité de type Poincaré :

(P1) Il existe des constantes C ≥ 0 et τ ≥ 1 de sorte que pour toute fonction mesurable u : X → R et
tout gradient supérieur ρ : X → R+ de u

−
∫
B(a,r)

|u− uB(a,r)|dµ ≤ Cr
(
−
∫
B(a,τr)

ρpdµ

)1/p

(4.165)

pour tout a ∈ X et tout r > 0.

(P2) Il existe des constantes C > 0 et λ ≥ 1 de sorte que pour toute fonction mesurable u : X → R, on
a

−
∫
B(a,r)

|u− uB(a,r)|dµ ≤ Cr
(
−
∫
B(a,λr)

(Dεu)pdµ
)1/p

(4.166)

dès que a ∈ X et 0 < ε < r. Ici, Dεu(x) = supy∈B(x,ε)
|u(x)−u(y)|

ε .
Il est important de noter que dans (P2), les constantes ne dépendent pas de ε.

Le but de l’exercice est de montrer que (P1)⇐⇒ (P2).

PARTIE I : Preuve de (P2) =⇒ (P1).

Si u : X → R est une fonction lipschitzienne, on pose Lip(u)(x) = lim sup
y→x

|u(x)− u(y)|
d(x, y) . Stephen

Keith (voir [71], theorem 2) a montré que (4.165) pour toutes fonctions mesurables est une conséquence
de

−
∫
B(a,r)

|u− uB(a,r)|dµ ≤ Cr
(
−
∫
B(a,τr)

(Lip(u))pdµ
)1/p

(4.167)

pour toute fonction lipschitzienne u.
Démontrer l’implication (P2) =⇒ (P1).

PARTIE II : Preuve de (P2) =⇒ (P1).
Fixons ε > 0.

1) Démontrer qu’il existe un recouvrement de X par des boules Bi = B(xi, ε) (i ∈ I) de sorte que les
boules B(xi, ε/5) sont deux à deux disjointes et pour tout x ∈ X , le nombre de boules Bi contenant x
est borné par une constante ne dépendant que de la constante de doublement de µ (et non de ε).
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2) Soit f : R+ → [0, 1] telle que f(t) = 1/2 si t ∈ [0, ε/2], f(t) = −(1/ε)t + 1 si t ∈ [ε/2, ε], et
f(t) = 0 si t ≥ ε. Soit ψi(x) = f(d(x, xi)) et φi = ψi(x)/

∑
j∈I ψj(x) pour tout x ∈ X . Montrer que

φi estCε−1-lipschitzienne, 0 ≤ φi ≤ 1, le support de φi est dansBi et
∑
i∈I φi(x) = 1 pour tout x ∈ X .

On pose

uε(x) =
∑
i∈I Viφi(x) où Vi = −

∫
Bi

u(x)dµ(x)

DA
ε u(x) = −

∫
B(x,ε)

|u(x)− u(y)|
ε

dµ(y)

gε(a) = −
∫
B(x,2ε)

DA
5εu(x)dµ(x).

3a) Montrer que |uε(b) − uε(a)| ≤ Cd(a, b)gε(a) où d(a, b) ≤ ε (indication : si a ∈ B0, vérifier que
pour tout i ∈ I , |Vi − V0| ≤ Cεgε(a)).
3b) Démontrer que Cgε est un gradient supérieur de uε.

4) Démontrer les inégalités suivantes et conclure.

−
∫
B(a,r)

|u(x)−uB(a,r)|dµ(x) ≤ 2−
∫
B(a,r)

|uε(x)−u(x)|dµ(x)+−
∫
B(a,r)

|uε(x)−(uε)B(a,r)|dµ(x) (4.168)

−
∫
B(a,r)

|uε(x)− u(x)|dµ(x) ≤ 7Cr
(
−
∫
B(a,λr)

(D7εu(x))pdµ(x)
)1/p

(4.169)

−
∫
B(a,r)

|uε(x)− (uε)B(a,r)|dµ(x) ≤ 3Cr
(
−
∫
B(a,λr)

(D7εu(x))pdµ(x)
)1/p

(4.170)

Exercice 4.171. [134]
Soit (X, d, µ) un espace métrique mesuré. Pour p > 1, on note N1,p(X) l’espace de Sobolev défini

par Nageswari Shanmugalingam (voir chapitre 3).

1) Soit Γ une collection de courbes dans X . Montrer que Modp(Γ) = 0 si et seulement si il existe une

fonction positive p-intégrable ρ sur X de sorte que pour tout chemin γ de Γ,
∫
γ
ρds =∞.

2) Soit E un sous-ensemble de X tel que µ(E) = 0. Montrer que Modp(Γ+
E) = 0 où Γ+

E est la famille
des courbes rectifiables γ de X telles queH1(E ∩ γ) > 0 (Ici,H1 est la 1-mesure de Hausdorff de X).

3) Soit ρ une fonction mesurable borélienne p-intégrable de X . On dit que x ∼p y si soit x = y ou

s’il existe une courbe rectifiable γ reliant x à y de sorte que
∫
γ
ρ(s)ds < ∞. Montrer que ∼p est une

relation d’équivalence.

Un espace métrique X vérifie la “Main Equivalence Class property MECp” si toute fonction ρ bo-
rélienne positive p-intégrable engendre une classe d’équivalence Gρ (appelé la principale classe d’équi-
valence de ρ) de sorte que µ(X \Gρ) = 0.

4) Supposons que X vérifie MECp et contient au moins deux points.
4a) Soit E un sous-ensemble de X . Montrer que Modp(ΓE) = 0 si et seulement si capp(E) = 0, où ΓE
est l’ensemble des courbes rectifiables qui intersectent E et capp(E) = inf ||u||pN1,p(X) où l’infimum est
pris sur toutes les fonctions u ∈ N1,p(X) de sorte que u ≥ 1 sur E.
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4b) Soit Γrect l’ensemble des courbes rectifiables de X . Montrer que Modp(Γrect) > 0.
4c) Montrer qu’il existe une classe d’équivalence C de fonctions dans Lp de sorte que u ∈ C n’est
dans aucune classe d’équivalence de N1,p(X). Montrer que cela implique que N1,p(X) est strictement
contenu dans Lp.

5) Supposons que X vérifie MECp. Soit u : X → R une fonction sur X et soit N un ensemble négli-
geable de X . Si la restriction de u à X \N est constante le long de presque toute courbe de X , montrer
que u est presque partout constante sur X .

Tout espace de Loewner de dimension Q vérifie MECQ (voir [134]).

Exercice 4.172 (Une caractérisation de l’inégalité de Poincaré par la capacité, [63]). Soit (X, d, µ) un
espace métrique complet muni d’une mesure doublante. On suppose que pout toute boule B ⊂ X ,
0 < µ(B) < +∞ et donc µ(A) = sup{µ(K);K ⊂ A compact} où A est un borélien de X (propriété
de régularité de µ). On rappelle que X satisfait une inégalié de Poincaré (1, 1) s’il existe des constantes
C ≥ 0 et τ ≥ 1 de sorte que pour tout u : X → R et tout gradient supérieur ρ : X → R+ de u

−
∫
B
|u− uB|dµ ≤ C(diamB)−

∫
τB
ρdµ (4.173)

pour toute boule B ⊂ X .
Pour des ensembles fermés disjoints E et F dans un ouvert U de X , on pose Cap(E,F ;U) =
infρ

∫
U
ρdµ où l’infimum est pris sur tous les gradients supérieurs ρ de fonctions mesurables u : U → R

telles que u ≥ 1 sur E et u ≤ 0 sur F .

1) Supposons que X satisfait une inégalité de Poincaré (1, 1). Soient E, F des sous-ensembles disjoints
d’une boule B de X . Montrer qu’il existe des constantes C0 > 0 et λ ≥ 1 telles que

min(µ(E), µ(F )) ≤ C0diamBCap(E,F, λB). (4.174)

(indication : appliquer l’inégalité de Poincaré à une fonction test pour la capacité).

2) Soit ρ un gradient supérieur de u sur X . Supposons que u est constante sur un sous-ensemble fermé
E de X . Montrer que la fonction borélienne ρ̃(x) = ρ(x)χX\E(x) est un gradient supérieur de u sur X .

A partir de maintenant, on suppose que X vérifie (4.174) et on veut montrer que X satisfait une
inégalité de Poincaré. Pour cela, considérons une fonction mesurable u définie sur une boule λB et soit
ρ un gradient supérieur de u.

3) Soit t tel que à la fois µ({x ∈ B;u(x) ≥ t}) et µ({x ∈ B;u(x) ≤ t}) sont majorés par µ(B)/2.
3a) Montrer qu’il est suffisant de montrer l’inégalité de Poincaré (1, 1) pour u avec |u − uB| remplacé
par |u− t|. Montrer que l’on supposer que t = 0.
3b) Montrer que l’on peut supposer que u ≥ 0 (indication : montrer que ρ est un gradient supérieur de
u+ = max(u, 0) et de u− = min(u, 0)).

Il nous reste à démontrer que

−
∫
B
udµ ≤ CdiamB −

∫
λB
ρdµ. (4.175)

4) Montrer que (4.175) est équivalente à∫
B
udµ ≤ CdiamB

∫
λB
ρdµ.
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Pour tout entier j, on pose Fj = {x ∈ λB; 2j ≤ u(x) < 2j+1}.

5) Montrer que la fonction ρj(x) = ρ(x)χU (x) est un gradient supérieur de la fonction uj(x) =
min(2j ,max(0, u(x) − 2j)) dans λB où U est un ouvert de λB tel que λB \ U est l’union de deux
fermés K0

j ⊂ {x ∈ λB;u(x) < 2j} et K1
j ⊂ {x ∈ λB;u(x) ≥ 2j+1} (indication : utiliser la question

2).

6) Pour conclure, montrer qu’il est suffisant de vérifier que pour tout j,

2jµ({x ∈ B;uj(x) ≥ 2j}) ≤ CdiamB
∫
Fj

ρdµ (4.176)

Il nous reste à montrer que (4.176) est satisfaite.

7) En utilisant la régularité de µ (voir au dessus), montrer que l’on peut remplacer Fj par un ensemble
qui vérifie la même condition que U dans la question 5.

8) Soit E ⊂ {x ∈ B, uj(x) = 0} un compact avec µ(E) ≥ 1
2µ({x ∈ B;u(x) = 0}) et F ⊂ {x ∈

B, uj(x) = 2j} de sorte que µ(F ) ≥ 1
2µ({x ∈ B;u(x) = 2j}) . Montrer que min(µ(E), µ(F )) ≤

CdiamB
∫
V

2−jρdµ (où V = λB \ (E ∩ F )) puis conclure.
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