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Résumé

Le formalisme de l’analyse tensorielle de Gabriel Kron offre de
grandes possibilités dont certaines restent encore & développer. L’ob-
jectif de cet article est de présenter d’une fagon que nous espérons claire
une partie de ces possibilités rattachée aux analyses électrotechniques.
Dans ce cadre nous examinons en détail ’équation généralisée de la
machine électrique établie a partir du formalisme d’Euler-Lagrange.
Une attention particuliére est portée sur les ccefficients de Christoffel
dont nous conduisons les calculs avec I’aide du logiciel wxMaxima.

1 Les équations de la machine électrique général-
isée
Pour modéliser les machines électriques, nous posons en général les hy-
pothéses suivantes [1]-[2] :
-I’entrefer est uniforme;
-la répartition spatiale des conducteurs statoriques est sinusoidale;

-la saturation du circuit magnétique, I’hystérésis et les

courants de Foucault sont négligeables.

Pour la simplicité de ’exposé le nombre de paires de poles est égal 1.

*dia-connect@hotmail.com
folivier.maurice@ariane.group



1.1 Les équations d’Euler-Lagrange

Avant tout nous choisissons un systéme de coordonnées rattaché a des
éléments remarquables de la machine. Nous définissons :

les coordonnées ~:{1,2,3,4,5} qui correspondent a
1 — as- bobinage longitudinal du stator

2 — bs- bobinage transversal du stator

3 — ar- bobinage longitudinal du rotor

4 — br- bobinage transversal du rotor

5 — r- rotor

les variables 27 :z', 22, 23, 2% 2° qui correspondent

4 br

— aux charges : ! — ¢, 22 = ¢, 2% = ¢,z
— a ’angle de rotation du rotor : 2° — 6"
Les dérivées i7 = it,42,43,4%, 4% qui correspondent :

—q

les courants dans les bobines

1
s -as
— (dt2) — 1
2 d(= -bs
7 7(dt3) — 1
3 d(z -ar
7 (dt4) — 1
4 d(x -br
— di — 1
. 5 T
la vitesse de rotation du rotor i° = d(gt) S W' = d(det)

les influences extérieures (@, = e1, ez, e3,¢€4,e5 qui correspondent :

aux tensions appliquée
— €1 —7 €qgs;

— €2 —7 €ps;

— €3 7 €ar;

— €4 — €y

au couple extérieur e5 — M,

I’énergie cinétique

1
T= igaﬁiaiﬁ (1)



ou

las ips iar Tbr Wy
las Ls . Lm - cos(6) —Lm - sin(0)
ibs . Ls Lm - sin(6) Lm - cos(0)
9aB = tar | Lm-cos(f) Lm - sin(0) Lr .
ipr | —Lm - sin(0) Lm - cos(6) : Lr .
Wy . . . . J

gap— €tant la matrice des inductances (ou métrique).
I’énergie potentielle : P =0
la dispersion de 1’énergie
1 .8
D= 5Ra5z i (3)

et les équations de Euler-Lagrange

d (0L oL oD
il — = 4
dt <85ﬂ> 87+ Bm @ )
ou L=T—P.
par remplacement nous trouvons :
d (OT\ 9T oD _ )
dt \oiv) oxv  9iv 7

En remplacant T et D par leurs développements, nous obtenons :

1d [0gasi%® 1 [(0gapi®i?  OR,gi%iP
()35 o

2dt i 2 oz i

Apres différenciation de la multiplication, nous obtenons :

agagiaiﬁ . 0 AN 8ga6 o 0i“ 3 .aalﬂ
(P557) = g si"i?) = (G470 o 0”55 ) 7

Sous ’hypothése que de 'inductance ne dépend pas du courant, il s’en
suit :

agaﬂ
=0 8
o1 (®)
Compte tenu de :
o . .
9 oy # = gagéﬁzﬂ = ngﬁ (9)



La dérivée s’exprime alors par :

9gapi®i? ,
<Oéﬁm> = 29,41 (10)
En agissant de méme pour R,z et en calculant les dérivées :
1d 1 [ 0gnzi®iP
el B) = (DB T B —
> (20,57") > ( o — 2R ) —e, (11)
ou encore :
d 1 9gapi%i? :
L) (12 )

Calculons la dérivée par rapport au temps :

d di® 0Og di®  0gg Ox™ di 0
@ -ﬁ) _ e 8.8 98 B = ALRT
dt (gW T T A T e TR AL IR
(13)
en résumeé :
dl agvg a /37 1 8ga5 a ,B B _
P35+ Pao 2ou | L Tl )= (14)

En faisant le regroupement :

dif dg 10

ar” B 8 _ L99aB \ a8 _

998~y + R pi” + <8w0‘ 5 907 > i%i” = e, (15)

. agwﬁ

Nous pouvons exprimer D sous forme de deux termes :
69’Yﬂ — 1 ag'Yﬁ ag’YOé (16)
Ox™ Ox>  9zP

alors :

di® agvﬁ 89704 agaﬁ a:B
I8 —i—R,Ygz <8aza + 92F B i%i” = e, (17)

Définissons le ceeflicient de Christoffel de premiére espéce :

1 (0gys | 0gya  Ogap
— = . |
LA (83:0‘ T 00 T o (18)

r

Nous pouvons alors réécrire 1’équation 17 en utilisant les symboles de

Christoffel :
diP 3

i . .
98~ gy + Rpif + Top.i%’ = e, (19)



1.2 Analyse

Nous pouvons regarder I’équation (19). Comment la géométrisation du
probléme peut apporter un nouveau jour dans 'analyse de la machine élec-
trique ? Considérons l'équation 19 comme ’équation d’'une hypersurface paramétrée[6].
Nous pourrions croire que la maitrise de la force appliquée e, implique le flux
1®. En fait les deux espaces naturels et dual sont intriqués et indissociables.
Le flux implique également une force. Cette interopérabilité est traduite par
les opérateurs métriques (g, R). Analysons Oge. :

dey _
5 =
En faisant 'hypothése que la métrique ne dépend pas directement du courant
mais de son intégrale (c’est un cas particulier mais cela permet de simplifier
l’analyse sans rien enlever a la démarche).

Si la métrique ne dépend pas du courant, cette dérivée partielle se réduit a
R,3. C’est & dire que la dépendance de la force au flux est une dissipation, une
loi parfaitement linéaire et qui ne dépend pas du flux. Si 'on assimile dans
le regard que nous portons a e, comme une hypersurface les courants aux
coordonnées curviligne d’un plan tangent local, ce plan est en tout point i
identique est la surface est plane, sans courbure. L’espace est cartésien et (en
raisonnant en une dimension) pour une résistance de 1 et un courant de 1
A nous mesurons une force de 1 V. L’espace dans lequel nous nous déplagons
pourrait avoir une métrique quelconque, de 2,751 € cela ne changerait rien,
la surface reste plane. C’est le monde classique dans lequel nous vivons : si
nous nous déplagons a la vitesse v de x m/s, pour un temps métrique de
t = 1 s nous parcourons ds = xm de distance.

ds = Voo V0™

Le temps (la métrique) ne dépend pas de la vitesse. Dans notre cas, I'induc-
tance ne dépend pas du courant et le temps est traduit par la dissipation.

Si par contre la valeur d’inductance dépend du courant, ce qui était au
départ qu’un "simple circuit R-L" : gw% + R,y,giﬁ , est complété par un
terme qui est une fonction qui dépend bien str du courant, venant ainsi
pondérer expression de 'impédance en fonction du courant. La dépendance
dépend coefficient de Christoffel. La fonction de dépendance est un opérateur
r deux fois covariant car :

Rag + Fagﬁia (20)

Oe

87; =Typ
suivant les régles de ’algebre tensorielle. C’est donc un opérateur de méme
nature que la métrique ou la dissipation (en impédance). L’équation 20 est
bien sir homogéne. Comment interpréter "physiquement” ce ceefficient de
Christoffel 7 Multiplié par un courant, il correspond a une forme

(21)



qui a la dimension [H][s]~! et est effectivement une impédance. Le ceefficient
de Christoffel est une impedance par ampére quand il est associé & 'opéra-
teur de dérivation temporelle. Le terme I'yg ,i% ajoute donc une impédance
proportionnelle au courant. A mesure que cette impédance gagne en ampli-
tude, 'augmentation de la force engendre un courant proportionnellement
de plus en plus faiblement augmenté. Cet effet de non linéarité, comme dans
le cas réduit a R, g, vient du fait que le matériau par saturation, ne conserve
pas ses propriétés inductives quand le courant devient trop fort.

1.3 Calcul des symboles de Christoffel

On peut présenter les symboles de Christoffel sous forme matricielle.
Considérons un probléme de dimension 5 :

I;1,15 E2,1E E:ms I;JE Esq_

F1GURE 1 — Les symboles de Christoffel sous la forme matricielle. Pour v = 1
on met en relief les éléments non nuls

Des exemples concrets de 'usage des symboles de Christoffel peut étre
trouves dans [7].
Dans le cas précédent nous pouvons remarquer que les symboles de
Christoffel qui contiennent les dérivées suivantes ne seront pas nuls :
g13,5 9315 9145 g41,5 9235 9325 G245 G425
ceci résulte du fait que les éléments g;; dépendent seulement de 6(or z°)
Dans les annexes 2.1 et 2.2 nous présentons ’établissement des symboles
de Christoffel. On synthétise ci-dessous les éléments non nuls :



F35,1 = lg13,5 = —%Lm sm(G)
F45,1 = §g14’5 = —§Lm COS(Q)
F35,2 = %923,5 = %Lm COS(@)
F45’2 = %g24’5 = —%Lm Sin(&)
F1573 = %931,5 = —%Lm Sin(@)
F25’3 = %932’5 = %Lm COS(@)
P1574 = %g41,5 = —%Lm COS(@)
Ios4 = lg42,5 = —%Lm sin(6)
F1375 = —§g1375 = §Lm sin(@)
F14’5 = —lg14’5 = le COS(G)
Iog5 = —59235 = —5Lmecos(0)
F24,5 = —%924,5 = %Lm sin(@)

1.4 Equations de la machine électrique généralisée avec des
symboles de Christoffel sous forme scalaire

Nous revenons une nouvelle fois a I’équation (19) :
di® , o
98 g + RWWB + Faﬁﬁl%ﬁ = e,

Apres quelques opérations matricielles, nous faisons apparaitre la forme scalaire :

" Z;; o jdts o CZt + Rurd' +14°T'35,18° +i*T45,10% +°T53,11% + i°T54,10%
i i
g22 —— dd% + 923 —— (;lt +924d75 + Rooi® +i%T'35,24% + 141145 285 + 5T53.26% + 5Ts4, it
i i
933 jléx +gs1—— jtl +932—— j@ + Ragil + 015,315 + 2[5 3% 4 i5T51,38" + i°T'52,3i2
dzfg + g1 + 942 ; + Raai' + i'T15,435 + i%2La5 475 4 i5T51,48" + 552,42
9557 + 111—‘13 533 + ilD14,5i% + 1223 513 4 294 5i% + i'T13 533 + 14041 53l + i3T3p 512 + 4T 40 52

(22)

En prenant en considération la symétrie 'y, = I'gq 4 €t en remplacant

les indices des tenseurs par des indices associés & leur sens physique, nous
obtenons :

(23)

En général on écrit les équations (23) sous forme de 2 équations : l'une
pour la partie électrique et l'autre pour la partie mécanique - équation
scalaire :

(24)

gt—FRz—i-Gfemz = U
+Zt G-1 = M

di®s dior dibr

Lgs n + Lm - cos(6) T Lm - sin(0 7 1% — w" Lmsin(0)i%" — w” Lm cos(0)i®" =
dﬁs . di®" dﬁ” b . . . . b

Lys T + Lm - sin(6) 7 + Lm - cos(6) " + Rpsi® + w"Lmcos(6)i%" — w"Lmsin(0)i®" =  eps
dior di®s o dibs . L bs

Lar ; + Lm - cos(0) 7 + Lm - sin(6) + Rart®" — w” Lmsin(0)i%s + w™ Lm cos(0)i = ear
i o di%s dibs o e

Ly, T Lm - sm(¢9) +Lm- cos(G)? + Rpri®" — w"Lmcos(0)i% —w"Lmsin(0)i®® = ep
T

JU;—t + Lmsin(0)i*"3%° 4 Lm cos(0)ib7i% — Lim cos(0)i$i%" 4+ Lm sin(9)ibsib" = M,

€1

€2

es

€4



ou U est le vecteur des tensions appliquée, ¢ est le vecteur des courants, L
est la matrice des inductances et R la matrice des résistances, i;-G i = Mgy,
est le couple électromagnétique de la machine électrique, M est le couple
extérieur, J est le moment d’inertie. G ey, - matrice des forces EM est liée &
la matrice du couple électromagnétique : Gfep, =w - G

En comparant (19) et (24) on peut faire une conclusion importante :
I'usage des symboles de Christoffel permet d’utiliser seulement une équation.
Le calcul Fa,gﬁio‘iﬁ est équivalent au calcul des f.e.m. et au calcul du moment
électromagnétique de la machine électrique réalisés simultanément. Ce point
est également relevé dans [4].

1.5 Transformation des équations de la machine électrique
généralisée lors d’un changement de coordonnées

En transformant les équations (19 ) dans un nouveau systéme de co-

ordonnées par une matrice transformation CY,, liant I'ancien systéme de
!

coordonnées =% et le nouveau systéme de coordonnées z selon de formule :

dz® = C% - da® (25)

ou
’

i =C2 i (26)

a/

En remplacant (26 ) dans (19 ) :
d N Al a o LAl
gwﬁ%(CgZﬁHRngﬂﬁ + TapnCoi® Chi" = e, (27)

Développous le terme entre parentheses
d ACh g o di” _ 005 da® o | di”

B .3 ov
a\Cot) = G = e U Oy

805, v, %
co, . io'if 4 082 di

z®
En remplagant dans (27) :

ac’y, , di
97/387(@03, i +gng, 7 +R750 i +Fa57(j Cﬁ,zﬁ — e, (28)

En multipliant & partie gauche et a droite (28) par C::/ :

aC Zﬁ/ ’
C ,gyg a p C ZB + C /gyﬁcﬁ/ﬁ + C:YYIRVBCg'lﬁ +
+C) TapACoi® Chi? = e,



apres regroupement :

7 cﬁdﬂ Cl Ry5C ClTapCoCH + CI %gca S
v 9v8% 8 dt +C Ry ﬂ’z aBy~a’ ’+ ’9756 =
=Cley (29)
On convient de noter :
gy = CLCLgs (30)
Ryy = CLCH Ry (31)
v o B v e 805’
Falﬁl7,y/ = CV,CO/C,B/PQB’A/ =+ C,Y/Ca/gryﬂa? (32)
ey = Cley (33)

Compte tenu de (30) - (33), 'équation (29) peut étre réécrite sous la
forme de :
di”
gv’ﬁ’ﬂ + R /5/2 —I-P By ) 15 = ey (34)
On note que la forme de ’équation (34) coincide avec la forme de I’équa-
tion (19). Dans |2], la forme invariante des équations de la machine électrique
généralisée en utilisant la dérivée covariante d’'un vecteur devient :

5P .
Gvosp + Ry’ = e, (35)

Rappelons la dérivée covariante d'un vecteur (35) i°

(36)

ol FZC 5= 9" ap,, - sont les symboles de Christoffel de deuxiéme espece,
9" = (gyu) "

La transformation des équations de la machine électrique généralisée sous
forme tensorielle est examinée dans [3] et [4]. La signification de la dérivation
covariante est examiné dans [5|.



1.6 Les équations de la machine électrique généralisée dans
un nouveau systéme des coordonnées sous forme scalaire

Soit les coefficients de la transformation : C’,Z,, correspondant au passage
vers un nouveau systéme de coordonnées stationnaire :

jos B o iBr W
1% 1
iBs . 1 . . .
C';Y, = % | . - cos(z®) sin(z®) - - (37)
i - —sin(x®  cos(z)
wr \ - . . . 1

Dans 'annexe 2.3 nous utilisons le logiciel wxMaxima, permettant de
former les termes de I’équation de la machine électrique généralisée selon les
équations (30) - (33). Nous présentons ici les résultats obtenus :

-la métrique dans un nouveau systéme de coordonnées :

Ls 0 Lm O
0 Ls 0 Lm

gﬂ/gl = Lm 0 Lr 0
0 Lm 0 Lr

0 0 0 0

Lo o oo

-le tenseur des résistances qui reste inchangé R, g = Ry5 :

Rs 00 0.0 0.0 0.0
0.0 Rs 0.0 0.0 0.0
Ryg =00 00 Rr 00 0.0
0.0 0.0 0.0 Rr 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

- les symboles de Christoffel non nuls :

L L
Isqp = =7 F4510 = —°
L L
532 = —=¢ Is50 =
Tsp3 = 4 Tyss = 4t
2 2
F5473 = Lr F5374 = —Lr
54 = -~ Ty = —L4o
2 2
L L
Fps = 4 s = ¢
L L
Iyzs = —=¢ I35 = —=¢
2 2

En effectuant les opérations matricielles correspondantes, nous obtenons
la forme scalaire :

10



dit di®

Ls—r + Lim— + Rgi! + i1 y511° + i°T54 114 = e
di? di*
Lo + L= + Ry? + *T'35,21° + i°T'53 213 = €2
dt dt
di® dit
LTE + LmE + Rpi3 + 02T 95 31° + i°T2,3i2 + i°T5u 3" = e3  (38)
di* di? u . . :
LTE + Lm% + Ryt + 111“15,4@5 + 151“517421 + 251“53,4@3 = e
di5 .1 .4 .2 .3 .4 .1 .3 .2
J% +1 F1475Z +1 F23,5Z +1 F4175Z +1 F32,5Z = e5

Puis comme précédemment, en remplacant les indices tensoriels par des
indices en lien avec leur correspondant physique :

(o di% di® .

LSW + Lmﬁ + Rgi%s = Cos
diP difr .

Lo + Lin—m + Ryi™ =
di® di®

Lr% + L % + Ryi® + W Lyi® + WL = eq, (39)
d B d ;Bs

LT% + Lm% + RpiPr — W' Lpi® — W' Lyi% = €br

J% + Lpi®iPr — LyiPeior = M

Les équations (39) ainsi que (23) s’inscrivent sous forme d’équations ma-
tricielles (24).

2 Annexe

2.1 Liste compléte des symboles de Christoffel

Nous donnons ci-dessous la liste compléte des symboles de Christoffel.
Les éléments non nuls sont repérés par les lettres grasses.
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9v8,0 + 9va,f — Gap,y
Mg | a=1,=1v=1 g911,1 +911,1 — g911,1
21 | a=1,=2,v=1 912,1 + g911,2 — g12,1
lMzp | a=1,8=3,v=1 913,1 +911,3 — 913,1
g1 | a=1,8=4v=1 914,1 + 911,4 — g14,1
lMs1 | a=1,8=5v=1 915,1 + g11,5 — 915,1
21 | a=2,=2,7v=1 g12,2 + g12,2 — g22,1
Fog1 | @a=2,8=3,7=1| gqi3,2+912,3 — 9231
Fogn | a=2,=4,v=1 g14,2 + g12,4 — g24,1
Ies1 | a=2,=5,7v=1 915,2 + g12,5 — g25,1
331 | a=3,=3,v=1 913,3 + 913,3 — 933,1
Isg1 | a=3,8=4,7v=1 914,3 + 913,4 — g34,1
Iss1 | a=3,8=5,vy=1| g153 +813,5 — 9351
Paap | a=4,=4,v=1 914,4 + g14,4 — g44,1
Tasa | a=4,8=5,v=1| gi154+8145 — 9451
Is51 | @a=5,8=5,v=1] g155+g15,5 — gs5,1

948, + Iy, — GaB,y
Fig | a=1,=1,vy=2 g21,1 + g21,1 — g11,2
li22 | a=1,=2,v=2 g22,1 + g21,2 — g12,2
lz2 | a=1,=3,v=2 923,1 + 921,3 — 913,2
luage | a=1,=4,v=2 g24,1 + 21,4 — 914,2
sz | a=1,8=5,v=2 925,1 + g21,5 — 915,2
Io22 | a=2,=2,7=2 g22,2 + g22,2 — g22,2
Fozo | @=2,8=3,7v=2 | g232+9g22,3— g23,2
Fogo | a=2,=4,y=2 g24,2 + g22,4 — g24,2
los2 | a=2,=5,vy=2 925,2 + g22,5 — 925,2
P332 | «a=3,8=3,7=2 | g23,3+9233—gs3,2
a4 | a=3,8=4,7v=2 924,3 + g23,4 — g34,2
Iss2 | a=3,8=5,vy=2 | g253+ 8235 — g35,2
lPage | a=4,=4,7v=2 924,4 + g24,4 — ga4,2
Tas2 | a=4,8=5,v=2 | g254+8245 — g45,2
Iss52 | a=5,=5,v=2 925,5 + 9255 — g55,2

9v8.,0 + 9va,f — GaB,y
iz | a=1,=1,7y=3 931,1 +931,1 — 911,3
F2s | a=1,8=2,v=3 | g321+931,2— 9123
lNsz | a=1,=3,v=3 933,1 + 931,3 — 913,3
laz | a=1,=4,v=3 934,1 + 931,4 — 914,3
Tiss | a=1,=5,v=3 | g¢g351+831,5— J15,3
lo2s | a=2,=2,7v=3 932,2 + g32,2 — g22,3
lag3 | @a=2,8=3,7v=3 | g33,2+9323— 9233
log3 | a=2,=4,7=3 934,2 + g32,4 — 924,3
Tas3 | a=2,=5,vy=3 | ¢g352+ 8325 — 9253
333 | a=3,=3,7v=3 933,3 + 933,3 — 933,3
lga3 | a=3,=4,v=3 934,3 + 933,4 — 934,3
I'ss3 | a=3,=5,7v=3 935,3 + 933,5 — 935,3
laas | a=4,=4,7v=3 934,4 + g34,4 — g44,3
lys53 | a=4,=5,7v=3 935,4 + g34,5 — 945,3
I'ss3 | a=5,=5v=3 935,5 + 935,5 — 955,3
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9v8,0 + 9va,f — Gap,y
lMia | a=1,=1,v=4 g41,1 +941,1 — g11,4
loa | a=1,=2,v=4 942,1 + ga1,2 — g12,4
lMsga | a=1,8=3,vy=4 | ga31+941,3 — 9134
lga | a=1,=4,v=4 9441 + ga1,4 — g14,4
Tisa | a=1,8=5,vy=4| ga51 +841,5 — J15,4
Foog | @a=2,=2,vy=4 | gaz2+9g4a22— 9224
Poga | @a=2,=3,7y=4 | ga32+ 9423 —9g23,4
Foga | @a=2,B=4,7v=4 | gaa2+9ga24—9goa4
Posa | a=2,8=5,vy=4 | gsa5,2 + 8425 — g25,.4
Is34 | a=3,8=3,vy=4 | ga3,3+943,3 — 9334
Isga | a=3,=4,v=4 944,3 + 943,4 — g34,4
Igs54 | a=3,B=5,7v=4| ga53+ 9435 — 9354
Tga0 | a=4,0=4,v=4 | gaaa+9gaa,4a — gaa,4
Pysa | a=4,B=5,7v=4 | gas,4a+9gaa5—9ga54
I'ssa | a=5,=5v=4 945,5 + ga5,5 — g55,4

948, + Iy, — GaB,y
Mis | a=1,=1,v=5 g51,1 + g51,1 — 911,5
l2s | a=1,=2,v=5 g52,1 + g51,2 — g12,5
I'izs | a=1,=3,v=5 953,1 + g51,3—813,5
Tias | a=1,=4,v=5 g54,1 + 951,4—814.,5
lNss | a=1,=5,v=5 g55,1 + 51,5 — 915,5
loos | a=2,=2,7v=5 952,2 + g52,2 — g22,5
Tezs | a=2,=3,7v=5 953,2 + 952,3—823,5
Toa5 | a=2,8=4,v=5 g54,2 + g52,4—824.5
loss | a=2,=5,7v=5 955,2 + g52,5 — 925,5
I3z | a=3,=3,7v=5 953,3 + 953,3 — 933,5
sy | @a=3,8=4,7v=5 954,3 + g53,4 — 934,5
Iss5 | a=3,=5,7v=5 955,3 + g53,5 — 935,5
laas | a=4,=4,7v=5 g54,4 + g54,4 — G44,5
lys5 | a=4,=5,7v=5 955,4 + g54,5 — 9455
Iss5 | a=5,6=5,7v=5 955,5 + 955,5 — 955,5

2.2 Calcul des symboles de Christoffel avec le programme
wxMaxima

7 Kkill(all) $
entrée de matrice des inductances (or métrique) :

7 g : matrix(|Ls, 0, Lm*cos(x5), -Lm*sin(x5), 0], [0, Ls, Lm*sin(x5),
Lm*cos(x5), 0], [Lm*cos(x5), Lm*sin(x5), Lr, 0, 0], [-Lm*sin(x5),
Lm*cos(x5), 0, Lr, 0], [0, 0, 0, 0, J]);

Ls 0 Lm cos(z5) —Lm sin(z5) 0

0 Ls Lm sin(z5) Lm cos(z5) 0
Lm cos(z5) Lm sin (z5) Lr 0 0 (g)
—Lm sin (z5) Lm cos (z5) 0 Lr 0

0 0 0 0 J

déclaration de la matrice des coefficients de Christoffel :

— array (G, 5, 5,5)%

déclaration de matrice des variables :
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7 array(x,5)$

entrée des variables :
- x[1] :x1$ x[2] :x2$ x[3] :x3$ x[4] :x4$ x[5] :x5$
calcul des coefficients de Christoffel :

— fori: 1 step 1 thru 5 do
for j :1 step 1 thru 5 do
for k :1 step 1 thru 5 do
Gi,j k] :1/2%(diff(g[k,j] x[i])+ditf(g[k,i] x[j])-difF(g]i,j] x[k]))$

visualisation des coefficients de Christoffel (seulement la partie symétrique) :

— fori: 1 step 1 thru 5 do
for j :istep 1 thru 5 do
for k :1 step 1 thru 5 do
if G[i,j,k] # 0 then display (Gl[i,j,k])$

Gias =) Gy = e g = Lmen(d)

Gipg=—lmes@) g, = LImes@) g o LnsinGh)
Gogs=Lmeosles) gy o Lmeinld) g Lmsin(ah)
Gago = Lmcosh) g o) o Imes@h) g Lmsin)

2.3 Calcul des transformations des termes de I’équation de
la machine électrique généralisée avec le programme wx-
Maxima

(% i0) kill(all)$

entrée des matrices inductances (ou métrique) dans le systéme initial des
coordonneées :

(% i1) g: matrix([Ls, 0, Lm*cos(x5), -Lm*sin(x5),0],
[0, Ls, Lm*sin(x5), Lm*cos(x5),0],
[Lm*cos(x5),Lm*sin(x5), Lr, 0, 0],

[-Lm*sin(x5),Lm*cos(x5),0, Lr, 0],

[

0,0,0,0,J]);
Ls 0 Lm cos(z5) —Lm sin(z5) 0
0 Ls Lm sin(z5) Lm cos(z5) 0O
Lm cos(z5) Lm sin (z5) Lr 0 0 (g)
—Lm sin (z5) Lm cos(z5) 0 Lr 0
0 0 0 0 J
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déclaration des coefficients de Christoffel :
(% i2) array (G, 5, 5,5)$
déclaration des variables :
(% i3) array(x,5)$
entrée des variables :
(% 18) x|1] :x1$x[2] :x28x|3| :x3%x|4] :x4$x[5] :x5%
calcul des coefficients de Christoffel :

(% 19) for k :1 step 1 thru 5 do
fori: 1 step 1 thru 5 do
for j :1 step 1 thru 5 do
Gi,j k] :1/2%(diff(g[k,j] x[i]) +diff(g[k,i] x[j])-diff(g[i,j] x[k]))$
visualisation des coefficients de Christoffel dans un systéme original des co-
ordonnées (seule la partie symétrique est non nulle) :

(% for k :1 step 1 thru 5 do
i10)  fori:1step 1 thru 5 do
for j : i step 1 thru 5 do
it G[i,j,k|] # 0 then display (Gli,j,k])$

Gapa =~ gy = 2R Gy, = 2o
Grpa=—PEL Gy = ERRED Gy = bopled)
Glras = Lm#suﬁ) Gagp = 7%5(935) Gaas = M

entrée des coefficients de la transformation C; sous forme matricielle :

(% C : matrix(
D 11,0,0,0,0],
[0,1,0,0,0],
[0,0,cos(x5),sin(x5),0],
[0,0,-sin(x5),cos(x5),0],
|

0,0,0,0,1] );
10 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 cos(zb) sin(zh) 0O (C)
0 0 —sin(xz5) cos(z5) 0
0 0 0 0 1

15



entrée du tenseur des résistances 2,3 dans un systeme initial des coordonnées
sous forme matricielle :

(% Rgb : matrix(
12)  |Rs0,0,0,0],
[0,Rs,0,0,0],
[0,0,Rr,0,0],
[0,0,0,Rr,0],

[0,0,0,0,0] )$
déclaration du tenseur R,/ g sous forme matricielle :

(% Rglbl : matrix(
i13)  10,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0]
)%

On réalise la multiplication contractée des indices yet 8 : Ry = Cz, CB’B, R.s

(% for gammal : 1 step 1 thru 5 do
i14) for betal : 1 step 1 thru 5 do
(
a :0.0,
for gamma : 1 step 1 thru 5 do
for beta : 1 step 1 thru 5 do
a :a-+trigreduce(Rgb|gamma,betal*C|beta,betal|*C|[gamma,gammal]),
Rglbl{gamma,betal] :a

)$
visualisation du tenseur R.g dans un nouveau systéme de coordonnées :
(% Rglbl;

i15)

0.0 Rs 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 Rr 0.0 0.0 (% ol7)
0.0 0.0 0.0 Rr 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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on peut obtenir le méme résultat par les opérations matricielles suivantes :

(% trigreduce(transpose(C).Rgh.C) ;

i16)
Rs 0 0 0 O
0 Rs 0 0 O
0O 0 Rr 0 O (% 018)
0 0 0 Rr O
0O 0 0 0 0

De facon similaire, on peut former la métrique dans un nouveau systéme de
coordonnées :

(% trigreduce(transpose(C).g.C) ;
i17)

Ls 0 Lm O
0 Ls 0 Lm

Lm 0 Lr O
0O Lm 0 Lr
0 0 0 0

(% 019)

Lo o oo

Ensuite on accomplit la transformation des symboles de Christoffel vers un
Lo
ﬁl

nouveau systéme de coordonnées : I' /g7 4 = Cz,Cg/Cg,Fagﬂ—FC;y/ CS 948 poes

On peut présenter le résultat définitif en forme de deux termes
Fo/ﬁ’,’y’ = Fla’,@’,'y’ + FQ’Y//B/@/
ou premier terme : I'l g v = Cz,Cg,Cg,Fagﬁ
acs,

xa

deuxieme terme : ['2,/g/ o = C,':,Cg‘,gw
D’abord déclaration de Falglﬁl ;Flalﬁlﬁl ;F2,y/5/7a/ :

(% array(Galblgl, 5, 5,5)$ array(Glalblgl, 5, 5,5)$
i20)  array(G2glblal,5, 5,5)$

Nous calculons le premier terme : multiplication contractée des indices o,
. _ B Y
et v Flalgfﬁf = Cg/CB,C,Y,Faﬁﬂ
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(% for alphal : 1 step 1 thru 5 do
i21) for betal : 1 step 1 thru 5 do
for gammal : 1 step 1 thru 5 do

(

a :0.0,

for alpha : 1 step 1 thru 5 do

for beta : 1 step 1 thru 5 do

for gamma : 1 step 1 thru 5 do

a : a + trigreduce(Glalpha,beta,gammal *
Clalpha,alphal]*C|beta,betal] * C[gamma,gammall),
Glalblgljalphal,betal,gammal] :ratsimp(a)

)$

Puis nous visualisons les résultats non nuls :

(% for k :1 step 1 thru 5 do
i22) fori: 1 step 1 thru 5 do
for j : 1 step 1 thru 5 do
if Galblgl|i,j,k| # O then display (Galblgl|i,j,k|)$

Galblgl, s, =—4  Galblgly,, =—-4"  Galblglzs, =
Galblglszo =" Galblglyss =22  Galblglsyz =1
Galblgl 5, =—4  Galblgly,,=—-%"  Galblgl, 5=
Galblglygs = -4 Galblglyys=—4"  Galblgly,s=

B
806/ .

:_-L-Of

Ensuite nous formons le second terme C;Y, C 948

déclarons d’abord Cg,ﬂ :

(% array(Cbbla, 5, 5,5)8
i23)

B
o

xa

nous calculons ensuite la dérivée C’g, o=

(% for beta :1 step 1 thru 5 do
i24) for betal : 1 step 1 thru 5 do
for alpha :1 step 1 thru 5 do
Cbbla|beta,betal,alpha| :diff(C[beta,betal],x[alpha|)$

Comme précédemment, nous visualisons les résultats non nuls :

(% for k :1 step 1 thru 5 do
i25)  fori:1step 1 thru5 do
for j : 1 step 1 thru 5 do
if Cbblali,j,k| # 0 then display (Cbblali,j,k])$
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Cbblazzs = —sin (z5) Cbblaz a5 = cos(z5)
Cbblas3s = — cos (z5) Cbblasas = —sin (z5)

Calcule du deuxiéme terme : multiplication contractée des indices o, 5 et v :
— B
FQ'Y/,B/@/ - C’y’Cg’g’YBC "o

(% for alphal : 1 step 1 thru 5 do
i26) for betal : 1 step 1 thru 5 do
for gammal : 1 step 1 thru 5 do
(
a :0.0,
for alpha : 1 step 1 thru 5 do
for beta : 1 step 1 thru 5 do
for gamma : 1 step 1 thru 5 do
a :a+trigreduce(Clalpha,alphal|*C|gamma,gammal|*g|gamma,beta|*
Cbbla|beta,betal,alphal),
G2glblal[gammal,betal,alphal] :ratsimp(a)
)$

visualisation de résultat non nul :

(% for k : 1 step 1 thru 5 do
i27) fori: 1 step 1 thru 5 do
for j : 1 step 1 thru 5 do
it G2glblalli,j,k] # 0 then display (G2glblalli,jk]|)$

G2g1blaly 5 =Lm  G2glblalyss=—Lm
GQg]b]a] 34,5 - LT G,Qg]bla] 4,3,5 - _LT

Le calcul définitif des symboles de Christoffel dans un nouveau systéme des
coordonnées est obtenu par : F’y’ﬁ’,a’ = Flalﬁlﬁl + FQV//g/,a/ :

(% for gamma : 1 step 1 thru 5 do
i28) for beta : 1 step 1 thru 5 do
for alpha : 1 step 1 thru 5 do
Galblgl|alpha,beta,gammal :
Glalblgl|alpha,beta,gammal| + G2glblal[gamma,beta,alpha|$

et nous pouvons visualer les symboles de Christoffel dans un nouveau sys-
téme de coordonnées :

(% for k : 1 step 1 thru 5 do
i29)  for j:1step 1 thru 5 do
fori: 1 step 1 thru 5 do
if Galblglli,j,k| # 0 then display (Galblgl|i,j,k|)$
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Ga1b1915’471 — L7m Ga1b19147571 — —m Galb19157372 — _LTTI’L

2

Galblglsg o = Lm Galblgls o g = LTm Galblgls g = Lr

Galblgly sz = m Galblgly, , = —Lm

Ga]b]g] 573’4 — —L’f’

2
Galblgl 1,5,4 — _LTm Ga1b191471’5 = LTm Ga]b]g1372’5 = —LTm
Galblglyzs = —42  Galblgl, 5 = 4
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