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Résumé :

Dans ce papier, un outil d’analyse de la qualité des méso-
structures est présenté. Il a été modifié pour obtenir une me-
sure de la densité local d’éléments dans les mésostructures
de béton. De cet mesure local, on propose une méthode de
prédiction de la fissuration dans le béton, en terme de nucléa-
tion et de propagation, lors de sollicitations dynamiques. Les
prédictions que l’on peut faire sont comparées à des simula-
tions de traction dynamique avec le code de calcul Akantu.

Abstract :

In this paper, a tool to evaluate meso-structures’ quality is
presented. This tool is modified to produce a local measure-
ment of the element density in a matrix. From this local va-
lue, a prediction method is proposed for crack nucleation and
propagation in concrete under dynamic loading. The predic-
tions that can be obtain with this method are then compared
to results from numerical simulmations of dynamic traction
using Akantu Finite Elements code.

Mots clefs :
mésostructure - béton - simulation - cohésif - dynamique

1. Introduction
La représentation explicite de lamésostructure des bétons permet d’étu-

dier l’influence des différentes phases du matériau et de leur interface sur
son comportement mécanique.

Hormis le gain en représentativité, cette démarche peut permettre d’étu-
dier les mécanismes physiques à l’origine des non-linéarités du matériau
observées expérimentalement. Dans cette étude, le choix a été fait de dif-
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férencier pâte de ciment et granulats pour mieux étudier leur rôle sur les
phénomènes inertiels et les mécanismes de fissuration principalement.

Il est en effet bien connu que la représentation de la mésostructure
granulaire du béton permet de retrouver certains effets macroscopiques
[1], [2].

Plusieurs hypothèses peuvent ainsi être faite quant au rôle des inclu-
sions dans les mécanismes de ruptures dynamiques :

— création de zone de faiblesse dans la structure et augmentation lo-
cale des contraintes,

— modification du trajet des fissures,
— et représentation de la dispersion des résultats et des effets d’échelle.
Toutes ces conclusions sont subordonnées à une bonne représentation

de la mésostructures du béton. L’objectif de ce papier est de présenter la
méthode de représentation utilisée puis les outils d’analyse qui ont été
développés pour étudier l’impact de la mésostructure sur les propriétés
mécaniques. Les outils de simulations numériques mis en œuvre pour
représenter la fissuration seront détaillés et les résultats seront comparés
aux prédictions issues des outils d’analyse des mésostructures.

2. Représentation du béton
Les fissures ont une forte tendance à s’initier à l’interface avec ces

inclusions. Parmi les causes généralement avancées pour expliquer ce
processus de fissuration, on trouve :

— le module d’Young de la pâte de ciment et des inclusions est diffé-
rent, ce qui peut provoquer des incompatibilités de déplacements,

— une couche poreuse et riche en eau se développe au contact des gra-
nulats, les auréoles de transitions, ou ITZ (voir [3]), sa plus faible
résistance engendre une faiblesse locale du matériau composite,

— et les formes des inclusions favorisent les concentrations locales
de contraintes, l’effet pouvant se conjuguer à celui d’inclusions
voisines.

Et lorsque les fissures commencent à apparaître, la disposition des
inclusions va influer pour la coalescence. La direction de propagation
étant en générale celle de la zone la plus endommagée ou la plus affaiblie,
dans le champ de fortes contraintes en pointe de fissure.

Un autre aspect important est que le champ de contraintes devient
hétérogène, ce qui favorise l’apparition de multi-fissuration lorsque les
vitesses de déformation deviennent assez grandes.
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2.1. Techniques de génération de mésostructures
Les choix effectués pour la génération et le placement des inclusions

sont très importants pour la représentation des comportements macro-
scopiques du béton.

Les informations expérimentales sur les morphologies réelles de bé-
ton peuvent être synthétisées de la manière suivante :

— les inclusions ne se touchent que rarement, contrairement à ce que
l’on trouve généralement dans les milieux granulaires, car lors de
l’hydratation du béton, des hydrates vont venir se former rapide-
ment sur les surfaces des inclusions solides [3],

— la microstructure des bétons est complexe et on ne peut représen-
ter que les grosses inclusions et non toutes les phases du matériau
(sable, grains anhydres,...) sous peine de faire face à un fort coût
numérique et de devoir multiplier grandement le nombre des para-
mètres d’entrées. Cette étude se voulant la plus générique possible,
il a été décidé de s’arrêter à l’échelle mésoscopique la plus gros-
sière pour tirer des conclusions sur l’agencement des plus grosses
particules uniquement.

On trouve dans la littérature plusieurs familles deméthodes pour géné-
rer des inclusions permettant de représenter les différentes phases d’une
mésostructure de béton. Parmi ces méthodes, on peut trouver les sim-
plistes inclusions sphériques [1] [4] [5], les inclusions ellipsoïdales enri-
chies [6], ou encore les très complètes inclusions générées par des des-
cripteurs de Fourier [7].

Pour la répartition de ces inclusions, le choix est encore plus divers
avec la masse des algorithmes de générations de milieux granulaires tels
que les algorithmes dynamiques (gravitational [8], compaction [9], ex-
pansion radiale [10], ...) ou les algorithmes géométriques (deposition bal-
listique [11], maillage tétrahédrique[12] [13], ...).

En raison du contact entre inclusions qui est recherché dans les mi-
lieux granulaires, il ne semble pas justifié d’utiliser les algorithmes issus
de ce domaine. Dans le cas des mésostructures de béton, les choix les
plus fréquemment faits sont l’algorithme de Random Sequential Adsorp-
tion (RSA) [4] [14] ou l’exploitation des polygones de Voronoï pour le
placement [15].

Pour notre étude, le choix qui a été fait et qui sera détaillé dans la
partie 2.2 est de placer avec l’algorithme RSA des inclusions circulaires.
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2.1.1. Génération des inclusions circulaires
La méthode la plus courante pour générer des inclusions est de sim-

plifier leur forme au maximum. Le choix de nombreux auteurs s’est donc
porté vers les inclusions elliptiques et plus particulièrement les inclusions
sphériques [1] [4] [5].

Cette approche est d’autant plus intéressante que certaines méthodes
d’homogénéisation classiques telles que Mori-Tanaka [16] sont particu-
lièrement adaptées à l’étude de telles formes.

Les rayons des inclusions sont le plus souvent calculés pour coller
à une courbe granulométrique (pour le cas des granulats), soit par un
fitting de cette courbe avec une loi de probabilité, soit en discrétisant la
courbe de granulométrie en un ensemble de classes d’inclusions demême
mesure comme l’ont fait certains auteurs comme [1] [17].

Les avantages majeurs de ce type d’approche sont que :
— l’implémentation est simple et permet des résultats rapides,
— et l’aspect se rapproche de certains matériaux modèles sur lesquels

il existe des résultats expérimentaux fiables.
Mais en contre partie :

— les concentrations de contraintes sont sous-estimées ce qui retarde
la rupture,

— le caractère radialement symétrique autorise de fortes rotations
lorsqu’on représente une décohésion d’une inclusion pleine,

— et l’aspect est assez éloigné des granulats classiques ce qui pose la
question de la représentativité des résultats.

2.1.2. Placement avec l’algorithme RSA
La méthode baptisée Random Sequential Adsorption ou RSA est de

loin celle qu’on trouve le plus souvent dans la littérature pour le place-
ment d’inclusions dans une matrice. De par sa simplicité et du peu d’in-
formations nécessaires sur la répartition réelle des inclusions, il est aisé
de la mettre en place d’un point de vue numérique.

L’idée de base de la méthode est de venir placer les inclusions une
à une (séquentiellement) de manière aléatoire. Le placement est condi-
tionné par la non-superposition avec un élément précédément placé et est
définitif. Cette méthode est très discutée dans la bibliographie si bien que
ses caractéristiques morphologiques sont plutôt bien connues [18] [19]
[20], ce qui n’empêche pas certains auteurs de la réinventer régulièrement
[21] [22]. Il n’en demeure pas moins que cette méthode donne des résul-
tats rapides et connaît un fort succès, même dans des études récentes :
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[1] [4] [5] [14] [17] [23]
Bien qu’elle soit souvent utilisée avec une génération d’inclusions cir-

culaires, on peut trouver des inclusions de formes différentes placées avec
cet algorithme [6] [24]. Il faut noter que l’on perd alors l’avantage prin-
cipal de cet algorithme de placement, sa simplicité, car il peut être fasti-
dieux de détecter la superposition.

2.2. Choix de représentation
Un des objectifs de cette étude est de s’intéresser à l’influence du

placement des inclusions dans les mésostructures sur les propriétés mé-
caniques et les mécanismes de fissuration. Considérer des formes d’in-
clusions particulières introduirait des perturbations difficilement quanti-
fiables dans la mesure de l’influence du placement.

Il a donc été choisi d’utiliser des inclusions circulaires ce qui devrait
sous-estimer les concentrations de contraintes mais permettra d’analyser
quantitativement l’influence du placement.

Figure 1 – Exemple de mésostructure générée

Pour la répartition de ces inclusions circulaires dans la surface de la
mésostructure, le choix d’utiliser l’algorithme de placement de type RSA
est contestable car bien qu’il garantisse l’isotropie de la répartion des in-
clusions, ce processus de placement est déconnecté des procédés et des
mécanismes physiques mis en jeu lors du coulage d’un béton et son hy-
dratation. Ce choix pourra être reconsidéré quand l’occasion se présen-
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tera, mais la profusion d’auteurs l’utilisant à ce jour pour le béton laisse
à penser que c’est un compromis acceptable. Notamment en raison du
nombre de paramètres à rajouter autrement.

Inclusions r [mm] F [%]
Granulats 7.00 2.38

6.25 3.98
5.00 16.71
4.00 14.32

Table 1 – Classes d’inclusions définies par leur rayon équivalent et leur fraction surfa-
cique

Le type de morphologie que l’on peut ainsi obtenir pour notre méso-
structure est illustré sur la Figure 1. Ce tirage de 15× 15cm a été obtenu
en s’appuyant sur une granulométrie réaliste dont la discrétisation choisie
est détaillée dans la Table 1.

Plusieures classes de granulats de rayons inférieurs à 4mm (et totali-
sant 32% de la fraction surfacique) n’étant pas représentée.

3. Analyse géométrique des mésostructures
L’inconvénient majeur de la génération aléatoire demésostructures est

qu’il peut être difficile d’étudier les répartitions obtenues.
Pourtant lier les informations obtenues lors de simulations numériques

à l’agencement des inclusions peut apporter des informations sur les mé-
canismes de fissuration.

De plus, comme précisé dans le paragraphe précédent, il peut être
judicieux de vérifier la qualité des mésostructures générées.

3.1. Une mesure de la qualité de la répartition
Afin de mesurer la qualité des générations, un outil mathématique est

proposé : la fonction de Ripley.
Cette fonction introduite par Ripley [25] est un indicateur spatial proche

des fonctions nearest-neighbor distribution [26] et pair correlation [27].
Elle s’exprime comme

K(t) = λ−1E[N(t)] (1)
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où :
— N(t) correspond au nombre d’événements dans un rayon t d’un

événement aléatoirement choisi (illustré sur la Figure 2)
— λ représente la densité d’évéments

t

Figure 2 – Principe de la fonction K(t)

Cette mesure introduit donc un rayon d’influence, t.
Dans un contexte où la dispersion des événements, des inclusions dans

notre cas, est parfaitement isotrope et suis une loi uniforme de distribu-
tion, un résultat connu est attendu [28] :

K(t) = πt2 (2)

Toute déviation par rapport à ce résultat théorique permet d’identifier
un défaut dans la qualité de notre mésostructure.

Pour mesurer numériquement cette quantité, on ne peut que calcu-
ler un estimateur K̂(t) qui s’exprime pour une population d’éléments e
comme :

K̂(t) = λ̂−1
Nelements∑

i

Nelements∑
i 6=j

I(di,j < t)

Nelements

(3)

Avec :
— di,j , représente la distance entre les éléments de la mésostructure

ei et ej (ici des granulats)
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— I(condition), représente un indicateur valant 1 si condition est
vraie, 0 sinon

— t, représente le rayon d’influence
— Nelements, représente le nombre d’éléments dans la mésostructure
Pour faciliter l’analyse de la qualité de la répartition, une fonction a

été introduite par Dixon [28] pour détecter rapidement les déviations par
rapport à la valeur idéale K(t) = πt2 :

L̂(t) = [K̂(t)/π]1/2 (4)

Ainsi tracer L̂(t)− t donne visuellement les déviations par rapport au
cas uniforme isotrope.

Cette méthode est très efficace pour identifier des longueurs de corré-
lation. Pour tester cela, deux dispersions ont été générées pour une sur-
face de 1× 1m :

— la première où les éléments ont été placés deux à deux, avec une
distance de 0.01m,

— la seconde où les éléments ont été placés trois à trois, pour former
un triangle isocèle dont les côtés mesurent 0.01m et 0.015m.

-0.0005

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0.0025

 0.003
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(a) Avec une longueur de corrélation
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(b) Avec deux longueurs de corrélation

Figure 3 – Impact de longueur de corrélation sur L̂(t)− t

La Figure 3 fait apparaître l’effet de l’introduction de ces longueurs
de corrélation dans la dispersion.

Bien que pratique pour évaluer la qualité de la mésostructure de ma-
nière globale, la fonction K̂(t) de Ripley est affectée par les effets de
bord.

Pour palier aux effets de bord, Dixon [28] décrit une méthode de pon-
dération :

K̂(t) = λ̂−1
Nelements∑

i

Nelements∑
i 6=j

w
I(di,j < t)

Nelements

(5)
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où le poids w introduit dans l’expression peut permettre de minimiser
l’influence des bords sur la mesure, par exemple :

w = wedge(xei , t) =
πt2

Sreelle
i (t)

(6)

avec
— xei représente la position spatiale de la particule ei
— Sreelle

i (t) représente la surface du cercle de rayon t centré sur la
particule ei qui est dans la surface d’étude

L’efficacité a été testée sur un échantillon de 10000 points uniformé-
ment dispersés dans une surface carrée. Les résultats obtenus sont repré-
sentés sur la Figure 4.
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Figure 4 – Impact de la pondération sur L̂(t)− t

On observe que l’utilisation du poids wedge a permis de gommer com-
plètement la déviation progressive de l’indicateur L̂(t) − t de sa valeur
attendue. On peut ainsi retrouver avec une relativement bonne précision
la valeur théorique de 0 valable pour une population infinie avec une dis-
persion ne contenant que 10000 points.

3.2. Un indicateur du clustering
Comme indiqué, la fonction K(t) et son estimateur ne fournissent

qu’une mesure globale de la qualité de la dispersion.
Ils ne prennent pas en compte la taille des inclusions, et ne permettent

pas de considérer l’échelle locale.
Pourtant, l’agencement des inclusions a un fort impact sur les zones

de contraintes, les faiblesses du matériau et donc sur sa fissuration.
Dans les travaux qui nous intéressent, les nucléations de fissures et

le trajet de fissuration sont les phénomènes étudiés. Et si observer l’in-
fluence de la mésostructure sur ces variables peut sembler évident, on
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peine pourtant à quantifier cette influence.
Pour cela, un indicateur locale de clustering est introduit et dérive de la

fonction de Ripley : on exploite la partie locale de l’expression de K̂(t) :

Ĉ(xei , t) =

Nelements∑
i 6=j

w(xei , t)I(di,j < t) (7)

Cependant, avec cette définition, cette quantité n’est mesurée que sur
les inclusions ei. Ce qui en fait un résultat peu représentatif, et difficile à
manier.

C’est pourquoi une autre définition de l’indicateur de clustering, plus
générale et définie en tout point de l’espace étudié est proposée :

C(x, t) =

Nelements∑
j

w(x, t)I(dx,j < t) (8)

Un exemple de carte de clustering que l’on peut observer avec cette
indicateur a été généré en utilisant une dispersion de particules unifor-
mément réparties dans un carré sur la Figure 5.

Figure 5 – Carte de clustering pour une répartition aléatoire
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Sur cette figure, on peut observer la variation de l’indicateur dans l’es-
pace, en utilisant un rayon d’influence égal à t = 3× rinclusions. Le plus
la valeur locale est élevée, le plus la couleur le représentant est foncée.

Cependant, il a été observé que la justesse de cet indicateur dépend
fortement de la valeur du rayon d’influence t choisi.

En effet, si le rayon est trop grand par rapport aux dimensions des clus-
ters, l’indicateur indiquera la présence d’un fort cluster fantôme entre les
clusters les plus proches. Au contraire, si le rayon d’influence est choisi
trop petit par rapport aux inclusions, aucun cluster ne sera détecté.

4. Comparaison avec les simulations numériques
Pour mesurer la pertinence de l’indicateur proposé dans cette étude,

les prédictions que l’ont peut tirer de l’indicateur proposé sont compa-
rées aux profils de fissuration obtenus lors de simulation numérique de
traction dynamique sur un matériau modèle.

4.1. Cadre numérique
Pour simuler le comportement des mésostructures, nous nous sommes

appuyés sur la méthodedes Éléments Finis. La rupture est représentée à
l’aide d’éléments cohésifs en exploitant l’approche extrinsèque dévelop-
pée par [29] et [30] qui permet de contourner le problème d’altération des
propriétés mécaniques observées quand les éléments d’interface peuvent
se déformer avant rupture [31]. Les éléments d’interface représentant la
décohésion cohésive sont alors insérés dynamiquement au cours de la si-
mulation dès qu’un certain critère, ici de traction, est respecté. Le code
de calcul Akantu [33] où ces méthodes sont implémentées a été utilisé
pour les simulations.

La loi de traction-séparation utilisée est celle très classique introduite
par Camacho et Ortiz [34] et représentée sur la Figure 6) qui lie la perte
de reprise de charge à la distance effective (scalaire) δ entre les lèvres de
la fissure. La méthode utilisée est plus amplement détaillée dans [1] ou
[15].

Inclusions ρ [kg/m3] E [Pa] ν [-]
Granulats 2.7E + 3 7.5E + 10 0.2
Ciment 2.22E + 3 2.5E + 10 0.2

Table 2 – Paramètres élastiques des différents matériaux
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Figure 6 – Loi cohésive proposée par [34] (source [15])

Pour toutes les simulations présentées, les mêmes paramètres maté-
riaux seront utilisés et sont présentés dans la Table 2. Ils correspondent
au comportement élastique des éléments du maillage de départ.

Matériau σc [Pa] Gc [N/m] β [-]
Granulats 1.0E + 7 60 1
Ciment 4.0E + 6 50 1
Interface 2.4E + 6 30 1

Table 3 – Paramètres contrôlant la décohésion

Les paramètres permettant de piloter les lois de décohésion sont quand
à eux présentés dans la Table 3. Le rôle des paramètres est explicité dans
[1], mais il suffit pour cette étude de préciser qu’ils sont responsables de
l’évolution de la dégradation et du comportement des interfaces qui sont
insérées au cours de la simulation pour représenter la rupture cohésive
du matériau.

4.2. Comparaison avec les simulations numériques
Les prédictions que l’on peut obtenir avec l’outil d’analyse locale dé-

veloppé dans la partie 3 vont donc être comparées aux faciès de fissura-
tion obtenus grâce à la méthode de calculs décrite dans la partie précé-
dente.

Comme indiqué au début du paragraphe, la mésostructure qui est uti-
lisée sera un matériau modèle. Il ne comporte qu’une classe d’inclusions
d’un même diamètre d = 5mm représentant 30% de la fraction surfa-
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cique d’un carré de côté 5cm. Le chargement imposé est une vitesse de
déformation constante aux bords de ε̇ = 1s−1.
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Figure 7 – Carte de l’indicateur C

Le résultat de l’analyse géométrique de la mésostructure qui a été sou-
mise au test de traction dynamique est présenté sur la Figure 7. Pour cal-
culer l’indicateur de clustering C(x, t) , une portée t = d = 5mm a
été utilisée, sans pondération (i.e. w = 1). Il a en effet été observé que
prendre des rayons d’observation de l’ordre du diamètre des particules
produit les cartes les plus prédictives.

Sur la Figure 8, on peut observer le faciès de fissuration obtenu lorsque
le chargement est appliqué dans le sens horizontal. Si on s’intéresse à la
fissuration dans le sens vertical, que l’on attend avec ce type de charge-
ment, on observe une bande de forte valeur de l’indicateur C(x, t) sur la
Figure 7, traversant l’éprouvette en son milieu là où l’éprouvette a fis-
suré. De plus, sur le bord de l’éprouvette, là où les fissures s’amorcent,
l’indicateur présente également de fortes valeurs.

Pour la seconde fissure que l’on peut observer sur la droite de la Figure
8, elle semble également correspondre à une zone de clustering relative-
ment important situé en face d’un bord (ici, le bord supérieur) où une
forte de l’indicateur C(x, t) est détectée.

Sur la Figure 9, c’est le faciès de fissuration obtenu lorsque le charge-
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Figure 8 – Profil de fissuration en traction horizontale (déplacements amplifiés)

ment est appliqué verticalement qui est présenté. Ici, la fissuration dans
le sens horizontal est attendue, et on peut voir trois zones principales
d’intérêt où les valeurs de C(x, t) sur la Figure 7 semblent prédire une
possible fissuration : en haut à gauche, en bas à gauche et au milieu à
droite. Ces zones sont moins clairement apparentes que pour l’autre di-
rection préférentielle de fissuration, mais on retrouve le même schéma
que précédemment : un fort cluster situé en face d’un bord où une forte
valeur de l’indicateur local C(x, t) est détectée.

Sur le profil de fissuration obtenu par simulation numérique, on re-
trouve clairement deux fissures aux endroits identifiées. Ce que l’on ne
peut observer cependant sur cette image, c’est que les interfaces ciment-
granulat sont également fortement dégradées au niveau de la troisième
zone (en haut à gauche), même si la fissure n’a pas pu se développer en
raison de la concurrence avec les autres fissures qui se sont initiées avant
elle.
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Figure 9 – Profil de fissuration en traction verticale (déplacements amplifiés)

5. Conclusion
Un indicateur de qualité d’une répartition, la fonction de Ripley, a été

présenté et utilisé pour créer un nouvel indicateur. Cet indicateur fourni
une mesure locale du clustering et semble donner de bonnes indications
sur la prédiction des initiations et propagations de fissures, sous réserve
d’être bien paramétré.

Cependant, cet outil fourni encore des informations très brutes et dif-
ficilement exploitables dans un cas plus complexe qu’un chargement uni-
axiale.

Cet indicateur a donc un potentiel important qu’il sera intéressant de
coupler avec les états de contraintes du matériau pour aboutir à une pré-
diction plus systématique de la fissuration.

Il faut également rappeler que des pondérations pour le calcul de l’in-
dicateur local, autres que celle décrites dans cette étude existent ou sont
envisageables. Il pourrait être intéressant de jouer sur le poids pour mo-
difier l’influence des différentes particules entre elles en fonction de leur
position ou de leur nature.
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