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RÉSUMÉ :  Dans le processus de conception d’une installation industrielle sensible, la 
sureté de la structure présente un aspect primordial. Le dimensionnement du génie-civil 
ainsi que la qualification des matériels aux sollicitations dynamiques doivent tenir 
compte des accélérations qu’ils subissent. Ces accélérations doivent intégrer les 
mouvements sismiques, mais également les mouvements d’ébranlement consécuti s   
l’impact d’avion de  réquences de coupure plus élevées. 
Les méthodologies actuelles permettant d’évaluer cet ébranlement reposent sur des 
analyses, rarement non linéaires, par éléments finis en transitoires par intégration 
directe ou par projection sur base modale. Dans ces deu  cas  pour parvenir   
représenter de manière pertinente un contenu de moyenne fréquence, il convient de 
mettre en place un raffinement de maillage difficilement compatible avec la taille des 
modèles de ces structures de génie civil. A in d’enrichir les méthodologies industrielles 
employées et de permettre une meilleure représentation du comportement de la 
structure   mo ennes  réquences, une démarche couplant une analyse temporelle et 
non linéaire de la zone de choc avec une approche fréquentielle de traitement de 
l’ébranlement par l’utilisation de la TVRC (Théorie Variationnelle des Rayons 
Complexes) est proposée. L’objecti  est ainsi d’utiliser l’e  icacité numérique de la 
stratégie employée, notamment en moyennes fréquences, pour qualifier de grandes 
structures en béton armé soumises à un impact d’avion.  
 

 



 

 

1. INTRODUCTION 
 
La détermination des vibrations induites par un impact sur une structure en béton armé 
nécessite des calculs dynamiques. Si l’on utilise pour cela une approche par éléments 
 inis associée   un schéma d’intégration temporelle explicite (pour traiter correctement 
l’impact)  les temps de calculs associés deviennent vite importants. Si   cela on ajoute 
la nécessité d’envisager plusieurs scénarios et le  aite que plus les  réquences sont 
élevées plus le maillage utilisé doit être fin, on arrive à des temps de calculs prohibitifs. 
Si on considère que la structure a été correctement dimensionnée pour résister 
localement   l’impact  les aspects non-linéaires restent confinés près de cette zone 
d’impact et les vibrations induites se propagent dans une structure majoritairement 
élastique. Ces vibrations se transmettent   l’intégralité de la structure et peuvent 
produire des accélérations et/ou déplacements importants au niveau des équipements, 
ce qui peut conduire à un disfonctionnement grave de ces installations industrielles. 
L’objet de l’étude proposée ici est donc d’o  rir une alternative   l’approche classique par 
éléments finis, la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (Ladevèze et al. 2001, 
Dorival et al. 2008) pour calculer les vibrations induites par un impact sur une structure 
en béton armé. 

2. DESCRIPTION DE LA STRATÉGIE ADOPTÉE 
 
L’h pothèse principale de la stratégie développée est que la structure étudiée a été 
correctement dimensionnée pour résister localement dans la zone d’impact. Ainsi cette 
zone d’impact est le lieu de toutes les non-linéarités (le reste de la structure reste 
élastique) et cette partie est calculée par ailleurs (par exemple par un calcul explicite 
aux éléments finis). La Figure 1 illustre l’approche proposée. 
Le chargement  par e emple un impact d’avion  est représenté par une évolution de la 
 orce en  onction du temps représentative du phénomène   prendre en compte. A l’aide 
de ce chargement, un premier calcul non-linéaire aux éléments finis est effectué afin de 
déterminer la taille de la zone non-linéaire et également de pouvoir en extraire un 
chargement atténué au bord de celle-ci. Ce nouveau chargement est alors appliqué au 
bord du reste de la structure, dont le comportement restera linéaire, pour les simulations 
  l’aide de la TVRC. Ces simulations seront réalisées dans le domaine fréquentiel et 
nécessite donc de modifier le chargement temporel en un chargement fréquentiel par 
une FFT (Fast Fourier Transform). Une fois les résultats obtenus en fréquentiel, il faut 
les repasser dans le domaine temporel par une FFT-1. La TVRC a été spécialement 
développée pour être très e  icace d’un point de vue numérique dans le domaine des 
moyennes fréquences qui nous intéressent ici. Cette méthode s’appuie sur des 
fonctions de forme à deux échelles qui satisfont exactement les équations de la 
dynamique et les relations de comportement de chaque sous-structure étudiée. La 
solution est alors recherchée comme une combinaison linéaires d’ondes propagatives et 
évanescentes. 
 



 

 

 
Figure 1 : Stratégie globale pour les simulations numérique 

3.  X      D’             

3.1 Description de la structure 
 
Afin de tester la pertinence de l’approche nous allons étudier le cas proposé à la 
Figure 2. La structure est soumise à un impact normal appliqué sur la surface S1 du 
dôme (voir Figure 2). Cette  orce d’impact est calculée   l’aide d’une approche classique 
de Riera (Riera 1980) plutôt que modéliser l’impacteur dans son ensemble. 

3.1 Détermination de la zone non-linéaire 
 
Dans cette partie nous avons utilisé Ls-Dyna (Hallquist 2003) pour les simulations par 
éléments finis avec une intégration temporelle explicite. Étant donné la géométrie du 
problème traité, nous avons réalisé cette simulation en ne modélisant que le dôme avec 
des conditions aux limites de type encastrement. Cette hypothèse peut se justifier par le 
caractère e trêmement rigide du dôme vis   vis du chargement. A in d’être cohérent 
avec la TVRC, et pour des raisons de rapidité de calcul, le dôme a été modélisé avec 
des éléments de type coque et une loi de comportement non-linéaire pour le béton de 
type Eurocode 2 (Mat_Concrete_EC2) implantée dans Ls-Dyna. La courbe classique de 
chargement de type Riera utilisée est représentée en Figure 3. Cette force est appliquée 
pendant 1s sur une surface de 12m2 qui correspond à la surface du fuselage de l’avion.  



 

 

 

 
Figure 2 : Géométrie de l’e emple de structure étudiée 

 

 
Figure 3 : Force d’impact F(t) calculée pour un Boeing 707-303 à 120   /h. 

L'épaisseur d’enrobage pour les armatures est constante et égale à 10 cm pour les 
faces supérieure et inférieur de la dalle béton. Le modèle Mat_Concrete_EC2 est 
associé à un modèle de coque multicouches ce qui permet de définir dans l'épaisseur 
de la dalle le béton et les armatures. Le modèle utilisé permet de représenter la 
fissuration du béton en traction et en compression, la plastification des armatures 
incluant l’écrouissage et la rupture possible de celles-ci. Les données et équations 
régissant le comportement (y compris les propriétés thermiques des matériaux) ont été 
extraites de l’Eurocode 2 (EC2 2005). Le maillage de la coupole est construit pour être 

en mesure de représenter un nombre d'onde correspondant à une fréquence de 100   . 
Conformément aux règles couramment utilisées en ingénierie, 10 éléments par longueur 
d'onde ont été choisis ce qui donne des tailles de mailles égales à 40 cm. 
Ce calcul non linéaire permet au final d'obtenir un rayon de la zone endommagée de 
10 m et un déplacement au bord de cette zone représentée sur la Figure 4. L’étape 
suivante est alors d’appliquer ce chargement sur le reste de la structure. 
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Figure 4 : Déplacement en fonction du temps au bord de la zone non-linéaire (a) et 

contenu fréquentiel associé (b). 

4. ANALYSE FRÉQUENTIELLE  

4.1 Description de la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (TVRC) 
 
Ce travail, qui utilise une stratégie originale de calcul en dynamique, fournit une réponse 
vibratoire de la structure à l'équilibre. Le problème est résolu dans le domaine 
fréquentiel. Pour cela, on a besoin de résoudre un problème de vibration forcée pour 
une gamme de fréquences qui comprend les basses et moyennes fréquences (Ohayon 
et Soize 1997). La réponse de la structure aux basses et moyennes fréquences est 
alors calculée en utilisant la Théorie Variationnelle des Rayons Complexes (Ladevèze et 
al. 2001). 

4.1.1 Problème de référence pour un assemblage de n sous-structures 
 
Nous considérons le cas de coques minces homogènes de Kirchhoff-Love qui vibrent à 
une pulsation ω. L'épaisseur de la coque, de densité ρi, est hi. Le déplacement Ui et la 
rotation θi de la surface moyenne peuvent alors s’écrire : 

                            
 
    

                              
 (1.1)  

Où    est le déplacement de la surface moyenne,    est le déplacement hors plan et    

le tenseur de courbure. La surface moyenne de la coque est définie par deux 

paramètres    et    indépendants. La position d’un point sur la sur ace mo enne est 

définie par le vecteur position          . 

Soient   coques   , de frontière commune  . Les actions de l’environnement sur    sont 
modélisées par les déplacements imposés sur      et     , des rotations imposées sur 

    
  , des efforts linéiques imposés sur      et     , et des moments linéiques 

imposés sur     . La Figure 5 montre les actions de l’environnement entre le domaine 
   et   . Le problème de référence à résoudre est défini en détail dans (Rouzaud 2015). 
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3 Determination of the non-linear area 

In this work we employ LS-Dyna [LSDYNA] for calculation, with Lagrangian finite elements and explicit 

time integration. Given the initial geometry, we decided to focus our study on the dome of the structure 

and, the boundary conditions are defined as constrained in displacements. As a matter of consistency and a 

low calculation time, the dome was modeled by shell elements, for a low computation cost model, coupled 

with the constitutive law of concrete Mat_Concrete_EC2 implemented in LS-Dyna. 

A loading history corresponding to the modified Riera’s signal see in Figure 6b is taken into account, this 

force is applied over a period of 1 𝑠. The load is applied on a surface of 12  2 . This area corresponds to 

the fuselage of the aircraft. The coating of the reinforcement will remain constant and equal to 10 𝑐  to 

the under and upper side. The material model Mat_Concrete_EC2 ([HAL06]) is associated with multi-

sheets model to define different layers in the thickness of the slab. This model is used for structural 

elements (shells and beams). So this material model can represent plain concrete only, reinforcing steel 

only, or a smeared combination of concrete and reinforcement. The model includes concrete cracking in 

tension and crushing in compression, and reinforcement yield, and hardening and failure. Material data 

and equations governing the behavior (including thermal properties) are taken from [EUR05]. The mesh 

of the dome is constructed to be able to represent a wave number corresponding to a frequency of 100   , 

in accordance with the engineering rule of 10 elements per wavelength. So the mesh size is equal to 

40 𝑐 . 

Finally, this non-linear calculation allows us to obtain a radius of the damaged area of 10   and a 

displacement across this area shown in Figure 8. 

  
Figure 8. Temporal displacement across the non-linear area (a) and associated frequency content (b). 

So in the next step we can applied this displacement to the linear rest of the structure.  

4 Frequency analysis 
 Description of the variational Theory of complex rays (VTCR)  

This work, which uses new computational strategies in dynamics, provides an answer for the steady state 

of the solution. The problem is solved in the frequency domain. One needs to solve a forced vibration 

problem over a frequency range which includes the low- and medium-frequency ranges ([OHA98]). The 

low-frequency and medium-frequency ranges are handled using the Variational Theory of Complex Rays 

(VTCR) [LAD01]. 

4.1.1 The reference problem for an assembly of 𝒏 substructures 

We consider the case of homogeneous Kirchhoff-Love’s thin shells which vibrate at a pulsation 𝜔. The 

thickness is ℎ𝑖  and the density 𝜌𝑖 . The displacement  𝑖  of the average surface becomes: 

 
 𝑖( ,  ,  ) =    𝑖( ,  ) +  𝑖 ( , ) 3

𝑖
+   𝑖

 𝑖( ,  ) = −     𝑖( ,  ) −  𝑖 𝑖( , )
 (6) 



 

 

 
 

Figure 5 : Problème de référence 

4.1.2 Formulation variationnelle associée à la TVRC 
 
Le 1er ingrédient de la TVRC est une formulation faible globale des conditions aux 
limites en termes de déplacements et de forces. Cette formulation peut se mettre sous 
la forme : trouver                  𝑆    tels que  
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   (1.2)  

Avec la forme générale suivante : 
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(1.3)  
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   (1.4)  

 

   désigne l’opérateur partie réelle et * désigne l’opérateur conjugué. Les espaces      
  

sont les espaces d’admissibilité associés au  conditions homogènes sur la structure 𝑖 : 
            𝑖       . Dans notre cas,      

            𝑖       . 

On retrouve ainsi que : 

- Permet de vérifier en moyenne les déplacements imposés sur    

  

   

   

   

 

      
 

   

 

            
  

            

  

            
  

            
  

             
   

  

            

  



 

 

- Permet de vérifier en moyenne les efforts imposés sur    

- Permet de vérifier en moyenne les conditions de transmission sur la frontière     

Elle est basée sur des approximations a priori indépendantes au sein des sous-
structures. La relation de comportement (équation 1.3) et l'équation d'équilibre 
dynamique sont exactement satisfaites pour chaque sous-structure Ωi pour former le 

sous-espace correspondant 𝑆ad,i. 
Il est facile de prouver que la forme variationnelle est équivalente au problème de 
référence, à condition que : 

- le problème de référence ait une solution, 
- que l’opérateur de  Hooke soit défini positif, 
- les coefficients d'amortissement sont tels que ηi> 0, 

Les mouvements de corps rigides sont bloqués   condition que ω> 0. 

4.1.3 Fonction de formes à deux échelles 
 

La TVRC utilise une approximation à deux échelles de (U i

h
,s

i

h
), qui présente un fort 

contenu mécanique. La solution est supposée être correctement décrite localement 
comme la superposition d'un nombre infini de modes de vibration locaux qui peuvent 
être écrits de la manière suivante: 

                     
     

                     
     

 (1.5)  

Où    représente le vecteur position.    est le vecteur d’onde comple e associé au  

rayons de vibration dans le plan de la coque. Pour que ces modes locaux (  ,   ) soient 

admissibles, ils doivent être dans 𝑆  ,𝑖 et satisfaire l'équation d'équilibre dynamique et 

de comportement. 

4.1.4 Problème discrétisé 
 
Le déplacement des différents points des sous-structures est généré par une base de 

ra ons comple es admissibles. L’inconnue est alors l’amplitude généralisée         de 

la base (un polynôme d’ordre n en   et une quantité de grande longueur d'onde). En 

tenant compte de toutes les directions de propagation φi et θi dans le cercle C conduit à 
une intégrale sur C. Cette intégrale à la forme suivante : 
 

          
      

      

                   
      

       

             

       
      

       

                           

Afin d'obtenir un problème de dimension finie, cette intégrale doit être discrétisée et l'on 

considère que l'amplitude            est constante dans chaque secteur angulaire (voir 

Figure 6). L'avantage de ce choix est que toutes les directions de propagation sont représentées 
dans l'espace discrétisé, mais avec une approximation de l'amplitude. 



 

 

 
Figure 6 : Amplitudes continues (a) et discrétisée (b) 

 
Cette discrétisation est liée à plusieurs paramètres et est donc difficile à définir 
analytiquement. On peut utiliser une approche itérative fondée sur un critère heuristique 
pour réduire les erreurs et vérifier que les conditions aux limites soient bien respectées. 
En général cela conduit à choisir entre 20 et 100 directions de propagation (ondes) par 
sous-structure. 
 

 
 

Figure 7 : Géométrie de la partie linéaire de la structure 

4.2 Résultat TVRC 
 
Pour étudier l’ébranlement de la structure suite   l’impact, nous utilisons la résolution 
fréquentielle de la TVRC. Pour cela utiliserons comme chargement le déplacement au 
bord de la zone non-linéaire définie à la Figure 4. Pour étudier la réponse de la TVRC 
nous avons étudié différents points sur la structure. Nous présentons uniquement ici la 
reconstruction du déplacement temporel du point P4 (voir Figure 7). 
Trois cents rayons par sous-structure sont suffisants pour représenter correctement la 
réponse en fréquence. Le tableau 1 illustre les solutions obtenues pour quatre 
fréquences particulières. 
 

 



 

 

 
Tableau 1 : Solutions TVRC du problème étudié 

 
Après le calcul TVRC nous pouvons récupérer l'amplitude et la phase de chaque point 
de la structure pour chaque fréquence et donc reconstruire la réponse temporelle par 
FFT-1. Pour le point P4, on obtient les résultats de la Figure 8. 
 

 
Figure 8 : Amplitude des déplacements en P4 (a) et transformée de Fourier inverse 

associée (b) 
Cette étude conduit à un cout très faible en terme de degrés de liberté utilisés par la 
TVRC pour résoudre un tel problème. La Figure 9 illustre le gain en temps CPU entre la 
résolution par TVRC et par éléments finis pour le même problème. 

4. CONCLUSION  
 
La méthodologie présentée dans ce papier présente trois intérêts principaux pour le 
calcul des vibrations induites : l’utilisation d’un gros modèle EF n’est pas nécessaire, le 
contenu fréquentiel est bien appréhendé sans nécessité une discrétisation très fine, le 
cout de calcul reste très raisonnable pour les grandes structures. De plus certaines 
fréquences qui pourraient apparaitre primordiales peuvent être isolées facilement dans 
l’étude pour en étudier l’in luence. Des exemples des structures réelles de Génie Civil 
ont pu être traités dans leur intégralité par la méthode proposée avec un important gain 
en temps de calcul par rapport au  méthodes utilisées jusqu’  présent. 
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Table 1. VTCR solution of numerical example. 

 
Max/per substructures: 40 interior modes, 4*40 edge modes, 50 pressure modes and 50 shear modes 
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Following the VTCR calculation we can recover the amplitude and the phase of each point of the structure 

in each frequency and thus reconstruct the time response by IFFT. Then we obtain for the point selected 

P4 , the following results (see Figure 14). 

  

Figure 14. Displacement amplitude in  4  and the associated inverse Fourier transform, out-of-plane 

displacement   4
. 

This study provides us with a very low cost in terms of degrees of freedom used by the VTCR for solving 

such a problem. Figure 15 shows the difference in CPU time between resolution with VTCR and with 

CAST3M ([CAST3M]) for this problem. In this figure, the red curve shows different points representing 

the time required for calculating the solution by increments of 10  . The blue curve provides the 

computation time for different mesh densities. This density must be thin enough to properly represent the 

solution. 
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P4 , the following results (see Figure 14). 
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This study provides us with a very low cost in terms of degrees of freedom used by the VTCR for solving 

such a problem. Figure 15 shows the difference in CPU time between resolution with VTCR and with 

CAST3M ([CAST3M]) for this problem. In this figure, the red curve shows different points representing 

the time required for calculating the solution by increments of 10  . The blue curve provides the 

computation time for different mesh densities. This density must be thin enough to properly represent the 

solution. 



 

 

 
Figure 9 : Comparaison en temps CPU entre la TVRC et CAST3M 
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