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Résumé

Les composites à matrice céramique sont de bons candidats pour la fabrication de pièces pour moteurs aéronautiques ou
dans le domaine du nucléaire. Concernant la famille des composites SiC/SiC, un réseau de fissures inter-torons peut se
développer orthogonalement à la direction de chargement. Ce type de mécanisme a conduit au développement des modèles
d’endommagement anisotrope dans la littérature avec l’introduction de variables tensorielles. Une des difficultés réside
dans la prise en compte de la refermeture des fissures à travers l’utilisation de potentiels ayant de bonnes propriétés. Le
présent papier porte sur l’amélioration du modèle de [1] pour la prise en compte des données expérimentales récemment
obtenues par [2] sur des tubes SiC/SiC sous chargements de torsion alternée. Le modèle précédemment introduit est basé
sur une histoire représentée par un scalaire ne permettant pas de décrire l’histoire anisotrope du chargement. Une variable
scalaire représentant un endommagement actif comme la projection du tenseur d’endommagement sur la direction de
chargement normalisée est donc introduite. Une autre évolution du modèle concernant la prise en compte du frottement
dans les fissures en compression cisaillement est aussi abordée.

Abstract

Ceramic matrix composites are good candidates for the manufacturing of aeronautical parts as well as nuclear ones.
Regarding the SiC/SiC family of composites, an inter-yarn crack network and develop orthogonally to the loading
direction. This kind of mechanism has lead to the development of the so-called anisotropic damage models in the
litterature introducing tensorial variables. A difficulty resides in accounting for the crack closure effect and the definition
of potentials with good properties. The present paper proposes an enhancement of the model from [1] to take into account
new experimental obtained by [2] for SiC/SiC tubes under alternate torsion. The model already introduced is based on a
history defined by a single scalar variable disabling the description of anisotropic histories. A new scalar variable modeling
the active damage is introduced as the projection of the damage tensor over the normalized loading direction. Another
evolution of the model aims at describing the friction occurring in crack lips while loaded in compression and shear.

Mots Clés : CMC, endommagement anisotrope, chargement non-proportionnel
Keywords : CMC, anisotropic damage, non-proportional loading
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1. Liste des symboles

C0 Tenseur de souplesse intial
∆C,∆Z,∆Cm,∆Zm Tenseurs de souplesse endommagée
C = C0 + ∆C

H = C
1
2 and H0 = C

1
2
0

ρΨel Potentiel, ρ est la masse volumique
< . >+, < . >− Parties positives et négatives classiques
σ,σ+,σ− Contrainte, contrainte positive relativement à H

contrainte négative relativement à H0
ε Déformation
Y′,Y′,Y′′ Forces thermodynamiques
⊗ Produit tensoriel
: Produit contracté entre tenseurs d’ordre 2
:: Produit contracté entre tenseurs d’ordre 4
(.)sym Partie symétrique
I Identité (ordre 4)
ȧ Dérivée totale en temps de a
ai Quantité a évaluée au pas de temps ti

2. Introduction

Les composites à matrice céramique (CMCs) sont de bon candidats pour la fabrication de structures
aéronautiques chaudes (moteurs) ou dans des applications nucléaires nécessitant de bonne propriétés
mécaniques à haute température ou sous irradiation. Dans le cas de matériaux SiC/SiC, en fonction de
leur procédé de fabrication, des fissures orthogonales à la direction de chargement peuvent apparaitre
parmi d’autres réseaux de fissures [3]. La modélisation de ces réseaux de fissures à donné lieu aux
modèles d’endommagement anisotropes [4, 5]. L’utilisation de variables d’endommagement pour
décrire l’effet de fissures est généralement introduit par le concept de contrainte effective dans un
premier temps pour des variables scalaires [6, 7]. Le problème devient plus ardu pour des variables
tensorielles comme dans [8], il s’agit alors de préserver les bonnes symétries et des équivalences en
déformation ou en énergie [9]. Le présent modèle [1] n’introduit pas dans un premier temps cette
contrainte effective. Dans ce cadre, la prise en compte de la fermeture des fissures et donc de la
restauration de la rigidité en compression est un problème majeur. Important pour les CMCs [10],
ce problème est connu plus généralement dans le cadre des matériaux fragiles ([11] par exemple).
La difficulté réside en l’obtention de relations contrainte/déformation continue, en d’autres mots, de
potentiels convexes pour des chargements multi-axiaux non-proportionnels [12, 13, 14]. Ce problème
est bien géré pour les variables d’endommagement scalaires discrétisant un espace de directions
possibles de fissuration comme dans [15, 16]. Cela est nettement plus difficile dans le cas des modèles
tensoriels comme [17, 10]. Ici, nous focaliserons sur le modèle de [1].
Les travaux expérimentaux récents développés au CEA [2, 18], et richement instrumentés, confirment
les observationsmacroscopiques de l’ONERA [19] sur des essais de traction-torsion sur tubes SiC/SiC.
Concernant les travaux de Bernachy-Barbé, le réseau de fissures principal est orienté par la direction
du chargement. Cela conduit, en torsion alternée, à la formation de deux réseaux orthogonaux. Bien
que reposant sur une cinématique d’endommagement très riche, le modèle initial de [1] n’est pas apte
à représenter cela faute d’une histoire suffisamment riche. Dans ce papier, la méthode développée par
[20] sera étendue au modèle de Ladevèze. Il semble que ce concept ait été développé précédemment
par Chaboche en comparant les évolutions dans les articles [21, 22] mais pas explicité par les auteurs.
L’identification de tels modèles n’est pas simple. Cela a été fait par le passé dans [23] sur la base d’es-
sais macrosopiques et de considérations physiques. Les essais très riches de [2] sont une contribution
importante dans ce sens.
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Dans cet article, la version initiale du modèle développé par [1] et utilisé dans [24, 25] sera présentée.
Dans un deuxième temps, ses limites seront présentées ainsi que l’origine de ces limites. Enfin
deux évolutions du modèle seront proposées. La première permet de prendre en compte une histoire
anisotrope [26] alors que la deuxième a pour but de prendre en compte les mécanismes de frottement
lors de la remise en compression de fissures en cisaillement.

3. Modèle d’endommagement initial

Afin d’introduire une cinématique d’endommagement assez libre, différents auteurs ont choisi une
description de cet endommagement par des tenseurs d’ordre 4 [27, 5]. Dans le cas du modèle de [1],
l’idée est de laisser la cinématique complètement libre a priori puis de spécifier celle-ci grâce aux lois
d’évolution. La seconde idée est de séparer les contributions correspondant aux différents réseaux de
fissures comme dans [24, 28].
3.1. Potentiel et variables d’état

Le potentiel élastique ρΨel est écrit en contrainte comme la somme de trois contributions : la première
est active en tension uniquement, la deuxième en compression uniquement et la troisième est active
tout le temps. Cela donne :

ρΨel =
1
2
σ+ : C : σ+ +

1
2
σ− : C0 : σ− +

1
2
σ : ∆Z : σ (Eq. 1)

∆C = C−C0 et ∆Z sont les variables d’endommagement du modèle, par définition elles sont positives
et ont les symétries d’un tenseur de souplesse. Leurs racines sont notées H et H0. σ+ et σ− sont
les parties positives de la contrainte σ définies pour prendre en compte le contact unilatéral dans les
fissures. Pour obtenir un potentiel convexe [29], deux décompositions sont utilisées :

σ+ = H
−1 :< H : σ >+ (Eq. 2)

σ− = H
−1
0 :< H0 : σ >− (Eq. 3)

La relation contrainte déformation est donnée par (cf. annexe de [30] pour les éléments de calcul) :

ε =
∂ρΨel

∂σ
= C : σ+ + C0 : σ− + ∆Z : σ (Eq. 4)

Pour plus de simplicité et dans le cadre des caractérisation de [2], l’endommagement est ici réduit à
une seule contribution (notée m). Les variables d’endommagment associées sont notées : ∆Cm et ∆Zm
alors que dans [24] d’autres contributions sont ajoutées. D’où :

∆C = ∆Cm (Eq. 5)
∆Z = ∆Zm (Eq. 6)

3.2. Forces thermodynamiques

Les forces thermodynamiques associées sont aussi des tenseurs d’ordre 4 :

Y =
∂ρΨel

∂∆Z
=

1
2
σ ⊗ σ (Eq. 7)

Y′ =
∂ρΨel

∂∆C
=

1
2
σ+ ⊗ σ+ (Eq. 8)

Une autre force est introduite pour gérer le cisaillement, en 2D :

Y′′ =
1
2

(R π
2
.σ+)sym ⊗ (R π

2
.σ+)sym (Eq. 9)

où R π
2
est une rotation d’angle π

2 dans le plan.
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3.3. Lois d’évolution

Pour construire les lois d’évolution, une force équivalente est introduite :

zm(Y′) =
(
(1 − a)Tr[Y′n+1] + aTr[Y′]n+1

) 1
n+1 (Eq. 10)

(Eq. 11)

apermet de passer d’un endommagement isotrope à un endommagement directionnel. n (impaire)
permet de mettre l’accent sur la directionnalité du dommage. zm est positif.
Le maximum de cette force sur le temps est défini par :

z̄m(t) = sup
τ≤t

zm(A(τ)) (Eq. 12)

Les lois d’évolution sont :

∆Ċm = α̇m
(1 − a)Y′n + aTr[Y′]nI

z̄n
m

(Eq. 13)

∆Żm = α̇m
bY′′n

z̄n
m

(Eq. 14)

z̄m(t) = sup
τ≤t

zm(Y′(τ)) (Eq. 15)

αm( z̄m) est une fonction scalaire croissante.
4. Limitation en torsion alternée

4.1. Comparaison expérimentale

Lamodèle précédent a été testé sur un chargement non-proportionnel i.e. un essai de torsion alterné sur
tube [±45]. Sur la Figure 1, la contrainte de cisaillement est tracée en fonction des déformation axiale,
circonférentielle et de cisaillement. Sur cette figure, la relation entre déformation axiale et contrainte
de cisaillement repose uniquement sur l’évolution de la souplesse dans les directions du renfort c.a.d
sur l’évolution de ∆C projeté sur les directions +45o et −45o. Notons que l’endommagement n’évolue
pas tant que la contrainte de cisaillement n’atteint pas la valeur absolue de 100 MPa et que la figure
est symétrique. Deux réseaux de fissures sont créés.

La Figure 2 montre le résultat du modèle présenté. Cette figure n’est pas symétrique par rapport à
l’axe des abscisses.
4.2. Analyse de l’histoire du modèle

En fait, z̄m(t) étant un scalaire, l’histoire de l’endommagement se résume à une valeur et est donc
isotropiemême si la cinématique est très riche.Une autre façon est de remarquer que la loi d’écoulement
peut s’écrire de manière équivalente à Eq. 13 sous la forme :

∆Ċm = γ̇
∂zm

∂Y′
(Eq. 16)

γ̇ est une multiplicateur d’endommagement ; des conditions Kuhn-Tucker sont associées (γ̇ ≥ 0, f ≤
0, γ̇ f = 0). Le critère d’endommagement s’écrit :

f (dact ) = dact − βm(zm) (Eq. 17)

Si dact = Tr[∆Cm] (histoire isotrope), le multiplicateur d’endommagement s’écrit :

γ̇ =
βm(zm)

Tr[ ∂zm
∂Y′ ]

= α̇m (Eq. 18)

Cette expression ne dépend que de Y′. Ce modèle est donc équivalent au précédent.
4
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Fig. 1. Evolution de la contrainte de cisaillement en fonction des déformation sur un tube en torsion alternée [18].

Fig. 2. Evolution simulée de la contrainte de cisaillement en fonction de la déformation axiale en torsion alternée.
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5. Modèle amélioré

Comme illustré ci-dessus, les équations d’évolution doivent être modifiées pour prendre en compte
l’histoire anisotrope. [20] a proposé un cadre pour cela sur des tenseur d’endommagement d’ordre 2.
Cette approche est suivie ici. Pour cela, on introduit la projection de l’endommagement sur la direction
de chargement (normalisée) :

dact = ∆Cm ::
Y′

zm(Y′)
(Eq. 19)

Par la suite, on écrit les lois d’évolution au pas de temps ti+1 et on projette les endommagements.

dact,i+1 = ∆Cm,i+1 ::
Y′i+1
zm,i+1

(Eq. 20)

d∗act,i+1 = ∆Cm,i ::
Y′i+1
zm,i+1

(Eq. 21)

La loi d’écoulement s’écrit : (
∆Cm,i+1 − ∆Cm,i

)
= δγi+1

(
∂zm

∂Y′

)
i+1

(Eq. 22)

La combinaison des trois dernières équations mène à :

dact,i+1 − d∗act,i+1 =
(
∆Cm,i+1 − ∆Cm,i

)
::
Y′i+1
zm,i+1

(Eq. 23)

= δγi+1

(
∂zm

∂Y′

)
i+1

::
Y′i+1
zm,i+1

(Eq. 24)

= δγi+1 (Eq. 25)

Donc, si l’endommagement augmente c.a.d dact,i+1 − d∗act,i+1 > 0, alors δγi+1 ≥ 0 et dact,i+1 =
βm(zm,i+1) et :

∆Ċm,i+1 =
(
βm(zm,i+1) − d∗act,i+1

) (
∂zm

∂Y′

)
i+1

(Eq. 26)

Pour une chargement de torsion alternée sur tube [±45], la contrainte de cisaillement en fonction de
la déformation axiale est tracée sur la Figure 3. Cette figure est désormais symétrique.

6. Prise en compte du frottement en compression cisaillement

[19] ont montré que lors de chargements de traction-compression-torsion, le frottement dans les
fissures pouvait conduire à une reprise de rigidité en cisaillement. Le modèle précédent ne prenant
en compte que le contact unilatérial, celui-ci n’est pas à même de décrire ce mécanisme associé à
du frottement dans les lèvres de la fissure. Différents auteurs ont proposé des modélisations de ce
mécanisme comme [11, 31]. Ici, on partira de l’approche de [32] pour construire le modèle.
6.1. Construction pour un pré-endommagement uniaxial

Supposons un état de chargement préliminaire décrit par V nn = n ⊗ n tel que :

σ+ = σnnV nn (Eq. 27)

Celui-ci est associé à un endommagement préliminaire :

∆Cm = α1V nn ⊗ V nn (Eq. 28)
6
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Fig. 3. Evolution simulée de la contrainte de cisaillement en fonction de la déformation axiale en torsion alternée
pour le modèle amélioré.

Introduisons le vecteur orthogonal à n, noté t. On a aussiW nt =
(
t ⊗ n

)
sym

qui mène à :

∆Zm = α1W nt ⊗W nt (Eq. 29)

Supposons désormais que cette étape préliminaire est suive d’un chargement σ+ (different). Les
contraintes normale et tangentielle aux fissures s’écrivent :

σnn = σ : V nn (Eq. 30)
σnt = σ : W nt (Eq. 31)

Ou encore :

σ2
nn =

σ : ∆Cm : σ
α1

(Eq. 32)

σ2
nt =

σ : ∆Zm : σ
α1

(Eq. 33)

A partir de ces données, il est possible de mettre en place un modèle de frottement de Coulomb au
niveau des fissures sous forme d’un modèle de plasticité à écrouissage cinématique. Une variable
d’écrouissage est introduite comme un tenseur d’ordre 2 (appelé R), notons :

rnt = R : W nt (Eq. 34)

Dans une fissure sous chargement de compression, les contraintes normale et tangentielle doivent
satisfaire le modèle de frottement de Coulomb :

(σnt − rnt )2 − cσ2
nn ≤ 0 si σnn ≤ 0 (Eq. 35)

c est le coefficient de frottement. σnt − rnt represente la contrainte de cisaillement sur les lèvres de la
fissure. On peut ré-écrire sous la forme plus macroscopique :

(σ − R) : ∆Zm : (σ − R) − cσ : ∆Cm : σ ≤ 0 si σnn ≤ 0 (Eq. 36)
7
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En tension, la fissure est ouverte et donc :

σnt − rnt = 0 = (σ − R) : ∆Zm : (σ − R) (Eq. 37)

Combinons ces deux équations au sein d’une seule en introduisant ∆Hm = ∆C
1
2
m :

(σ − R) : ∆Zm : (σ − R) − c < ∆Hm : σ >−:< ∆Hm : σ >−≤ 0 (Eq. 38)

6.2. Ecriture générale du modèle

La déformation totale est décomposée comme suit :

ε̇ = ε̇el + ε̇plast + ε̇ st (Eq. 39)

Potentiel et lois d’état

La partie active en cisaillement est modifiée comme suit :

ρΨ =
1
2
σ+ : C : σ+ +

1
2
σ− : C0 : σ− +

1
2
R : Z : R (Eq. 40)

Si Z = ∆Zm, les lois d’état s’écrivent :

εel =
∂ρΨ

∂σ
= C : σ+ + C0 : σ− (Eq. 41)

α =
∂ρΨ

∂R
= ∆Zm : R (Eq. 42)

Y =
1
2
σ+ ⊗ σ+ (Eq. 43)

Y′ =
1
2
R ⊗ R (Eq. 44)

Y′′ =
1
2

(r π
2 .σ+

)sym ⊗ (r π
2 .σ+

)sym (Eq. 45)

Lois d’évolution

Dans cette première version, les lois d’évolution ne sont pas modifiées. A l’avenir, il sera nécessaire
de conduire des expériences pour valider cela.

Critère de Coulomb et loi d’écoulement

Le critère de Coulomb s’écrit :

f = (σ − R) : ∆Zm : (σ − R) − c < ∆Hm : σ >−:< ∆Hm : σ >− (Eq. 46)

Si il n’y a pas de contrainte de compression alors l’écrouissage est égal à la contrainte appliquée dans
le direction endommagée. La loi d’écoulement dérive de :

g = (σ − R) : ∆Zm : (σ − R) (Eq. 47)

Ceci donne :

ε̇ st = γ̇st ∂g

∂σ
= γ̇st

∆Zm : (σ − R) (Eq. 48)

α̇ = −γ̇st ∂g

∂R
= γ̇st

∆Zm : (σ − R) = ε̇ st (Eq. 49)
8
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7. Conclusion

Dans cet article, une modèle d’endommagement anisotrope a été amélioré afin de prendre en compte
des chargements non-proportionnels. Pour cela, une histoire anisotrope a été introduite en projetant le
tenseur d’endommagement sur la direction de chargement. Les résultas de ce modèle ont été comparés
à des essais de torsion alternée sur tube SiC/SiC. S’agissant de la prise en compte du frottement dans
les fissures en compression cisaillement, un modèle à été proposé. Celui-ci n’a pas été validé, faute de
données expérimentales utilisables pour le moment.
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