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Résumé

Que ce soit pour des raisons environnementales ou économiques, la réduction de la masse devient l’un des critères
importants de la conception de certaines piècesmécaniques. L’intégration desmatériaux composites semble être une bonne
solution pour atteindre cet objectif. Les composites thermoplastiques à fibres courtes sont une possibilité intéressante car
ils présentent un bon compromis entre facilité de mise en oeuvre / caractéristiques mécaniques. L’objectif de cette étude
est de modéliser le comportement viscoélastique en petites déformations de composites thermoplastiques renforcés par des
fibres courtes de verre. Pour cela, une méthode en champs complets basée sur une résolution des équations dans l’espace
de Fourrier est utilisée. Des volumes élémentaires représentatifs ont été soumis à des chargements de type DMA, ceci
permettant de reconstituer numériquement une courbe maitresse du composite. Ces résultats ont ensuite été utilisés pour
identifier un modèle de comportement macroscopique isotrope transverse du composite.

Abstract
Either for environemental of economic reasons, mass reduction has grew to become one of the primary aspect of
the conception of mechanical parts. Using composite materials seems to be a good solution to achieve this. Short fiber
reinforced thermoplastics present a good compromise between easy process and goodmechanical properties. The objective
of this work is to model the viscoelastic behavior, under the small strain hypothesis, of a PEEK matrix, reinforced by
short glass fibers. A full field homogenization method based on the resolution of equilibrium equations in Fourier space
is used. Representative Volume Elements (RVE) have been submitted to a virtual DMA thus allowing the recontruction of
the master curve of the composite. These results were then used to identify a transversely isotropic behavior model.

Mots Clés : Thermoplastiques, Homogénéisation, Transformée de Fourier rapides, Fibres courtes mots clés
Keywords : Thermoplastics, Homogenization, Fast Fourier Transform, Short Fibers

1. Introduction

L’objectif de cette étude est de comprendre et prévoir le comportement des thermoplastiques ren-
forcés par fibres courtes. Les propriétés mécaniques de ces composites sont plus faibles que celles
de composites à fibres longues. Par exemple, un matériau composé d’une matrice PEEK (PolyEthe-
rEtherKetone) renforcé par des fibres de carbone courtes a un module d’Young de 20.9 GPA [1],
tandis qu’un composite unidirectionnel fibres longues / PEEK a un module d’environ 140 GPa [2].
L’avantage des composites à fibres courtes est qu’ils sont utilisables facilement pour fabriquer des
pièces en grande série. En effet, le moyen de mise en œuvre le plus utilisé est la presse à injection, il
est utilisé depuis bien longtemps dans l’industrie plastique. Pour des questions de réduction de masse,
ou d’écologie, l’industrie chimique se concentre aujourd’hui sur ces composites, pour fabriquer toutes
sortes de pièces mécaniques, et cela crée un besoin d’être capable de comprendre, et prédire leur
propriétés mécaniques.
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Dans la littérature, on trouve un grand nombre de différentes matrices étudiées : polycarbonate
(amorphe) (Haskell et al. 3, Chrysostomou and Hashemi 4), PSU (Wenz et al. 5, Demir 6), Polysulfone
(Wenz et al. 5, Demir 6), ou PEEK (semi-cristallin) (Crevel, Jeremy 7,Garcia-Gonzalez et al. 8). Le
Polycarbonate (PC) présente l’avantage d’être déjà très répandu dans l’industrie, et les composites à
matrice PEEK se rependent de plus en plus dans l’industrie du composite grâce à leurs bonnes proprié-
tés mécaniques, thermiques, [1] ainsi que leur bio-compatibilité [9]. Ces matrices sont principalement
renforcées par des fibres de carbone (e.g. Friedrich, K et al. 10, Garcia-Gonzalez et al. 8, Anuar
et al. 11, Brody and Ward 12) ou de verre (e.g. Demir 6, Brody and Ward 12). Le comportement des
polymères thermoplastiques dépend du temps et de la vitesse de chargement, ce qui peut être modélisé
par un comportement viscoélastique ou élasto-viscoplastique (Maurel-Pantel et al. 13, Arrieta et al.
14, Diani et al. 15,Endo and de Carvalho Pereira 16, Panoskaltsis et al. 17).
Au cours des 20 dernières années, beaucoup de travail a été fait pour modéliser la dépendance
en temps du comportement de ce type de composites. Les résultats de ces travaux peuvent être
séparés en deux grandes classes : la première étant constituée des travaux dans lesquels les auteurs
construisent unmodèle phénoménologique, en identifiant le comportement macroscopique en le calant
sur des résultats expérimentaux [8]. Dans le cas des fibres courtes, les éprouvettes sont obtenues par
injection sous presse, et la topographie de leurs microstructures peut être obtenue à l’aide d’une
microtomographie(Chrysostomou and Hashemi 4, Advani and Tucker 18 Shen et al. 19, Friedrich,
K et al. 10). Prendre en compte toutes ces, très souvent très complexes, microstructures pour y caler
une loi de comportement est cependant trop compliqué à mettre en œuvre pour être utilisé de façon
industrielle.
La seconde, est constituée des travaux dans lesquels les auteurs se servent de méthodes d’homogé-
néisation [20]. Ces méthodes prennent en compte les paramètres des microstructures, et les lois de
comportement de chacun des constituants des composites. Ce qui peut être fait de façon analytique
dans le cas des méthodes d’homogénéisation en champs moyens (Kammoun et al. 21Despringre et al.
22). Ou obtenu à l’aide de simulations numériques dans le cas des méthodes en champ complet
(Moulinec and Suquet 23,Moulinec and Suquet 24,Dirrenberger et al. 25). Dans le cas de la visco-
élasticité linéaire, ils est possible d’obtenir un résultat exact pour l’homogénéisation de composites
isotropes [26]. Mais lorsque la microstructure se complexifie, il devient nécessaire de passer par un
outil numérique pour obtenir une estimation (Voir Masson and Zaoui 26, Rougier et al. 27 pour
le cas de polycristaux). Les méthodes d’homogénéisation en champs moyens sont par ailleurs aussi
limitées par la complexité du comportement de chacun des constituants, par exemple, la non-linéarité
du comportement des matrices polymères (Lahellec and Suquet 28, Brassart et al. 29). L’utilisation
d’une méthode d’homogénéisation en champs complets permet de prendre en compte toutes ces dif-
ficultés, mais ne donne le comportement uniquement sur le chemin de chargement utilisé lors de la
modélisation. Dans ce papier, il est proposé d’obtenir le comportement macroscopique d’un composite
thermoplastique renforcé par fibres courtes de verre (Rayon de 5 µm et 50 µm de long) à l’aide d’une
méthode d’homogénéisation. Le principal problème de ce type de matériaux est que la microstructue
peut-être très complexe, et il ne semble pas, a ce jour, exister beaucoup de méthodes pour décrire une
telle microstructure. Généralement, les auteurs utilisent l’estimation de Mori-Tanaka (Kammoun et al.
21, Despringre et al. 22) mais, comme montré dans la section 6.1, l’estimation donnée peut être trop
peu rigide. Pour résoudre ce problème, il est proposé ici d’utiliser une méthode d’homogénéisation
basée sur des transformées de Fourier rapides (Moulinec and Suquet 23, Moulinec and Suquet 24), qui
présente l’avantage de ne pas être basée sur un maillage, et donc d’éviter les problèmes de maillage
souvent rencontrés lors de l’utilisation de méthodes éléments finis. Cette méthode est utilisée pour
créer une banque d’essais numériques, sur lesquels la loi du composite est calée. Elle est appliquée
à un composite à matrice PC, étudié à 150°C et renforcé par fibres courtes de verre parfaitement
alignées.
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2. Méthode d’identification

La méthode proposée est basée sur plusieurs étapes résumées dans la figure1.
– Le comportement de la matrice est identifé sur des données expérimentales, plusieurs DMA avec
balayage en fréquence ont été utilisées pour reconstruire la courbe maitresse du materiau

– Une fois que le comportement de la matrice est identifié, le composite est virtuellement soumis à
une DMA dans le cadre de la méthode d’homogénéisation en champs complets.

– Une déformation sinusoidale est appliquée sur le VER a différentes fréquences, le post traitement et
la comparaison entre déformations entrées, et contraintes obtenues permet de reconstruire la courbe
maitresse du composite.

– Le dernier pas consiste en l’utilisation d’une méthode d’optimisation pour caller sur la courbe
maitresse du composite une lois de comportement.

Expérimental Frequency Scan DMA on pure polymer

Maxwell model fi"ed on the experimental data

Numerical Frequency scan DMA on composite

Maxwell model fi"ed on the numerically generated data

Fig. 1. Illustration des différentes étapes de la méthode proposés

Pour cette première étude, il a été décidé de n’utiliser qu’un simple modèle de maxwell, constitué d’un
ressort et d’un amortisseur.

3. Comportement des constituants

Le matériau étudié est une matrice de polycarbonate renforcée par des fibres courtes. Ses propriétés
mécaniques ont été identifiées sur des données expérimentales obtenues à l’aide de DMAs. Les DMA
permettant de reconstruire la courbemaitresse à l’aide du principe de superposition temps-température
(TTS) (Li 30, Maurel-Pantel et al. 13). Le principe de superposition temps température repose sur
l’équation Eq. 1 [31] pour reconstruire la courbemaitresse du comportement dumateriau. Lesmodules
de rigidité et de pertes sont exprimés en fonction d’une pulsation équivalente (aTω) calculée par

(aTω) = aT × ω = 10

(
C1(T−Tre f
C2+(T−Tre f

)
× ω (Eq. 1)

Les paramètres C1 et C2 ont été identifiés comme valant C1 = 180 et C2 = 900 avec pour température
de référence 150°C 20 temperatures, de 100 à 200°C, en scannant à chaque fois de façon isothermique
sur 10 fréquences, de 0.1 à 10 Hz). Ce papier se concentre sur le comportement du composite à
150°C, la valeur d’aT à été calculée grâce à l’équation Eq. 1, et, pour finir, la pulsation est transformée
en fréquence grâce à l’usuel ω = 2π f . Ce qui donne la figure 2. Les paramètres identifiés pour le
modèle de maxwell à une branche sont E = 1770MPa et η = 31.9MPa, E etant le module d’Young
et η la viscosité. Dans un premier temps, le choix a été fait d’utiliser un modèle simple de matrice,
ce afin d’éprouver la méthode facilement, cette dernière pouvant être appliqué sans problème à des
comportements plus complexes.
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Fig. 2. Maxwell simple calé sur les données epérimentales

4. DMA numérique

La méthode repose sur l’utilisation de DMA virtuelles, ces dernières sont appliquées à des volumes
élémentaires représentatifs (VERs) comme par exemple celui présent sur la figure 3. Celui-ci a été
généré dans un cas idéal où les fibres sont toutes alignées. Les calculs de DMA sont faits à l’aide d’un
code d’homogénéisation en champs complets développé au LMA [23],[24]

Fig. 3. l’un des VERs utilisés pour les calculs de DMA virtuelles

4.1. Dynamic mechanical analysis (DMA)

Il est courant, pour caractériser les polymères, et donc par conséquent aussi les composites ther-
moplastiques, d’utiliser des essais DMA. Cette méthode consiste en l’application d’une déformation
sinusoïdale à un échantillon, de mesurer les contraintes, et de comparer le déphasage entre contraintes
et déformation. En balayant plusieurs températures et / ou fréquences, il est possible de caractériser le
comportement visco-élastique d’un matériau. Comparé à un test de traction classique, cet essai donne
plus d’informations, comme par exemple la température de transition vitreuse et la dépendance en
temps et température du comportement. Les essais virtuels DMA ont été effectués sur une plage de
fréquence allant de 0.01 Hz à 1000 Hz en restant isotherme à 150°C.
4.2. Méthode de calcul à l’aide des transformées de Fourier rapides

Une méthode d’homogénéisation en champs complets a été utilisée pour estimer numériquement la
réponse du composite au chargement DMA. Cette méthode est basée sur des transformées de Fourier
rapides([23],[24]). Contrairement auxméthodes d’homogénéisation en champsmoyens, cette méthode
permet de résoudre de façon exacte (dans la limite des erreurs numériques) les équations d’équilibre.
Permettant ainsi de calculer la réponse du matériau à n’importe quel chemin de chargement.
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5. Effets de la microstructure sur les résultats.

5.1. Distribution de longueur de fibre

Les distributions de longueurs de fibres dans les matériaux composite à fibre courte ont été grandement
étudiées au cours des dernières années, il est, en effet, important de bien connaître la topologie des
VERs pour être le plus représentatif possible de la réalité. Ainsi lors de la génération de VERs, Il est
envisageable de supposer l’homogénéité des longueurs de fibre comme hypothèse, mais en réalité, les
fibres subissant de fortes contraintes au moment de l’injection, ces dernières sont coupées, et de ceci
résulte une distribution de longueur comme montré dans la figure 4[32]. Il fut dont décidé d’étudier
l’effet sur le comportement mécanique de cette distribution de longueur, et de comparer ces résultats
à ceux obtenus sur des VERs dans lesquels toutes les fibres sont alignées. La distribution de longueur
de fibre a été obtenue dans les travaux de [32]. Ces données, ainsi que la distribution de Weibull
correspondante se trouvent sur la figure 4. La distribution réelle utilisée pour voir cet effet est visible

Fig. 4. Distribution de longueur de fibre utilisée pour observer son effet sur les propriétés mécaniques [32]

sur la figure 5

Fig. 5. Distribution de longueurs dans le VER utilisé (comparée à la valeur théorique obtenue grâce aux données de la
figure 4)

5.1.1. Effet du taux de fibre sur les DMAs

Le comportement des composites varie avec les variations de microstructures, ici, deux types de
variations sont étudiées, la variation de taux volumique de fibre, et la distribution de longueur de
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10 % Fibres
20 % Fibres
30 % Fibres

Fig. 6. évolution du résultat des DMA sens fibre avec le taux de fibre

ces fibres. La figure 6 montre l’évolution des DMAs quand le taux volumique de fibre varie de 10 à
30%. il y a deux DMAs, qui sont respectivement, une DMA dans le sens des fibres (gauche), et en
cisaillement dans un plan parallèle à l’axe des fibres (droite). Lorsque le taux de fibre augmente, la
rigidité globale du composite augmente logiquement avec lui. Il est cependant intéressant de noter que
lors de l’augmentation du taux de fibre, le principal temps de relaxation (sommet du plus gros pic de
dissipation) diminue lorsque l’on regarde dans le sens des fibres, alors qu’il reste quasi identique en
cisaillement.

5.1.2. Effet de la distribution de longueur

Fig. 7. Comparaison entre les DMAs obtenues avec un VER dont les fibres sont toutes identiques avec un don les fibres
respectent la distribution de longueur définite au dessus.

Prendre en compte la distribution de longueur de fibre prend beaucoup plus de temps de calcul, ceci
est dû au fait que l’utilisation d’une telle distribution implique l’existence de fibres plus longues,
et donc un besoin de VER plus grand. En effet, si une fibre est plus longue que le VER, elle se
retrouve modélisée comme une fibre infinie. La Figure 7 Montre la comparaison entre un VERs dont
les fibres sont identiques (E LRVE EL pour "Equal Lenght") avec un don les longueurs sont distribuées
(FLDRVE FLD pour "Fiber Lenght Distributed"). Il est intéressant de constater que le module de perte
est quasiment le même entre les deux VERs lorsque la fréquence de sollicitation est supérieure à 10
Hz, tandis qu’en dessous de ce seuil, le module de perte est significativement plus grand dans le cas
des distributions de longueur. Ceci est confirmé lorsque l’on regarde le module de rigidité : entre 1 et
3 Hz, la pente est plus raide dans le cas d’une distribution de longueur, puis, au-delà de 3 Hz les deux
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Fig. 8. Modèle de Maxwell généralisé

courbes semblent suivre un mouvement parallèle. Il semble donc que la distribution des longueurs de
fibres dans une VER ait un effet complexe sur le comportement du matériau, et qu’il n’est pas possible
d’approximer cet effet en se servant uniquement de la moyenne des longueurs. .

6. Modèle macroscopique du composite

Le modèle utilisé dans les travaux présentés ici est un modèle de Maxwell généralisé. Ce dernier est
construit à l’aide de modèles de Maxwell classiques mis en parallèle, comme visible sur la figure
8. Le PC étant incompressible à 150°C, et les fibres étant beaucoup plus rigide, le composite est
supposé incompressible. Dans le cas des matériaux isotropes transverses incompressibles, le tenseur
des modules appartient à un espace vectoriel de dimension 3 et peut être donné par[33]

LLL =
3
2
αLKEKEKE + δLKTKTKT + δ

′
LKLKLKL (Eq. 2)

avec KTKTKT , KLKLKL et KEKEKE trois projecteurs donnés par

KTKTKT = IT − JT KLKLKL = KKK − KTKTKT − KEKEKE JJJ =
1
3

i ⊗ i KKK = III − JJJ (Eq. 3)

et (n étant la direction des fibres)

KEKEKE =
1
6
(2n ⊗ n − iT ) ⊗ (2n ⊗ n − iT ) JTJTJT =

1
2

iT ⊗ iT iT = id2 − n ⊗ n (Eq. 4)

Chaque branche i du modèle de maxwell généralisé est donnée par le tenseur de rigidité Li et un
tenseur des modules de viscosité Li

v. Les contraintes sont données par la somme des contraintes de
chaque branche et s’écrivent :

σ =
∑

LiLiLi : (ε : ε i
vs) (Eq. 5)

l’évolution de la variable interne ε i
v est donnée par

σi = LvLvLv
i : Ûε i

v (Eq. 6)

L’utilisation d’une transformée de Laplace-Carson, donnée par l’équation (Eq.7) donne une expression
de la loi de comportement dans l’espace fréquentiel, qui présente l’avantage d’avoir une forme élastique
dans cet espace.

f̂ (p) =
∫ +∞

0
e−pt f (t)dt (Eq. 7)
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LLL =
3
2
αLKEKEKE + δLKTKTKT + δ

′
LKLKLKL and LvLvLv =

3
2
αηKEKEKE + δηKTKTKT + δ

′
ηKLKLKL (Eq. 8)

En combinant l’équation Eq. 8 avec l’expression d’un modèle de Maxwell simple, on obtient :

LveLveLve(p) = p(LLL−1p + LvLvLv
−1)−1 (Eq. 9)

Pour un modèle de Maxwell simple, le comportement peut donc être exprimé comme un tenseur
fonction de 6 variables αL , δL , δ′L , αη, δη et enfin δ′η. Ici, un modèle de maxwell généralisé a été
utilisé, les lois de comportement dépendent donc de 6 × N paramètres, avec N le nombre de branches
constituant le modèle. L’expression globale du modèle est donc :

LveLveLve(P) =
N∑

i=1

(
2αi

ηα
i
LP

3(αi
L + α

i
ηP)
+

δi
ηδ

i
LP

δi
L + δ

i
etaP

+
δ′iη δ
′i
LP

δ′iL + δ
′i
e taP

)
(Eq. 10)

Afin d’avoir toutes les variables identifiées, trois cas de chargement sont nécessaires. Ces trois cas ont
donc été choisis pour être parallèles avecKEKEKE ,KTKTKT , etKLKLKL ils seront, par la suite, appelés, respectivement
VE , VT et VL (avec e1, e2 et e3 base canonique de R3){

VE = −
1
2 (e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2) + e3 ⊗ e3

VT = 1
2 (e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) + e3 ⊗ e3

VL = e1 ⊗ (e2 + e3) + (e2 + e3) ⊗ e1

(Eq. 11)

6.0.3. Identification du modèle

L’identification du meilleur set de variables pour caler avec les données expérimentales ou virtuelles,
a été faite à l’aide de l’algorithme "Random Search" de mathematica, avec pour fonction coût

Cost =
∑

i=αδδ’

(
Re (Modeli) − Re(E xperimenti)

Re(E xperimenti)

)2
+

(
Im (Modeli) − Im(E xperimenti)

Im(E xperimenti)

)2
(Eq. 12)

dans laquelle i représente les 3 différents cas de chargement.
6.1. Nombre de branches requis pour représenter le comportement

La matrice est définie comme un simple modèle ressort + amortisseur (a.k.a. Modèle de Maxwell
simple). Il est donc intéressant de noter que le comportement du composite est plus complexe, et
qu’il ne peut pas être modélisé par un simple modèle de Maxwell. Les Figures 9 et 10 montrent les
meilleurs calages obtenus, respectivement avec une, deux et trois branches. Il est impossible de caler
un modèle de Maxwell simple à cause du fait que dans ce cas, la courbe de dissipation coupe toujours
celle de rigidité au milieu du pic de dissipation. Ajouter une branche permet d’améliorer grandement
la correspondance entre modèle et données expérimentales, mais le pic de dissipation n’est toujours
pas parfaitement calé. Il semble donc que dans le cas présent, avoir trois branches de maxwell soit un
minimum pour bien saisir le comportement. Les trois modèles sont comparés aux résultats obtenus à
l’aide de l’estimation de Mori-Tanaka, et dans les trois cas, ils donnent une meilleure estimation du
comportement.

7. Conclusions

Ce papier présente une nouvelle méthode pour identifier et caractériser le comportement des matériaux
composites. Cette nouvelle méthode est basée sur l’utilisation d’une méthode d’homogénéisation en
champs complets appliquée à lamicrostructure dumatériau. Ceci est possible grâce à l’utilisation d’une
méthode aux FFT pour résoudre les équations d’équilibre. Ceci a permis la construction d’une base
de données d’expérimentations virtuelles sur laquelle le comportement du composite a été identifié.
Ceci a aussi permis d’observer l’effet sur le comportement de deux paramètres : le taux de fibre ainsi
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Fig. 9. Module de rigidité avec 1, 2 and 3 branches comparés avec CraFT et une estimation de Mori-Tanaka
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Fig. 10. Module de perte avec 1, 2 and 3 branches comparés avec CraFT et une estimation de Mori-Tanaka

que la distribution d’orientation. Ces deux paramètres ont un effet non-négligeable sur la rigidité du
matériau ainsi que sur ses temps de relaxation. Dans de futurs travaux, un méta-modèle sera construit
pour accélérer la prédiction du comportement, et l’étude sera étendue aux cas généraux des matériaux
compressibles.
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