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Mouvements periodiques d'une corde vibrante 

en presence d'un obstacle ponctuel 

Henri CABANNES 

R~suMB. - Une corde vibrante ft~ee a ses deux extremites peut se deplacer dans un plan, en 
presence d'un obstacle ponctuel fixe place au milieu du segment qui joint les extremites. La corde 
est initialement au repos dans une position symetrique par rapport a Ia media trice du segment qui 
joint Ies extremites, et son elongation (ecart a Ia position d'equilibre) presente un minimum et 
deux maximums egaux .. On demontre, lorsque Jes elongations correspondant aces extremums 
soot dans un rapport rationnel, que le mouvement, en presence de !'obstacle, est periodique et on 
calcule Ia periode. 

ABSTRAcr . - A string ftxed at both ends can oscillate in a plane in which there is a fixed point
obstacle placed in the middle of the line joining the ends A and B of the string. The string is 
initially at rest with a prescribed shape, symmetric with respect to the normal mid-plane of the 
segment AD, and the displacement (transverse departure from equilibrium) has a miriimum and 
tWO equal maxima. We prove that, when the ratio of the displacements of these extrema is 
rational, the motion of the string is periodic and we compute the period. 

1. Introduction 

·. Si !'etude des mouvements des cordes vibrantes est un probleme ancien 
~eja considere par d'Alembert [1], il semble que L. Amerio et G. Prouse 
~oient les premiers a avoir aborde !'etude des mouvements d'une corde qui 
;vibre au-dessus d'un obstacle qu'elle peut heurter au cours du 
wc.mvement [2]. Leur premier travail dans lequel ils prouvent, lorsque 
;!~obstacle est rectiligne, l 'existence glob ale de Ia solution date de 197 5. De puis 
,~,e nombreux travaux ont ete publies sur Ie sujet en France et en Italie. 
:Jvl: Schatzmann [3] et A. Bamberger [4] ont etudie les mouvements des 
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cordes qui vibrent au-dessus d'un obstacle concave; le cas d'un obstacle 
convexe est beaucoup plus difftcile a etudier et l'etude reste a faire. 
C. Citrini (5] a etudie les mouvements de deux cordes vibrantes qui peuvent 
se heurter. C. Reder [6] a considere le cas d'une corde f1xee a ses deux 
extremites A et B, et vibrant dans un plan au-dessus d'un obstacle ponctuel 
fixe place au milieu du segment AB; elle a mis en evidence des mouvements 
periodiques. L'objet du travail qui suit est de mettre en evidence d'autres 
mouvements periodiques. Dans ces mouvements, Ia corde est initialement au 
repos dans une position symetrique par rapport a la mediatrice du 
segment AB, position telle que ]'elongation possede un minimum sur cette 
mediatrice et deux maximums egaux. Chaque fois que le rapport des 
elongations correspondant aces extremums est rationnel,nous prouvons que 
le mouvement est periodique et nous calculous la periode. Le resultat est 
etabli dans le dernier paragraphe, tan dis que dans les paragraphes precedents 
sont rappeles ou demontres certains resultats preliminaires, necessaires pour 
la demonstration finale. 

2. Equations du probleme 

La corde au repos est situee sur le segment AB de l'axe des x, les points A et 
B ayant pour abscisses ± l/2; elle peut osciller dans un plan x-u, au-dessus 
d'un obstacle ponctuel f1xe place a l'origine. La fonction u{x, t) (ecart a 
l'equilibre) satisfait les conditions suivantes : 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

82 u 82 u 
8t2 - 8x2 =O, 

u(O, t)~O, 

u(±l/2, t)=O, 

u(x, O)=ct(x), 0',( ±~ )=o, o:(O)sO; 

ou . 
ot (x, O)=~(x), 

Le contact de la corde avec !'obstacle qui correspond aux valeurs nulles de· 
la fonction u(O, t)=h(t), ne peut avoir lieu que pendant des intervalles de 
temps pour lesquels !a reaction R de !'obstacle sur la corde est positive ou 
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nulle. En !'absence de contact, un element de corde de longueur dx, de 
. masse p dx est soumis a la force T dx due a Ia tension T du fil et on a : 

(5) T d d [jl U d 02 U ( d . I. J' '. ) X=p X ot2 =p X OX2 , p= ensth; tnetque. 

Au moment du contact, le voisinage du milieu de la corde est soumis a cette 
tension et a Ia reaction R de !'obstacle; on a alors : 

(6) IE 02U 
R+limite p ~ dx=O, 

s-+0 -· g. uX 

(7) 
, au+ au~ 

R= -pox (0 , t)+p ox (0 , t). 

Les intervalles de temps Cn ~ t ~ D" pendant lesquels le contact a lieu, sont 
appeles intervalles d'interaction et leurs limites sent les instants de collage 
(C.) elqy decollage (D.). En dehors des intervalles d'interaction, Ia corde est 
animee d1une oscillation libre u=wto(x, t); l'indice t 0 signifte qu'il s'agit de 
l'osci11ation libre qui correspond aux donnees (position et vitesse) a 
l'instant t0 • L'oscillation libre w0 (x, t) qui correspond aux donnees 
initiates (4) s'obtient en prolongeant les fonctions a.(x) et ~(x) sur tout !'axe 
reel par les relations : 

(8) 

(9) 

a.(l-x)= -a.(x), 

~(1-x)= -~(x), 

a.(x+2)=a.(x), 

~(x+2)= ~(x), 

et en introduisant les variables caracteristiques ~ = x + t, 11 = x- t, on 
obtient : 

(10) 

avec: 

(11) B(x)= I: ~(x) dx. 

_Le mouvement de Ia corde est periodique, de periode 2, et le mouvement du 
milieu de Ia corde est determine par Ia fonction : 
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Des formules (8)-(10) on deduit, quel que soit t: 

< 13) r (t - 1) = - r c t ), 
done: 

(14) 

Si les fonctions r:t. (x) et ~ (x) sont impaires,jO {t) estidentiquement nul et Ia 
presence de !'obstacle ne modifte pas le mouvement de la corde; ce 
mouvement est periodique de periode 1. 

Si les fonctions r:t. (x) et p (x) soot paires, la fonctionf 0 (t) est paire, tandis 
que Ia fonction B (x) est impaire. Pour etudier le mouvement, i1 est alors 
Commode d'introduire a cote de }a fonction W0 (X, t) }a fonction v0 (X , t) telle_ 
que: 

(15) 2v 0 (x, t)= o:(ll)-r:t.(~)-B(TJ)-B(~). 

Considerees comme fonctions de x, la fonction w0 est paire, la fonction v0 

est impaire. Lorsque la valeur r:t.(O) est strictement positive, le mouvement 
initial de la corde est !'oscillation libre et on a : 

(16) 

L'oscillation libre a lieu, pour le milieu de la corde jusqu'a !'instant C0 qui 
est la plus petite valeur positive du temps pour laquelle r (t) s'annulle en 
changeant de signe, pour le reste de la cor de dans le domaine t ~ C0 +I xI du 
plan x- t; ce domaine est limite par les caracteristiques issues du point (0, C0 ) 

(fig . 2). Au-dela de ces caracteristiques, la fonction u(x, t) doit etre solution 

de 1 'equation des on des, continue sur les caracteristiques, nulle pour x = 0; on 
obtient : 

(17) u (x, t) = - v0 (x , t) sgn x. 

Apres !'instant t=C0 1a corde est en contact avec }'obstacle et ce contact 
demeure aussi longtemps que Ia reaction R cfemeure positive : 

(18) 
avo dfo (t) 

R=2 p ax(O, t)= -2 p--at· 

Au moment du contact, Ia fonctionf0 (t) est decroissante et sa derivee est 
negative, done le contact cesse a l'instant D 0 en lequel cette derivee devient 
positive. Apres l'instant D 0 Je mouvement est une nouvelle oscillation libn:i 
dont les differentes valeurs sont indiquees sur la figure 2, e). 

e) Sur Ia figure 2, on a ecrit v et w a Ia place de v0 et de w0
• 
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Le mouvement du milieu de la corde dans cette oscillation libre est 
represente sur la figure 1 en pointille. En poursuivant le raisonnement, on 
peut determiner le mouvement de la corde pour toutes les valeurs du temps. 

Par opposition a !'oscillation libre, qui represente le mouvement de la 
corde en !'absence d'obstacle, nous appelerons « probleme r!J » le probleme 
qui consiste a determiner le mouvement de la corde en presence de !'obstacle. 
Le « probleme & »est defmi par les equations (1) a (4). Nous indiquons 
certaines proprietes de la solution du probleme r!J, renvoyant ala these de 
C. Reder pour la demonstration. 

Tm1oR:EME 1. - Si etP et PP sont deux donnees initiales paires, a1 et ~~deux 
donnees initiales impaires auxquelles correspondent respectivement les 
solutions uP et u; du probleme r!J, alors u; est {'oscillation libre pour les donnees 
initiales a;, P; et u1 +uP est Ia solution du probleme r!J pour les donnees initiales 
a;+etP, P;+ ~p' 

Ce premier theoreme permet de simplifier la resolution du probleme & , en 
se limitant au cas des donnees initiates paires; la solution u1 est periodique de 
periode 1. Une autre simpliftcation peut etre obtenue en effectuant un 
changement de variable. Une fonction F(x), defmie pour -1/2~x ~ 1/2, et 
prolongee sur 1H: par la formule : 

(19) F(x+n)=F(x)+n (n entier), 

defmit un « changement de variable » si elle est impaire, continue et non 
decroissante. Naturellement on a F(l/2)= l/2 et F(-1/2)= -l/2. 

THEoREME 2. - Si u (x, t) est la solution du probleme;!} pour les donnees 
initiales a (x), ~ (x) , alors Ia solution du probleme r!J pour les donm!es initiales: 

(20) :x(x)=a(F(x)), ~ (x) =~(F(x)). F' (x), 

est: 

(2l) . ( )-~[F(x+t)+F(x-t) F(x+t)-F(x-t)J u x, t -u 
2 

, 
2 

. 

On deduit des formules (19) et (21) que si Nest un en tier positif tel que 
u(x, t) soit periodique en t de periode N, alors u(x, t) est periodique en t de 
periode N. 

THJ~OREME 3. - Les donnees initiales etant paires, pour que le mouvement de 
Ia corde soit periodique, ilfaut et il suffit que le mouvement du milieu de la corde 
so it periodique. 
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Pour demontrer ce resultat, nous considerons Ia solution libre apres le 
ctecollage D0 , telle qu'elle est exprimee sur la figure 2. Dans la region (Rd, 
D0 ~t±x~C0+1.0na: ·· 

(22) w0 •(x , t) = w0 (x, t)-jO(D0), 

done: 

(23) 

(24) 

{25) 

f 0 •(t)=wD•(O, t) = ct(t)+B(t)- jD(D0 ) , 

{ 
f 0 •(x+t) = a.(x+t)+B(x +t)- f 0 (D0 ), 

f 0
• (t- x) = a.(x - t) - B (x- t)- f 0 (D0 ), 

1 
uP•(x, t )=2 {JD•(x+t) + jD•(t-x) }. 

Cette formule, encore valable dans Ia region C0 + 1 ~ t ± x ~ D 0 + 1, 
demontre le theoreme. 

3. Solutions periodiques 

Nous allons etudier, dans cette section, les mouvements de la corde 
initialement au repos, dans la position : 

(26) u(x, 0)=ct(x)= cos(2k+ 1) nx, k entier ~0 . 

THBOREME 4. - Avec les donnees initiales precedentes , Ia solution du 
probleme r!l est periodique, de periode : 

(27) 
1 

T = 1 + (2 k + 1) + 
2 

k + 
1 

. 

La demonstration de ce theoreme (2) peut etre faite en introduisant la 
solution libre w(x, t) et Ia solution associee v(x, t); on a ici: 

(28) 
{

w(x, t)=cos (2k+l) nx.cos(2k+l) nt, 
v(x, t)=sin(2k+1) nx.sin(~k+l) nt . 

Les nlisonnernents de la section precedente indiquent que le premier 
contact a lieu a !'instant C0 = o = 1/2 (2 k + 1), le premier decollage a !'instant 

(~) C. Reder [5] en a donne une demonstration differente. 
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D 0.=2o. On en deduit les expressions de Ia solution dans les diverses regions 
du plan x- t, limitees par les caracteristiques issues des points situes sur 1 'axe 
des temps et d'ordonnee : 

I 
En=n+o, n= 1, 2, . . . , k, 
Cn=n+2 on, 
Dn=n + 2o(n + 1). 

Sur la flgure 3 sont indiq uees les diverses regions d u plan x - t, ainsi definies 
et pour chacune d'elle la valeur de la fonction u(.x, t); cette valeur s'exprime 
uniquement en fonction de vet w. On verifte que les conditions de continuite 
sont rem plies sur les caracteristiques frontieres, ainsi que les conditions aux 
extremites de la corde et les conditions sur !'obstacle. L'intervalle 
d'interaction C0 D 0 a pour duree o, les intervalles CnDn ont pour duree 2o; 
les intervalles d 'oscillation libre D, ~ 1 Cn ont pour duree 1. Le point EK+ 1 est 
le milieu du segment D k CH 1 • Posant Ek+ 1 = T /2, on a : 

(29) 

(30) 

I 
u(x , T/2)=1 + vsgn.x, 

au -at (.x, T / 2) = 0, 

u(x, T)=u(.x, T - t) , pour T/2~ t ~T. 

La solution est symetrique par rapport ala valeur T /2 et le mouvement est 
periodique de peri ode T = 2 Ek + 1 . Durant une peri ode les intervalles 
d 'interaction sont au nombre de 2 k + 2, leur duree to tale est 1. La reaction est 
une fonction continue du temps, sauf au debut du premier contact eta la fm du 
dernier contact , ou elle subit une discontinuite egale a ± 2np (2 k + 1 ). 

Ce resultat a des applications interessantes; par exemple, une corde pincee, 
initialement au repos , vibre avec la periode 3. Une corde pincee est une corde 
dont la position est constituee par deux segments de droite; la partie impaire 
vibre avec la peri ode 1' et la partie paire peut par changement de variable etre 
ramenee au (x , 0) =a cos 1t x, et le mouvement correspondant est periodique 
de periode 3, periode entiere qui se conserve par changement de variable. 

4. Mouvement du milieu de Ia corde 

Les donnees initiales etant toujours supposees paires, il est possible de 
determiner la fonction h(t)==u(O, t) qui represente le mouvement du milieu 
de la corde sans qu 'il soit necessaire de connaltre la fonction u(x, t) . 
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Dans ce but a toute solution u(x, t) du probleme r!J , et a tout instant 
positif t0 , nous associons !'oscillation libre wt• (x, t) qui correspond aux 
donnees suivantes : 

(31) 

On pose ensuite : 

(32) 

Si t 1 est un instantposterieura t0 , et tel que pour t0 ~ t~t1 on aitf'•(t);;;O, 
alors w1'(x, t)=: w1•(x, t) et en particulier j'1 (t)=f'•(t). Reprenant les 
resultats de la section 2 (fig. 2), on obtient le resultat suivant : 

THBOREMB 5 . - Le debut et lafin d'un interva{/e d'interaction etant designes. 
par C., et D 11 , on a : 

(33) {
JD·(t) = f c• (t) - f c· (D,), 

fD"(t)=- f c·(t) - f c" (Dn), 
pour Dn~ t < Cn+ 1, 

pour C,. + 1 ~ t ~ D" + 1. 

La relation (13) permet alors de determiner la fonctionf0
• (t) pour toutes 

les valeurs du temps t;::;; Dw 

Tant quef0 •(t) est positifle mouvement est une oscillation libre et on a: 

(34) u(x, t)=wD·(x, t), h(t)=u(O, t)= f 0•(t) . 

Lorsquef0 •(t) s'annule en devenant negatif il y a un nouveau contact, qui 
se termine lorsque df0

" I dt s'annule en devenant positif; on retrouve alors une 
oscillation libre (fig. 2). 

11 est interessant d'appliquer les resultats qui precedent au cas oil !a 
fonction fD"(t), nulle pour t=D 11 et t=D.,+ 1, possede dans l'intervalle 
D,~t~D" + l• d'abord un maximum M~ , puis un minimum m, enfm un 

·:second maximum M 2 (fig. 4 et 5). On suppose que les derivees sont toutes 
egales en valeur absolue, cette valeur absolue est alors k = 2 (M 1 - m + M 2 ) et 
on a: 

(35) 

j 0
• (t) = k(t - D"), pour O~k(t-D,.)~M 1 , 

f 0 •(t) :==: -k(t-Dn)+2M 1, pour M 1 ~k(t-D")~2M 1 -m, 

fD•(t)=k(t-D 11 )- 2M1 +2m, 

pour 2M1 -m~k(t-D11)~2M 1 - 2m+M2 , 

fn•(t)= -k(t-D,.) + 2M1 -2m+2M2 , 

pour 2M1 -2m+M2 ~k(t-D")~2M1 -2m+2M2 =1< . 
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La suite (M 1 , m, M 2 ) sera appelee schema de f 0
• . La fonction f 0 •(t) 

correspond a une certaine oscillation libre w0 ·(x, t); !'instant du premier 
con tact a pres t = D, est : 

(36) I 
-t=Cn+l =Dn+ 1, 

Ml 
t=Cn+l =D,+2 k' 

et !'instant du decollage correspond : 

( M 1 
~ t=Dn+l =Cn+ l + k ' 

( t=Dn+l=Cn+l-7• 

(37) 

si m~O, 

si m<O, 

si m~O, 

si m<O. 

L'intervalle de temps qui separe deux decollages consecutifs est : 

Sl m ~0, 

(38) 

si m <0. 

Comme fc.,+, ~ / 0
• les formules (29) conduisent au resultat suivant : 

THEORBME 6.- Leschemadef0•etant(M1,m",M~),leschemadef0·" est: 

{ 
(M7-m", Mi - M~, Mi), 

(M"2 -rn" -M"-m" -m") 
' 1 ' ~ 

(39) 
si m;;;;;o, 
si m<O. 

Toutes Jes fonctionsf0 •(t) sont des fonctions affmes de pente ±k; done si 
/

0
' etf0

' OUt \e lneme SChema, Jes fonctionsj0 •(t) etj0 •(t) SODt egaJes, et Je 
mouvement est periodique d'apd:s Je theoreme 3. 

5. Nouvelles solutions periodiques 

Nous supposons dans cette section que la corde est initialement au repos 
dans une position u (x, 0) =<X (x ), fonction paire ayant un maximum M 
(0 ~ M ~ 1) pour X= 0 et deux minimums egaux a - 1 (fig. 6) e). Lorsque 
M = l, on peut, par changement de variable, se remaner au cas 
u (x, 0) =cos 3 1t x, ce qui prouve que le mouvement est periodique de peri ode 

( 3) Dans le resume et dansl'introduction, I 'elongation est prise en valeur absolue, ici en valeur 
algebrique. 
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13. Dans tousles cas on peut se ramener au cas ou u(x, 0) est tine fonction 
affine par morceaux (fig. 7). On peut toujours choisir le changement de 
variable de fa9on que les minimums scient atteints pour : 

(40) 
M+l 

x=+o=+---
- - 2(M+2)' 

les quatre segments de droite ont alors pour pente ±k= ±2 (M+2). Nous 
allons demontrer que lorsque M est rationnel : M =pI q (p et q en tiers), le 
mouvement est periodique de periode : 

(41) 

Nous demontrons le resultat en utilisant les resultats de la section 2. Le 
premier contact a bien lieu a !'instant C0 = M I k et le premier decollage a 
!'instant D 0 =(M + 1 )lk. Le schema de la fonction.f0

• (t) est de la forme (M 1, 

m, M2 ) avec M 1 = 2, M2 = 1, m= 1-M, les schemas successifs de f 0
• sont : 

_f>• (2, 1-M, 1), f 0
' (1+M, 1, 2), 

f 0
• (M, M-1, M+l), ~' (2, 1-2M, 1- M), 

jV• { (1+2M, l+M, 2), si 1-2M~O, 
(M, 2M-3, 2M-1), si 1-2M<0. 

Les elements M~, mn, M~ sont des fonctions de la forme A. M + !J., A. et 11 
clesignant des entiers; D'apres le theoreme 6, s'il en est ainsi pour.f0 •, i1 en est 
de. meme pour [ 0 -+ •. 
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Ces coefficients sont bones par 2 en valeur absolue. Supposons en effet que 
!'on ait, ce qui est verifte pour n=O: 

(42) et 0<M~~2. 

On a toujours que! que soit n : 

(43) M~+M2-mn=M+2. 

Deux cas sont possibles : 

- ou bien m"~O, et: 

M~+ 1 =M~-m"=2+M-M;, 

- ou bien m"<O, et : 

M'{+ 1 =M; -m"=2+M - M't, 

dans les deux cas les formules (42) soot veriftees pour n + 1. Les coefficients Mi 
et M~ ne peuvent done prendre qu'un nombre fmi de valeurs des queM est 

. rationnel. 

Comme !a duree D 11 D. + 1 est au plus egale a 2, on retombera au bout d'un 
temps fmi sur un schemaj0

• ega! au schema def0
•; d'apres les formules (31) on 

aura alors j 0
• ( t) = f 0

• ( t ), ce qui prouve Ia periodicite du mouvement de la 
corde. 

Pour calculer la valeur de la periode, no us considerons pour commencer le 
cas p= l, soit M= 1/q. Le tableau suivant indique les·schemas successifs des 
fonctions f 0

• (t), ainsi que Ia duree des intervalles DiD;+ 1 . La variable 
entiere s varie de 0 a q- 2 et la variable entil~re cr de q a 2 q- 2. 

i M' I m' M~ D,DI+t 
-··- -----

3s 2 1-(s+l) M>O 1-sM 1 +(2/k) 

l 3 s+ 1 1 +(s+ l)M l+sM>O 2 1+[(s+1)M+1]/k 3 
3s+2 M (s+1)M-1 <0 1+(s+1)M [1-{s -l)M]/k 
3q-3 2 0 M 1 +(2/k) 
3q-2 2 2-M 2 1+(2/k) 
3q-1 M 0 2 l +(M/ k) 

3cr M (cr+l)M-3<0 (cr+l)M-1 [3 -(cr-1) M] / k l 3cr+1 2 3-(cr+2)M>O 3-(cr+l)M 1 +(2/k) 3+(M/k) 
3cr+2 (cr+2)M-1 (cr+l)M-1>0 2 1+((cr+2)M-1]/k 
6q-3 M -1 1 (2M+l)ik 
6q-2 2 1-M 1 1 +(2/k) 
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On constate que f 0
• (t) etjD•(t) ont le meme schema pour n= 6 q ~ 2; il en 

resulte que le mouvement est periodiq ue de peri ode T = D 0 D 6q _ 2 • · 

Soit: 
. .M ( M) 2M+1 (44) T=D0 D6q _ 2 =3(q~l)+4-k+ 3+y (q~l)+. k , 

(45) 
T= 12q2 + 3q-2 

2q+l 

Dans le cas general M = p/q, p etq etant deux en tiers premiers entreeux, ii y 
a lieu de faire deux demonstrations suivant la parite du nominateur. 
Designant par nun entier, nous posons : 

(46) E · ·· d n n =partie ent1ere e M , 

done Ep=q. Nous designons par: 
- s0 un indice qui varie de 0 a E1 - 2; 
- s1 (j~l) un indice qui varie de E21 _ 1 a E21 +1 -2. 

On a: 

(47) 
si n#p, 
si n=p. 

(i) Nous supposons d'abord que pest impair, et nous posons : 

(48) 
p-1 . p- 1 

m=3(E - 2)+4- - =3q-2--
P 2 2 ' 

M\ Pllj M~ 

0 2 1-M>O 1 
1 l+M 1>0 2 

~s1 +2-j M (1 +s1)M -(2j+ 1) <0 .(1 +s1)M-(2j-1) 
.. •· 3s1+3-j 2 (2i+ 1) - (2+s1) M > O (2j+ 1)-(1 +s1) M 
. : s1+4- j (s,+2) M+ 1-2j (l+s1)M - (2j-l)>O 2 

t-1-j M B21+ 1 M -(2j+ 1) <0 E2J+I M - (2j-1) 
EzJ+t-1 2 (2j+ 1) - .(1+ E21 +.) M <0 (2j+1) - E21+ 1 M 

((p-l)/2) M (l+cr)M-p<O (l+cr)M+2 - p 
-:- ((p-l)/2) 2 p-(cr+2)M>0 p-(l+cr)M 

. ((p-1)/2) (u+2)M+2-p (1+cr)M+2-p>O 2 
((p-1) /2) M -M < O 2-M 

-1)/2) 2 0 M 
- -1)/2) 2 2- M>O 2 
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lorsque l'indice i varie de 0 a m, les schemas de fn , sont indiques dans le 
tableau precedent, dans lequelles indices j , si et cr varient dans les limites 
indiquees: 

P-3 
0 <"< =1= - 2- , 

E 2 i - l ~si;::?B21 + 1 -2, pour j>O, 

Er 2 ;::?cr;::;EP-3. 

Le schema defnmest (2,2-M, 2); ce schema est symetrique, done le temps 
correspondant au minimum 2-M, est ega! ala moitie de la periode T : 

(49) 

Des formules (38 ), donnant la longueur des intervalles D; D 1 + 1, on deduit : 

(50) p 
D~D~+ 2 =l+k' 

D 2 =3, 

Les intervalles du type D"D,.+ 3 sont au nombre de N,., ceux du type 
DpD~+ 2 au nombre deN~: 

l N"=(E 1 -l)+(E3 -1- E 1 )+ .. . +(Ev-2-Ep- 2 ), 

(51) N =q-2 - p-1 
" 2 ' 

(52) 

On en deduit : 

(53) Dm=3+(3+ ~)N,+(l+ ~)N~+l+ 3 ~+Z , 

(54) T= 12q2 +3pq-2p2 

2q+p 

(ii) No us sppposons en suite que pest pair, et no us posons m' = 3 q- ( p/2) 
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Le tableau precedent est valable jusqu'a Ia ligne i = 3 E21 + 1 - j, et cela que! 
que soit j. Comme on a : 

(55) 

si=q-1 correspond aj=p/2. On deduit a]ors du tableau precedent que le 
schema def0~· ·• est (2, 1-M, 1) ega! au schema def0

•, ce qui prouve que Ia 
periode T a pour valeur : 

(56) 

les formules (50) sont encore valables, mais les nombres N" et N 11 des 
intervalles D« Da+ 3 et D~ DJl+Z sont ici: 

{57) 
} N~=(E 1 -1)+(E3 - l - E 1 )+ .. . +(Ep_ 1 -2-EP_ 3 ), 

l N~=Ep_ 1 -~, 

(58) 

II y a en outre q -1-Err intervalles du type DuD,.+ 3 correspondant a 
si>EP_ 1• On a enfm: 

(59) 

M+3 
D0 D 2 =2+-k-, 

M 
Dm.-rDm.=l+T· 

On deduit de toutes ces formules : 

(60) T=D D ,=_! 12qz+3pq-2pz 
0 m 2 2q+p 

Ainsi Ia periode est donnee soit par la formule (54) soit par Ia formule (60) 
suivant la parite du nominateur p. 

Lorsqu'on passe du cas de Ia f1gure 7 au cas de la figure 6, i1 y a 
conservation des periodes entieres; la periode est done egale au numerateur 
12 q

2 + 3 pq- 2 p2
• Par exemple pour M = 1/2, la peri ode est T =52. Lorsque 

le nombre M. est irrationnel, le mouvement n'est pas periodique puisque le 
tableau de Ia page 216tant toujours valable, on y constate que M2 , pour i of: 0, 
ne peut jamais etre egale a 1, puisque jet s

1 
sont des en tiers. 
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6. Conclusion 

Les pro blemes poses par 1 'acoustique musicale se presentent commel 'etude 
de cordes vibrantes en presence d'obstacles; les doigts par exemple 
constituent un obstacle dans le cas d'une guitare. Meme si Ia modelisation 
utilisee iciest derisoire par rapport ala complexite des problemes reels, on ne 
peut en conclure qu'elle soit mauvaise ou inutile. Par ailleurs, les problemes 
matbematiques introduits sont nombreux et interessants; la recherche des 
mouvements periodiques et leur etude est loin d'etre achevee, et !'article qui 
precede constitue un premier travail dans cette direction. 
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