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Résumé: Récemment, Weedermann et coll., [1] ont proposé un modèle de la digestion anaérobie en trois étapes : l’acidogenèse,
l’acétogenèse et la méthanogenèse. L’étude faite dans [1], combine et étend des résultats récents de Sari et Hajji,[2], et de
Hess et Bernard,[3], qui peuvent être considérés comme deux sous-modèles du modèle considéré dans [1]. Or, il est établi
que l’étape limitante de la digestion anaérobie est très souvent l’étape d’hydrolyse. Rajoutant cette phase au modèle de
Weedermann, nous étudions ici un nouveau modèle en 4 étapes. Dans un premier temps, on analyse les modèles proposés,
avec et sans inhibition et on détermine le nombre et la nature de leurs équilibres ainsi que leur propriétés de stabilité et leur
région de stabilité. Ensuite, on s’intéresse aux taux de production de l’hydrogène et du méthane aux points d’équilibre. Pour
chaque équilibre, le taux de biogaz produit est déterminé.

Mots clés: digestion anaérobie, chemostat, stabilité locale et globale, production de biogaz.

1 Analyse de modèles de la digestion anaérobie avec et sans inhibition

La digestion anaérobie (D.A.) est un processus naturel au cours duquel la matière organique est transformée en biogaz dans
un milieu sans oxygène par l’action d’un écosystème microbien. Il est utilisé pour le traitement des eaux usées ou des déchets
et présente l’avantage de produire du méthane et/ou de l’hydrogène. La digestion anaérobie est un processus en quatre étapes
comprenant l’hydrolyse, l’acidogenèse, l’acétogenèse, et la méthanogenèse. Au cours de la première étape, les molécules
organiques complexes (X0) sont décomposées en substrats simples(S). Pendant l’acidogenèse, les bactéries acidogènes (XS)
convertissent le substrat (S) en acide acétique (A), acides gras volatiles (ou AGV) (V ) et alcools, hydrogène (H) et dioxyde
de carbone. Ensuite, les AGV et les alcools sont utilisés par les bactéries acétogènes (XV ) et convertis en acide acétique (A)
ainsi qu’en dioxyde de carbone et hydrogène (H). Dans la phase finale, les méthanogènes acétoclastiques (XA) convertissent
l’acide acétique (A) en méthane et en dioxyde de carbone, tandis que les méthanogènes hydrogénétrophes (XH) convertissent
l’hydrogène (H) et le dioxyde de carbone en méthane.
La digestion anaérobie est inhibée par un certain nombre de facteurs. Dans [1], deux d’entre eux sont intégrés: l’inhibition
de la croissance des bactéries acétogènes par l’hydrogène et l’inhibition de la croissance des bactéries méthanogènes hy-
drogénétrophes par l’acétate. Dans cette communication, nous considèrons deux modèles distincts: un modèle sans inhibition
et un modèle avec inhibition. Le modèle général s’écrit:



dX0
dt

= D(X0in −X0)− khydX0
dS
dt

= D(Sin − S)− 1
cs
gS(S)XS + k0khydX0

dXS
dt

= (gS(S)−D)XS
dV
dt

= −DV + γsvgS(S)XS − 1
cv
gV (V,H)XV

dXV
dt

= (gV (V,H)−D)XV
dA
dt

= −DA+ γsagS(S)XS + γvagV (V,H)XV − 1
ca
gA(A)XA

dXA
dt

= (gA(A)−D)XA
dH
dt

= −DH + γshgS(S)XS + γvhgV (V,H)XV − 1
ch

gH(H,A)XH

dXH
dt

= (gH(H,A)−D)XH .

(1)

où X0in et Sin sont respectivement les concentrations de la matière organique et celle du substrat à l’entrée du chémostat,
D est le taux de dilution. khyd, k0, cs, cv, ca, ch, γsv, γsa, γsh, γva, γvh sont des paramètres de rendement tandis que
gV (V,H), gH(H,A), gS(S) et gA(A) sont les fonctions de croissance microbienne. Pour l = S, V,A et H, la fonction gl(l)
est telle que: gl(0) = 0 et g′l(l) > 0.
Nous prouvons que pour toutes valeurs initiales positives, les solutions du sys. (1) restent positives et bornées pour tout t ≥ 0.
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1.1 Analyse du modèle de la digestion anaérobie sans inhibition

Ici la fonction de croissance microbienne gV (V,H) ne dépend pas de H. On note gV (V ) = gV (V, 0). De même, la fonction
de croissance microbienne gH(H,A) ne dépend pas de A, on note gH(H) = gH(H, 0).

Sous ces conditions, le système (1) s’écrit sous la forme:

{
dX0
dt

= DX0in − (D + khyd)X0
dY
dt

= F (Y,X0).
(2)

avec Y = (S,XS , V,XV , A,XA, H,XH). Une solution de (2) s’écrit E = (X0, S,XS , V,XV , A,XA, H,XH).
L’étude des équilibres du système (2) se déduit de celle du système étudié dans [1] en utilisant le théorème de Thième, voir
[4]. Le système (1) possède neuf points d’équilibre, un équilibre de lessivage El = (X∗

0 , S
∗
in, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), sept équilibres

où l’extinction d’une ou plusieurs espèces a lieu et un équilibre de coexistence de toutes les espèces
E∗ = (X∗

0 , λS ,X
∗
S , λV , cv(V

(0) − λV ), λA, ca(A− λA), λH , ch(H − λH)),

avec X∗
0 = ( D

D+khyd
)X0in , S∗

in = (
k0khyd

D+khyd
)X0in + Sin , X∗

S = cs(S
∗
in − λS), V

(0) = γsvX
∗
S , A(0) = γsaX

∗
S , H(0) = γshX

∗
S,

A = A(0) + γvacv(V
(0) − λV ) et H = H(0) + γvhcv(V

(0) − λV ).
Pour déterminer les conditions d’existence des équilibres ainsi que celles de leur stabilité globale, notons pour l = S, V,A et H,
λl la valeur de l telle que: gl(λl) = D, quand elle existe. Sinon, λl = +∞.
Les résultats sont donnés dans le tableau suivant:

L’équilibre Conditions d’existence Conditions de stabilité globale

El toujours S∗
in < λS

E0 S∗
in > λS A(0) < λA , H(0) < λH

et V (0) < λV

EH H(0) > λH A(0) < λA et V (0) < λV

EA A(0) > λA H(0) < λH et V (0) < λV

EAH A(0) > λA et H(0) > λH V (0) < λV

EV V (0) > λV A < λA et H < λH

EV H V (0) > λV et H > λH A < λA

EV A V (0) > λV et A > λA H < λH

E∗ V (0) > λV , A > λA et H > λH Lorsqu’il existe

Le tableau ci-dessous décrit les régions de stabilité des différents équilibres selon les paramètres de contrôle D et S∗
in.

Condition Région El E0 EH EA EAH EV EV H EV A E∗

S∗
in < λS R1 S

S∗
in > λS, H

(0) < λH ,

A(0) < λA et V (0) < λV R2 I S

S∗
in > λS, H

(0) > λH ,

A(0) < λA et V (0) < λV R3 I I S

S∗
in > λS, H

(0) > λH ,

A(0) > λA et V (0) < λV R4 I I I I S

S∗
in > λS, H

(0) > λH ,

A(0) > λA et V (0) > λV R5 I I I I I I I I S

La lettre S (resp. I) signifie que l’équilibre correspondant est stable (resp. instable). L’absence de lettre signifie que l’équilibre
n’existe pas.

1.2 Analyse du modèle de la digestion anaérobie avec inhibition

Nous revenons au modèle (1), on peut remarquer que:
• Si X∗

S = 0 alors V ∗,X∗
V , A∗,X∗

A,H
∗ et X∗

H sont nuls.
• Si X∗

S > 0 alors X∗
0 = ( D

D+khyd
)X0in, S

∗ = λS et X∗
S = cs(S

∗
in − λS).

On peut alors découpler le modèle avec inhibition et se restreindre à étudier le modèle (3):
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dV
dt

= D(V (0) − V )− 1
cv
gV (V,H)XV

dXV
dt

= (gV (V,H)−D)XV
dA
dt

= D(A(0) −A) + γvagV (V,H)XV − 1
ca
gA(A)XA

dXA
dt

= (gA(A)−D)XA
dH
dt

= D(H(0) −H) + γvhgV (V,H)XV − 1
ch

gH(H,A)XH

dXH
dt

= (gH(H,A)−D)XH .

(3)

L’étude des conditions d’existence ainsi que des conditions de stabilité locale, obtenues en utilisant le critère de Routh-
Hurwitz, montre l’existence de douze équilibres dont deux équilibres sont strictement positifs, le premier étant stable dès qu’il
existe alors que le second est toujours instable.

2 Taux de biogaz produit pour le modèle de D.A. sans inhibition

L’étude des modèles proposés inclut la recherche des conditions sous lesquelles on peut maximiser le taux de méthane et
d’hydrogène en tenant compte de l’étape d’hydrolyse. En effet, le schéma réactionnel du modèle complet de la digestion
anaérobie (en ajoutant l’étape d’hydrolyse) montre que le méthane provient, d’une part, de l’acide acétique provenant lui
même du substrat ou de l’AGV et que d’autre part, le méthane provient de l’hydrogène et du dioxyde de carbone, provenant
du substrat ou de l’AGV.
À partir de l’analyse des équilibres du modèle, on détermine le taux de biogaz produit à l’équilibre lors de la digestion
anaérobie et on détermine la voie qui produit le maximum de biogaz. L’étude est faite dans un premier temps pour le modèle
sans inhibition.
Le taux de méthane produit à l’équilibre est donné par la formule suivante:
QCH4 = α1gA(A)XA |A=A∗,XA=X∗

A
+α2gH(H)XH |H=H∗,XH=X∗

H
où α1 et α2 sont deux constantes déterminées expérimentalement.

Ce taux est déterminé pour chacun des équilibres. Une comparison menée sur tous les équilibres montre que si V (0) > λV ,
le méthane produit par le modèle sans inhibition est maximal pour l’équilibre strictement positif E∗ et si V (0) < λV alors
le maximum du méthane est donné par l’équilibre EAH . Donc, lorsque V (0) > λV , le taux de méthane est maximal lorsque
toutes les biomasses coexistent et lorsque V (0) < λV , le méthane est maximal lors de lessivage des biomasses acétogénes.
De la même manière, le taux d’hydrogène produit est donné par la formule suivante:
QH2 = α3gS(S)XS |S=S∗,XS=X∗

S
+α4gV (V )XV |V =V ∗,XV =X∗

V
où α3 et α4 sont deux constantes déterminées experimen-

talement. Ce taux est comparé pour chacun des équilibres. On voit alors que si V (0) > λV alors l’hydrogène produit par le
modèle sans inhibition est maximal pour l’un des équilibres EV ou EV A et si V (0) < λV alors le maximum de l’hydrogène
est donné par E0 ou EA. Donc, lorsque V (0) > λV , le taux d’hydrogène est maximal lorsque les biomasses acidogénes et
acétogénes coexistent et lorsque V (0) < λV , l’hydrogène est maximal lors du lessivage des biomasses acétogénes.
La généralisation de ce travail au cas du modèle avec inhibition est en cours.

Conclusion: Dans ce travail, nous avons étudié un modèle à quatre étapes pour la digestion anérobie avec dégradation
enzymatique du substrat sous forme particulaire. Nous avons établi les conditions d’existence et le comportement asymptotique
local et global des points d’équilibre pour les deux modèles avec et sans inhibition. Nous avons déterminé le taux de méthane
et d’hydrogène produits pour chaque équilibre, dans le cas sans inhibition.
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