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Découplage des modes de rupture dans un matériau sebélastique
orthotrope : application au matériau bois

Rostand Moutou Pitti, Frédéric Dubois, ChristopleétPNicolas Sauvat

Laboratoire 3MSGC, Centre Universitaire d’'EgletokByiversité de Limoges,
Boulevard Jacques Derche, 19300 Egletons, France
Frederic.dubois@unilim.fr

RESUME. Ce travail présente le développement d'otégiale invariante permettant le découplage deslesade rupture
dans un milieu viscoélastique et orthotrope. llasp sur la base de l'intégrale M développée irgtiaént par Chen pour des
matériaux élastiques isotropes. Le découplage dédenest basé sur 'emploi de champs mécaniqueselsrempruntés aux
développements analytiques des champs singuliepopés par Shi qui permettent d’isoler les diff&senodes de rupture
ne calculant que la part de taux de restitutionng®égie en mode d'ouverture et de cisaillementréedil est limité, pour des
raisons applicatives, a des problémes plans). Laégaisation a un milieu viscoélastique utilise lésndements
thermodynamiques développés par Dubois et Petibguipermis de définir un taux de restitution d'égie en prenant en
compte un découplage total de I'énergie libre testble et I'énergie dissipée due a la viscositéngatériau. Le calcul,
intégré dans un code aux éléments finis, nécessite couplage a une formulation incrémentale du aoiement
viscoélastique. Le travail proposé permet finalemétudier les phases d'amorcage et de propagatienfissure en
prenant en compte la présence éventuelle d'unesipresur les levres de la fissure causée, par ekerppr un champ de
contraintes thermiques ou hydriques induit par gleases de séchage et/ou d’humidification du bois.

ABSTRACT. This paper presents the development ioivariant integral allowing the uncoupling of fraceumodes in an
orthotropic and viscoelastic media. It's based be M-integral, initially developed by Chen for ismtic materials. The
uncoupling method employs virtual mechanic fietttuced by the singular analytic forms proposed iwvéich enables
the isolation of fracture modes by calculating eyyerelease rates for open and shear modes (this vgdiknited for plane

configurations). The viscoelastic generalizatioesia thermodynamic approach developed by DuboidPatit by defining a

energy release rate only taking into account a@erfincoupling of free and viscous energies. Thikvgimplemented in a
finite element software and necessitates it intégmnatvith a viscoelastic incremental formulation. Fkiork allows the study
of the crack growth initiation and the crack propéiga by taking into account crack lip pressure indd, for example, by
thermical or hydric stress field during a dried @welling process.

MOTS-CLES : mécanique de la rupture, intégralesriavdes, viscoélasticité, orthotropie, élémentsstin
KEYWORDS : fracture mechanic, non-dependence ptrads, viscoelsaticity, Orthotropy, finite elentgn

1. INTRODUCTION

Les éléments de structure en bois comme les powrgsillées et les assemblages sont
généralement sujets a une fissuration de cinétipraplexe due principalement aux modes de
sollicitation et au caractére orthotrope du matériRour prédire les phases d’amorcage et de
propagation de la fissure, de nombreux outils nignés ont été développés pour caractériser les
champs mécaniques dans de tels matériaux. Parmilezixnéthodes énergétiques sont basées sur
I'emploi d’intégrales invariantes pour évaluer Bux de restitution d’énergie grace a un bilan
thermodynamique. Cependant, certains de ces @dit$ limités mathématiquement a des modes
simples de fissuration. Nous proposons donc umgiate indépendante découplant les modes dans un
matériau viscoélastiqgue. Un bilan énergétique edsgmté, dans un premier temps, permettant de
considérer les différents termes énergétiques migeex lors du processus de fissuration dans un
milieu viscoélastique. Ensuite, le développementl'odégrale M généralisée sera présenté en
intégrant les compléments permettant de traitgpréeessus de propagation ainsi que la présence
d’'une pression sur les levres de la fissure, taugaadant les propriétés d’'indépendance de domaine
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d’intégration. Enfin, une généralisation au comemnt viscoélastique et une formulation de
résolution du modéle viscoélastique par la méthiedeéléments finis seront exposées.

2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE

L’approche thermodynamique permet d’effectuer utod@lage des différentes énergies dissipées,
aussi bien en terme de dissipation mécanique qusdipation dans le processus de fissuration. Dans
un premier temps, considérons un milieux viscoigjastnon fissuré. L'énergie apportée par le travail
des efforts extérieurs noté& se décompose en une énergie libre restituahleet une énergie
dissipée via les propriétés dissipatives du maiénjg, telle que :

W =U ¢ +W,;q 1)
L’énergie libre restituable est l'intégration, darvolumeV de I'élément considéreé, de la densité
d’énergie libre F d’'Helmoltz définie par (Stavernetral., 1952):

tt 00 0
F :%['g J(;[zmijk, (t-€)-3;q (2-¢ - ﬂ)]w”—(;jr'"dfd r avecUe=[Fiav )

ou ik désigne les composantes du tenseur de fluagetroleoo; sont les composantes du
tenseur des contraintes. Les déformatigpssont d'ailleurs définies suivant l'intégrale delmann

suivante :
¢ 0o

gij (t):J“]in (t—r)l:—la—rkldr (3)
0

2.1. EQUILIBRE ENERGETIQUE

Si maintenant, nous considérons un corps viscéglestdans un processus de fissuration, la
variation d’équilibre énergétique (1) devient, durane propagation de fissuda dans le tempsit :

dW =dU . +dW,;; + dWyg (4)

ou dwg représente la dissipation d'énergie dans le peusegle fissuration. La principale
difficulté, dans I'équilibre (4), réside au couptade la propagation de fissure (variation de lfaser
de fissurea) avec le tempd. En supposant que les propriétés de dissipatiorrugeure sont
intrinseques au matériau et que la dissipation mdua est découplée du processus de fissuration,
nous admettons les restrictions suivantes (Duliak,e2005) :
dws =9Wega et dw,;, =0Vis gt (5)

Finalement, I'équilibre (4) peut se découpler enxdéquations distinctes aux dérivées partielles de
temps et d’accroissement de fissure :

W _0Ue , OWyis oW _0Ue , dWs
ot "ot Saa oa ' oa (6)
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2.2. CRITERE DE FISSURATION

Les critéeres de fissuration permettent de défihimstant d’amorcage ainsi que la vitesse de
propagation des fissures. L'équilibre thermodynaraiétant basé sur une approche énergétique, il est
évident que ces criteres doivent reposer sur umairtelogie énergétique. D’ailleurs I'équation (6)
(terme de droite) fait intervenir le taux de redidn d’énergie G. Par analogie aux bilans
énergétiques réalisés pour des milieux élastigisesres, le taux de restitution d’énergie représent
I'énergie dissipée dans le processus de fissura@ette énergie dissipée est puisée dans I'énergie
libre stockée temporairement au sein du matériau.

Les critéres énergétigues employés dans une ciiggreatle mode mixte font intervenir une
partition des modes de rupture en termessde) et G, (t) et de leur valeur critique, respectivement

Gf etGfj (Valentin et al., 1982) :

G () G, ], . .
f[—GC o =1 : propagation,f

G (t) Gy (t)
Gt ' Gf

]<1 : fissuration stationnaire @)

3. DECOUPLAGE DE MODES

Dans un contexte de chargement complexe générantidématiques de mode mixte, il est
nécessaire d’effectuer un découplage des modasgptiere afin de déterminer explicitement la part de
mode | ou de mode Il dans le critére, équation En)élasticité, le taux de restitution d’énergieitpe
étre calculé par l'intégrale curviligdedéfinie de la fagon suivante (Rice, 1968) :

1
r

Figure 1 : Domaine d'intégration

I, estun contour englobant la fissure orienté paofkaalen de composante; (Figure 1). Il est
supposé que la fissure est orientée dans la diregti. Afin d’effectuer un découplage de mode, Chen

a développer une intégrale similaire appelée M (G#teal., 1977). La différence majeure consiste en
la combinaison de champs singuliers réels indicésvirtuels indicés, .
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Ainsi, il propose la définition d’une forme bi-liaée de la densité d’énergie libre suivante

FuY) = 2 o) © &) = 5 ) @ W) ©)
g et ¢ représentent les tenseurs de contrainte et derndéifion déduits des champs de
déplacement réels et auxiliaires. A partir de latishnarité du Lagrangien pour des champs de

déplacements virtuels et réels dans des configmstiangrangienne-Eulérienne-Arbitraire (L.E.A)
(Nother, 1918), la forme bilinéaire (9) nous peruiiétendre le théoreme de Nother pour cette forme

a=| (W' ml—[aw. m.l+aW' w.ljm}ds
v ou, =~ ov, )"’

. L[(g‘u’v o J +(ZV£WJ —(vv,;(u)+vv,i(v))}v=

En considérant I'équilibre énergétique, I'intégrle, au méme titre que l'intégrale présente les

caractéristiques d'invariance du domaine d'intégmat En posant

oF _1 oF _ 1
o =5 g et o, =5 o , M se définit par :

(10)

en élasticité linéaire

+
I\)lH N N
>

M

\'|—-
—_

-

a-u 1 DJ | i,l) EthS

") ((qu )+ 07 1Y,),) - ((Uu“ Y ),1 +(or o, ),1))dv (11)
(a [, + g B’.l) [h,dS

_—

L’intégrale (11) est définie sur un contour curgyile. Pour des besoins d’'implantation dans un code
aux éléments finis, nous la transformeront en atégrale de surface. Pour cela, utilisons un champ

@, continu, dérivable, unité sur le contour intérieet nul a I'extérieur (Figure 1). On définit aor
I'expression suivante :

Pk = ;(Uukm -0y v, ) (12)

Grace a la relation (12), I'expression (11) se d¢famnme, en utilisant le théoreme de Gauss-
Ostrogradski, en I'intégrale recherchig :

M6 = %L(c}f Nik =05 mi)mk,jdv
% Al )(( Oij [y i )k +O'IJ v, N )k) ((Ol\J/ mi’j)k (0”
_%I (OIJ [ +0I] i,k)mk [h;dS

+

D ey a3

Le premier terme de lintégrale permet un découplalg mode dans le cas d'une fissure
stationnaire. Le second terme permet de gardatédfiendance du domaine d'intégration lors d'une

propagation de fissure. Enfin, le dernier termeyrde prendre en compte une pression éventuelle
sur les lévres de la fissure.
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Dans le cas d’'un matériau orthotrope, nous propsmmme champ virtuel la forme singuliere
de Shi (Sih, 1974) :

v = 20K, EVE m{% }SZ o, o8 0 - p 15 Eiof'sﬂ

+ 20K, E\/ﬁ EI]E{ [(p2 0o, E}olo's)}

V2 = 2m<1 E{/ET me{s_ ES? E(CI2 (5 5020'5 -q L5 [30105”

+ 20K, O me{ﬁ o -q Elolo's)}

avec p, =codg)+is; Sinl¢), L3, p, =S8 2+312 et g, —szf +S,, 8

(14)

. , . L. 4 2 N
s ets, sont les racines de I'équation caracteristic|gls, +(2[$12+S33)3i +S,,=0 ou S”.

désigne les composantes du tenseur de rigiditénatsg orthotrope.

4, INTERPRETATION PHYSIQUE

Pour des champs de déplacement réels u et awedglimicinématiquement admissibles égaux, on a
la relation (15) (Dubois et al., 2000) :
M(u,u) = J (15)

En se référant a la définition du taux de restituti’énergieG, nous proposons, grace au principe
de superposition, la relation suivante :

M(uyv) = C D% C, D% (16)

C, et C, désignent respectivement les complaisances élastigduites en modetll (Valentin
et al., 1982).

Le découplage complet s’obtient en effectuant deaiguls distincts de l'intégral#(u,v), afin
d’exprimer les facteurs d'intensité de contrairgels 'K, et"K . Pour cela, on choisit des valeurs

judicieuses pour les facteurs d'intensité de cimeavirtuelsK, et'K,

_8MM(K, =1,'K, =0)
T C

1

'K et 'Kk, = SEMX, ZO’ K, =1) (17)

2

5. GENERALISATION AU COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE

Pour un comportement viscoélastique linéaire, nowssidérons un modele de Kelvin Voigt
généralisé composé de M modeles de Kelvin ass@cigs ressort en série qui traduit la réponse
instantanée du comportement (Figure 2).
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-+ n >

Figure 2 : Modele de Kelvin Voigt généralisé

Dans ce cas, nous généralisons la relation (13)resuit :

1
M (uv) =3 jrl(oﬁ,l(v)ﬁuik ~ok (u) %, )m;ds

1
2JA(r)

1
- (0% (v) mf, + 0 (u) 55 )my s,

+

(o vy aats o ot o) [o oty ), +lok ) Jav (g

avec k=(01,...M)

oi‘}(u) et ci‘}(v) désignent respectivement les contraintes rédliesteelles dans 1&°™ ressort du
modele rhéologique ;oi‘J?l(u) et 051(") étant leurs gradients respectifi;tik et vik sont les

déplacements réels et virtuels. En employant leut#mergétique pour I'ensemble des composantes
élastiques du modeles, nous obtenons (dubois 2085):

M
My (UV) =M (uv)+ > M (uv) = D" My (uv) (19)
m=1 k

Finalement, en rappelant I'expression (18), noudud®ns successivement les expressions
suivantes:

Uy k v k U k vk
MK (uv)=cki K OK; +Cck 3 K”SDK” (20)
g K _8IM{ (uv)(K[ =1, Kf =0)
Ck
k v 1k v k (21)
ugk = 8My (UV)CKY =0, 'Ky =1)
I ok
2

En combinant les relations (15), (20) et (21), piession du taux de restitution d’énergﬁé en
viscoélasticité est donnée par :
up k 2 up k 2
ol = ot + rak =t Ks') ot Ks”) (22)
16X et 2GX désignent respectivement les taux de restitutiénetgie propre au®® ressort du

modele rhéologique pour les deux modes de rupture.
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Nous avons d’ailleurs :

G, =) Gk et2g, =Y 26k aveck=(01..M) (23)
P K

Les différents champs mécaniques réels sont isane tbrmulation incrémentale du comportement
viscoélastique.

6. FORMULATION INCREMENTALE

La représentation rhéologique (Figure 2) est égattnemployée dans le développement d'une
formulation intégrale permettant de déterminer, pagas, les champs mécaniques issus du
comportement viscoélastique. Le modéle repose aswétomposition du tenseur des déformations
suivante (Ghazlan et al., 1995) :

&j = Z Miji (24)
ki

avecny, = ”kl +Zr|IJkl ,m=(1...M) (25)

La forme correspondante du tenseur de fluage odpetest exprimée par :

km
ukl(t)‘_+2 E{l exp Nl } avec A -”Tk' (26)

Ijk| m=1 ukl Nijki
Ces différentes expressions nous permettent deeddianforme indicielle de la formulation
incrémentale tridimensionnelle :

Dejj (tn ) =Mijq A0 (tn) + &j (tn1) (27)
~ ~ ~ M ~
g =) Mg etfyg = Z”{;?d(tn-l) (28)
k|l m=1
|Jk| (th- 1)—(exp it 1] {WJrni?;I (th-1 )] (29)
Kij

Mijkl représente les composantes de la matrice de ssaplssoélastique :

ukl -

+z Lgp-imexe exp avec A" = (30)
Jkl m=1 ]kI Al Ddt “kl iJTI

ijki

Afin de résoudre la formulation incrémental (27pus utilisons un algorithme éléments finis
proposé par Ghazlan. Ainsi, on a les relationgeanes de contraintes et de déplacements, suivantes

k=l deelit,) aveckp = [87 v [ Bao (31)

KT est la matrice tangente de rigidité viscoélastigpgarente. B est la matrice Jacobienne reliant
déplacements et déformations. Les déplacements,chague éléments de Kelvin Voigt, sont donnés
par la résolution du systeme suivanil,: p}(tn_l), représentant les forces nodales induites des

contraintes passées
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7. CONCLUSION

Ce travail présente le développement de l'intégralariante M qui assure, au méme titre que J ou
G, I'indépendance du domaine d’'intégration au caier$amorcage et de la propagation de la fissure
avec la prise en compte d’'une pression causéegmioh d'un flux de chaleur ou hydrique sur les
levres de la fissure. Une validation expérimentdd@ a présent étre réalisée dans des ambiances
controlées. Ce travail est la base scientifiquel@teloppement de la mécanique de la rupture dans le
matériaux composites (le matériaux bois dans nwas) afin d’étudier I'évolution de leurs défauts
sous les effets de I'environnement (températurenwenidité). Pour cela, il était nécessaire de
développer un outil permettant d’effectuer un détage thermodynamique des différentes sources de
dissipation énergétiques et des modes de rupturelafcibler la modélisation vis-a-vis des effets d
I'environnement sur les propriétés viscoélastigetase fissuration.
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