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Résumé – La décomposition des processus géophysiques en modes pertinents est un point clé pour les problèmes de caractérisation, prédiction
et reconstruction dans le domaine des sciences de l’environnement. Par ailleurs, la séparation aveugle des contributions associées à différentes
sources est un problème classique dans le domaine du traitement de signal et des images. Récemment, des progrès significatifs ont été obtenus
avec l’introduction de formulations non-négatives et parcimonieuses. Dans ce travail, nous abordons la décomposition aveugle d’opérateurs
linéaires ou de fonctions de transfert entre variables d’intérêt, en mettant l’accent sur un cadre non-négatif. Nous illustrons l’intérêt de ces
décompositions pour l’analyse, la prédiction et la reconstruction de dynamiques géophysiques.

Abstract – The decomposition of geophysical processes into relevant modes is a key issue for characterization, forecasting and reconstruction
problems in environmental sciences. Moreover, the blind separation of contributions associated with different sources is a classical problem in
signal and image processing. Recently, significant advances have been reported with the introduction of non-negative and sparse formulations.
In this work, we address the blind decomposition of linear operators or transfer functions between variables of interest, with an emphasis on a
non-negative setting. We illustrate the relevance of these decompositions for the analysis, prediction and reconstruction of geophysical dynamics.

1 Introduction

La décomposition de processus géophysiques en modes per-
tinents et interprétables, notamment par des approches de dé-
composition orthogonale telles que l’analyse en composantes
principales ou les fonctions orthogonales empiriques (PCA ou
EOF, par ses sigles en anglais) [1], a été largement utilisée dans
des applications d’analyse et de prédiction en océanographie
et en météorologie. Outre les décompositions basées sur des
EOFs, la séparation aveugle des contributions associées à dif-
férentes sources ou processus a été largement étudiée dans le
domaine du traitement du signal et des images [2]. Dans ce
contexte, des progrès significatifs ont été obtenus par l’intro-
duction de formulations non-négatives [3] et parcimonieuses
[4]. Ici, nous abordons la décomposition aveugle d’opérateurs
ou de fonctions de transfert variant dans l’espace ou dans le
temps. Les applications potentielles comprennent la décompo-
sition de processus dynamiques ainsi que l’analyse des rela-
tions entre différentes variables d’intérêt (voir la Section 3 pour
des illustrations). Dans un travail précédent [5], nous avons in-
troduit une formulation non-négative qui permet la caractérisa-
tion des relations entre deux processus par la superposition de
plusieurs relations linéaires. Nous généralisons cette approche
et nous abordons ici une décomposition basée sur l’appren-
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tissage de dictionnaires d’opérateurs linéaires locaux. Cet ar-
ticle est organisé comme suit. La Section 2 présente le modèle
proposé et les algorithmes associés. Dans la Section 3, nous
ilustrons des applications à l’analyse des dynamiques géophy-
siques. Enfin, nos conclusions et perspectives de travail sont
présentées dans la Section 4.

2 Formulation du modèle

Considérons un ensemble de données d’observations mul-
tivariées {x,y}n, où xn ∈ R

J , yn ∈ R
I désignent le nème

couple d’observations. En supposant qu’un opérateur linéaire
lie xn à yn, notre objectif est de décomposer cet opérateur li-
néaire comme la superposition non-négative de plusieurs rela-
tions linéaires. Suivant notre travail précédent [5], nous consi-
dérons le modèle suivant pour la relation entre les variables xn

et yn :

yn =

K
∑

k=1

αnkβkxn + ωn

s.c.

{

αnk ≥ 0, ∀ k ∈ J1,KK, ∀n ∈ J1, NK

||βk||F = 1, ∀ k ∈ J1,KK

(1)

où αnk ∈ R
+ sont des coefficients de mélange non-négatifs

qui modélisent la contribution de chaque mode linéaire à la
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FIGURE 1 – Performance de prédiction des dynamiques Lorenz ’96 par des opérateurs analogues linéaires : nous représentons l’erreur quadratique moyenne
de prédiction normalisée (RMSE) en fonction du nombre d’analogues utilisés pour estimer l’opérateur localement linéaire de prédiction de la dynamique de
Lorenz ’96, pour les opérateurs localement linéaires classiques (ligne complète) et pour la décomposition non-négative proposée pour des opérateurs localement
linéaires avec K = 4 modes (ligne pointillée). Nous considérons trois scénarios expérimentaux : un scénario sans bruit avec une base d’apprentissage de 2× 10

5

exemplaires, un scénario avec une base d’apprentissage bruitée de 2×10
5 exemplaires, un scénario sans bruit avec une base d’apprentissage de 2×10

3 exemplaires.

reconstruction de yn à partir de xn, βk ∈ R
I×J est la ma-

trice de régression associée au mode k, || · ||F est la norme
de Frobenius et ωn ∈ R

I est un processus de bruit, générale-
ment un bruit Gaussien. N et K désignent, respectivement, le
nombre total d’observations et de modes. Dans [5], nous nous
concentrons sur les cas d’étude où I , le nombre de dimensions
de la variable yn, est assez grand pour garantir l’identifiabi-
lité de la décomposition (I > 1). Nous étendons ici le modèle
(1) sans contrainte spécifique sur I et proposons une approche
de décomposition d’opérateurs linéaires par apprentissage de
dictionnaires. Désignons par Θn une estimation de l’opérateur
linéaire reliant xn et yn (différentes stratégies d’estimation de
Θn sont présentées en Section 3). Le modèle (1) revient à une
décomposition aveugle des opérateurs linéaires Θn sous des
contraintes de non-négativité :


















[

α̂nk, β̂k

]

= argmin
αnk,βk

N
∑

n=1

(

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Θn −
K
∑

k=1

αnkβk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

F

)

αnk ≥ 0, ∀n ∈ J1, NK, ∀k ∈ J1,KK

||βk||F = 1, ∀k ∈ J1,KK

(2)

En considérant l’ensemble {Θ}n de tous les N opérateurs li-
néaires locaux et en les vectorisant, le problème de minimisa-
tion sous contraintes (2) peut être réécrit comme un problème
de décomposition par apprentissage de dictionnaires :















[

Γ̂, D̂
]

= argmin
Γ,D

||Φ−DΓ||
2

F

Γkn ≥ 0, ∀k ∈ J1,KK, ∀n ∈ J1, NK

||D:k||2 = 1, ∀k ∈ J1,KK

(3)

où Φ ∈ R
IJ×N est la concaténation des opérateurs vectori-

sés θv
n = vec(Θn) (c’est-à-dire Φ = [θv

1 |...|θ
v
N ]), les lignes

de la matrice Γ ∈ R
K×N contiennent les coefficients de mé-

lange αnk pour chaque mode k et les colonnes de la matrice
D ∈ R

IJ×K (notées D:k) contiennent des versions vectori-
sées des matrices de régression linéaire modales βk.
Par rapport à [5], la formulation basée sur l’apprentissage de
dictionnaires a une plus grande souplesse et adaptabilité. En
particulier, les contraintes ou a priori formulés peuvent être mo-
difiées aisément, par exemple par le choix d’une approche d’ap-
prentissage de dictionnaires particulière (e.g. NMF [3], K-SVD

[6], etc). Ici, pour un ensemble d’opérateurs donné {Θ}n, nous
résolvons la minimisation (3) en itérant deux étapes jusqu’à
convergence, à savoir l’estimation au sens des moindres carrés
de la matrice de dictionnaire D avec une contrainte de norma-
lisation ||D:k||2 = 1, ∀ k ∈ J1,KK, et l’estimation des coef-
ficients de mélange Γ à l’aide d’un opérateur proximal "hard-
thresholding" (max(Γ, 0)) [7] pour imposer la non-négativité.
A partir d’un dictionnaire d’opérateurs {β̂}k estimés (matrice
D̂ dans la formulation (3)), nous pouvons appliquer la décom-
position proposée à tout nouvel ensemble de données d’obser-
vation {x∗,y∗}n pour estimer les coefficients de mélange α̂nk

associés (matrice Γ̂ dans la formulation (3)). Deux approches
peuvent être envisagées. De même que dans l’étape d’appren-
tissage du dictionnaire, nous pouvons d’abord estimer les opé-
rateurs linéaires {Θ∗}n (voir la Section 3 pour plus de détails
sur l’estimation pour chaque cas d’étude) et estimer ensuite les
coefficients de mélange comme la projection de ces opérateurs
sur le dictionnaire. Une deuxième approche revient à l’estima-
tion directe des coefficients de mélange à partir du dictionnaire
et des observations selon un critère de moindres carrés dérivé
du modèle (1). Ce schéma ne nécessite pas l’estimation préa-
lable des opérateurs linéaires {Θ∗}n.

3 Applications

3.1 Décomposition d’opérateurs dynamiques

Nous illustrons d’abord l’intérêt de l’approche proposée pour
la prédiction de systèmes dynamiques. Nous considérons comme
cas d’étude le modèle de Lorenz ’96, un modèle représenta-
tif de dynamiques géophysiques chaotiques largement utilisé
dans la communauté de sciences atmosphériques et océanogra-
phiques. Nous laissons le lecteur se référer à [8] pour une pré-
sentation détaillée du modèle de Lorenz ’96.
Nous créons des jeux de données d’apprentissage et test à par-
tir de séries temporelles 40-dimensionnelles indépendantes du
modèle de Lorenz ’96. Suivant [9], nous considérons un mo-
dèle analogue localement linéaire. Il s’agit d’ajuster localement
des régressions linéaires multivariées Θn ∈ R

I×J : yn =
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FIGURE 2 – Décomposition non-négative des relations température-salinité dans la Mer d’Alboran : (a) images de la température de surface (SST) et de la salinité
de surface (SSS) de l’océan au 22 Mars, 2011, (b) Prédictions des images de SSS à partir des images de SST pour chaque mode de la décomposition à K = 2

modes considérée, (c) Distribution de la corrélation SST-SSS lorsque le mode 1 (resp. le mode 2) domine, c’est-à-dire αn1 > αn2 (resp. αn2 > αn1).

Θnxn, où, pour une série temporelle donnée S, xn = S(t)
et yn = S(t+ ∂t). Les opérateurs linéaires locaux Θn sont es-
timés pour chaque paire d’observations n sous l’hypothèse que
les paires d’observations les plus proches (selon la distance eu-
clidienne entre des observations xn) dans le jeux de données
d’apprentissage, appelées analogues, partagent le même opéra-
teur Θn. Numériquement, l’estimation de Θn recourt à une es-
timation par moindres carrées pondérés à partir de l’ensemble
de données formé par les analogues de la paire (xn,yn), les
pondérations prenant en compte des similitudes relatives.
Nous illustrons l’application de la décomposition non-négative
proposée pour K = 4 modes. En considérant un dictionnaire
{β̂}k estimé à partir du jeux de données d’apprentissage, nous
calculons les opérateurs de prédiction du jeux de données de
test selon le modèle (2). Il repose sur l’estimation des coeffi-
cients de mélange dans le modèle (2). Plus précisément, pour
la paire d’observations actuelles (x∗

n,y
∗

n) dans l’ensemble de
données de test, l’opérateur de prédiction par analogues asso-
cié implique la projection non-négative de l’opérateur loca-
lement linéaire Θ∗

n sur l’espace engendré par les modes es-
timés {β̂}k. La prédiction au prochain pas de temps se ra-
mène simplement à l’application de l’opérateur linéaire projeté
à l’état actuel. La figure 1 illustre les performances de prédic-
tion de l’approche proposée. Nous rapportons l’erreur quadra-
tique moyenne (RMSE) de prédiction normalisée en fonction
du nombre d’analogues utilisés pour la prédiction localement
linéaire par analogues sans décomposition (ligne complète) et
en utilisant une décomposition non-négative (ligne pointillée).
Trois scénarios sont simulés : i) un scénario sans bruit avec
un grand catalogue (N = 2 × 105 exemplaires) (Fig. 1a), ii)
un scénario avec un grand catalogue bruité (variance du bruit
σ2
noise = 0.1) (Fig. 1b), iii) un scénario sans bruit avec un petit

catalogue (N = 2×103 exemplaires) (Fig. 1c). La décomposi-
tion non-négative des opérateurs locaux réduit clairement l’er-
reur de prédiction lorsque les analogues sont échantillonnés à
partir d’un catalogue bruité ou réduit. Cette décomposition peut
être considérée comme une projection de l’opérateur d’origine
dans un espace de dimension inférieure, ce qui rend plus ro-
buste l’identification du modèle pour les petits ensembles de
données et améliore la robustesse au bruit.

3.2 Décomposition des dynamiques de l’océan

Nous présentons une deuxième application du modèle pro-
posé pour l’analyse des relations spatio-temporelles entre dif-
férentes variables géophysiques. Nous considérons ici les rela-
tions entre la température de la surface de l’océan (SST, pour
son sigle en anglais) et la salinité de la surface de l’océan (SSS,
pour son sigle en anglais) dans la Mer d’Alboran (35◦N -38◦N ,
0◦W -5◦W ) (Figure 2a). Cette région présente de patterns sai-
sonniers marqués avec des inversions de la corrélation entre les
champs de SST et SSS, associées à l’apport d’eau froide de
l’Atlantique à travers le détroit de Gibraltar.
Pour les expériences rapportées, nous exploitons des simula-
tions opérationnelles dans la Mer d’Alboran. Nous analysons
les relations entre des images journalières de SST et SSS (Fi-
gure 2a) en utilisant un modèle convolutionnel pour des patches
d’image de taille 3 × 3, ce qui consiste à considérer que les
valeurs de SSS pour un jour donné peuvent être approximées
par une régression linéaire Θn sur les valeurs du patch de SST
correspondant (de taille 3 × 3). Les opérateurs linéaires esti-
més à chaque jour sont ensuite décomposés sur K = 2 modes.
La figure 2b présente les champs de SSS prédits par chaque
mode. Le premier mode comprend clairement une inversion de
la SST, tandis que le deuxième mode est associé à une relation
SST-SSS sans inversion. Ceci est illustré plus clairement dans
la figure 2c par les distributions des coefficients de corrélation
des images SST et SSS suivant que le premier ou le deuxième
mode domine. La bimodalité clairement observée illustre la ca-
pacité de la décomposition proposée à séparer avec précision
les relations SST-SSS inversées et cohérentes, fournissant ainsi
un outil efficace pour l’analyse des processus sous-jacents.

3.3 Super-résolution d’images SSH

Nous illustrons une troisième application du modèle proposé
pour la super-résolution d’images haute résolution de la hau-
teur de la surface de l’océan (SSH, pour son sigle en anglais)
à partir de données multi-sources. Le modèle proposé pour la
super-résolution des champs altimétriques consiste à supposer
que l’image SSH haute-résolution (yn dans (1)) peut être re-
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FIGURE 3 – Super-résolution des images SSH : (a) Illustration de l’échantillon-
nage satellitaire irrégulier des champs SSH : positions échantillonnées (carrés
en cyan) dans une fenêtre de ±10 jours autour du 20 avril, 2012. (b) Distribu-
tion de l’erreur de reconstruction (RMSE) pour des images journalières de SSH
à haute résolution, pour un modèle convolutionnel global et pour des décom-
positions localement adaptées du modèle global utilisant PCA [1], KSVD [6]
et une décomposition non-négative (NN) avec K = 10 classes. La distribu-
tion du RMSE pour des images SSH journalières à basse résolution est donnée
comme référence (notée SSHLR).

construite par un modèle convolutionnel local appliqué à une
image SSH basse-résolution et une image SST haute-résolution
(xn dans (1)) (pour une présentation détaillée de ce modèle,
nous référons le lecteur à [10]). Ce modèle peut être vu comme
une extension multimodale des modèles de super-résolution
d’images [11]. L’une des spécificités intéressantes réside dans
la capacité à calibrer des opérateurs locaux de convolution à
partir des observations partielles haute-résolution de la SSH
(cf. Figure 3a). Les opérateurs de convolution locaux sont cali-
brés sur des voisinages spatio-temporels correspondants à ±10
jours et ±1◦. L’approche par décomposition non-négative des
opérateurs de convolution permet ici de réaliser des calibrations
plus locales avec un nombre réduit de données.
L’approche proposée est évaluée à partir de simulations nu-
mériques d’un modèle de circulation océanique pour un cas
d’étude en Méditerranée. Nous rapportons la distribution de
l’erreur de reconstruction de la SSH à haute résolution pour un
modèle convolutionnel global, ainsi que pour des décomposi-
tions localement ajustées du modèle global, en considérant dif-
férents types de contraintes : orthogonalité (PCA) [1], parcimo-
nie (K-SVD) [6] et non-négativité (NN). Les résultats obtenus
mettent en évidence l’intérêt de la décomposition non-négative
pour améliorer la résolution spatiale des champs de SSH.

4 Conclusion

Nous avons proposé une généralisation de l’approche de dé-
composition non-négative introduite dans [5] à la décompo-
sition d’opérateurs localement linéaires. Nous avons exploré
des applications pour la prédiction et caractérisation de dyna-
miques géophysiques et la super-résolution de champs géophy-
siques. L’approche proposée exploite une formulation basée sur
l’apprentissage de dictionnaires à partir d’opérateurs linéaires
localement estimés. Ce formulation a une plus grande flexi-
bilité et adaptabilité. Outre les contraintes de non-négativité,
cette formulation peut exploiter d’autres contraintes, telle que
la parcimonie des dictionnaires ou des coefficients de mélange,

en exploitant des techniques adéquates d’apprentissage de dic-
tionnaires [6]. Les travaux futurs exploreront et évalueront ces
approches alternatives basées sur l’apprentissage de diction-
naires pour différentes applications de modélisation et recons-
truction de dynamiques géophysiques.
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