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Le mot modéle recouvre une large classe d'objets
entendus comme des substituts des systémes que nous étudions.
Un modéle consiste en la représentation formelle d'idées
ou de connaissances relatives & un systéme, c'est un objet
artificiel, intégralement monté. Le raisonnement sur le
modéle nous permet d'explorer les conséquences logiques
des hypothéses retenues, de les confronter avec les résultats
de l'expérience, d'arriver ainsi 3 mieux connaftre la réa-
lJité, et &4 agir plus efficacement sur elle. Si nous nous
référons au domaine plus particulier de 1'é&conomie , nous
constatons que 1l'économétrie considére que les données
économiques sont généralement engendrées par un systéme
de relations simultanées, dynamiques et stochastiques.

Les chaines de Markov ont &té utilisées pour analyser des
données chronologiques ol une observation a chaque instant

consiste en la catégorie & laquelle appartient 1l'observation.

Une bibliographie partielle de travaux économé-
triques utilisant ce modéle comprendrait ceux de CHAMPERNOWNE
(1953) et SOLOW (1951) sur la distribution des revenus et
des salaires ; PRAIS (1955) et GOODMAN (1965) sur la mobi-
lité sociale, HART et PRAIS (1956) , ADELMAN (1958) ,

PRESTON et BELL (1961) et STEINDL (1965) sur la distribution
des firmes par taille et la concentration ; GALE (1960)

et SMITH (1961) sur des modéles analysant les relations
internationales et interrégionales ; TELSER (1962, 1963)

sur la consommation ; COOTNER (1964) sur les mouvements de
stocks et de prix ; BONNIEUX (1969, 1972) sur des modéles

de gestion. Par ailleurs de nombreux travaux ont été entrepris



a partir de ce modéle en géographie, démographie. Il s'agit
donc d'un modéle d'intérét trés général. Une des principales
difficultés rencontrées dans son utilisation est d'ordre

statistique et concerne l'estimation de ses paramétres.

Définition du modéle

On considére une suite d'é@événements indicés par

t (t =0, 1; ... T) ayant chacun r issues possibles s§

(i=1,2, ... r). Ce processus peut étre représenté par
une variable aléatoire X, (t =0, 1, ... T) prenant ses

valeurs dans {1, ... r} et telle que

si s; est 1'issue du tE événement.
Les événements sont liés de telle sorte que la

probabilité pour que x, soit égale 3 i est entiérement

t
définie par sa valeur & l'instant précédent, ainsi

P (xt Vi S Xt-2"'°) =P (xt/xt_l)

D'ol la probabilité d'avoir la suite (xo,xl... ¢

A
P (xo,xl,... xt) = P (xo) E



Le processus est donc défini par la distribution
initiale de probabilité P(xo) et les probabilités condition-
nelles P(xt/xt_l). Posons

Les Pj 5 sont appelées probabilités de transition associées
aux passages de Sy a Sj' Nous les supposons indépendantes

de t, le nrocessus est donc supposé homogéne.

On définit la matrice carrée d'ordre r,

P o= [pij;]

elle est appelée matrice de transition et

Le processus que nous venons de définir est

une chafne de Markov (homogéne) & r états.

Connaissant 1'état initial X, et la matrice P
on peut déterminer la distribution de chaque variable
aléatoire X,, Ou encore rechercher s'il existe une 1loi
de x, lorsque t tend vers l'infini. Dans ce contexte on

o
dit que la chafne est ergodique s'il existe un vecteur

n = ( Hl..... Hr)



tel que

1im é:; = i

t+co

j

ig) est 1'élément d'ordre (i,j) de Pt, ayant les deux

propriétés suivantes.

ol p

et T = Tp

La difficulté fondamentale pour utiliser une

chafne de Markov comme modéle concerne l'estimation de P.

Probléme de l'estimation de la matrice de transition

Considérons n individus dont 1'évolution est
régie par une chafne de Markov ergodique de matrice P
inconnue. On désigne par ni(t) le nombre d'individus dans
1'état i a8 1'instant t, et par nij(t) le nombre d'individus
qui passent de 1'état i & 1l'état j dans la transition qui
s'effectue de 1'instant t-1 & 1'instant t. L'état de 1l'échan-
tillon de n individus peut é&tre répéré & chaque instant par
le vecteur d'état :



[n1 (£), n2(t), ... nr(t)]

et les transitions par les matrices des comptes de transition

d'élément général [nij(t)]. On appellera microdonnées les
nij (t) , par oppositionauxmacrodonnées qui désigneront

les ni(t). Si 1'on connaft les microdonnées il est possible
d'estimer P en utilisant de la méthode du maximum de vrai=-

semblance (ANDERSON et GOODMAN 1957).

Posons

(t)

les nij forment une statistique exhaustive minimale. La
fonction de vraisemblance associée 3 un échantillon de
taille n observé pendant T périodes s'écrit

- Y |
ni(t ! gij
Eod X | 1.3 i]
. o (E)] el
J 1]

Pour dériver les estimateurs des pij on suppose fixés les
ni(o), on maximise le logarithme de la fonction de vraisem-

blance sous les contraintes

Zp..-1=0
J le




et on trouve la solution unique :

PN nya
Py = . > 0
J I, .
J1i3

Ces estimateurs sont convergents , sans biais de plus ils
suivent asymptotiquement la loi multinormale s

ANDERSCN et GOODMAN exposent par ailleurs un certain nombre
de tests basés soit sur le principe du rapport de vraisem-
2. on trouvera dans BONNIEUX (1972)

une généralisation de ces résultats au cas non-homogéne.

blance, soit sur le X

MARTIN (1967) examine le probléme de l'estimation dans le
cadre bayesien.

Le plus souvent en pratique les microdonnées
(c'est-adire les trajectoires individuelles) sont inconnues,
l'information porte uniquement sur les macrodonnées (c'est-a-
dire les vecteurs et état) , nous examinerons le probléme de

l'estimation en utilisant la méthode des moindres carrés,

Application de la méthode des moindres carrés simples

Définissons les probabilités absolues

I

qj(t) P (x,.=]3)

t

qj(t) L q,(t-1) Py

i

% Selon que n + o« ouque T + = ,



Nous observons le vecteur d'état d'éléments nj(t), divisons
les par l'effectif total n afin de définir le vecteur des

fréquences observées d'éléments yj(t). On a la relation

= L -

ol les Y; sont observés, pij désignent les paramérres a

estimer et uj(t) une erreur aléatoire.
Sous forme matricielle nous avons

. = X p. + 1.
Y5 P j

yy ¢ T x 1 (v, (0) g (O} «ws wes y_(0)

pj F Exd X =ly; (E=1) 3o (t=1)sesisx yr(t-l)
TXr L . .

uy i 3 | Yi (T=1) 32 (P=1) s ons ¥, (P=1)

regroupons les r relations :

BA X O ssssea O] B ] M7
|

Y2 = 0 X ee0eea O P, +!u2

. . - : | -

. . . '. : : ':

T (2 Roaemete B B} 1%




ou encore : y = X p + u
supposons gue Rang X = r
E (u) =0
E(uu') = L

L est carrée d'ordre Tr =t singuliére (LEE et al., 1972,p.32)
MILLER (1952) suggére d'estimer ce modéle par l'estimateur

des moindres carrés simples :
B= ¥ty

On peut vérifier (LEE et al., p.34) que les estimateurs vérifient

la relation :

par contre la contrainte de non-négativité n'est pas néces-

sairement satisfaite.

MADANSKY (1959) a montré que les uj ne sont pas
"
corrélés a X, il en résulte que p converge vers p.Cependant les
erreurs sont hétéroscédastiques donc l'estimateur n'est pas

efficace.

Une solution proposée par LEE et al., (1970) ,
THEIL et REY (1966) consiste & minimiser :

wu = (y - Xp) 'y - X p)



sous les contraintes

G est la matrice r x r’ définie par

G = (ir alie) o ir)

en appelant ir la matrice identité d'ordre r, et n.. le

vecteur a r é€léments tous &gaux & un.

Sous cette forme le probléme se raméne a la
résolution d'un programme quadratique.

Application de la méthode des moindres carrés généralisés

Nous avons donc le modéle :

avec E(u) =0

E(uu') = £

L est une matrice non-diagonale, singuliére. Appliguons
au modéle une matrice de pondération H (r T x r T), nous
obtenons

Hy = H % p + Hu



d'ol :

e

B = (X' H' H X) !

X' H' Hy

Le probléme posé est donc celui du choix de H.
Comme I est singuliére, il n'existe pas de matrice H qui
transforme les erreurs hétéroscédatiques en erreurs
homocédastiques , cependant on peut définir des matrices
de pondération qui conduisent 3@ des estimateurs plus
efficaces que celui des moindres carrés simples. On trou-
vera dans THEIL et REY (1966) MADANSKY (1959) , LEE et al.,
(1970 p.64-67) différentes pondérations.

Nous allons montrer que la singularité de I
résulte d'une redondance parmi les paramétres. Aprés l'avoir
€liminé on pourra expliquer la méthode des moindres carrés
généralisés, Auparavant précisons les hypothéses et supposons
que u est indépendant de X ce qui entrafne que y et u
ont la méme matrice des covariances. On peut par ailleurs
préciser la distribution de y. Supposons que les fréque:.ces
observées y sont engendrées par une distribution multino-
miale d'espérances qj(t), de variances qj(t)[:1—qj(tﬂ / N(t)
et de covariances - qi(t) qj(t)/N(t).

et -qi(l)qj(l)

N(2) .

ol qi(T)q-(T}
L N(T)




11

~——

N(1)

N(2)

ii

N (T) |

1 |

ol N(t) désigne le nombre d'observations a la période t.

Cette structure de covariances a les propriétés
suivantes
- chaque équation du modéle & des erreurs hétéroscé-
dastiques,
- 3 une étape donnde les erreurs de deux &quations
sont liées;

- les erreurs ne sont pas autocorrelées.

La singularité de I résulte des relations :

~M R

q; (k) =1

Si l'on écrit le modéle sous forme détaillée :

Yl X 0 Pl u1—|
Y, X Pl 4 U,
: -EO L |
.- ' 1
| ¥.1 X | P u
Yoo - e e s e o
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On constate que les r équations sont linéairement dépendantes,
nous écrirons donc le modéle sous la forme

. X | B u

' Y2 X O l B i u,

| e : l TR T
|- S - :

L. | = | S *
Yp-r | © 1 Prr e

ce qui donne la forme condensée
Yo ™ £y Py ¥ By

avec E (u*) = 0

ol I, est une sous matrice réguliére de I

Nous sommes alors amener & résoudre le probléme
suivant

minimiser (y, = X, P,)' B

sous les contraintes R Py < N et P, 2 0

ol R désigne une sous matrice de G.



Pour le faire on peut utiliser un algorithme de programmation
quadratique.

Rappelons qu'en l'absence de contraintes nous aurions
l'estimation suivante :

- TP =4 -1
Py = (X, I, X,) Xy I Yy
et Vv (B, = (x, 1.t x0T}

o
O
o
Lol
1
=
=
|
zs)
o
*

Toutefois rien ne nous assure que cet estimateur satisfasse
aux contraintes., Pour estimer I on remplacera les vrais
fréquences qj(t) par les fréquences observées yj(t) ce gui

-

conduit a une estimation convergente.

Autres méthodes, choix d'un estimateur

LEE et al., (1970) étudient en détail les diffé-
rentes méthodes d'estimation, outre celles basées sur les
moindres carrés, ils envisagent la méthode du X2 minimum,
celle du maximum de vraisemblance et celle basée sur la
minimisation de la somme des valeurs absolues des écarts. Par

ailleurs ils envisagent le probléme sous l'angle bayesien.
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Les études de Monte-Carlo peuvent servir de
base pour choisir une méthode d'estimation. Lorsque les
microdonnées existent, la méthode du maximum de vraisem-
blance fournit les meilleurs résultats. Dans le cas général
oll seules les macrodonnées existent, les méthodes sous
contraintes sont meilleures que les autres, on peut retenir
celle des moindres carrés généralisés, toutefois lorsqu'on
dispose d'informations a priori il faut choisir 1'approche
bayésienne. LEE et JUDGE (1972) ont tenté de généraliser cette

approche au cas d'une chafne non homogéne.
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