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Quelques éléments de alul des équilibres deNashAnnie Hofstetter∗, Mathieu Désolé†, Mabel Tidball∗Avril 2013RésuméLe alul des équilibres de Nash est évident pour les herheurs enéonomie mais beauoup moins pour les ingénieurs ou les étudiants. Dansle as d'un problème traité lors d'expérienes en laboratoire, l'analyseproposait de le redé�nir sous la forme d'un jeu lassiquement étudié enthéorie des jeux. Avant ela, il s'agissait de bien omprendre quel type dejeu était donné et omment e�etuer les aluls des équilibres. Le dou-ment propose don une synthèse de quelques as de jeux lassiques et lafaçon de aluler les équilibres de Nash à l'aide des outils informatiquesproposés par Maple.
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1 IntrodutionLe travail de thèse de Mathieu Désolé a pour objet l'évaluation de l'in�uenedu ontexte d'un jeu de r�les sur les omportements des joueurs. Un jeu de r�lessimulant une problématique de gestion de l'eau dans le ontexte sud-afriain, aété le point de départ pour la onstrution d'un protoole de jeu simpli�é. Cenouveau protoole expérimental s'appuie dans sa onstrution sur un modèle dethéorie des jeux oopératifs ; ependant, par soui de simpli�ation, les joueursont plut�t été mis fae à une situation de oordination renvoyant à la théoriedes jeux non oopératifs. Les résultats obtenus en laboratoire doivent don êtreonfortés par la théorie des jeux non oopératifs.La matrie � oopérative � orrespond à un jeu à trois joueurs ayant haunla possibilité de hoisir parmi sept artes la répartition des gains de leur oalition.Les trois joueurs doivent se oordonner à l'unanimité sur l'une de es artespour que l'aord soit sellé ; dans le as ontraire, on applique le statu quo :les joueurs repartent ave leurs gains initiaux.Les sept artes renvoient haune à des ritères de répartition partiuliers.On peut notamment iter la arte de répartition équitable (� on oupe la poireen trois �) ou enore des artes qui aordent presque tout à l'un des joueurstandis que les deux autres obtiennent seulement une � miette � haun. Laquestion est alors de savoir dans quelle mesure les joueurs hoisiront l'une oul'autre des sept artes qui leur sont proposées, en s'appuyant sur les outils de lathéorie des jeux non oopératifs.Pour tenter de mettre en ÷uvre e as omplexe (3 joueurs asymétriquesfae à 7 alternatives), nous abordons dans ette note des as simples dans lebut ultime de réer une appliation de alul automatique. L'idée est de bienomprendre haque as simple pour ensuite reomposer la situation qui nousintéresse et analyser les di�érentes situations de jeu.Dans un premier temps, nous étudierons le as de jeux non oopératifs enstratégie pure, pour lesquels nous déomposerons le alul d'un équilibre deNash. Ensuite nous analyserons un as en stratégie mixte à l'aide des équationslinéaires, puis grâe au Lagrangien qui nous permet de généraliser le alul.En�n nous donnerons quelques exemples de alul à l'aide de Maple.2 Jeu en stratégie pureUn jeu en stratégie pure est un jeu pour lequel les probabilités de jouer uneation sont de 0 ou 1 pour haque joueur. Ce qui signi�e que haque joueur joueune ation parmi elles qui lui sont proposées.Dans ette première partie, pour haque exemple traité, nous ferons le alulen trois étapes :� analyse de la meilleure réation de haque joueur dans le as où l'ationdes autres joueurs est �xée ;� analyse des fontions de meilleure réation : trouver l'intersetion des fon-tions de meilleure réation pour déterminer l'équilibre ;� véri�ation de la stabilité de l'équilibre, en véri�ant pour haque ombi-naison que les autres ne sont pas des équilibres de Nash, en d'autres termesela onsiste à véri�er s'il existe une déviation pro�table.3



Pour �xer les idées dans le as de deux joueurs et deux stratégies haun,un équilibre de Nash est une paire omposée de la stratégie du joueur 1 ommeétant la meilleure réponse à une stratégie du joueur 2, et d'une stratégie pourle joueur 2 omme étant la meilleure réponse à une stratégie du joueur 1.2.1 2 joueurs ave haun 2 ations : matrie arrée 2x2On traite ii l'exemple lassique du dilemme du prisonnier, le jeu ne durequ'un seul tour et les joueurs doivent hoisir leur stratégie simultanément. Engénéral, la matrie est symétrique.Énoné : deux suspets, omplies d'un délit, sont arrêtés par la polie,mais faute de preuves, ils vont tous les deux en prison. Toutefois ils peuventbéné�ier d'une remise de peine selon qu'ils dénonent ou pas leur ompère. Lesremises de peine sont indiquées dans la matrie en nombre d'années de liberté(nombre négatif) : s'ils se taisent tous les deux, ils ne feront haun que 6 moisde prison ; s'ils se dénonent mutuellement, ils feront haun 5 ans de prison ; sil'un se tait et l'autre le dénone, il fera 10 ans de prison tandis que l'autre seralibéré. joueur 2se tait (T) dénone (D)joueur 1 se tait (T) (-1/2,-1/2) (-10,0)dénone (D) (0,-10) (-5,-5)Première étape : meilleure réation de l'un par rapport au jeu del'autre qui est onnuConsidérons le joueur 1 et herhons sa meilleure réation selon le hoix dujoueur 2. Si le joueur 2 se tait et si le joueur 1 se tait, e dernier fait 6 moisde prison, s'il dénone l'autre il est libéré ; il a don intérêt à dénoner. Si lejoueur 2 dénone le joueur 1, le joueur 1 a le hoix entre se taire auquel as ilfait 10 ans de prison, et dénoner l'autre auquel as il fait 5 ans de prison. Sil'on onsidère un joueur rationnel, il préférera faire 5 ans plut�t que 10 ans deprison, en d'autres termes, il préférera don dénoner plut�t que se taire.RésuméJoueur 2 = se tait meilleure réation du joueur 1 = dénone (D,T)Joueur 2 = dénone meilleure réation du joueur 1 = dénone (D,D)Joueur 1 = se tait meilleure réation du joueur 2 = dénone (T,D)Joueur 1 = dénone meilleure réation du joueur 2 = dénone (D,D)Seonde étape : éventail des ationsÀ haque ation de l'un, on assoie la réation de l'autre :Hypothèse : le joueur 1 hoisit de se taire. Réation : le joueur 2 dénone (T,D)Hypothèse : le joueur 1 hoisit de dénoner. Réation : le joueur 2 dénone (D,D)Hypothèse : le joueur 2 hoisit de se taire. Réation : le joueur 1 dénone (D,T)4



Hypothèse : le joueur 2 hoisit de dénoner. Réation : le joueur 1 dénone (D,D)À l'équilibre de Nash, tous les joueurs jouent leur meilleure réponse omptetenu des stratégies des autres joueurs. En roisant les deux séries d'hypothèsespréédentes, on herhe quelle stratégie optimale orrespond à l'intersetion desfontions de meilleure réponse. Il peut y avoir plusieurs équilibres. L'équilibreest ii (Dénone, Dénone).Troisième étape : véri�ationUn équilibre de Nash est une situation telle qu'auun joueur n'a intérêt àdévier unilatéralement de sa stratégie. La véri�ation de la stabilité de l'équi-libre onsiste don à regarder s'il existe des initations unilatérales à dévier dela stratégie optimale ainsi repérée. L'équilibre est (D,D). Si le joueur 1 joueDénone, le joueur 2 n'a pas intérêt à dévier pour se taire ar il passerait de 5à 10 ans de prison. De même, si le joueur 2 joue Dénone, le joueur 1 n'a pasintérêt à dévier pour se taire ar elui-i passerait lui aussi de 5 à 10 ans deprison. L'équilibre (Dénone, Dénone) représente don l'état dans lequel il n'ya pas d'initation à devier pour l'un et l'autre des joueurs.2.2 Exemple ave deux équilibresDans le as du jeu suivant, on peut remarquer que la matrie est symétrique.joueur 2gauhe droitejoueur 1 haut (3,3) (1,4)bas (4,1) (0,0)Résumé des meilleures réationsJoueur 2 = gauhe meilleure réation du joueur 1 = bas (B,G)Joueur 2 = droite meilleure réation du joueur 1 = haut (H,D)Joueur 1 = haut meilleure réation du joueur 2 = droite (H,D)Joueur 1 = bas meilleure réation du joueur 2 = gauhe (B,G)Éventail des ationsHypothèse : le joueur 1 hoisit haut. Réation : le joueur 2 hoisit droite (H,D)Hypothèse : le joueur 1 hoisit bas. Réation : le joueur 2 hoisit gauhe (B,G)Hypothèse : le joueur 2 hoisit gauhe. Réation : le joueur 1 hoisit bas (B,G)Hypothèse : le joueur 2 hoisit droite. Réation : le joueur 1 hoisit haut (H,D)5



En roisant les deux séries d'hypothèses préédentes, on trouve deux équi-libres : (H,D) et (B,G).Véri�ation de la dévianePour l'équilibre (H,D), le joueur 1 joue haut. Le joueur 2 n'a pas intérêt àjouer gauhe plut�t que droite sinon il reevrait 3 au lieu de 4. Le joueur 2 jouedroite, si le joueur 1 jouait bas alors il reevrait 0 au lieu de 1.Pour l'équilibre (B,G), le joueur 1 joue bas. Le joueur 2 n'a pas intérêt àjouer droite plut�t que gauhe sinon il reevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 jouegauhe, si le joueur 1 jouait haut alors il reevrait 3 au lieu de 4.2.3 Exemple ave deux équilibres ou jeu de oordinationLes deux joueurs veulent voir ensemble un �lm. L'un préfère Max Péas,l'autre préfère James Bond. joueur 2Péas (P) Bond (B)joueur 1 Péas (P) (2,1) (0,0)Bond (B) (0,0) (1,2)Résumé des meilleures réationsJoueur 2 = Péas meilleure réation du joueur 1 = Péas (P,P)Joueur 2 = Bond meilleure réation du joueur 1 = Bond (B,B)Joueur 1 = Péas meilleure réation du joueur 2 = Péas (P,P)Joueur 1 = Bond meilleure réation du joueur 2 = Bond (B,B)Éventail des ationsHypothèse : le joueur 1 hoisit Péas. Réation : le joueur 2 hoisit Péas (P,P)Hypothèse : le joueur 1 hoisit Bond. Réation : le joueur 2 hoisit Bond (B,B)Hypothèse : le joueur 2 hoisit Péas. Réation : le joueur 1 hoisit Péas (P,P)Hypothèse : le joueur 2 hoisit Bond. Réation : le joueur 1 hoisit Bond (B,B)En roisant les deux séries d'hypothèses préédentes, on trouve deux équi-libres : (P,P) et (B,B).Véri�ation de la dévianePour l'équilibre (P,P), le joueur 1 joue Péas. Le joueur 2 n'a pas intérêt àjouer Bond plut�t que Péas sinon il reevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 jouePéas, si le joueur 1 jouait Bond alors il reevrait 0 au lieu de 2.6



Pour l'équilibre (B,B), le joueur 1 joue Bond. Le joueur 2 n'a pas intérêt àjouer Péas plut�t que Bond sinon il reevrait 0 au lieu de 2. Le joueur 2 joueBond, si le joueur 1 jouait Péas alors il reevrait 0 au lieu de 1.On omprend la notion de oordination omme une onvergene de la stra-tégie de haque joueur vers le même hoix quel que soit le �lm hoisi.2.4 Notion de stratégie dominanteexemple haut/bas et gauhe/droitejoueur 2gauhe droitejoueur 1 haut (4,0) (5,1)bas (8,3) (3,4)Résumé des meilleures réationsJoueur 2 = gauhe meilleure réation du joueur 1 = bas (B,G)Joueur 2 = droite meilleure réation du joueur 1 = haut (H,D)Joueur 1 = haut meilleure réation du joueur 2 = droite (H,D)Joueur 1 = bas meilleure réation du joueur 2 = droite (B,D)On onstate ii que quel que soit le hoix du joueur 1 la réation du joueur2 sera la même. La réponse droite du joueur 2 est appelée stratégie dominante.Éventail des ationsHypothèse : le joueur 1 hoisit haut. Réation : le joueur 2 hoisit droite (H,D)Hypothèse : le joueur 1 hoisit bas. Réation : le joueur 2 hoisit droite (B,D)Hypothèse : le joueur 2 hoisit gauhe. Réation : le joueur 1 hoisit bas (B,G)Hypothèse : le joueur 2 hoisit bas. Réation : le joueur 1 hoisit haut (H,D)En roisant les deux séries d'hypothèses préédentes, on trouve l'équilibre(H,D).Véri�ation de la dévianePour l'équilibre (H,D), le joueur 1 joue haut. Le joueur 2 n'a pas intérêt àjouer gauhe plut�t que droite sinon il reevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 jouedroite, si le joueur 1 jouait bas alors il reevrait 3 au lieu de 5.2.5 Notion de jeux à somme nulleUn jeu à somme nulle est un jeu où la somme de gains de tous les joueursest égale à zéro. Soit l'exemple d'Alie et Bob où l'un gagne e que l'autre perd7



selon leur hoix de prendre le bus ou de marher.Bobbus (B) marher (M)Alie bus (B) (3,-3) (6,-6)marher (M) (5,-5) (4,-4)Résumé des meilleures réationsBob = bus meilleure réation d'Alie = marher (M,B)Bob = marher meilleure réation d'Alie = bus (B,M)Alie = bus meilleure réation de Bob = bus (B,B)Alie = marher meilleure réation de Bob = marher (M,M)Éventail des ationsHypothèse : Alie hoisit le bus. Réation : Bob hoisit le bus (B,B)Hypothèse : Alie hoisit de marher. Réation : Bob hoisit de marher (M,M)Hypothèse : Bob hoisit le bus. Réation : Alie hoisit de marher (M,B)Hypothèse : Bob hoisit de marher. Réation : Alie hoisit le bus (B,M)Il n'y a pas d'équilibre. Question : la notion d'équilibre est-elle ompatibleave un jeu à somme nulle ?2.6 2 joueurs ave haun 3 ations : matrie arrée 3x3exemple ave auun équilibre : le jeu pierre/iseaux/feuille est également unjeu à somme nulle. On parle également de on�it pur.joueur 2pierre (P) iseaux (C) feuille (F)joueur 1 pierre (P) (0,0) (1,-1) (-1,1)iseaux (C) (-1,1) (0,0) (1,-1)feuille (F) (1,-1) (-1,1) (0,0)Résumé des meilleures réations
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Joueur 2 = pierre meilleure réation du joueur 1 = feuille (F,P)Joueur 2 = iseaux meilleure réation du joueur 1 = pierre (P,C)Joueur 2 = feuille meilleure réation du joueur 1 = iseaux (C,F)Joueur 1 = pierre meilleure réation du joueur 2 = feuille (P,F)Joueur 1 = iseaux meilleure réation du joueur 2 = pierre (C,P)Joueur 1 = feuille meilleure réation du joueur 2 = iseaux (F,C)Éventail des ationsHypothèse : le joueur 1 hoisit pierre. Réation : le joueur 2 hoisit feuille (P,F)Hypothèse : le joueur 1 hoisit iseaux. Réation : le joueur 2 hoisit pierre (C,P)Hypothèse : le joueur 1 hoisit feuille. Réation : le joueur 2 hoisit iseaux (F,C)Hypothèse : le joueur 2 hoisit pierre. Réation : le joueur 1 hoisit feuille (F,P)Hypothèse : le joueur 2 hoisit iseaux. Réation : le joueur 1 hoisit pierre (P,C)Hypothèse : le joueur 2 hoisit feuille. Réation : le joueur 1 hoisit iseaux (C,F)Dans e jeu il n'y a pas d'équilibre.2.7 2 joueurs ave 3 ations pour l'un et 2 ations pourl'autre : matrie 3x2joueur 2B1 B2joueur 1 A1 (3,3) (3,2)A2 (2,2) (5,6)A3 (0,3) (6,1)Résumé des meilleures réationsJoueur 2 = B1 meilleure réation du joueur 1 = A1 (A1,B1)Joueur 2 = B2 meilleure réation du joueur 1 = A3 (A3,B2)Joueur 1 = A1 meilleure réation du joueur 2 = B1 (A1,B1)Joueur 1 = A2 meilleure réation du joueur 2 = B2 (A2,B2)Joueur 1 = A3 meilleure réation du joueur 2 = B1 (A3,B1)Éventail des ationsHypothèse : le joueur 1 hoisit A1. Réation : le joueur 2 hoisit B1 (A1,B1)Hypothèse : le joueur 1 hoisit A2. Réation : le joueur 2 hoisit B2 (A2,B2)Hypothèse : le joueur 1 hoisit A3. Réation : le joueur 2 hoisit B1 (A3,B1)Hypothèse : le joueur 2 hoisit B1. Réation : le joueur 1 hoisit A1 (A1,B1)Hypothèse : le joueur 2 hoisit B2. Réation : le joueur 1 hoisit A3 (A3,B2)9



En roisant les deux séries d'hypothèses préédentes, l'équilibre est (A1,B1).Véri�ation de la dévianeLe joueur 1 joue A1. Le joueur 2 n'a pas intérêt à jouer B2 ar il reevrait 2 aulieu de 3. Le joueur 2 joue B1. Le joueur 1 n'a pas intérêt à jouer A2 ou A3 aril reevrait moins (2 ou 0 au lieu de 3).3 Jeu en stratégie mixteUn jeu en stratégie mixte est un jeu où une des stratégies onsiste à tireraléatoirement entre plusieurs des stratégies selon des probabilités �xées. La based'un jeu en stratégie mixte ne repose plus sur des ations omme en statégiepure, telles que je prends le bus ou je ne le prends pas, mais sur la probabilitéde faire une ation ou non, 'est à dire déider de la probabilité p de prendre lebus ou 1-p de ne pas le prendre pour l'un des joueurs et q et 1-q pour l'autrejoueur. Une hypothèse est de supposer que les stratégies sont indépendantes.Dans l'exemple des deux joueurs qui ont le hoix de prendre le bus ou demarher, nous avons vu qu'il n'y avait pas d'équilibre en stratégie pure. Trouverl'équilibre de Nash onsiste à trouver les stratégies mixtes de haque joueuro�rant à l'un les meilleurs gains possibles, sahant que l'autre a aussi hoisiles stratégies mixtes lui o�rant également le meilleur gain possible. Alie peuthoisir le bus ave une probabilité de p ou de marher ave une probabilité de
1 − p. Simultanément Bob peut hoisir le bus ave une probabilité de q ou demarher ave une probabilité de 1 − q.Alie peut aluler son gain espéré si elle hoisit le bus omme la somme deson gain lorsque Bob prend le bus multiplié par la probabilité que Bob prennele bus et de son gain lorsque Bob hoisit de marher multiplié par la probabilitéque Bob hoisisse de marher. Soit 3q + 6(1 − q).De la même façon, Alie peut aluler son gain espéré si elle hoisit de marheromme la somme de son gain lorsque Bob prend le bus multiplié par la pro-babilité que Bob prenne le bus et de son gain lorsque Bob hoisit de marhermultiplié par la probabilité que Bob hoisisse de marher. Soit 5q + 4(1 − q).Parallèlement, Bob peut aluler son gain espéré s'il hoisit le bus omme lasomme de son gain lorsqu'Alie prend le bus multiplié par la probabilité qu'Alieprenne le bus et de son gain lorsqu'Alie hoisit de marher multiplié par la pro-babilité qu'Alie hoisisse de marher. Soit −3p− 5(1 − p).De la même façon, Bob peut aluler son gain espéré s'il hoisit de marheromme la somme de son gain lorsqu'Alie prend le bus multiplié par la pro-babilité qu'Alie prenne le bus et de son gain lorsqu'Alie hoisit de marhermultiplié par la probabilité qu'Alie hoisisse de marher. Soit −6p− 4(1 − p).Pour trouver l'équilibre de Nash, il faut que les gains attendus pour haunde leurs hoix soient égaux.

3q + 6(1 − q) = 5q + 4(1 − q)

−3p− 5(1 − p) = −6p − 4(1 − p)10



En résolvant la première équation en q on trouve que la probailité optimalepour Bob de hoisir le bus est de q = 1
2 .En résolvant la seonde équation en p on trouve que la probailité optimalepour Alie de hoisir le bus est de p = 1
4 .4 Généralisation du problème dans l'exemple d'Alieet BobDans les jeux en stratégie pure ou en stratégie mixte, la stratégie est don unjeu de probabilités dont elles en stratégie pure sont un as très partiulier. Danstous les as le but est de hoisir la stratégie de l'un des joueurs en onsidérantque elle de l'autre joueur est �xée, et telle que son gain sera le plus haut. Lesgains sont égalisés, 'est à dire que haun des joueurs est indi�érent au hoix desautres joueurs. Cette généralisation représente un onept plus large ; s'il existedes équilibres en stratégie pure, ils apparaîtront. Dans le as de la stratégie pure,le gain est déterminé, dans un as plus général, le gain est espéré. Le problèmen'est plus en hoix disret, il onvient de le poser en termes d'optimisation. Auhoix (q,1-q) du joueur 2 �xé, le joueur 1 hoisit sa stratégie (p,1-p) telle queson gain devra être maximal. Il sera posé en trois temps :� obtenir les meilleures réations de haun à la stratégie de l'autre ;� bien poser le problème de maximisation et résoudre les onditions de pre-mier ordre ;� roiser les meilleures réations.Dans un premier temps il est raisonnable de voir s'il existe des équilibres deNash en stratégie pure, puis en stratégie mixte selon e que l'on souhaite faire.Reprenons l'exemple d'Alie et Bob qui peuvent haun prendre le bus oumarher : Bobbus (B) marher (M)Alie bus (B) (3,-3) (6,-6)marher (M) (5,-5) (4,-4)4.1 Première partie : prinipe de résolution pour AlieSahant que la stratégie de Bob est donnée, Alie doit hoisir sa stratégie(p,1-p) telle que son payo� soit maximisé :

EU((p,1−p)/(q,1−q)) = p[3q + 6(1 − q)] + (1 − p)[5q + 4(1 − q)]soit
max

p∈[0,1]
p[3q + 6(1 − q)] + (1 − p)[5q + 4(1 − q)]
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On alule la meilleure réponse d'Alie à la stratégie (q,1-q) de Bob :
BRA(q,1−q) = p(3q + 6(1 − q)) + (1 − q)(5q + 4(1 − q))

= p(3q + 6(1 − q) − 5q − 4(1 − q)) + 5q + 4(1 − q)

= p(−2q + 2(1 − q)) + 5q + 4(1 − q)

= p(−4q + 2) + 5q + 4(1 − q)La stratégie (p,1-p) d'Alie doit lui apporter le maximum d'utilité en termeespéré. Soit :
max

p∈[0,1]
p(−4q + 2) + 5q + 4(1 − q)Le p étant ontraint, il faut utiliser les paramètres de Lagrange après avoirtransformé les ontraintes en équations de positivité. p ∈ [0, 1] ⇒ p > 0 et p 6 1'est à dire p > 0 et 1 − p > 0.D'où le Lagrangien :

L = p(−4q + 2) + 5q + 4(1 − q) + λp + µ(1 − p)ave λp = 0, λ > 0 et µ(1 − p) = 0, µ > 0La ondition de premier ordre est la suivante :
∂L

∂p
= (−4q + 2) + λ − µLa meilleure réponse d'Alie, p, est telle que ette ondition est satisfaite, soit

(−4q +2)+λ−µ = 0. La ondition ne dépend plus de p. On sait également que
λ > 0 et µ > 0 et que les onditions sont véri�ées.1. Si λ > 0,

p∗ = 0, µ = 0 =⇒ λ = 4q − 2 > 0 soit : q > 1
2Conlusion 1 : BRA(q,1−q) = (0, 1) possible uniquement si la stratégie deBob est q > 1

2 .2. Si µ > 0,
µ(1 − p) = 0 =⇒ p∗ = 1, λ = 0
=⇒ −4q + 2 − µ = 0
=⇒ µ = −4q + 2 > 0soit : 2 > 4q =⇒ q < 1

2Conlusion 2 : BRA(q,1−q) = (1, 0) possible uniquement si la stratégie deBob est q < 1
2 .3. Si p∗ ∈ ]0, 1[

λp = 0 =⇒ λ = 0
p∗ 6= 1 =⇒ µ = 0
CPO = 0 =⇒ −4q + 2 = 0
q = 1

2Conlusion 3 : BRA(q,1−q) = (p, 1− p), p ∈ ]0, 1[ possible uniquement si lastratégie de Bob est q = 1
2 .4. Conlusion générale pour Alie

BRA(q,1−q) =











(0, 1) si q > 1
2

(p, 1 − p), ave p ∈ ]0, 1[ si q = 1
2

(1, 0) si q < 1
2 12



4.2 Seonde partie : prinipe de résolution pour BobDe façon symétrique au raisonnement qui vient d'être tenu pour Alie, onfait l'hypothèse pour Bob que la stratégie d'Alie (p,1-p) est donnée. Pour Bob,son utilité espérée est la suivante :
EU((p,1−p)/(q,1−q)) = q[−3p + (−5)(1 − p)] + (1 − q)[−6p + (−4)(1 − p)]Pour obtenir la meilleure réponse, il faut résoudre

max
q∈[0,1]

EU((p,1−p)/(q,1−q))On alule la meilleure réponse de Bob à la stratégie (p,1-p) d'Alie :
BRB(p,1−p) = q[−3p− 5(1 − p)] + (1 − q)[−6p− 4(1 − p)]

= q(−3p− 5 + 5p + 6p + 4(1 − p)) − 6p − 4(1 − p)

= q(4p − 1) − 6p − 4(1 − p)La stratégie (q,1-q) de Bob doit lui apporter le maximum d'utilité en termeespéré. Soit :
max

q∈[0,1]
q(4p − 1) − 6p − 4(1 − p)ave q > 0 et q 6 1 =⇒ 1 − q > 0On a le Lagrangien :

L = q(4p − 1) − 6p− 4(1 − p) + λq + µ(1 − q)ave λq = 0, λ > 0 et µ(1 − q) = 0, µ > 0La ondition de premier ordre est la suivante :
∂L

∂p
= 4p − 1 + λ − µLa meilleure réponse de Bob, q, est telle que ette ondition est satisfaite, soit

4p − 1 + λ − µ = 0.1. Si λ > 0,
q∗ = 0, µ = 0
4p− 1 + λ = 0
=⇒ λ = 1 − 4p > 0 soit : p < 1

4Conlusion 1 : BRB(p,1−p) = (0, 1) possible uniquement si la stratégied'Alie est p < 1
4 .2. Si µ > 0,

µ(1 − q) = 0 =⇒ q∗ = 1, λ = 0
=⇒ 4p − 1 − µ = 0
=⇒ µ = 4p − 1 > 0soit : p > 1

4Conlusion 2 : BRB(p,1−p) = (1, 0) possible uniquement si la stratégied'Alie est p > 1
4 . 13



3. Si q∗ ∈ ]0, 1[
λq = 0 =⇒ λ = 0
q∗ 6= 1 =⇒ µ = 0
CPO = 0 =⇒ 4p − 1 = 0
p = 1

4Conlusion 3 : BRB(p,1−p) = (q, 1− q), q ∈ ]0, 1[ possible uniquement si lastratégie d'Alie est p = 1
4 .4. Conlusion générale pour Bob

BRB(p,1−p) =











(0, 1) si p < 1
4

(q, 1 − q), ave q ∈ ]0, 1[ si p = 1
4

(1, 0) si p > 1
44.3 Troisième partieOn réapitule l'éventail des meilleures réponses pour haun des joueurs :

BRA(q,1−q) =











(0, 1) si q > 1
2

(p, 1 − p), ave p ∈ ]0, 1[ si q = 1
2

(1, 0) si q < 1
2

BRB(p,1−p) =











(0, 1) si p < 1
4

(q, 1 − q), ave q ∈ ]0, 1[ si p = 1
4

(1, 0) si p > 1
4Un équilibre de Nash en stratégie mixte est un ensemble de stratégies aveleurs probabilités assoiées p∗ et q∗ telles que :

((p∗, 1 − p∗), (q∗, 1 − q∗)) = (BRA(q∗,1−q∗), BRB(p∗,1−p∗))4.3.1 Croisée des meilleures réponsesComme en stratégie pure, l'exerie onsiste à roiser les meilleures réponsesselon l'ensemble de l'éventail.1. Point de vue d'Alie� Si Alie joue (0,1) (p∗ = 0)
p < 1

4 , on se trouve dans le as où la meilleure réponse de Bob est (0,1)(q∗ = 0). Or dans le as où Alie joue (0,1), q doit être tel que q∗ > 1
2 ;e qui est inompatible ave q∗ = 0. Ce as est don impossible.� Si Alie joue (1,0) (p∗ = 1)

p > 1
4 , on se trouve dans le as où la meilleure réponse de Bob est (1,0)(q∗ = 1). Or dans le as où Alie joue (1,0), q doit être tel que q∗ < 1

2 ;e qui est inompatible ave q∗ = 1. Ce as est don impossible.� Si Alie joue (p,1-p) ave p ∈ ]0, 1[, alors q = 1
2 .Si q = 1

2 , on est dans le as où la meilleure réponse de Bob est (q,1-q)ave q ∈ ]0, 1[ et p = 1
4 qui est don dans l'intervalle p ∈ ]0, 1[, e quiest désormais ompatible.� Potentiellement on peut retenir le ouple de stratégies

((
1

4
,
3

4
), (

1

2
,
1

2
))2. Point de vue de Bob 14



� Si Bob joue (0,1) (q∗ = 0)
q < 1

2 , on se trouve dans le as où la meilleure réponse d'Alie est (1,0)(p∗ = 1). Or dans le as où Bob joue (0,1), p doit être tel que p∗ < 1
4 ;e qui est inompatible ave p∗ = 1. Ce as est don impossible.� Si Bob joue (1,0) (q∗ = 1)

q > 1
2 , on se trouve dans le as où la meilleure réponse d'Alie est (0,1)(p∗ = 0). Or dans le as où Bob joue (1,0), p doit être tel que p∗ > 1

4 ;e qui est inompatible ave p∗ = 0. Ce as est don impossible.� Si Bob joue (q,1-q) ave q ∈ ]0, 1[, alors p = 1
4 .Si p = 1

4 , on est dans le as où la meilleure réponse d'Alie est (p,1-p)ave p ∈ ]0, 1[ et q = 1
2 qui est don dans l'intervalle q ∈ ]0, 1[, e quiest désormais ompatible.� Potentiellement on peut retenir le ouple de stratégies

((
1

4
,
3

4
), (

1

2
,
1

2
))4.3.2 Conlusion� L'analyse préédente permet de véri�er qu'il n'y a pas d'équilibre de Nashen stratégie pure du type ((1,0),(1,0)) par exemple où Alie et Bob sou-haiteraient tous les deux prendre le bus.� Dans notre exemple, nous avons retenu le même ouple de stratégies dupoint de vue d'Alie et du point de vue de Bob, l'équilibre de Nash enstratégie mixte est don :

((p∗, 1 − p∗), (q∗, 1 − q∗)) = ((
1

4
,
3

4
), (

1

2
,
1

2
))5 Traitement informatique ave Maple5.1 ProéduresDans un premier temps, nous avons établi les proédures en suivant les étapesde la résolution pas à pas. Les lignes de ode �gurent en annexe A. Les di�érentsas sont rappelés en stratégie pure tout d'abord, puis en stratégie mixte ave larésolution d'équations linéaires, et en�n ave la dé�nition des di�érents as lorsdu alul ave la méthode du Lagrangien.5.2 Utilisation du pakage matrixgamesLe modulematrixgames est disponible auprès de Mapelsoft et s'utilise ommeune librairie personnelle. En annexe B, nous fournissons un exemple de véri�a-tion de l'existene de l'équilibre de Nash dans le as de Bob et Alie ainsi quedans le as issu de la thèse de Mathieu Désolé. La ommande isnash permetde véri�er l'existene de l'équilibre qu'il soit en stratégie pure ou en stratégiemixte ; par ontre ela néessite de donner exatement les probabilités assoiéesà haque ation qui auront été alulées au préalable. Dans le seond exemple,la ommande payo� permet d'a�her le graphique de l'ensemble des gains dehaque joueur. Nous pouvons aisément repérer que l'absisse représente les gainsdu joueur 1 qui vont de 75 à 117, l'ordonnée représente les gains du joueur 2 de15



200 à 250. Comme il s'agit d'une ommande issue d'une librairie omplémen-taire, le résultat onstitue une aide à l'interprétation d'un problème éonomiquepartiulier.6 ConlusionCe travail doit se poursuivre par la �nalisation de l'appliation de traitementinformatique sur Maple. Il a ependant le mérite de onstituer une ébauhe deatalogue d'exemples de quelques équilibres de Nash, que l'on trouve partielle-ment dans les manuels et les ours de théorie des jeux. Bien que e doumentne soit pas exhaustif, il peut failement s'adresser à des étudiants ou à des ingé-nieurs, par son aratère systématique qu'il propose pour déomposer les étapesde alul.Référenes[1℄ M. Désolé. Théorie des jeux, jeux de r�les, expérimentation pour la gestionde l'eau : étude expérimentale des e�ets de ontexte sur les résultats d'unjeu de r�les. PhD thesis, Montpellier SupAgro, Frane, 2011.[2℄ D. Fudenberg and J. Tirole. Game theory. The MIT Press, 1991.[3℄ Maplesoft. The essential tool for mathematis and modeling. Tehnialreport, Waterloo Maple In, 2011.[4℄ Maplesoft. Programming guide. Tehnial report, Waterloo Maple In, 2011.
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A Jeux non oopératifsCas de Bob et Alie qui peuvent soit prendre le bus soit marher : nous avonsvu qu'il n'y a pas d'équilibre de Nash en stratégie pureLe même as est traité tout au long des di�érents alulsA.1 Matries de quelques jeux 2x2
> dim := 2;

dim := 2
> # dilemme du prisonnier
> j1 := Matrix(dim, [-1/2, -10, 0, -5℄);
> j2 := Matrix(dim, [-1/2, 0, -10, -5℄);A.2 Cas simple 2x2A.2.1 Initialisation des matries
> dim := 2;

dim := 2
> j1 := Matrix(dim, [3, 6, 5, 4℄);
> j2 := Matrix(dim, [-3, -6, -5, -4℄);

j2 :=

[

−3 −6

−5 −4

]A.2.2 1ère étape : alul meilleure réation de l'un sahant l'ationde l'autre
> reupMR := {};

recupMR := {}
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> reupj2 := {} ;
> for j to dim do
> ation1j2 := j2[1 .. dim, j℄ ;
> reupgainj1 := [℄ ;
> for i to dim do
> reationj1 := j1[i, 1 .. dim℄ ;
> print(reationj1) ;
> gainj1 := reationj1[j℄ ;
> print(gainj1) ;
> reupgainj1 := [op(reupgainj1), gainj1℄ ;
> end do ;
> print(reupgainj1) ;
> bestreationj1 := max(reupgainj1) ;
> member(bestreationj1, j1, 'pos') ;
> position := pos ;
> reupj2 := op(reupj2), [position[[1℄℄, j℄ ;
> reupMR := op(reupMR), [position[[1℄℄, j℄ ;
> end do ;

recupj2 := {}

action1j2 :=

[

−3

−5

]

recupgainj1 := []
[

3 6
]

3
[

5 4
]

5

[3, 5]

bestreactionj1 := 5

true

position := 2, 1

recupj2 := {[2, 1]}

recupMR := {[2, 1]}

action1j2 :=

[

−6

−4

]

recupgainj1 := []
[

3 6
]

6
[

5 4
]

4

[6, 4]

bestreactionj1 := 618



true

position := 1, 2

recupj2 := {[1, 2], [2, 1]}

recupMR := {[1, 2], [2, 1]}

> reupj1 := {} ;
> for i to dim do
> ation1j1 := j1[i, 1 .. dim℄ ;
> reupgainj2 := [℄ ;
> for j to dim do
> reationj2 := j2[1 .. dim, j℄ ;
> print(reationj2) ;
> gainj2 := reationj2[i℄ ;
> print(gainj2) ;
> reupgainj2 := [op(reupgainj2), gainj2℄
> end do ;
> print(reupgainj2) ;
> bestreationj2 := max(reupgainj2) ;
> member(bestreationj2, j2, 'pos') ;
> position := pos ;
> reupj1 := op(reupj1), [i, position[[2℄℄℄ ;
> reupMR := op(reupMR), [i, position[[2℄℄℄
> end do ;

recupj1 := {}

action1j1 :=
[

3 6
]

recupgainj2 := []
[

−3

−5

]

−3
[

−6

−4

]

−6

[−3,−6]

bestreactionj2 := −3

true

position := 1, 1

recupj1 := {[1, 1]}

recupMR := {[1, 1], [1, 2], [2, 1]}

action1j1 :=
[

5 4
]

recupgainj2 := []
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[

−3

−5

]

−5
[

−6

−4

]

−4

[−5,−4]

bestreactionj2 := −4

true

position := 2, 2

recupj1 := {[1, 1], [2, 2]}

recupMR := {[1, 1], [1, 2], [2, 1], [2, 2]}A.2.3 2nde étape onstrution des fontions de meilleure réationéventail : à haque ation de l'un on assoie le jeu de l'autre
> reupj2 ;
> reupj1 ;

{[1, 2], [2, 1]}

{[1, 1], [2, 2]}

> nash := `interset`(reupj1, reupj2) ;
nash := {}
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A.2.4 3ème étape onsolidation : véri�ation de la déviane de(s)l'équilibre(s)
> if nash = {} then
> print('no*equilibrium') ;
> else
> print(nash) ;
> nbeq := nops(nash) ;
> for i to nbeq do
> print(nash[i℄) ;
> verifjeuj1 := nash[i℄[1℄ ;
> verifjeuj2 := nash[i℄[2℄ ;
> deviane := 0 ;
> gaineqj1 := j1[verifjeuj1, verifjeuj2℄ ;
> print(gaineqj1) ;
> for j to dim do
> gaineqdevj1 := j1[j, verifjeuj2℄ ;
> if gaineqdevj1 > gaineqj1 then
> deviane := deviane+1 ;
> end if ;
> end do ;
> gaineqj2 := j2[verifjeuj1, verifjeuj2℄ ;
> print(gaineqj2) ;
> print(deviane) ;
> for j to dim do
> gaineqdevj2 := j2[verifjeuj1, j℄ ;
> if gaineqdevj2 > gaineqj2 then
> deviane := deviane+1 ;
> end if ;
> end do ;
> if deviane = 0 then
> print("PAS de deviane pour et equilibre");
> else
> print("deviane pour et equilibre") ;
> end if ;
> end do ;
> end if;

no equilibriumA.3 2x2 stratégie mixte ave équations linéaires
> dim := 2;

dim := 2
> j1 := Matrix(dim, [3, 6, 5, 4℄) :
> j2 := Matrix(dim, [-3, -6, -5, -4℄) :
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> eq1 := j1[1, 1℄*q+j1[1, 2℄*(1-q) ;
> eq2 := j1[2, 1℄*q+j1[2, 2℄*(1-q) ;
> eq3 := j2[1, 1℄*p+j2[2, 1℄*(1-p) ;
> eq4 := j2[1, 2℄*p+j2[2, 2℄*(1-p) ;

eq1 := −3 q + 6

eq2 := q + 4

eq3 := 2 p− 5

eq4 := −2 p − 4

> eq12 := eq1-eq2 ;
> eq34 := eq3-eq4 ;

eq12 := −4 q + 2

eq34 := 4 p − 1

> psolve := solve(eq34, p) ;
> 1-psolve ;
> qsolve := solve(eq12, q) ;
> 1-qsolve ;

psolve := 1/4

3/4

qsolve := 1/2

1/2A.4 2x2 stratégie mixte LagrangienA.4.1 Lagrangien et Conditions de Premier Ordre
> eq11 := expand(p*(j1[1, 1℄*q+j1[1, 2℄*(1-q))+(1-p)*(j1[2, 1℄*q+j1[2,2℄*(1-q))) ;
> eq21 := expand(q*(j2[1, 1℄*p+j2[2, 1℄*(1-p))+(1-q)*(j2[1, 2℄*p+j2[2,2℄*(1-p))) ;

eq11 := −4 pq + 2 p + q + 4

eq21 := 4 pq − q − 2 p − 4

> L1 := eq11+λ1*p+µ1*(1-p) ;
> L2 := eq21+λ2*q+µ2*(1-q) ;

L1 := −4 pq + 2 p + q + 4 + λ1 p + µ1 (1 − p)

L2 := 4 pq − q − 2 p− 4 + λ2 q + µ2 (1 − q)

> dL1 := diff(L1, p) ;
> dL2 := diff(L2, q) ;

dL1 := −4 q + 2 + λ1 − µ1

dL2 := 4 p− 1 + λ2 − µ2A.4.2 Pour J1
> p1λ1 := solve(λ1*p,p) ;
> µ1solve := solve(subs(p=p1λ1,µ1*(1-p)),µ1) ;
> λ1solve := solve(subs(µ1=µ1solve,dL1),λ1) ;
> qsolve := LinearUnivariate(λ1solve > 0,q)

p1λ1 := 022



µ1solve := 0

λ1solve := 4 q − 2

qsolve := {1/2 < q}

> p1µ1 := solve(µ1*(1-p), p) ;
> λ1solve := solve(subs(p = p1µ1, λ1*p), λ1) ;
> µ1solve := solve(subs(λ1 = λ1solve, dL1), µ1) ;
> qsolve := LinearUnivariate(µ1solve > 0, q) ;

p1µ1 := 1

λ1solve := 0

µ1solve := −4 q + 2

qsolve := {q < 1/2}

> λ1solve := solve(λ1*p, λ1) ;
> µ1solve := solve(µ1*(1-p), µ1) ;
> qsolve := solve(subs(λ1 = λ1solve, mu1 = µ1solve, dL1), q) ;

λ1solve := 0

µ1solve := 0

qsolve := 1/2A.4.3 Pour J2
> q1λ2 := solve(λ2*q, q) ;
> µ2solve := solve(subs(q = q1*λ2, µ2*(1-q)), µ2) ;
> λ2solve := solve(subs(µ2 = µ2solve, dL2), λ2) ;
> psolve := LinearUnivariate(λ2solve > 0, p) ;

q1λ2 := 0

µ2solve := 0

λ2solve := −4 p + 1

psolve := {p < 1/4}

> q1µ2 := solve(µ2*(1-q), q) ;
> λ2solve := solve(subs(q = q1*µ2, λ2*q), λ2) ;
> µ2solve := solve(subs(λ2 = λ2solve, dL2), µ2) ;
> psolve := LinearUnivariate(µ2solve > 0, p) ;

q1µ2 := 1

λ2solve := 0

µ2solve := 4 p− 1

psolve := {1/4 < p}

> λ2solve := solve(λ2*q, λ2) ;
> µ2solve := solve(µ2*(1-q), µ2) ;
> psolve := solve(subs(λ2 = λ2solve, µ2 = µ2solve, dL2), p) ;

λ2solve := 0

µ2solve := 0

psolve := 1/4
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A.4.4 Croisée des meilleures réations
> brj1 := pieewise(qsolve1[1℄, 0, qsolve3, [p, 1-p℄, qsolve2[1℄,1);

brj1 :=











0 1/2<q
[p, 1 − p] q=1/2
1 q<1/2

> brj2 := pieewise(psolve1[1℄, 0, psolve3, [q, 1-q℄, psolve2[1℄,1);
brj2 :=











0 p<1/4
[q, 1 − q] p=1/4
1 1/4<p
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B Véri�ation ave le module matrixgames
> restart ;
> libname := "/home/annie/test/nash/mylib", libname;
> with(matrixgames) :
> # exemple d'Alie et Bob
> p := [1/4, 3/4℄;
> q := [1/2, 1/2℄;
> M1 := matrix([[3, 6℄, [5, 4℄℄);
> M2 := matrix([[-3, -6℄, [-5, -4℄℄);
> isnash(M1, M2, p, q);

p := [1/4, 3/4]

q := [1/2, 1/2]

M1 :=

[

3 6

5 4

]

M2 :=

[

−3 −6

−5 −4

]

true
> # exemple de Mathieu
> p := [50/91, 1-50/91℄ ;
> q := [25/67, 1-25/67℄ ;
> M1 := matrix([[117, 75℄, [75, 100℄℄) ;
> M2 := matrix([[241, 200℄, [200, 250℄℄) ;
> isnash(M1, M2, p, q);

p := [
50

91
,
41

91
]

q := [
25

67
,
42

67
]

M1 :=

[

117 75

75 100

]

M2 :=

[

241 200

200 250

]

true

> G1 := payoff(M1, M2, olor = yellow);
G1 := PLOT (`...`)

> G2 := payoff2(M1, M2, olor = blue);
G2 := PLOT (`...`)

> plots[display℄(G1, G2);
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