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Quelques éléments de calcul des équilibres de

Nash

Annie Hofstetter’ Mathieu Désolé! Mabel Tidball*
Avril 2013

Résumé

Le calcul des équilibres de Nash est évident pour les chercheurs en
économie mais beaucoup moins pour les ingénieurs ou les étudiants. Dans
le cas d'un probléme traité lors d’expériences en laboratoire, ’analyse
proposait de le redéfinir sous la forme d’un jeu classiquement étudié en
théorie des jeux. Avant cela, il s’agissait de bien comprendre quel type de
jeu était donné et comment effectuer les calculs des équilibres. Le docu-
ment propose donc une synthése de quelques cas de jeux classiques et la
fagon de calculer les équilibres de Nash & ’aide des outils informatiques
proposés par Maple.

*INRA, UMR1135 Lameta, F-34000 Montpellier, France

tSupAgro, UMR1135 Lameta, F-34000 Montpellier, France.
Nous remercions Nicolas Quérou pour ses explications et son travail de relecture de ce docu-
ment.
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1 Introduction

Le travail de thése de Mathieu Désolé a pour objet ’évaluation de ’influence
du contexte d’un jeu de roles sur les comportements des joueurs. Un jeu de roles
simulant une problématique de gestion de I’eau dans le contexte sud-africain, a
été le point de départ pour la construction d’un protocole de jeu simplifié. Ce
nouveau protocole expérimental s’appuie dans sa construction sur un modéle de
théorie des jeux coopératifs ; cependant, par souci de simplification, les joueurs
ont plutot été mis face & une situation de coordination renvoyant & la théorie
des jeux non coopératifs. Les résultats obtenus en laboratoire doivent donc étre
confortés par la théorie des jeux non coopératifs.

La matrice « coopérative » correspond & un jeu a trois joueurs ayant chacun
la possibilité de choisir parmi sept cartes la répartition des gains de leur coalition.
Les trois joueurs doivent se coordonner & 'unanimité sur 'une de ces cartes
pour que l'accord soit scellé; dans le cas contraire, on applique le statu quo :
les joueurs repartent avec leurs gains initiaux.

Les sept cartes renvoient chacune & des critéres de répartition particuliers.
On peut notamment citer la carte de répartition équitable (« on coupe la poire
en trois ») ou encore des cartes qui accordent presque tout & 'un des joueurs
tandis que les deux autres obtiennent seulement une « miette » chacun. La
question est alors de savoir dans quelle mesure les joueurs choisiront 'une ou
I’autre des sept cartes qui leur sont proposées, en s’appuyant sur les outils de la
théorie des jeux non coopératifs.

Pour tenter de mettre en ceuvre ce cas complexe (3 joueurs asymétriques
face a 7 alternatives), nous abordons dans cette note des cas simples dans le
but ultime de créer une application de calcul automatique. L’idée est de bien
comprendre chaque cas simple pour ensuite recomposer la situation qui nous
intéresse et analyser les différentes situations de jeu.

Dans un premier temps, nous étudierons le cas de jeux non coopératifs en
stratégie pure, pour lesquels nous décomposerons le calcul d’un équilibre de
Nash. Ensuite nous analyserons un cas en stratégie mixte a ’aide des équations
linéaires, puis grace au Lagrangien qui nous permet de généraliser le calcul.
Enfin nous donnerons quelques exemples de calcul & I’aide de Maple.

2 Jeu en stratégie pure

Un jeu en stratégie pure est un jeu pour lequel les probabilités de jouer une
action sont de 0 ou 1 pour chaque joueur. Ce qui signifie que chaque joueur joue
une action parmi celles qui lui sont proposées.

Dans cette premiére partie, pour chaque exemple traité, nous ferons le calcul
en trois étapes :

— analyse de la meilleure réaction de chaque joueur dans le cas o ’action

des autres joueurs est fixée;

— analyse des fonctions de meilleure réaction : trouver I'intersection des fonc-

tions de meilleure réaction pour déterminer 1’équilibre ;

— vérification de la stabilité de 1’équilibre, en vérifiant pour chaque combi-

naison que les autres ne sont pas des équilibres de Nash, en d’autres termes
cela consiste & vérifier s’il existe une déviation profitable.



Pour fixer les idées dans le cas de deux joueurs et deux stratégies chacun,
un équilibre de Nash est une paire composée de la stratégie du joueur 1 comme
étant la meilleure réponse a une stratégie du joueur 2, et d’une stratégie pour
le joueur 2 comme étant la meilleure réponse a une stratégie du joueur 1.

2.1 2 joueurs avec chacun 2 actions : matrice carrée 2x2

On traite ici ’exemple classique du dilemme du prisonnier, le jeu ne dure
qu’un seul tour et les joueurs doivent choisir leur stratégie simultanément. En
général, la matrice est symétrique.

Enoncé : deux suspects, complices d’un deélit, sont arrétés par la police,
mais faute de preuves, ils vont tous les deux en prison. Toutefois ils peuvent
bénéficier d’une remise de peine selon qu’ils dénoncent ou pas leur compére. Les
remises de peine sont indiquées dans la matrice en nombre d’années de liberté
(nombre négatif) : s’ils se taisent tous les deux, ils ne feront chacun que 6 mois
de prison ; §’ils se dénoncent mutuellement, ils feront chacun 5 ans de prison ; si
I’un se tait et I’autre le dénonce, il fera 10 ans de prison tandis que 'autre sera
libéré.

joueur 2
se tait (’i]‘) dénonce (D)
se tait (T) (-1/2,-1/2) (-10,0)
dénonce (D) (0,-10) (-5,-5)

joueur 1

Premiére étape : meilleure réaction de I’un par rapport au jeu de
I’autre qui est connu

Considérons le joueur 1 et cherchons sa meilleure réaction selon le choix du
joueur 2. Si le joueur 2 se tait et si le joueur 1 se tait, ce dernier fait 6 mois
de prison, s’il dénonce l'autre il est libéré; il a donc intérét a dénoncer. Si le
joueur 2 dénonce le joueur 1, le joueur 1 a le choix entre se taire auquel cas il
fait 10 ans de prison, et dénoncer 'autre auquel cas il fait 5 ans de prison. Si
I’on considére un joueur rationnel, il préférera faire 5 ans plutot que 10 ans de
prison, en d’autres termes, il préférera donc dénoncer plutot que se taire.

Résumé
Joueur 2 = se tait meilleure réaction du joueur 1 = dénonce | (D,T)
Joueur 2 = dénonce | meilleure réaction du joueur 1 = dénonce | (D,D)
Joueur 1 = se tait meilleure réaction du joueur 2 = dénonce | (T,D)
Joueur 1 = dénonce | meilleure réaction du joueur 2 = dénonce | (D,D)

Seconde étape : éventail des actions
A chaque action de 'un, on associe la réaction de l'autre :

Hypothése : le joueur 1 choisit de se taire. Réaction : le joueur 2 dénonce (T,D
Hypotheése : le joueur 1 choisit de dénoncer. Réaction : le joueur 2 dénonce (D,D

)
)

Hypothése : le joueur 2 choisit de se taire. Réaction : le joueur 1 dénonce (D, T)




Hypothése : le joueur 2 choisit de dénoncer. Réaction : le joueur 1 dénonce (D,D)

A T’équilibre de Nash, tous les joueurs jouent leur meilleure réponse compte
tenu des stratégies des autres joueurs. En croisant les deux séries d’hypotheéses
précédentes, on cherche quelle stratégie optimale correspond & l'intersection des
fonctions de meilleure réponse. Il peut y avoir plusieurs équilibres. L’équilibre
est ici (Dénonce, Dénonce).

Troisiéme étape : vérification

Un équilibre de Nash est une situation telle qu’aucun joueur n’a intérét a
dévier unilatéralement de sa stratégie. La vérification de la stabilité de 1’équi-
libre consiste donc a regarder s’il existe des incitations unilatérales & dévier de
la stratégie optimale ainsi repérée. L’équilibre est (D,D). Si le joueur 1 joue
Dénonce, le joueur 2 n’a pas intérét & dévier pour se taire car il passerait de 5
a 10 ans de prison. De méme, si le joueur 2 joue Dénonce, le joueur 1 n’a pas
intérét & dévier pour se taire car celui-ci passerait lui aussi de 5 & 10 ans de
prison. L’équilibre (Dénonce, Dénonce) représente donc ’état dans lequel il n’y
a pas d’incitation & devier pour I'un et 'autre des joueurs.

2.2 Exemple avec deux équilibres

Dans le cas du jeu suivant, on peut remarquer que la matrice est symétrique.

joueur 2
gauche | droite
haut | (3,3) (1,4)
bas (4,1) (0,0)

joueur 1

Résumé des meilleures réactions

Joueur 2 = gauche | meilleure réaction du joueur 1 = bas
Joueur 2 = droite | meilleure réaction du joueur 1 = haut
Joueur 1 = haut meilleure réaction du joueur 2 = droite
Joueur 1 = bas meilleure réaction du joueur 2 = gauche

CEEE
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Eventail des actions
Hypothése : le joueur 1 choisit haut. Réaction : le joueur 2 choisit droite (H,D)
Hypothése : le joueur 1 choisit bas. Réaction : le joueur 2 choisit gauche (B,G)

Hypothése : le joueur 2 choisit gauche. Réaction : le joueur 1 choisit bas (B,G)
Hypotheése : le joueur 2 choisit droite. Réaction : le joueur 1 choisit haut (H,D)



En croisant les deux séries d’hypothéses précédentes, on trouve deux équi-
libres : (H,D) et (B,G).

Vérification de la déviance

Pour ’équilibre (H,D), le joueur 1 joue haut. Le joueur 2 n’a pas intérét a
jouer gauche plutdt que droite sinon il recevrait 3 au lieu de 4. Le joueur 2 joue
droite, si le joueur 1 jouait bas alors il recevrait 0 au lieu de 1.

Pour ’équilibre (B,G), le joueur 1 joue bas. Le joueur 2 n’a pas intérét a
jouer droite plutot que gauche sinon il recevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 joue
gauche, si le joueur 1 jouait haut alors il recevrait 3 au lieu de 4.

2.3 Exemple avec deux équilibres ou jeu de coordination

Les deux joueurs veulent voir ensemble un film. L’un préfére Max Pécas,
lautre préfére James Bond.

joueur 2
Pécas (P) | Bond (B)
. Pécas (P) (2,1) (0,0)
Joueur 1 —g ol B) [ (0,0) 1,2)

Résumé des meilleures réactions

Joueur 2 = Pécas | meilleure réaction du joueur 1 = Pécas
Joueur 2 = Bond | meilleure réaction du joueur 1 = Bond
Joueur 1 = Pécas | meilleure réaction du joueur 2 = Pécas
Joueur 1 = Bond | meilleure réaction du joueur 2 = Bond

K
VE\/
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Eventail des actions
Hypothése : le joueur 1 choisit Pécas. Réaction : le joueur 2 choisit Pécas (P,P)
Hypothése : le joueur 1 choisit Bond. Réaction : le joueur 2 choisit Bond (B,B)

Hypothése : le joueur 2 choisit Pécas. Réaction : le joueur 1 choisit Pécas (P,P)
Hypothése : le joueur 2 choisit Bond. Réaction : le joueur 1 choisit Bond (B,B)

En croisant les deux séries d’hypothéses précédentes, on trouve deux équi-
libres : (P,P) et (B,B).

Vérification de la déviance

Pour l’équilibre (P,P), le joueur 1 joue Pécas. Le joueur 2 n’a pas intérét a
jouer Bond plutdt que Pécas sinon il recevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 joue
Pécas, si le joueur 1 jouait Bond alors il recevrait 0 au lieu de 2.



Pour ’équilibre (B,B), le joueur 1 joue Bond. Le joueur 2 n’a pas intérét a
jouer Pécas plutot que Bond sinon il recevrait 0 au lieu de 2. Le joueur 2 joue
Bond, si le joueur 1 jouait Pécas alors il recevrait 0 au lieu de 1.

On comprend la notion de coordination comme une convergence de la stra-
tégie de chaque joueur vers le méme choix quel que soit le film choisi.

2.4 Notion de stratégie dominante

exemple haut/bas et gauche/droite

joueur 2
gauche | droite
haut | (4,0) (5,1)
bas (8,3) (3,4)

joueur 1

Résumé des meilleures réactions

Joueur 2 = gauche | meilleure réaction du joueur 1 = bas (B,G)
Joueur 2 = droite | meilleure réaction du joueur 1 = haut (H,D)
Joueur 1 = haut meilleure réaction du joueur 2 = droite | (H,D)
Joueur 1 = bas meilleure réaction du joueur 2 = droite | (B,D)

On constate ici que quel que soit le choix du joueur 1 la réaction du joueur
2 sera la méme. La réponse droite du joueur 2 est appelée stratégie dominante.

Eventail des actions
Hypothése : le joueur 1 choisit haut. Réaction : le joueur 2 choisit droite (H,D)
Hypothése : le joueur 1 choisit bas. Réaction : le joueur 2 choisit droite (B,D)

Hypothése : le joueur 2 choisit gauche. Réaction : le joueur 1 choisit bas (B,G)
Hypothése : le joueur 2 choisit bas. Réaction : le joueur 1 choisit haut (H,D)

En croisant les deux séries d’hypothéses précédentes, on trouve 1’équilibre
(H,D).

Vérification de la déviance

Pour ’équilibre (H,D), le joueur 1 joue haut. Le joueur 2 n’a pas intérét a
jouer gauche plutdt que droite sinon il recevrait 0 au lieu de 1. Le joueur 2 joue
droite, si le joueur 1 jouait bas alors il recevrait 3 au lieu de 5.

2.5 Notion de jeux & somme nulle

Un jeu & somme nulle est un jeu o la somme de gains de tous les joueurs
est égale & zéro. Soit 'exemple d’Alice et Bob ou I'un gagne ce que 'autre perd



selon leur choix de prendre le bus ou de marcher.

Bob
bus (B) | marcher (M)

. bus (B) (3,-3) (6,-6)

Alice marcher (M) | (5,-5) (4,-4)
Résumé des meilleures réactions

Bob = bus meilleure réaction d’Alice = marcher | (M,B)
Bob = marcher | meilleure réaction d’Alice = bus (B,M)
Alice = bus meilleure réaction de Bob = bus (B,B)
Alice = marcher | meilleure réaction de Bob = marcher | (M,M)

Eventail des actions

Hypothése :
Hypothése :

Hypotheése :
Hypothése :

Alice choisit le bus. Réaction : Bob choisit le bus (B,B)
Alice choisit de marcher. Réaction : Bob choisit de marcher (M,M)

Bob choisit le bus. Réaction : Alice choisit de marcher (M,B)
Bob choisit de marcher. Réaction : Alice choisit le bus (B,M)

Il n’y a pas d’équilibre. Question : la notion d’équilibre est-elle compatible
avec un jeu a somme nulle ?

2.6 2 joueurs avec chacun 3 actions : matrice carrée 3x3

exemple avec aucun équilibre : le jeu pierre/ciseaux/feuille est également un
jeu & somme nulle. On parle également de conflit pur.

joueur 2
pierre (P) | ciseaux (C) | feuille (F)
pierre (P) (0,0) (1,-1) (-1,1)
joueur 1  ciseaux (C) (-1,1) (0,0) (1,-1)
feuille (F) (1,-1) (-1,1) (0,0)

Résumé des meilleures réactions



Joueur 2 = pierre meilleure réaction du joueur 1 = feuille
Joueur 2 = ciseaux | meilleure réaction du joueur 1 = pierre
Joueur 2 = feuille | meilleure réaction du joueur 1 = ciseaux
Joueur 1 = pierre meilleure réaction du joueur 2 = feuille
Joueur 1 = ciseaux | meilleure réaction du joueur 2 = pierre
Joueur 1 = feuille meilleure réaction du joueur 2 = ciseaux

ke

ak
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Eventail des actions
Hypothése : le joueur 1 choisit pierre. Réaction : le joueur 2 choisit feuille (P,F)
Hypotheése : le joueur 1 choisit ciseaux. Réaction : le joueur 2 choisit pierre (C,P)
Hypothése : le joueur 1 choisit feuille. Réaction : le joueur 2 choisit ciseaux (F,C)

Hypotheése : le joueur 2 choisit pierre. Réaction : le joueur 1 choisit feuille (F,P)
Hypothése : le joueur 2 choisit ciseaux. Réaction : le joueur 1 choisit pierre (P,C)

Hypothése : le joueur 2 choisit feuille. Réaction : le joueur 1 choisit ciseaux (C,F)

Dans ce jeu il n’y a pas d’équilibre.

2.7 2 joueurs avec 3 actions pour 1’un et 2 actions pour
Pautre : matrice 3x2

joueur 2

B1 B2
A1 (3,3) | (3,2)

joueur 1 A2 | (2,2) | (5,6)
A3 (0,3) | (6,1)

Résumé des meilleures réactions

Joueur 2 = B1 | meilleure réaction du joueur 1 = A1 | ( )
Joueur 2 = B2 | meilleure réaction du joueur 1 = A3 | ( )
Joueur 1 = A1 | meilleure réaction du joueur 2 = B1 | (A1,B1)
Joueur 1 = A2 | meilleure réaction du joueur 2 = B2 | ( )
Joueur 1 = A3 | meilleure réaction du joueur 2 = B1 | ( )

Eventail des actions
Hypothése : le joueur 1 choisit Al. Réaction : le joueur 2 choisit B1 (A1,B1)
Hypothése : le joueur 1 choisit A2. Réaction : le joueur 2 choisit B2 (A2,B2)
Hypothése : le joueur 1 choisit A3. Réaction : le joueur 2 choisit B1 (A3,B1)

Hypothése : le joueur 2 choisit B1. Réaction : le joueur 1 choisit A1 (A1,B1)
Hypothése : le joueur 2 choisit B2. Réaction : le joueur 1 choisit A3 (A3,B2)



En croisant les deux séries d’hypothéses précédentes, I’équilibre est (A1,B1).

Vérification de la déviance
Le joueur 1 joue Al. Le joueur 2 n’a pas intérét a jouer B2 car il recevrait 2 au
lieu de 3. Le joueur 2 joue B1. Le joueur 1 n’a pas intérét a jouer A2 ou A3 car
il recevrait moins (2 ou 0 au lieu de 3).

3 Jeu en stratégie mixte

Un jeu en stratégie mixte est un jeu ol une des stratégies consiste & tirer
aléatoirement entre plusieurs des stratégies selon des probabilités fixées. La base
d’un jeu en stratégie mixte ne repose plus sur des actions comme en statégie
pure, telles que je prends le bus ou je ne le prends pas, mais sur la probabilité
de faire une action ou non, c’est & dire décider de la probabilité p de prendre le
bus ou 1-p de ne pas le prendre pour I'un des joueurs et q et 1-q pour 'autre
joueur. Une hypothése est de supposer que les stratégies sont indépendantes.

Dans l'exemple des deux joueurs qui ont le choix de prendre le bus ou de
marcher, nous avons vu qu’il n’y avait pas d’équilibre en stratégie pure. Trouver
I’équilibre de Nash consiste & trouver les stratégies mixtes de chaque joueur
offrant & I'un les meilleurs gains possibles, sachant que 'autre a aussi choisi
les stratégies mixtes lui offrant également le meilleur gain possible. Alice peut
choisir le bus avec une probabilité de p ou de marcher avec une probabilité de
1 — p. Simultanément Bob peut choisir le bus avec une probabilité de ¢ ou de
marcher avec une probabilité de 1 — g.

Alice peut calculer son gain espéré si elle choisit le bus comme la somme de
son gain lorsque Bob prend le bus multiplié par la probabilité que Bob prenne
le bus et de son gain lorsque Bob choisit de marcher multiplié par la probabilité
que Bob choisisse de marcher. Soit 3¢ + 6(1 — q).

De la méme facon, Alice peut calculer son gain espéré si elle choisit de marcher
comme la somme de son gain lorsque Bob prend le bus multiplié par la pro-
babilité que Bob prenne le bus et de son gain lorsque Bob choisit de marcher
multiplié par la probabilité que Bob choisisse de marcher. Soit 5 + 4(1 — g).
Parallélement, Bob peut calculer son gain espéré s’il choisit le bus comme la
somme de son gain lorsqu’Alice prend le bus multiplié par la probabilité qu’Alice
prenne le bus et de son gain lorsqu’Alice choisit de marcher multiplié par la pro-
babilité qu’Alice choisisse de marcher. Soit —3p — 5(1 — p).

De la méme facon, Bob peut calculer son gain espéré s’il choisit de marcher
comme la somme de son gain lorsqu’Alice prend le bus multiplié par la pro-
babilité qu’Alice prenne le bus et de son gain lorsqu’Alice choisit de marcher
multiplié par la probabilité qu’Alice choisisse de marcher. Soit —6p — 4(1 — p).

Pour trouver ’équilibre de Nash, il faut que les gains attendus pour chacun
de leurs choix soient égaux.

3¢+6(1—q) =5¢+4(1—q)
=3p—>5(1—p)=—-6p—4(1-p)

10



En résolvant la premiére équation en q on trouve que la probailité optimale
pour Bob de choisir le bus est de g = %

En résolvant la seconde équation en p on trouve que la probailité optimale
1

pour Alice de choisir le bus est de p = 7.

4 Généralisation du probléme dans I’exemple d’Alice
et Bob

Dans les jeux en stratégie pure ou en stratégie mixte, la stratégie est donc un
jeu de probabilités dont celles en stratégie pure sont un cas trés particulier. Dans
tous les cas le but est de choisir la stratégie de 'un des joueurs en considérant
que celle de ’autre joueur est fixée, et telle que son gain sera le plus haut. Les
gains sont égalisés, c’est a dire que chacun des joueurs est indifférent au choix des
autres joueurs. Cette généralisation représente un concept plus large ; s’il existe
des équilibres en stratégie pure, ils apparaitront. Dans le cas de la stratégie pure,
le gain est déterminé, dans un cas plus général, le gain est espéré. Le probléme
n’est plus en choix discret, il convient de le poser en termes d’optimisation. Au
choix (q,1-q) du joueur 2 fixé, le joueur 1 choisit sa stratégie (p,1-p) telle que
son gain devra étre maximal. Il sera posé en trois temps :

— obtenir les meilleures réactions de chacun a la stratégie de 'autre;

— bien poser le probléme de maximisation et résoudre les conditions de pre-

mier ordre;

— croiser les meilleures réactions.

Dans un premier temps il est raisonnable de voir s’il existe des équilibres de
Nash en stratégie pure, puis en stratégie mixte selon ce que I'on souhaite faire.

Reprenons 'exemple d’Alice et Bob qui peuvent chacun prendre le bus ou

marcher :

Bob
bus (B) | marcher (M)
Aice S (B) 3-3) 6,-6)
¢ marcher (M) | (5,-5) (4,-4)

4.1 Premiére partie : principe de résolution pour Alice

Sachant que la stratégie de Bob est donnée, Alice doit choisir sa stratégie
(p,1-p) telle que son payoff soit maximisé :

EU((p1-p)/(a,1—q)) = P[3q +6(1 = q)] + (1 = p)[5¢g + 4(1 — q)]

soit

pren[%ﬁ]p[?»q +6(1—q)] + (1 —p)[5g +4(1 - q)]
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On calcule la meilleure réponse d’Alice & la stratégie (q,1-q) de Bob :
3¢+6(1—q)) + (1 —q)(5¢ +4(1 —q))
3¢+6(1—q) —5¢—4(1 —q)) +5¢+4(1—q)
—2¢+2(1—¢q)) +5q+4(1—q)

|
S
==X

La stratégie (p,1-p) d’Alice doit lui apporter le maximum d’utilité en terme
espéré. Soit :

max p(—4q + 2) + 5¢ +4(1 — q)
pE[O,l]

Le p étant contraint, il faut utiliser les paramétres de Lagrange aprés avoir
transformé les contraintes en équations de positivité. p € [0,1] = p >0et p < 1
cestadirep>0et1l—p=0.

D’ou le Lagrangien :

L =p(—4q+2)+5¢+4(1 —q) +Ap+pu(l—p)

avec Ap=0,A>0et u(l —p)=0,u >0
La condition de premier ordre est la suivante :
oL
— =(—-4q+2)+ -
ap (—4g+2)+A—p
La meilleure réponse d’Alice, p, est telle que cette condition est satisfaite, soit
(—4¢+2)+ X—p = 0. La condition ne dépend plus de p. On sait également que
A= 0et u >0 et que les conditions sont vérifiées.

1. SiA >0,
p*zO,u:O:>/\:4q—2>Osoit:q>%
Conclusion 1 : BR(4,1—¢) = (0,1) possible uniquement si la stratégie de
Bob est ¢ > %
2. Sip>0,
wl—p)=0=p*=1,1=0
— —4¢+2—-p=0
—pu=-4¢9+2>0
soit:2>4q:>q<%
Conclusion 2 : BR(4,1—¢) = (1,0) possible uniquement si la stratégie de
Bob est g < %
3. Sip* €]0,1]
Mp=0=A=0
pr#Fl=p=0
CPO=0= —4q+2=0
=3
Conclusion 3 : BRy(q,1—-¢) = (p, 1 —p),p € ]0, 1] possible uniquement si la
stratégie de Bob est ¢ = %

4. Conclusion générale pour Alice
(0,1)sig>1
BRa(g1-q) = { (0,1 —p), avec p €10, 1] si ¢ =
(1,0)sig< 3
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4.2 Seconde partie : principe de résolution pour Bob

De fagon symétrique au raisonnement qui vient d’étre tenu pour Alice, on
fait I’hypothése pour Bob que la stratégie d’Alice (p,1-p) est donnée. Pour Bob,
son utilité espérée est la suivante :

EU(p1-p)/(01-q)) = a[=3p + (=5)(1 = p)] + (1 — ¢)[-6p + (—4)(1 — p)]

Pour obtenir la meilleure réponse, il faut résoudre

EU(p1- -
;é‘[%’i] ((p.1-p)/(a,1-q))

On calcule la meilleure réponse de Bob a la stratégie (p,1-p) d’Alice :

BRp(p1—p) = a[-3p —5(1 —p)] + (1 — q)[—6p — 4(1 — p)]
q(=3p—5+5p+6p+4(1—p)) —6p—4(1 —p)
q(4p — 1) — 6p — 4(1 - p)

La stratégie (q,1-q) de Bob doit lui apporter le maximum d’utilité en terme
espéré. Soit :
max ¢(4p — 1) — 6p — 4(1 — p)
q€[0,1]
avecq20etqg<1=—=1—-—¢q¢q=0
On a le Lagrangien :

L=gqg(4p—1)—6p—4(1—p)+Ag+p(l—q)

avec A\ =0,A>0et u(l—¢)=0,u >0
La condition de premier ordre est la suivante :
oL =4p—-1+A—p
op
La meilleure réponse de Bob, q, est telle que cette condition est satisfaite, soit
dp—1+A—p=0.
1. Si A >0,
¢ =0,p=0
dp—1+A=0
:>)\=1—4p>050it:p<%
Conclusion 1 : BRp1—p) = (0,1) possible uniquement si la stratégie
d’Alice est p < i.
2. Sipu>0,
wl—qg)=0=q¢"=1,A=0
—=4dp—-1—pn=0
= pu=4p-1>0
soit : p > %
Conclusion 2 : BRp(,1-p) = (1,0) possible uniquement si la stratégie
d’Alice est p > i.
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3. Sig* €]0,1]
A=0= =0
A= =0
CPO=0=4p—-1=0
_ 1
P=13
Conclusion 3 : BRg(,1-p) = (¢,1 —q),q € ]0, 1] possible uniquement si la
stratégie d’Alice est p = i.
4. Conclusion générale pour Bob
(0,1)sip< i
BRB(p,lfp) = (Qal_q)v avech]O,l[sip: i
(1,0)sip>1

4.3 Troisiéme partie

On récapitule I’éventail des meilleures réponses pour chacun des joueurs :
(0,1)sig> 2

BRA(g1-q = § (p,1—p), avec p € ]0,1[ si ¢ = %
i 1
(1,0)sig < 5
i 1
(0,1)sip< i
BRp(p1-p) = { (¢:1—q), avec ¢ €0,1[ si p = §

(1,0)sip > 1
Un équilibre de Nash en stratégie mixte est un ensemble de stratégies avec
leurs probabilités associées p* et ¢* telles que :

((p*v 1 _p*)v (q*a 1- q*)) = (BRA(q*,lfq*)v BRB(p*,lfp*))

4.3.1 Croisée des meilleures réponses

Comme en stratégie pure, ’exercice consiste a croiser les meilleures réponses
selon ’ensemble de I’éventail.

1. Point de vue d’Alice
— Si Alice joue (0,1) (p* =0)
p < i, on se trouve dans le cas ou la meilleure réponse de Bob est (0,1)
(¢* = 0). Or dans le cas ou Alice joue (0,1), q doit é&tre tel que ¢* > % ;
ce qui est incompatible avec ¢* = 0. Ce cas est donc impossible.

— Si Alice joue (1,0) (p* =1)
p > i, on se trouve dans le cas ou la meilleure réponse de Bob est (1,0)
(¢* = 1). Or dans le cas ou Alice joue (1,0), q doit étre tel que ¢* < % ;
ce qui est incompatible avec ¢* = 1. Ce cas est donc impossible.

— Si Alice joue (p,1-p) avec p € ]0,1[, alors ¢ = 3.

Sig= %, on est dans le cas ou la meilleure réponse de Bob est (q,1-q)
avec ¢ € ]0,1[ et p = % qui est donc dans lintervalle p € |0, 1], ce qui
est désormais compatible.

— Potentiellement on peut retenir le couple de stratégies

(39 Go3)

2. Point de vue de Bob
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— Si Bob joue (0,1) (¢* =0)
q< %, on se trouve dans le cas ou la meilleure réponse d’Alice est (1,0)
(p* = 1). Or dans le cas ou Bob joue (0,1), p doit étre tel que p* < % ;
ce qui est incompatible avec p* = 1. Ce cas est donc impossible.

- Si Bob joue (1,0) (¢* =1)
q> %, on se trouve dans le cas ou la meilleure réponse d’Alice est (0,1)
(p* = 0). Or dans le cas ou Bob joue (1,0), p doit étre tel que p* > % ;
ce qui est incompatible avec p* = 0. Ce cas est donc impossible.

— Si Bob joue (q,1-q) avec ¢ € ]0,1], alors p = £.
Sip= i, on est dans le cas ou la meilleure réponse d’Alice est (p,1-p)
avec p € ]0,1[ et ¢ = 3 qui est donc dans l'intervalle ¢ € ]0,1], ce qui
est désormais compatible.

— Potentiellement on peut retenir le couple de stratégies

(39 Go3)

4.3.2 Conclusion

— L’analyse précédente permet de vérifier qu’il n’y a pas d’équilibre de Nash
en stratégie pure du type ((1,0),(1,0)) par exemple ou Alice et Bob sou-
haiteraient tous les deux prendre le bus.

— Dans notre exemple, nous avons retenu le méme couple de stratégies du
point de vue d’Alice et du point de vue de Bob, 1’équilibre de Nash en
stratégie mixte est donc :

("1 =9 (a1 =) = (3 2). (5. 3))

5 Traitement informatique avec Maple

5.1 Procédures

Dans un premier temps, nous avons établi les procédures en suivant les étapes
de la résolution pas a pas. Les lignes de code figurent en annexe A. Les différents
cas sont rappelés en stratégie pure tout d’abord, puis en stratégie mixte avec la
résolution d’équations linéaires, et enfin avec la définition des différents cas lors
du calcul avec la méthode du Lagrangien.

5.2 Utilisation du package matrizgames

Le module matrizgames est disponible auprés de Mapelsoft et s’utilise comme
une librairie personnelle. En annexe B, nous fournissons un exemple de vérifica-
tion de l'existence de I’équilibre de Nash dans le cas de Bob et Alice ainsi que
dans le cas issu de la thése de Mathieu Désolé. La commande isnash permet
de vérifier 'existence de ’équilibre qu’il soit en stratégie pure ou en stratégie
mixte ; par contre cela nécessite de donner exactement les probabilités associées
a chaque action qui auront été calculées au préalable. Dans le second exemple,
la commande payoff permet d’afficher le graphique de I'’ensemble des gains de
chaque joueur. Nous pouvons aisément repérer que l’abscisse représente les gains
du joueur 1 qui vont de 75 & 117, I’'ordonnée représente les gains du joueur 2 de
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200 a 250. Comme il s’agit d’'une commande issue d’une librairie complémen-
taire, le résultat constitue une aide a 'interprétation d’un probléme économique
particulier.

6 Conclusion

Ce travail doit se poursuivre par la finalisation de ’application de traitement
informatique sur Maple. Il a cependant le mérite de constituer une ébauche de
catalogue d’exemples de quelques équilibres de Nash, que l'on trouve partielle-
ment dans les manuels et les cours de théorie des jeux. Bien que ce document
ne soit pas exhaustif, il peut facilement s’adresser & des étudiants ou & des ingé-
nieurs, par son caractére systématique qu’il propose pour décomposer les étapes
de calcul.
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A Jeux non coopératifs

Cas de Bob et Alice qui peuvent soit prendre le bus soit marcher : nous avons
vu qu’il n’y a pas d’équilibre de Nash en stratégie pure

Le méme cas est traité tout au long des différents calculs

A.1 Matrices de quelques jeux 2x2
dim := 2;
dim = 2
> # dilemme du prisonnier
> jl := Matrix(dim, [-1/2, -10, 0, -5]);
> j2 := Matrix(dim, [-1/2, 0, -10, -5]);
A.2 Cas simple 2x2

A.2.1 Initialisation des matrices
> dim := 2;
dim = 2
jl := Matrix(dim, [3, 6, 5, 4]);
> j2 := Matrix(dim, [-3, -6, -5, -4]1);

-3 -6
j2 =
-5 —4
A.2.2 1ére étape : calcul meilleure réaction de ’un sachant l’action

de lautre
> recupMR := {};

recupMR = {}
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vV V.V V V V V V V V V V V V V V VYV

recupj2 := {} ;
for j to dim do
actionlj2 := j2[1 .. dim, j] ;
recupgainjl := [] ;
for i to dim do
reactionjl := ji[i, 1 .. dim] ;
print(reactionjl) ;
gainjl := reactionji[j] ;
print(gainjl) ;
recupgainjl := [op(recupgainjl), gainji] ;
end do ;
print(recupgainjl) ;
bestreactionjl := max(recupgainjl) ;
member (bestreactionjl, j1, ’pos’) ;
position := pos ;
recupj2 := op(recupj2), [position[[1]1], j] ;
op(recupMR), [position[[1]], j] ;

recupMR :
end do ;

recupj? = {}
-3
actionlj2 =
-5

recupgaingl = []
[3 6]
3
[5 4]
5
3,5]
bestreactionjl := 5
true
position =

2
recupj? = {[2,
[

]
recupMR = {[2,1]}
—6
actionlj? =
—4
recupgaingl = []
[3 6]
6
[5 4]
4
[6,4]
bestreactionjl := 6
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vV V.V V V V V V V V V V V V V V V.V

true
position = 1, 2
recupj? = {[1,2]
recupMR := {[1,2],[2,1]}

™~
=
—

recupjl := {} ;
for i to dim do
actionljl := ji[i, 1 .. dim] ;
recupgainj2 := [] ;
for j to dim do
reactionj2 := j2[1 .. dim, j] ;
print(reactionj2) ;
gainj2 := reactionj2[i] ;
print(gainj2) ;
recupgainj2 := [op(recupgainj2), gainj2]
end do ;
print(recupgainj2) ;
bestreactionj2 := max(recupgainj2) ;
member (bestreactionj2, j2, ’pos’) ;
position := pos ;
op(recupjl), [i, position[[2]]] ;
op(recupMR), [i, position[[2]]]

recupjl :

recupMR :
end do ;
recupjl = {}
actionljl = [ 3 6]
recupgainj? = ]

[_37 _6]
bestreactionj2 = —3

true
position = 1, 1
recupjl = {[1,1]}
recupMR = {[1,1],]1,2],[2,1]}
actionljl := [ b) 4]
recupgaing? = []
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[_57 _4]
bestreactionj2 = —4
true
position = 2, 2
recupjl = {[1,1],[2,2]}
recupMR = {[1,1],[1,2],[2,1],[2, 2]}

A.2.3 2nde étape construction des fonctions de meilleure réaction
éventail : a chaque action de l’un on associe le jeu de U'autre

> recupj2 ;

> recupjl ;

{[1,2],2,1]}
{[1,1],[2,2]}

> nash := ‘intersect‘(recupjl, recupj2) ;
nash := {}
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A.2.4 3éme étape consolidation : vérification de la déviance de(s)
l’équilibre(s)

> if nash = {} then

> print (’no*equilibrium’) ;

> else

> print (nash) ;

> nbeq := nops(nash) ;

> for i to nbeq do

> print(nash[il) ;

> verifjeujl := nash[i][1] ;

> verifjeuj2 := nash[i][2] ;

> deviance := 0 ;

> gaineqjl := jll[verifjeujl, verifjeuj2] ;
> print(gaineqjl) ;

> for j to dim do

> gaineqdevjl := j1[j, verifjeuj2] ;
> if gaineqdevjl > gaineqjl then

> deviance := deviancet+l ;

> end if ;

> end do ;

> gaineqj2 := j2[verifjeujl, verifjeuj2] ;
> print(gaineqj2) ;

> print(deviance) ;

> for j to dim do

> gaineqdevj2 := j2[verifjeujl, jl ;
> if gaineqdevj2 > gaineqj2 then

> deviance := deviance+l ;

> end if ;

> end do ;

> if deviance = 0 then

> print ("PAS de deviance pour cet equilibre");
> else

> print("deviance pour cet equilibre") ;
> end if ;

> end do ;

> end if;

no equilibrium
A.3 2x2 stratégie mixte avec équations linéaires
> dim := 2;
dim = 2
> jl := Matrix(dim, [3, 6, 5, 4])
> j2 := Matrix(dim, [-3, -6, -5, -4])
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> eql := j1[1, 1]*q+j1[1, 2]*x(1-q) ;
> eq2 := j1[2, 1lxq+ji1[2, 2]1*(1-q) ;
> eq3 := j2[1, 11*p+j2[2, 11*(1-p) ;
> eq4 := j2[1, 2I*p+j2[2, 2]*(1-p) ;
eql := —3q+6
eq? = q+4
eq3 ==2p—>5
eq = —2p—4
> eql2 := eql-eq2 ;
> eq34 := eq3-eq4 ;
eql2 = —4q+2
eq34 = 4p—1
> psolve := solve(eq34, p) ;
> 1-psolve ;
> gsolve := solve(eql2, q) ;
> 1-qgsolve ;
psolve = 1/4
3/4
gsolve := 1/2
1/2

A.4 2x2 stratégie mixte Lagrangien

A.4.1 Lagrangien et Conditions de Premier Ordre

> eqll := expand(p*(j1[1, 11*xq+j1[1, 21*(1-@))+(1-p)*x(j1[2, 1]1xq+j1[2,
21x(1-9)))

> eq2l := expand(q*(j2[1, 11*p+j2[2, 11*(1-p))+(1-q)*(j2[1, 2]*p+j2[2,
21*(1-p))) ;

eqll == —4pg+2p+q+4
eq2l = 4pqg—q—2p—4

> L1 := eqli+Al*p+ul*x(1-p) ;
L2 := eq21+A\2xq+u2x(1-q) ;
L1 := —4pq+2p+q+4+ M p+pul (1-0p)
L2 :=4pg—q—2p—4+X2q+u2 (1—q)
> dL1 := diff(L1, p) ;
dL2 := diff (L2, q) ;

dL1 = —4q+2+ X1 — ut
dL2 == 4p—1+4+ X2 — u2
A.4.2 Pour J1

> plAl := solve(Al*p,p) ;

> plsolve := solve(subs(p=piAl,ul*(1-p)),ul) ;

> Alsolve := solve(subs(ul=plsolve,dLl),A1) ;

> gsolve := LinearUnivariate(Alsolve > 0,q)
pIAl =0
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plsolve := 0
Alsolve := 4g—2
gsolve := {1/2 < ¢}
plpl := solve(ul*(1-p), p) ;
Alsolve := solve(subs(p = plul, Al*p), A1) ;
plsolve := solve(subs(Al = Alsolve, dL1), ul) ;
gsolve := LinearUnivariate(ulsolve > 0, q) ;

plpl =1
Alsolve := 0
plsolve (= —4q+ 2
gsolve := {q < 1/2}
Alsolve := solve(Al*p, A1) ;

plsolve := solve(ul*(1-p), upl) ;

gsolve := solve(subs(Al = Alsolve, mul = plsolve, dL1), q) ;
Alsolve := 0
plsolve := 0
gsolve := 1/2

Pour J2
qlA\2 := solve(A2*q, q) ;
u2solve := solve(subs(q = ql*A\2, u2*x(1-q)), wu2) ;
A2solve := solve(subs(u2 = u2solve, dL2), A2) ;
psolve := LinearUnivariate(A2solve > 0, p) ;
g1 2 :=0
p2solve := 0

A2solve := —4p+1

psolve := {p < 1/4}
qlp2 := solve(u2%(1-q), q) ;
A2solve := solve(subs(q = ql*xu2, A2%q), A2) ;

p2solve := solve(subs(A\2 = A2solve, dL2), u2) ;
psolve := LinearUnivariate(u2solve > 0, p) ;
qlp2 =1
A2solve := 0

p2solve := 4p—1
psolve := {1/4 < p}
A2solve := solve(A\2xq, A\2) ;
u2solve := solve(u2*(1-q), up2) ;
psolve := solve(subs(A\2 = A2solve, p2 = p2solve, dL2), p) ;

A2solve := 0
u2solve := 0
psolve = 1/4
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A.4.4 Croisée des meilleures réactions
> brjl := piecewise(gsolvel[1], 0, gsolve3, [p, 1-p], gsolve2[1],
s

0 1/2<q
brjl = < [p,1—p] q=1/2
1 q<1/2

> brj2 := piecewise(psolvel[l], 0, psolve3, [q, 1-ql, psolve2[1l],
1);

0 p<1/4
brj2 == Qlg,1—q] p=1/4
1 1/4<p
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B Vérification avec le module matrizgames

> restart ;
> libname := "/home/annie/test/nash/mylib", libname;
> with(matrixgames) :
> # exemple d’Alice et Bob
> p := [1/4, 3/4]1;
> q := [1/2, 1/2];
> M1 := matrix([[3, 6], [5, 411);
> M2 := matrix([[-3, -6], [-5, -411);
> isnash(M1, M2, p, q);
p = [1/4,3/4]
q = [1/2,1/2]
5
M1 =
5 4
5o
M2 =
-5 —4
true
> # exemple de Mathieu
> p := [60/91, 1-50/91] ;
> q := [25/67, 1-25/67] ;
> M1 := matrix([[117, 751, [75, 10011) ;
> M2 := matrix([[241, 200], [200, 250]1]) ;
> isnash(M1, M2, p, q);
50 41
= [9_179_1]
.25 42
- [§’§]
[117 75 ]
M1 =
75 100
[ 241 200 ]
M2 .=
200 250
true

> Gl := payoff (M1, M2, color = yellow);
G1 := PLOT (*...9)
payoff2(M1, M2, color = blue);
G2 := PLOT (¢...9)
> plots[display] (G1, G2);

> G2 :
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