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Résumé — L’équation d’évolution du p-Laplacien non-local, gouvernée par un noyau donné, a de trés nombreuses applications pour modéliser
les phénomenes de diffusion, notamment en traitement du signal et des images sur graphes. En pratique, cette équation d’évolution est implé-
mentée sous une forme discrete (en temps et en espace) comme une approximation numérique du probleme continu, ol le noyau est remplacé
par la matrice d’adjacence d’un graphe. La question naturelle est alors d’étudier la structure des solutions du probléme discret et d’en établir la
limite continue. C’est 1’objectif poursuivi dans ce travail. En combinant des outils issus de la théorie des graphes et des équations d’évolution
non-linéaires, nous donnons une interprétation rigoureuse a la limite continue du probleme du p-Laplacien discret sur graphes. Plus spécifique-
ment, nous considérons une suite de graphes (déterministes) dont 1’objet limite est appelé graphon. L’ équation d’évolution du p-Laplacien est
alors discrétisée en temps et en espace sur cette suite de graphes. Ainsi, nous prouvons la convergence des solutions de la suite des problemes
discrétisés vers la solution du probleme d’évolution continu gouverné par le graphon lorsque le nombre des noeuds du graphe tend vers 1’infini.
Ce faisant, nous exhibons les vitesses de convergence correspondantes pour différents modeles de graphes, et mettons en exergue 1’influence de
la géométrie du graphon. Dans le cas de graphes aléatoires, en utilisant des inégalités de concentration fines, nous fournissons les vitesses de
convergence de la solution discrete vers sa limite continue avec grande probabilité et montrons 1’influence de la valeur de p.

Abstract — The non-local p-Laplacian evolution equation, governed by given kernel, has various applications to model diffusion phenomena,
in particular in signal and image processing. In practice, such an evolution equation is implemented in discrete form (in space and time) as
a numerical approximation to a continuous problem, where the kernel is replaced by an adjacency matrix of graph. The natural question that
arises is to understand the structure of solutions to the discrete problem, and study their continuous limit. This is the goal pursued in this work.
Combining tools from graph theory and non-linear evolution equations, we give a rigorous interpretation to the continuous limit of the discrete
p-Laplacian on graphs. More specifically, we consider a sequence of (deterministic) graphs converging to a so-called graphon. The continuous
p-Laplacian evolution equation is then discretized on this graph sequence both in space and time. We therefore prove that the solutions of the
sequence of discrete problems converge to the solution of the continuous evolution problem governed by the graphon, when the number of graph
vertices grows to infinity. We exhibit the corresponding convergence rates for different graph models, and point out the role of the graphon
geometry. For random graph sequences, using sharp concentration inequalities, we deliver convergence rate with overwhelming probability and
show the influence of the choice of p.

1 Introduction solution (dite forte) dans L?(£2). C’est donc dans ce sens que
’on désignera désormais la solution de (P). L’équation (P) a

p-Laplacien continu et discret  Dans sa forme continue, I’équa- de nombreuses applications dans la littérature pour modéliser

tion d’évolution du p-Laplacien non-local avec conditions aux
bords de Neumann homogenes, gouvernée par le noyau K, cor-
respond au probleme d’évolution non-linéaire suivant

Lu(z,t) = fAffu(x,t), (x,t) € 2x]0,TY, P)
’U,([L'70) = g(x)7 x €1,

N

ou
Afu(e,t) =~ /Q K(z,y)lu(y,t) = u(z, )P~ (u(y, t) — u(z, 1))dy,

Q = [0,1] (sans perte de généralités), K (-,-) est une fonc-
tion positive, symétrique et bornée, et p € [1,400]. Le pro-
bleme d’existence et d’unicité d’une solution du probleme ([P)
est non-trivial. Bien que nous n’inclurons pas les détails ici,
on peut montrer, en s’appuyant sur la théorie des semi-groupes
non-linéaires [1]], que pour p €]1, +o0[, (P) admet une unique

des processus de diffusion non-locaux. Elle apparait comme
le flot de gradient associé a un cas particulier d’'une fonction-
nelle non-locale introduite dans [6] pour des problemes de dé-
bruitage et de déconvolution d’images. Toutefois, les données
en pratique étant discretes, les graphes constituent une struc-
ture naturelle adaptée a leur représentation. Les sommets de
ce graphe vont alors représenter les données et ses arétes vont
représenter les interactions entre ces données. Ces interactions
peuvent alors modéliser une proximité géométrique des don-
nées mais aussi d’autres mesures de similarités, en fonction de
I’application. Par exemple, pour les images, on peut retrouver
différents types d’interaction (locales ou non-locales), selon la
construction du graphe, ce qui permet de retrouver aisément
des méthodes de traitement d’images locales ou non-locales.
Ces considérations pratiques conduisent naturellement a pro-
poser une approximation discréte en temps et en espace de ([P).



Pour ce faire, on fixe n € N et on considére une partition Q,,
de €
Q" =[(i=1)/n,i/nl, €], Qn={0",ieMn]},

ot [n] = {1,---,n}. Soient 7p_1 := |t — th_1|, h € [N],
les pas de temps correspondant a une partition de 1’intervalle
de temps [0, T de taille maximale 7 = MAX Th. La forme dis-

crétisée en temps (explicite) et en espace de s’écrit donc

ul — 1 1

lq—hii - - %(Kn)”h;b—l _ u?—1|p Z(U?—1 _ u?—l)7
ud(z) =¢?, i€[n],he[N].

(Pi .-
K, est une version discréte du noyau K, et peut-étre interpré-
tée comme une matrice d’adjacence modélisant les interactions
sur un graphe. Ainsi, Pff,r induit un processus de diffusion
discret paramétré par la structure du graphe et le degré p de
lissage.

Pour p # 2, le p-Laplacien discret sur graphe a été étudié
pour la classification semi-supervisée de données [3]], ainsi que
pour diverses applications en traitement d’images comme la
simplification et la segmentation non-supervisée [4] ; voir Fi-

gure[T]et 2] pour quelques illustrations.
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FIGURE 1 — Segmentation semi-supervisée. Gauche :
avec grains initiaux. Droite : image segmentée.
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FIGURE 2 — Classification semi-supervisée. Gauche : graphe
avec sommets labellisés. Droite : graphe classifié.

Objectifs et contributions La formulation discrete
est seulement une approximation du probléme continu sous-
jacent ([P). Plusieurs questions se posent alors : quelle est la
structure des solutions du probleme discret ? Une limite
continue, c.a.d. lorsque n — 400, existe-t-elle ? Si oui, quelle
est la vitesse de convergence vers cette limite et quelle est la
relation de cette derniere avec la solution unique forte de (P) ?
Quelles sont les grandeurs mises en jeu dans cette vitesse de
convergence et leur influence ?

C’est a toutes ces questions que cet article apporte des ré-
ponses. Plus précisément, en combinant des outils issus de la
théorie des graphes et des équations d’évolution non-linéaires,
nous donnons une interprétation rigoureuse a la limite continue
du probleme du p-Laplacien discret sur graphes. Pour ce faire,
nous considérons une suite de graphes a n sommets dont I’objet
limite est un graphon. (P) est alors discrétisée suivant 1|
sur cette suite de graphes. Ainsi, nous prouvons la consistence
du problémes discret (Py; ), c.a.d. la convergence des solu-
tions de la suite des problemes discrétisés vers la solution du
probléme d’évolution continu gouverné par le graphon lorsque
n — 4o00. Nous donnons les vitesses de convergence corres-
pondantes pour différents modeles de graphes (simples et pon-
dérés), et mettons en exergue I’influence de la géométrie du
graphon. Dans le cas de graphes aléatoires, en utilisant des in-
égalités de concentration fines, nous donnons les vitesses de
convergence de la solution discrete vers sa limite continue avec
grande probabilité et montrons I’influence de la valeur de p.
Toutes les preuves des résultats pourront étre trouvées dans la
version longue [5].

Relation a I’état de ’art Dans [9], les auteurs ont obtenu des
résultats de consistance pour le probleéme d’évolution .
La consistance est toutefois uniquement uniforme et requiert
une hypotheése de positivité restrictive. Dans [§]], I’ auteur a mon-
tré la consistance de 1’équation de la chaleur non-linéaire sur
graphes, sans discrétisation du temps. Ce dernier résultat ne
s’applique pas au p-Laplacien qui requiert des arguments bien
plus sophistiqués.

2 Elements de la théorie des graphes

Un graphe G = (V(G), E(G)) est défini par un ensemble
de sommets V(G), et un ensemble d’arétes E(G). Un graphe
est simple si au plus une aréte relie deux sommets et s’il n’y a
pas de boucle sur un sommet.

Soit {G"}TLEN’ une suite de graphes simples, finis et denses,
cad. |E(Gn)| = O(|V (G|
de I’ensemble.

Pour deux graphes simples F' et G, hom(F, G) indique le
nombre d’homomorphismes (les applications qui préservent les
matrices d’adjacence) de V(F') vers V(G). 1 est donc utile
de normaliser le nombre d’homomorphismes et considérer les

densités d’homomorphismes t(F, G) = %
V(F)

), ol H désigne la cardinalité

V(e

Définition 2.1. La suite de graphes {G,,} est dite convergente
si t(F, Gy,) est convergente pour tout graphe simple F.

Les suites convergentes de graphes admettent un objet limite,
qui peut étre représenté comme une fonction mesurable K :
02 — . Ces fonctions sont appelées graphons. Soit K 1’es-
pace des fonctions mesurables et bornées K : Q22 — R telles
que K(z,y) = K(y, z) pour tout z,y € [0, 1]. On définit éga-
lement Ky = {K € K : 0 < K < 1} I’ensemble des graphons.



Le résultat suivant est une étape clé pour donner un sens a la
limite continue de problémes d’évolution sur graphes.

Proposition 2.1 ([2, Théoreme 2.1]). Pour toute suite conver-
gente de graphes simples, il existe un élément K € Ky tel que

t(F,Gp) = t(F,K) := /Q’W)’ I[I E@iz)de 1)

(i,5)€E(F)

pour tout graphe simple F. Par ailleurs, pour tout K € Ky, il
existe une suite de graphes {Gy,} vérifiant (I)).

En conclusion, chaque graphe simple fini G,, tel que V(G,,) =
[n] peut-étre représenté par une fonction K¢, € Ko

1 osi (i,§) € B(Gn) et (z,y) € Q™ x Q™)

0 sinon.

Kg, (z,y) = {

Par conséquent, géométriquement, le graphon K peut étre in-
terprété comme la limite de K, .

3 Consistence du p-Laplacien sur graphes

3.1 Graphes simples

On consideére d’abord une suite de graphes simples G,, =
(V(Gyr), E(Gr)) convergeant vers le graphon K = {0,1},
cad V(G,) =[n]et

B(Gr) = {(i.d) € n)? : " x " nsupp(K) # 0},

o supp(K) = {(z,y) € 0?: K(z,y) # 0} et supp(K) est

son adhérence. Ainsi, sur la suite de graphes {G), },, (

s’écrit

|uh=1 — b1 P2 h=1 _holy
J K3 J [3 ’

J:(4,5)€E(Gn)

[n], h € [N].

m S

ui(0) = g9, i
Pyt

oug) = n/Q<n)g" (z)dz, pour une fonction g, sur €.

Rappelons Lque notre objectif principal est de comparer les
solutions des modeles discret et continu et d’établir des résul-
tats de consistence. Les deux solutions ne vivant pas sur les
mémes espaces, il est commode d’introduire un modele inter-
médiaire qui est 1’extension continue du probléme discret. On
définit I'interpolée linéaire sur 2 x [0, 7]

th—t 1 t—1th_1

Up(x,t) = u; o+ uy,
Th-1 Th-1

T € QE"),t Elth_1,tn],
)

et I’approximation constante par morceaux

n N
tin (2, 1) ZZ uf Xt ( Mo (2), ()

(n)

ol X, est la fonction indicatrice sur §2;77. Il est clair que

U (2, ) et @y (z,t) satisfont le probléme d’évolution continu

suivant
Dt (2, t) = — Al (@, (x,1)), (2,t) € 2x]0,T],
() = ¢(z), weq
(Pr.)

c o

1]’

n? ( )K(x,y)dmdy, Qg") X Q;") Nsupp(K) # 0,
Q5

K (z,y) =
0 sinon.

La vitesse de convergence de la solution du probleme discret
vers celle du probleme continu dépend de la régularité de la
fronti¢re d supp(K) du support. Nous rappelons la dimension
de Minkowski-Bouligand

log N5(0 supp(K))

p = dlmB(a m) = hmsup 710g5

6—0

)

ol Ns(0 supp(K)) est le nombre de cellules sur un réseau
carré § x 0 intersectant O supp(K). Notre résultat de consis-
tance sur les graphes simples s’énonce comme suit.

Théoréme 3.1. Supposons que p €]1,+00], g € L™(RQ), et
p € [0, p|. Soient u and 1, les solutions des problemes (P) et
, respectivement. Alors pour tout € > 0, il existe N (¢) €

N tel que pour tout n > N(¢€), on a

flu— ﬂ"||C(0,T;LP(Q)) <C (”9 - gnHLp(Q) + "_(1_p/p_€)> +0(7),
ot la constante positive C' est indépendante de n.

C(0,T; LP(€2)) est la classe des fonctions sur [0, 7'] x €2 uni-
formément continue en temps et dans LP(2) en espace. Théo-
rémeassure donc que 1, converge vers u dans LP(£2) lorsque
n — oo and 7 — 0. La vitesse de convergence dépend en par-
ticulier de la fractalité du bord du graphon K.

3.2 Graphes pondérés

Soit K : Q2 — [0, 1] une application mesurable, symétrique
qui sera utilisée pour affecter les poids aux arétes des graphes
qui seront considérés dans la suite. Nous n’autorisons que des
poids positifs et nous les normalisons dans [0,1] sans perte de
généralité. On définit le quotient de K par Q,, comme le graphe
pondéré a n noeuds

K/Q, = ([n], ] x [n],Kn) .

Les poids ( n) i; sont obtenus en moyennant K sur les cellules
de la partition Q,,

(Kn)ij = n’ /Q 1 g @ 0)dady “)

Ainsi, on considere la version de ( sur K/Q,

h _

u,
@ -1
4t == E Kn 1]|u

Th—1
u;(0) = g9,

_ ‘p_Q(u;L—l _

ze[n] h € [N].



En combinant la fonction constante par morceaux ,, dans
avec u,, dans @]), se réécrit comme
Dt (2,t) = — AL (@, (2,1)), (z,t) € 2x]0,T),
Uy () = gp(z), ©€Q,
P,

ou K w and ¢° sont les interpolations constantes par morceaux
de (Kn)ij et g;.

Théoréme 3.2. Supposons que p €|1,+oc|, K : Q2 — Q
est mesurable et symétrique, g € L (Q)). Soient u et iy, les

solutions de (P) et (Py. ), respectivement. Alors

e = tnlleworinr@y ot ®

Pour quantifier la vitesse de convergence dans (3.2), nous
aurons besoin de rajouter des hypotheses supplémentaires sur
le noyau K et la condition initiale g.

Définition 3.1. La variation d’une fonction K sur Q? est

2

J(K)=suph™* Z/ ‘K((x,y) + he;) — K(x,y)|d$dy.
h>0 = Jaz

BV (0?) est I’espace de Banach des fonctions K € L'(Q?) a

variation bornée, i.e. J(K) < +o0.

Nous avons alors la vitesse de convergence suivante.

Corollaire 3.1. Supposons que p €]1,+oc, K : Q2 — [0,1]
est mesurable et symétrique dans BV (Q?), et g € L*>(2) N
BV (Q). Soient u et @i, les solutions des problemes (P) et

T, T
respectivement. Alors

- _1
[Ju— “nHC(o,T;Lp(Q)) <O(n"7)+0().

En d’autres termes, nous avons une consistance LP mais avec
une vitesse qui se dégrade a mesure que p croit.

3.3 Graphes aléatoires

Les résultats ci-dessus sont déterministes, mais ne renseignent
pas sur la consistance pour des graphes destinés a la modélisa-
tion de réseaux d’interaction aléatoire. Des exemples typiques
importants dans les applications incluent le modele d’Erdos-
Rényi ou les graphes petit monde. Le modele da graphes aléa-
toires que nous considérerons est assez général et couvre en
I’occurence ces derniers exemples.

Définition 3.2. On génére n sommets iid X = (Xq,--- ,X,,)
uniformément sur Q). Conditionnellement sur X, chaque couple
(i, ) de sommets, est indépendamment jointe avec probabilité
K(X;,X;). Le graphe G,, = (V(G,),E(G,)) = G(n,K)
généré de cette facon est appelé K-aléatoire.

De méme que dans le cas déterministe, la suite de graphes
K -aléatoires {G, } converge presque slirement vers le graphon
K [, Corollary 2.6]. On considere maintenant sur G,

h_ b1

Uy — Uy _ =
Th—1 N n .. Z
J,(4,5)EE(Gn)
i € [n],h € [N].

)

h—1 h—1|p—2, h—1 h—1
}uj A (wj™ —u)

0 _
U; = gi,

Définition 3.3. Une fonction K : Q? — Q est dite 0-Hoéldérienne
s’il existe C > 0 telle que ¥(z1,11), (x2,y2) € Q2 :

|K(z1,51) — K(22,52)| < C||(z1,51) — (32, 92) | -
On note Ho(2?) Uespace de ces fonctions.

Suivant la méme procédure, en utilisant les fonctions d’ex-
tension continue comme nous I’avons fait auparavant, nous ob-
tenons le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Supposons que p €]1,+oo|, K € Ho(0?)
est symétrique, bornée et continue presque partout sur )* et
g € L>(Q) N H6(Q). Alors, pourtet >0, ona

log(n) 1

1/p
flu— 71"HC(O,T;LP(Q)) <O p) ( + np/Q)

)tlog(n)z+1/p
n

+3C(p, 6 + O(7),
avec probabilité au moins égale a 1 — max{2n=" n=t}.

Ce résultat révele en particulier que la vitesse de conver-
gence du p-Laplacien sur des graphes aléatoires possede quatre
régimes dépendant des valeurs de pet 6 :

O, n 1/p
O((%) )+O(r) pour p>2, 1/p<6<1,

0 >
O (15PN | oy pourdPZH 0<O<1/p,
n p<2 0<60<1/2
O(#)+O(T) pour p<2, 1/2<6<1.

Ces observations sont en accord avec les observations pra-
tiques faites par plusieurs auteurs sur I’influence du parametre p
notamment pour des problémes de classification non-supervisée.
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