
HAL Id: hal-01583877
https://hal.science/hal-01583877v1

Submitted on 4 Dec 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Upwind Finite Volume Schemes for One and Two
Dimensional Euler Equations

Thierry Gallouët, Jean-Marc Hérard, Raphaèle Herbin, Jullian Nicolas,
Nicolas Seguin

To cite this version:
Thierry Gallouët, Jean-Marc Hérard, Raphaèle Herbin, Jullian Nicolas, Nicolas Seguin. Upwind Finite
Volume Schemes for One and Two Dimensional Euler Equations. 16th AIAA Computational Fluid
Dynamics Conference, Jun 2003, Orlando, United States. �10.2514/6.2003-4122�. �hal-01583877�

https://hal.science/hal-01583877v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


�����������
	�	��
���������

����� ����� �������! �" #�$&%���'(" )+*-,�".'/"0)1��$&2 $&��" 34���
 5� $ ���6'("0��)+�7$&�-34% "8��%�"02 ":9&�;3: <��$&�<)

=?>A@CBED�DGFIHKJ7LMLCN�OQPERESUT V W�X7B�J7Y
Z\[�J7D�]K^`_EDaJ7DGbcSUT d�Tfe W
ghJ7iA>AJ7B�LMBj^`B�DGkA@CY�SUTfl W
m`@C]EN�LnJpoqX7OALCLM@nJ7Y�SUTsr W
mh@C]EN�LnJ7o?t
B�u�OQ@CYcSUTfv

wyx{z!|~}��G����|���������������}��Gz����E�!�c�Gz��������!���K�������\�?����|~���!�������{��� ��z��������?����|~���!�E�
  �¢¡7���£������|~���y��� ¤¥z��¢¦~§��¨�E�!©��Eªp�E¦��E«�|~���\�{������¡���¡!|�¦~|����G�­¬�x��j®°¯�¯E±E²��
±�³´���!��µ��E¦�|~�¢���c�!��|��E��¶G±�·�¸¢±¹�j�¢�£���\|~¦�¦~�����G�!��ºK¶�±!�!»A®{¤¥¼��c½

«E��¦�¦~�������U¾y�\�¿|MÀ �!z!|~}�¬C�¿�£�\À ���G���!�G�������p¾y�\�¿|MÀ �!z!|~}�¬C�¿�£�\À ���G�Á�!�G��¡�|�z7¾y�\�¿|MÀ �!z!|~}�¬C�¿�£�\À ���
Â �!¦�¦~|Ã�¢z7¾y�\�´|CÀ �!z!|~}E¬n�¿���GÀ ���G�!���\«E�!|�z�¾y���¿|MÀ �!z!|~}�¬C�¿�£�\À ���

Ä�Å�¦~�G������|~�\|f���Æ���Æ»!�£�¢z��\����Ç�|�}Á|Ã�¨|~��z+®����£�!�\�£�£�!�y���¥Ç��\}��G¦��Eª!ª7�\�¿�\z��G�
Ç��\ª����¨���\�¿�\z��{�+���\�¢z�|~���!�������{»Q¦��!|Ã���������{©
����z��È���G�¨�£��©É�!�\���¿|~���!���\�

¯´������|�ÊË�¢��|~�\���pÌ�Í�·EÎ!¶Æ�c���¢�����Ï��������º��!»A®{¤�¼y�c½
�!�G�������7¾y�£�!|~ÍEÎ¢¡!Ð�À ���\��À �G�Á�ÈÀ ���

ÑËÒ­Ó�Ô{Õ�Ö�×ÉÔ
©É�!�´�����!�¿�£�����´�¢�����EzÁ}��\��«��Gz����Ø�¢�­�����¿�?»Q|�z�|f���´Ù
�E¦f¬
�!�¿����ª�Ú�|~z���|~z!«0���G�£��z!|~���!���Û|Ã�Ü�\º!�¢�¿|�z��G�Ý�!�G���G|�z6�
Ú��!�Gz������\���¨|~z!«Þ�Ezß½��!¦��G�h���E�p����|~��zp�¿Ú�|f���I�¢z��¢��¡!|�¬
���£�¢��§�����������|��Ezà���q�È�£������á�½­â�ã!ä��¥|~z:��z��Û�¢z��à�ÈÚ­�
��ª����\�´��|~�¿�\z���|~��z��GÀ¿ãÁ���¢zp�!�¢�£�å�\��z����\��}�����|�}E�Ø��º�ª!¦~|Ã��|��
���£�!�\�¿�G�6¡������G�y��z��\º��E�U����z����¢ª!ª����aº�|~�¿�¢����æy�����!z!��}
���£�!�\�¿�G�����\z��ç���Ý§Á|��G¦~�;�!z����G���Gª�����¡!¦��à���G���!¦f�£�Ü�Ez
�����¢�£�¨�¿�¿�G���!���\�
�¢¦��������!«E�å���!�\§Þ�\��zÁ}��G��«E�¹Ú��!�GzÞ�����
�¿�G���!�G�¥�¢�������\è�z!�G�6ÀÉé¥�\�������qz!�\Ú°�Á§Á¡!��|Ã�Ï���£���\�¿��|~�
ª!���G���\z���������Ú��!|Ã�£�åª�����}Á|Ã���G�����¢���!�G�y�E�\�\�!���¢���´�����¨��¦f�£�
��z��\�E�¢�£���ê�¿���¨�!���\�É�!z�¦�|~Ð��+ª!���\}Á|~�����h���£�!�G�¿�G�GÀ�ÊË�
�¢¦Ã���q�¨�!��Ú����p���¥ª7�\�����G���¥���Gª!���G���\z����¢��|~��zÏ�¢�A�!z��¨��������§
���Ez�����������|~�����Ez���|~z���|f��|����A�����E��|����G�
�E�!�¢ª���|�z�«����!���¿�G���
|~zE���\���ë���\�G�?|~zI�¨�p�£���ÛÚ­�a§Þ�������ê�¨¦~|�ª�¦~|~z!�G�`�¢���`�£�¢z�¬
«��Gz��­���¿���!�Æ�\�\¦~¦6|~zE���\���ë���\�G�G��¡!���¥�¢¦Ã���¹�������¥�?��¦~|�«E�E��¦�§
�¿����|fèp�G�ì}��G����|~��zË�¢�É���!�`����zp�¨�G��}�����|�}E�?���£�!�G�¿�?�¿�a§
¡7�y�p�¨���hÚ��!�Gzê�¨������z�«´���!�G����íp��Ú{�­���������E�¿ª!�������h�Ez
�����¢�£�¨�y�¿�G���!�G�GÀ

î£ïpðëñ£ò~óÈôCôMñUðõ�ö óÈ÷aøùñUð´ú�÷aûUøù÷aóÈóÈð¹øù÷åú7ü
ý6þQÿQôMôCñ��¨ø����Mó��6ó¨ôMó��£ð	��
Ûü
øùðMó���
�MñUð���������� ö 
������������ ö�������� 
nþ �Áÿ"!
ï�þ#�
÷aø $�óÈðëôCø �	%'&aóïpðëñ($�óÈ÷)�ÈóUþ¢ÿ�* ÿ
ÿ,+�ó�+.-�óÈðÈþ/�ÈñUðëðMóÈô	0�ñU÷/&aøù÷aû1�32/�	
añUð4 ïpðëñ£ò~óÈôCôMñUð5 ï6
�üKô	�	2)&aóÈ÷��7 ÿQôCôMñ8�Èø����Mó�ïpðëñ£ò~óÈôMôCñUð��ñ�0�9Gðëøùû�
�� �: ��;�;�� !<
aó�ÿ�+�óÈðMø=���£÷>* ÷�ô	�Mø �?2/�Mó­ñ£òpÿ6óÈðMñU÷@�328�Cø=�Èô�£÷)&A�£ô	�MðMñU÷@�328�Cø=�Èô�þB* ÷/�DCpÿ�E=EEðMøùû�
D�Mô
ðëóÈôCóÈðF$�ó�&GC

H)I Ô{ÕKJALAM¥×ÉÔON�J I
�c��z��£���U�0�!|~�����EzE��|�zÁ�!|���|~�G�0���\�����:|�z4}�����|~�����0�­»AÇ
���EzÁ}��G����|~}��Ü��§��È���\�?�GÀ ©É��|~�Ë|Ã�K�������Ü�¢�ê�����������Û���E�
½��!¦~�\�¿«����Ø�!§�zp�¢�¿|~�G�\�
¡����¿��¦~���jÚ��!�GzÜ|~zÁ}��G�¨��|~«E�¢��|~z!«
�ÈÚ­�Iª!���E�¨�Þíp��Ú{�jÚ�|���� ���!�Ü�!�G¦�ª0�¢�q�!�E�´�E«��Gz!�\�E���
�¿�����\¦Ã�Þáë���\�/P¢� Q�� R¢� S�� TGä��y�E�`Ú�|���� ���¢¬��\��¦�¦~�G���ÈÚ­�¢¬Cí��!|Ã�
�¿�����\¦Ã�\ÀVU��!|����y���G���Gz���¦~§����¨�E�¿�¥Ú­����ÐÁ�c���\¦Ã�������¿���¹�����
�ÈÚ­�¢¬Cí��!|Ã�ê��ª!ª!���E�E�£�`�¢¦Ã���¿���!«E«��G�¨�{z!�������q�������!�¿��|�z�¬
�¨���¢z��£�¢z!�G�����
ª!���G���¨�!�������\¦Ã��º!�¢��|~��z<Wa���!|~�A�?�a§����G���!¦��Q|~z
�����Ï��ª!ª7�G�¢�£�¢zp���q���y���\}��G����¦c�\��z����E�U�?��|~�����Ez���|~z���|f��|����
áë���\�/X¢��Y�Z��=Y�[�äUÀj©É�!|Ã�Ø|Ã�Ø��¦~���Ï�����!�qÚ����\zÛ|~zÁ}��G�¨��|~«E�¢��|~z!«
�¨������|~�¨��|Ã�\��¦{���!��¡��!¦��Gz����åÚ�|f���������K�!�G¦�ªI���Ø®��\§Áz!�E¦~���
�¨�����G�����\¦����¨�!���G��|~zå��|�z!«E¦��´ª!���E�¨�Øí���Ú�ÀÆ©É�!�¿ª!����¡!¦~�\�
|Ã�����p���Æ���!�h���Ez��������Ø��|Ã���\��z���|~zÁ�!|f��|����Æ|~z������\�h�ÏÚ­�G�¢Ð
�£�����8�¢�Ü�\��zÁ}��G��«E�\z��\� �\}��Gz<�����]\8^ íp��Ú{�\�ÞÚ��!�Gz
����|�z�«ß�¨����z��!�¢�£���\��z����\��}�����|�}E�å���£�!�\�¿�G�GÀ-©É��|~�ÏÚ�|~¦�¦
¡7�`¡!��|~��í�§ì���G�\��¦�¦~�G�ì|~zÞ���!�hèp���¨�¹ª����¨�´�¢�����!�`ªp�¢ª7�\���
�������!«E�`���!�Æ���G�E���\���?�a§h�������G����� Y�_ �����{�¿�����������£�¢|~¦~�
��z������Þ¡�����|~�åª!�������G�!�!���EÀ ©
�����!¡!¦~�G�ê¡7�G�\���¿�Þ�\}E�\z
Ú­���£�¨�É|~za`b^Ý�¨|~�Ø�!¦Ã����|��Ez��AÚ��!�G���É���!��zÁ�!�Ø¡7�\�������\�\¦~¦~�
|Ã�����������\�G�ì���!�?���Ë�c��xç�\��z��¨���£�¢|~z����G�6¡!���´�¢¦Ã�¨�j�����
���ê���!�¿��¡Á}Á|��E�����ë���U���������������´�¿���¨�Ë|�z����\���ë�������y�¿�a§
z!���¿¡7�j�¢¦~|~«�z!���ÛÚ�|������¢¦~¦É���!�+ª�¦~��z!�+��|~�����Ez���|~z���|f��|����
¬����ê�¢�������?����|~�G�¢¦~¦�§ß���\�������`|�z����!�c\8^ �������´�GÚc�E��Ð�¬£À
¤¥�Ë�I�\��z����G���!�Gz����E�ÆÚ��!�\z°�����\���¨|~z!«���z°�����Ü½��!¦~�\�
�G�����¢��|~��z��Û�����ß|�zp�È�£�¢z��\���Ï|f��|~�´�¿����|~�¢���G¦�§5�¢ª�ªp���¢�£�
���p���0���\�¿�G�!|����:��¡!���¢|~z!��� |�z&�<�Ez!�;��|~�¿�\z���|~��z���¦
���£�¢�¿�\Ú­����Ð´������z!�¢��z!�����������¢��|�¦~§¿�¨�edq�\|��GzE�É|~zh���!�>`b^

�
¤¥�´�G��|Ã�\��z`��zp�È��|f�����������A¤É�G���Ez��¢����|~�G�É�¢z��ê¤¥�¨������z�������|Ã�\�



���£�¢�¿�\Ú­����Ðq���!�y���¿���!�����\�\�!���Gz����y�¢�
���!�G���­��f7���U�£�\À
©É�!���¢|~�5�¢�6���!��ª!�����¨�Gz��­ª���ªp�G�É|~�c���Á���­���¹ª�����}Á|Ã���

�����¿�����Á��¦Ã�Ü���5���G��¦+Ú�|f���-½���¦��G���G��������|��Ez��ßÚ�|f���
�¢zÁ§ �G�����¢��|~��z����Ü�È�£����� á�½­â�ã�äI�Ez��¢zÁ§ �È§Áªp�8�¢�
�¿�G���6�;�E�����!�¿|�z�« ��z ����¡�|f��������§ �!|~«���¦�§ ���!���¢���G�
�¿�G��|~�!�ÏÀ<ã��£�!�\�¿���+��|~�����p�����G���!�\���\|~z����\¦~§���z������
��º!�E�U� æy�����!z!��} ���£���\�¿�)Y�S4�¢z�� ��¦~��� ��z �����¿�
ª����¨��|~�\�!¦~�����¢ª!ª!���aº�|��?�¢����æy�Á�!�!z!��}q���£�!�\�¿�G���!�\��|�}E�G�
������� �����4Ù�»A®��Á��¬nz���} ���E���?��¦�|Ã�¨� Ú�|���� ����� �¢�g�haikj	lnm�opm�q�j�rsm�t)u�m3vAm�wpu }a����|Ã�¢¡�¦����(Z���Y�P��­�¨�G�`z!�����¢¬��|~��zp��¡p�G¦���Ú�ÀcÊå�¹�È�£�¢���{¡�§`�����\��¦�¦~|�z�«¹���!�Æ¡��E�¨|Ã��|Ã���G�E�
|~z!|f��|~��¦�¦~§hª����Eªp���¨���h|~zsY�_�Ú��!�\zÏ���G�¨����|~����|~z!«´���´���!�a\/^
���£�¢�¿�\Ú­����Ð�Àq©É�!�G���q���EzE�£�¢|~zìª!���G}Á|��E����ª!����ª7�E���¢¦Ã��¡Á§
¤{¡�«��£�¢¦~¦Aá�Y�äcÚ��!�Gz`���G�¨����|~����|~z!«¹���¿�È��|xf��\z!���h«����­½­â�ã�À
ÊË�Ø���!�\zK���!��zj���h���!�y`b^ ���£�¢�¿�\Ú­����Ð��7��z��+ª!����ª7�E���
�������G�Û��|~�¨��|~z����KzÁ�!�¿�\��|~�G�¢¦�ª!�������G�!�!�����ê���I�\���¿ª!�����
�¢ª�ª!���aº�|~�?����������¦~����|~��z��GÀ�©É�!��èp���¨����z!�����\¦~|����É��zê�����
¡��E�¨|Ã�Ï����zp�¨�G��}�����|�}E�ê���£�!�G�´�EÀI©É�!�j���G���Ez�����z!�Ï|Ã�?�
¬��È������|�«E�E��������Ú­������¬å��ºÁ���\z���|��Ez ¡������G� ��z ���!�:Ú­����Ð
�������\��|~¡p����|�zzY�_+|~z������{\GÇ��������´�GÚc�E��Ð�Àà©É�!�+����|��£�
��z��å|Ã�Ïz!�\Ú �¢z����¢|~�?�+���Ï|��¿ª!����}Á|�z!«ß���G���!�£���\§ß�Ez
�����¢�£�¨�y�!z��¨�����������!���G��`¢Ç �¿���¨�!���\À

|�}�~ Jp�>��Õ I N I ~ � �>M{ÖAÔON�J I ÓìÖ I L����{�
�'���V�3�3�������B���������3�B�������G�����@�a���(�D���e���F�����D���@���z�������� �s�e�(����¡¢�@�z�]�B���y���£���F�@�z�@��¤3���@�a�D¥V�B�(¦ À x��È¬
|~z!«I�È�£�¢z����¢�£��z!�����¢��|~��z��G��§ i¨jFr6m(r©vAm(reª«m(¬am(r�wpu�¨���¢zp�!�{���E�¥���!�¿����zp�¨�G��}�����|�}E��}��¢��|~��¡!¦��´�¢z��n­ j § uOij�r£ªpm(r©v�ª«m�r£ª ÄA® opm�ªyjF¬ ® o�u�m(r�w«ª�u ���\z��¢�����¿�����ª!�Á§��¨|Ã�\��¦¥íp��º�|~zI�����ß¶�Ç �������´�GÚc�E��Ð�À5©É�!�Þ�����Ï�¢�
�G�����¢��|~��z��É���G�E�!�8¯

°²± §±6³ ® ± ­ j § u±s´ i¶µ§ j ´ m�µ�uVi §¸· j ´ u áÈ¶aä

á r ��z�� o �¨����z��Þ���E�´���Gz���|f�È§Û��z��Ûª!���G�����!���h�����¨ª7�G��¬
��|~}��G¦�§E� ª ���Gz!�¢���G�´�����+�´���¢zß}��G¦�����|��È§��p¹ iºreª |~�
�������´�E�¿�\z����!�Ï� v |Ã�­���!�Ø�´���¢zÏ���Ez����GzE�����¢��|~��zê�¢�A�ª7��¦~¦����£�¢z��G� ¬ |Ã�Q���!�c�������¢¦Á�Gz!�\��«�§Æ��z�� w |~�Q���!�É����¦~��������!z�����|~��zpä�À�©É�!���¨ª7�\���h���
���\�����¨��|Ã�{ÚÉ�a}�����|Ã�cz��¢������»�À
ÊË����¦~���´z!�\���q���´ª�����}Á|Ã���y���!|�����¡!¦���¡7���!zp�!�¢��§q���Ez���|�¬
��|~��zp�\À
¤�ª!�Á§Á��|Ã�\�¢¦~¦~§´���\¦~�\}���zE�­�\z�������ªÁ§´|�z��G�����¢¦~|��È§q�¨�\¬
¦~�G�U�£�Ø�E���¿|~���¨|~¡!¦~�h���!���£ÐÁ�G�A�¢z��ì���G���!|~������|~zE���������p��|~z!«
�����å��ªp����|�èp�j�GzE�����EªÁ§ tGjFopm(r6m3vAm�wKu À8©É�!�K�������¢¦��\z�¬�\��«�§?|Ã�ÉÚ���|f�����\zê|~zh���\���¿�É�������!��Ð�|~z!�\��|Ã���Gz!�\��«�§?ª�¦����
�����+|�z����G��zp�¢¦��\z��\��«�§ r©¼ ¯ ¬½i�reª Ä/¾ `¿® rG¼ �­Ú��!�\���r©¼ÀiÂÁ�jFopm(r6m3vAm�wKu À`ÊË�?���!�\zì|~zE���������p���q��¦Ã�������G�AÃ w�¢zp��Ã Ä Ú��!|~�£�´���EzE�£�¢|~zØ½­â�ãØÚ��!|Ã�£�Ø���G��ªp���U��|�}E�\¦~§����¢ÐE�

�������������Ä¯r©¼ÅiÆÁ w jFopm(r6m3vAm�wKu áM²EäiÇrzjFÈ w jFo�u ®ÊÉ w j	o�u�v ®Ê» w j	o�u�wpu ®{Ë w j	o�ur©¼ÅiÆÁ Ä jFopm3vAm�wKu áë±�äi¶Ì Ä j	vAm(wKu(Í Ä jFo�u ® q Ä j?vAm�wpu
ÊË�����G�\��¦�¦E�!�\�����������Q¡p����� vAm�w �¢����¡p������������z���ªp�E�¨���G�Ú�|����q}E�\¦~�Á�\|f�È§ ª �Á�¢zp�¿���Á���­�¢���¥����¦~����|~��z����¢�����!�{è��£�¨��G�����¢��|~��z����cáÈ¶�±EäUÀQ»!�E�
�¢zÁ§y½­â�ã��\���!�c|�z����G��zp�¢¦��Gz!�\��«�§
�?�a§K¡7�`�������E�´ª7�E���G�Ë|~zÞ���G���?�Ø�¢�{���EzE����|~¡!����|��Ez���|~zÃ wÏÎ Ã Ä ��z��Ï�¹���\�?��|�z!|~z!«¿ª����¨��|��Qz!�����������¢��§z¯rG¼1ÐÑÁ w j	opm�rsm�vAm(wKuÒÐÓÁ Ä j	opm�vAm(wKu á�·Áäi¶ÁsÔ�j	opm�rsm�vAm(wKu
©É�!�qª7�\�����G���Ø«E�E���¨|~z!«E¦��h�\���¿ª7��z!�GzE�Æ½Éâ�ã��6���!�h©Q�¢|��
½­â�ã´�¢zp�Æ���!��©
���´�?��z¹¦Ã�aÚÜ¡7�\¦~��z!«y���AÃ w ÀQ©É�!�É�¿|�º�¬�������¿�¢�­ªp�G�¨�����U�Æ«������G�������G���!|~}��¢¦~�\z���¦~§+�����q�È��|xf��\z!���
«E�E�?½­â�ãß¦~|��K|�zÕÃ Ä �\º��E�U��¦�§EÀ â�¡Á}Á|��E����¦�§E�c���!�K�+|~��¬æy��Ö!z!�\|Ã���\z¿½­â�ã´¡7�\¦~��z!«��A����Ã Ô ÀAÊË�{�\�¿ª!�p����|Ø×G�É�����¢�|������!�Ï½­â�ã�¦�|~�G�¿|~zÊÃ w �������j�È�£�¢z��!���������Ez��¨�G��}��¢��|~}��æy�����!z!��}����£�!�\�¿�¥áë���6���!�c�\��z����\��}�����|�}E���¢ª!ª!���aº�|��?�¢���
æy�����!z!��}¹���£�!�G�¿�­Ùy»A®��Á��¬nz���}¹Ú�|f���¹���!�{�¢¡7��}��­�¿�\z�¬
��|~��z�z!�G��}��¢��|~��¡!¦�� g ä`Ú�|~¦�¦�ª7�\�����G�U��¦�§����Gª!�����¨�Gz��`�!z�¬�¨���G�E��§Ü�\��z����E�U�q��|Ã���\��z���|~zÁ�!|f��|����¿��z��¢zÁ§Û�¿�G���6À���z�¬
���G�G����Ú��!�Gz`�p�¨|~z!«´���!���¨����z��!�¢�£�h��¦�«E����|f���!�Ï�����!�����G¦�¦
}��¢¦~�!�ê�¢��ª����������!���åá�Ú���|~�£��|~�¿�����G�Û���Ë|�z�|f��|~��¦�|Ù×\�ê�����
¦~�Á�G�¢¦�®�|~�\�?�¢z�z�ª!����¡�¦��G�&���¿���!�Ï|~z����\���ë���\�`¡7���ÈÚ­�\�Gz
���G¦�¦Ã� ÚQ�¢z��+áFÚ�®Û\�ä�äQ|~��«�|~}��Gz´¡Á§ÅÜ6ÝÞ i¶o ÝÞÛ����¦~����|~��z¿�¢��¯

Á#j	o ÝÞ m�r ÝÞ m�v ÝÞ m(w ÝÞ u iÆ¬ ÝÞ Ð j ¹�ÝÞ u Ä` r ÝÞ�ß áM¸Eä
��z�������������|~z!«+�¨���¢zp�!�¢�£�Kz��¢���¢��|~��z��y���E�����!�q��|~�´�q�¨���Gªà ³ �����!���´���¨�Æ��|Ù×\� Í Þ i ´ ÞØá w�â�Ä Ð ´ ÞFã w(â�Ä �a¦~�����p�����Gz!�¢���§ jFgyäå/æØç©è	é�ê u ���!�ì|�z����\���ë�����å}��¢¦~�!�åª�������|~��������¡Á§��������º!�E�U�{�����¢ª!ª!���aº�|��?�¢���Ææy�����!z!��}ê���£�!�G�¿�Æ��� ´ ÞØá w(â�Ä ������\zì�����q�¿�G�¢zì}��¢¦~�!�q���c���!�h�\��z����\��}�����|~}��¿}��¢��|Ã�¢¡!¦~�§(��}��G�¹�\�\¦~¦.Ú����¹��|~�¿��ë à ³ �
zp�¢�¿�\¦~§{§íìÞ �
Ú��!|Ã�£�Û|~�
��¡!���¢|~z!���q���!���E�!«��î¯Í Þ j § Ý á wÞ Ð § ÝÞ uVi áë¯�äÐ à ³ j ­ j § j	g äå/æØç©è	é�ê u�uÏÐ ­ j § j	g äå/æ�ïGè?é�ê u�u�u������|Ã�¨è��G�:���!�-ª!���Eªp�G�¨�È§ �¢�]ð�ªp�G�¨�����U��¦~§ ª!�����¨�G��}Á|~z!«
�������!zp�È���G���!§Ý�\��z����E�U����|~�����Ez���|~z���|f�È§<ðI�E���!��è�z!���
¡7�\¦~��Ú�ÀA¼¥�¢���������¢�­|~z?���!���G�����{�¢����z?��º!�����Éæy�����!z!��}
���£�!�\�¿����Ú­�����a}��y���E���?�¢¦~¦~§ g�j § u.i §.À
ñÄò�óÏô�õ�ö8õ	÷6ô½ø ¯°�c��z��£���U�Ë��|~�����Ez���|~z���|f��|����j�¢���Ûª7�\��¬���G����¦~§ ª������¨�G��}E�G� ¡�§ � è��£�È��¬C�E�����G� ���!���\�\¬Cª7��|~z��
���£�!�\�¿���E|f�È�E�����c�¢zÁ§Ø}��¢¦~�!���
�¢�����\zp�¨|��È§��Á���Ez����GzE�����¢��|~��z
�¢zp�`�\��¦~���!������z��h�����{�¢zÁ§?}E�\¦~�Á�\|f�È§q��z��qª����������!���y������¬
|Ã�È��§Á|~z!«"¯ ª Ýì i�ª ·É�¢z��«Ü Ýì i¶o ·��a�����Ïë i Ú Ð \ m Ú m Ú�®�\�������\zå���!�q�\���¿ª!�����G�å}��\¦~����|��È§j�¢z��Kª!���G���¨�!���¿������|~�¿�³ Ý á wy������|~�¨��§z¯zÜ Ý á wÞ iÆo ·E�!��z�� ª Ý á wÞ i�ª ·�À

�
¤¥�´�G��|Ã�\��z`��zp�È��|f�����������A¤É�G���Ez��¢����|~�G�É�¢z��ê¤¥�¨������z�������|Ã�\�



ùÄú ÒcÕON�LºûÓJALAM I Jp�<Ó!×«ü1� ýþ�]N I Ö |�}ÿ Õ�ÖÅýþ���cJyÕ��
ÊË��èp���¨�­ª������¨�GzE�c���!���Á§Á¡!��|~�`���£�!�G�¿���ÁÚ��!|Ã�£�h|Ã�c}���¦�|Ã�
�����ß�¢zÁ§0½Éâ�ã��¹¡�����|Ã�Ûz!�0¦��Ez!«��G�Þ���!¦~¦�§5���Ez����\��}a�¢¬
��|~}��EÀ ��z°���!|Ã�j�Á§Á¡!��|Ã�°���£���\�¿��� ¥V� �s�Ç�Ù�@�G�G���Ó�©�D�Ü6ÝÞ i o ÝÞ ��Ú��!�G��� o ÝÞ |~�����!�G�ê������� áC¸�ä�À�� �@�{�B�"¡���
	Ñ¥��©�F�
�Ñ�b�/�����z�@�p���F�'��� Ã w �7Úc�¹�¨�\�8¯ q · j	vAm(wKu«iÌ Ä j	vAm�wpu�Í Ä j	o��
���©u ® q Ä j?vAm�wKu á ���!�ê��z!¦~§ì���¨�\���!¦É}��¢¦�¬�!����Ú�|�¦~¦�¡7� Í Ä jFo �
��� u>i¢µ �¢z�� Í Ä j	o �
��� u�i \�ä�©É���
è��£�È��¬C�E���!�\�É���£�!�G�¿��|~�G�!�¨�\�¨��|�z!«�� i¶r »�Ä ¾ o ¯

Í Þ j § Ý á wÞ Ð § ÝÞ u áCÌ�ä® à ³ j ­ j § j	g äå æØç©è	é�ê u�uÏÐ ­ j § j	g äå æ�ïGè?é�ê u�u�u.i¶µÍ Þ j�j�q · u Ý á wÞ ÐÇj�q · u ÝÞ u áëÍ�ä® à ³��ª Þ j�q · jFg äå/æØç©è	é�ê uÏÐnq · jFg äå8æ�ïGè	é�ê u�u iÆµÍ Þ j�j?Á Ô u Ý á wÞ ÐÇj	Á Ô u ÝÞ u áë³�ä® à ³ �ª Þ j?Á Ô jFg äå/æØç©è	é�ê uÏÐÑÁ Ô jFg äå8æ�ïGè	é�ê u�u® à ³ �� Þ j?ª äå æØç©è?é�ê ÐÓª äå æ�ïGè	é�ê uViÕµ` �ª Þ i�ª äå8æÙçGè?é�ê ® ª äå8æ�ïGè	é�ê á¨¶GÎ�ä
` �� Þ i j � o ± Á Ô± o ® r ± Á Ô± r uDjFg äå/æ�ïGè?é�ê u á¨¶�¶aä
® j � o ± Á Ô± o ® r ± Á Ô± r u�jFg äå8æÙçGè?é�ê u

©É�!�Æ���\è�z!|���|~��zÏ�¢�
���!��zÁ�!�¿�G��|Ã�\��¦�í���ºh|Ã��¯
­ j § jFg ä u(u i jFr ä ª ä m�r ä ª ä v ä m�r ä j�ª ä u Ä ® o ä mª ä jFr ä j?ª ä u Ä ¾ `O® o ä ® j�r©¼@u ä u�m(r ä ª ä w ä ujFrG¼@u ä i¶Á w jFo ä m�r ä m3v ä m�w ä u ® Ì Ä j?v ä m(w ä u�Í Ä j	o ä u® q Ä j	v ä m�w ä u ® ÁsÔ�j	o ä m(r ä m�v ä m(w ä u� �¢���h�¨�����!�\z��\�G� j	Ì Ä u ìÞÆ��z�� j�q Ä u ìÞ¹�¢���¥���E�¿ª!�������q�����¨¬��|~z!« q ·��������¢¦7��� Í Ä jFo �
��� u.iÕµ �¢z��q��� Í Ä jFo ����� u i \

�����\�\�G���¨|~}��G¦�§EÀ�©É���j���\¦~¦�ª!���G���¨�����Ï�����G�Ü���Û�\���¿ª!�����
�����ê¦~���\��¦É®{|��G�¿��z!zÜª����E¡!¦��G�?�´�¢�¹���!�Ï¡p�G«�|~z!z!|~z!«Ë�¢�
�����qz!��ºÁ�Æ��|��¿�ê�È���\ª6�Az����´�G¦�§ÀÜ Ý á wÞ i��o Ý á wÞ �A|Ã�Æ��¡!¬
����|�z��G�Þ¡Á§Þ���E�´ª�����|~z!«+���!�ê����¦~����|��Ez �o Ý á wÞ ���{�G�����¢¬
��|~��zî¯
¬ Ý á wÞ Ð j ¹ Ý á wÞ u Ä` r Ý á wÞ i�Á w j��o Ý á wÞ m�r Ý á wÞ m�v Ý á wÞ m�w Ý á wÞ u

® j?Ì Ä u Ý á wÞ Í Ä j �o Ý á wÞ u ® j�q Ä u Ý á wÞ® j?Á Ô u Ý á wÞ á¨¶�²Eä
Ú�|����Ï«�|~}��Gz`}��¢¦~�!��� ¬ Ý á wÞ �"¹ Ý á wÞ � r Ý á wÞ � v Ý á wÞ � w Ý á wÞ
ª!����}Á|~�����à¡�§������Ü��|Ã���\���\���Ü�\��z����\��}�����|~}��ì���E�p����|~��zp�
áCÌ�äU���¢zp� j?Ì Ä u Ý á wÞ � j�q Ä u Ý á wÞ � j	ÁsÔ/u Ý á wÞ ª!����}Á|~�!�G�I¡Á§
��|Ã���\���\���{z���z�¬����Ez��¨�G��}��¢��|~}��É�G�����¢��|~��z���á¨áëÍ�ä��Ãáë³�ä¨ä�ÀA©É���
���G���!¦f��|�z�«`}��¢¦~�!�¿�¢�c���!�q�\�\¦~¦
ª!���G���¨�!���Ø|Ã�������G�K���Ï|~z!|f¬
��|Ã�¢¦~|Ù×\�­���!��®�|~�\�?��z!z¹ª����E¡!¦��G�?�Q�¢�
�G���£�´���G¦�¦�|~z����\���ë���\�

�������!�¿¡p�G«�|~z!z!|~z!«Ï�¢�����!�´����¦~¦���Ú�|~z!«`��|~�¿�¿�¨���Gª6À¿Ç¥|Ã�È¬
���������`����������|��Ez��ÏáëÍ�¬�³EäØª!����}Á|~���êzÁ�!�¿�\��|~�G�¢¦��¢ª�ª!���aº�|�¬
�?����|��Ez��y�¢�c����¦~����|~��zp�¥�������!�¿z!�Ezå�\��z����\��}�����|~}��Ø«���}�¬
�\��z!|~z!«¿�G�����¢��|~��z��8¯

± q ·±s³ ® ª ± q ·±s´ iÕµ á¨¶G±�ä
± Á Ô±s³ ® ª ± Á Ô±s´ ®���� o ± Á Ô± o ® r ± Á Ô± r � ± ª±s´ iÕµ

©É�!�¹¦~�¢�¨���G�{�ÈÚ­�qª!����}Á|~��� �(�3�@�e�s���D�6� |�z!�������¿�¢��|~��zÏ���E����\«���¦~���q�¨�E¦�����|��Ez��GÀ�¼{�����Ï���p���G�É���E�`�c�!�\�¿ÐÁ|~z�½­â�ã
���É���E�¥�����¿�Æ���E�´ª�¦��\ºê�¢zp�¢¦~§E��|~�y¦Ã�aÚ{�\�!���!�´�c�cx°��|~�¿�
���G���!|~�����Û���Û�����¿ª!�!��� �o ÝÞ |~�?¦~��Ú­�\�´������zß���!�å�c��x
��|~�¿�K���E� o ÝÞ ÀÝ�n�Ï|~�Ï��¦~���Ü|~�¿ªp�E�¨�£�¢z��h���Üz!�����å�����¢�Ú��!�Gz�¡7�¢��� Á Ä �¢zp� ÁsÔ �¢���hzÁ�!¦~¦M�c�����Ï�\�\¦~¦Éª!���������!����o ÝÞ �\���¿ª!�����G� ���¨|~z!« áÈ¶a²�ä;|~�!�\z���|�è��G� Ú�|���� �����
�¨���¢zp�!�¢�£�I���G¦�¦�}��¢¦~�!�Ë�¢�Øª����������!��� o ÝÞ-|Ã�����!|~z!«Û�������
áM¸EäUÀ0â�¡Á}Á|��E���¨¦~§Û|~z������¢�`�\�E�¨�E�É��z!�K�!�����?z!���hz!�\���
���à���E�´ª��������G��������|��Ez��ÛáMÍ�¬�³EäUÀ x{z��¨��������§ ���Ez��������
��|Ã���\��z���|~zÁ�!|���|~�G�h�����+z���Ú ª7�\�����G����¦~§����Gª!�����¨�Gz����G�����E�
�¢zÁ§q�¿���¨�Ï�¨|Ù×\�Æ��|~z�����Ú­�y�p�a}��b¯!#"@÷%$.ò&")ö
'Ñø ¯
»!���Q�¢zÁ§y½­â�ã��G���!�c�´����|�è����¹æy�����!z!��}���­���!��ª!���G���\z��­Ùy»A®��Á��¬nz���}h���£�!�G�´�?ánÌ�¬£¶�¶�ä����E«��\���!�G�
Ú�|����0á¨¶�²�äq�¢z���}�����|Ã�¢¡!¦~� g�hþi j�ªpm�opm�q�j�rsm�t)u�m3vAm�wKuª7�\�����G�U��¦�§åª!���G���\��}��G�y���Ez��������Æ��|~�����Ez���|~z���|f��|����\�
|�zË�����
���\z������¢�
����è�z�|f��|��Ez,\EÀ

� I �)(/LAN�ýþ� I Ó£N�J I Ö+* I M1ýþ��ÕON�×ÉÖ�*
ÕO��Ó£M�*�Ô{Ó

ÊË�j���������h�!�\���j�Ez����!�å¡p�G���a}Á|��E�!�q�¢�����!�å���£�!�\�¿���
Ú��!�Gz �¢�°¦~�G�E�È� �Ez!�.���!���£Ð<ÚÉ�a}��0���G���!�£�à|�z �����
����¦~����|~��z6ÀÏ¤ç���\����|�¦~�G�ì|~zÁ}��G�¨��|~«E�¢��|~��zË�¢�­���!�h���¢���G�Æ�¢�
���EzÁ}��\��«��Gz����ì���?���!��¡�����|~�Ü�¢ª!ª!���aº�|��?�¢���Üæy�����!z!��}
���£�!�\�¿�Ø|Ã�y�a}a��|�¦Ã�¢¡�¦���|~zsY�P���Ú��!�Gzj�����È����|Ã�U��|�z�«?���`½­â�ã
|~z Ã w �¨�p�£�:���Ï���!�Üª7�\�����G���å«E�E�j�¨�������Û¦Ã�aÚ �E�j�����
©Q�¢�¿�?�¢z´½­â�ã�À���z?���!�!|f��|��EzØ���!�����¢���­�¢�����Ez�}E�\��«��Gz����
�¢�j}�����|Ã�¢¡!¦~�G�ÛÚ��!|~�£�-�¢���I�@f��G�U���G�5¡Á§.���������Ez��������
��|Ã���\��z���|~zÁ�!|��È§ �����£� �E� �����;�¿�G��z ���Ez����GzE�����¢��|~��z
|Ã�`�\¦����¢��¦�§ wÄ áë���\�)Y�PGä�À5¼{�!�¿�\��|Ã�\�¢¦������È�£�h�p�a}��K¡7�\�Gz
��¡!���¢|~z!���°���¨|~z!« g�hci j�ªpm�opm�rsm�vAm�wpu À »!�E�K�¿�����
���\���¢|~¦Ã���Ezj���!�`¶�Ç.ª!�����\�G���!������Ú­�¹�������G�y���©Y�_¢ÀÆ�j�E�¨�
�¢�����!�5�����È�.�\�����G�°Ú­�\���5|~z��¨ª�|����G� ¡Á§�zÁ�!�¿�G��|Ã�\��¦
��º�ª7�\��|��¿�GzE�£���¢��|~��|~z!«¹|~zê���!��¦~|����\�£�����!���¿á	P(S�� P(Q��=Y�� P�RGä�À���
	 ��� �,�£�½���3�3�@�z� �D�Ø�@�3� Êå� �È�£�¢��� Ú�|f���
���G���!¦f�£� �E¡�����|�z��G� ����|~z!« ���!� �¨��|Øf7�Gz!�G� «E�E�
½­â�ã�� Ú��!|Ã�£� ����� ¡p�G�\z Ú�|Ã���\¦~§ |�zÁ}����È��|�«������G�
¡Á§ ¤{¡!«E����¦�¦5��z�� �\�¢¬nÚc�E��ÐE�\�£� Y � P(R À ©É�!� �¿�E�¨�
�¨���£�¢|~«����¨���E��ÚÉ�¢�£� �������E�´ª7�E��|���|~��z ¦������!� ���"¯r©¼ i Á Ä jFopm3vAm�wpu i Ì Ä j?vAm�wpu�o ® q Ä j?vAm�wKuÚ�|����<¯ Ì Ä j?vAm�wpu¿i w-&.0/21 ã w �¢z���¯ q Ä j	vAm(wKu'i43 æ6587 .9/21-&.0/21 ã w À©É�Á��� Á w jFopm(r6m3vAm�wKuai�ÁsÔ�j	opm�rsm�vAm(wKuyi�µ ÀK»Q|~«��!���

�
¤¥�´�G��|Ã�\��z`��zp�È��|f�����������A¤É�G���Ez��¢����|~�G�É�¢z��ê¤¥�¨������z�������|Ã�\�



¶Ûª!����}Á|~�!�G�Ï���!�Û�¿�G�E�¨�!���Û���´���!�;:ÉwËz!�E��� �¢�?�����
�\�������¥Ú����\zK�\���¿ª!����|�z!«Ï�qª��!���´��|�«E�E��¬C«E��|~z!«=<�¬����!���£Ð
ÚÉ�a}�������¦~¦���Ú­�G�8¡Á§8� ���Ez��������Û��|~�����Ez���|~z���|f�È§E�qÚ�|f���
�!�G¦�ª-�¢�j���!�°��§Á¡!��|Ã�;���£�!�\�¿�8ánÌ�¬£¶�¶aäU�ÞáÈ¶a²�äUÀ ©É���
�Á§Á¡!��|Ã�4���£�!�\�¿�ç|~z������\�G�8�<���¢���ç�������Ez�}E�\��«��Gz����
��¦~�E���I��� wÄ ���E�ß���!� ���Gz��¨|��È§ r �j�¢z��º\����E�ß¡7�¢���
}��¢��|~��¡!¦~�G� ª �¢z�� o ÀÞ©É�!�`�£�����h���¥����zÁ}E�\��«��\zp���?���E������8���Ez����\��}a�¢��|~}�� Ùy»Q®{���\¬Czp��}<���£���\�¿�;á¨ánÌ¢ä�Ú�|f���
áM¸EäU�A�¢z�� g�h�i j?ª«m(opm(r6m3vAm�wKu ä�|Ã�Æ�¢ª�ª!���aº�|~�?�����G¦�§ wÄ�����+��¦�¦�}��¢��|~��¡!¦~�G�GÀÝ©É���ì�\�E�������\�h��z���èpz!�\�Ï�¿�G���!�G�
���G��ªp���U��|~}��G¦�§å����z��£�¢|~z \ µ�µ ���G«��!¦Ã�¢�����G¦�¦Ã�Æ�¢zp� \8> µbµ�µbµ���G¦�¦Ã�GÀ

−12? −10? −8@ −6A −4B
Log(h)C−15

−13

−11

−9

−7

−5

−3

−1

L
o

g
(e

rr
o

r)D

Stiffened gas. Modified scheme : density (circles), velocity (squares), pressure (triangles up)
Basic conservative scheme : density (stars), velocity (diamonds), pressure (triangles down)
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Van der Waals. Modified scheme: density (circles), velocity (squares), presure (triangles up)T
Basic conservative scheme : density (stars), velocity (diamonds), pressure (triangles down)
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Shock tube with strong shear (CFL=0.5) − Hybrid and conservative schemesÚ
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