N

N
N

HAL

open science

Preuve formelle du théoréeme de Lax—Milgram

Sylvie Boldo, Frangois Clément, Florian Faissole, Vincent Martin, Micaela

Mayero

» To cite this version:

Sylvie Boldo, Francois Clément, Florian Faissole, Vincent Martin, Micaela Mayero. Preuve formelle du
théoréme de Lax—Milgram. 16¢mes journées Approches Formelles dans I’ Assistance au Développement

de Logiciels, Jun 2017, Montpellier, France. hal-01581807

HAL Id: hal-01581807
https://hal.science/hal-01581807

Submitted on 5 Sep 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01581807
https://hal.archives-ouvertes.fr

Preuve formelle du théoreme de Lax—Milgram
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1 Introduction

La méthode des éléments finis est fréquemment utilisée pour résoudre numériquement des
équations aux dérivées partielles qui interviennent par exemple en physique ou en biologie [4].
Pour augmenter la confiance dans les programmes qui I’'implémentent, on doit commencer par
la formalisation des notions mathématiques nécessaires a sa correction, a I’aide par exemple de
preuves formelles. Le théoreme de Lax—Milgram est I’'un de ces résultats fondamentaux. Il per-
met, sous certaines hypotheses de coercivité et de complétude, de montrer 1’existence et I’unicité
de la solution de certains problemes aux limites et de leur version discrete. Cet article présente
une formalisation complete du théoreme de Lax—Milgram dans 1’assistant de preuves Coq, et
utilise plus particulierement la bibliotheque Coquelicot pour I’analyse réelle [2]. Des résultats
mathématiques variés sont requis, provenant de I’algebre linéaire, 1a géométrie et I’analyse fonc-
tionnelle des espaces de Hilbert. Ce travail repose sur une preuve papier détaillée [3], est plus
précisément décrit dans [1] et est disponible : https://www.lri.fr/~sboldo/elfic/.

2 Espaces de Hilbert

On étend, a I’aide du mécanisme de structures canoniques [5], la hiérarchie de la bibliotheque
Coquelicot pour définir les espaces préhilbertiens et hilbertiens. Un espace préhilbertien est un
module équipé d’un produit scalaire (avec les propriétés usuelles). On prouve qu’un espace
préhilbertien est un module normé, dont la norme se dérive du produit scalaire. Un espace de Hil-
bert est un espace préhilbertien complet. Dans ces espaces, on définit des notions géométriques
comme le projeté orthogonal d’un vecteur sur un sous-espace ou le complémentaire orthogonal
d’un sous-espace et on prouve formellement les résultats associés (lemmes d’existence ou de
caractérisation).

On formalise les espaces d’applications linéaires, puis on vérifie I’équivalence entre plu-
sieurs définitions de la continuité de telles fonctions. L'une d’elle est la finitude de la norme
d’opérateur ||| f|| d’une fonction f de E dans F', modules normés. On définit ainsi c1m(FE, F')
I’espace des applications linéaires continues et on prouve que la norme d’opérateur lui confere la
structure de module normé (le cas F' = R est utilisé dans la preuve du théoréme de Lax—Milgram
et correspond au dual topologique E’ de F) :

Record clm:= Clm{ (x» type dépendant x)
m:>E—>F; (» la fonction, avec une coercion pour usage direct x)
Lf: is_linear_mappingm; (» preuve de linéarité «)

Cf:is_finite (operator_normm)}. (x preuve de continuité =)
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3 Preuves des théoremes de Riesz—Fréchet et Lax-Milgram

Le théoréme de Riesz—Fréchet est un résultat intermédiaire pour la preuve du théoreme de
Lax—Milgram. Il s’agit d’un résultat de représentation, qui identifie, a 1’aide du produit scalaire,
une fonction f de E’ a un unique vecteur de I’espace hilbertien E. Ce théoréme se démontre avec
les lemmes de caractérisations du projeté orthogonal, le complémentaire orthogonal de ker(f)
et la complétude de F. 11 est nécessaire de distinguer le cas ou f est identiquement nulle, ce qui
n’est pas décidable. Ainsi, on ajoute des hypotheses de décidabilité.

Le théoreme de Lax—Milgram s’énonce comme suit :

Théoréeme (Lax-Milgram). Soit E : Hilbert, f € E',0 < «, ¢ : E — Prop un sous-module
complet. Soit a une forme bilinéaire sur E, bornée et a-coercive.

On suppose V[ € E', decidable(Fu € E,u € ker(f) N ——p(u)) A

(Vu € E,Ve € Ry, decidable(Fw € E, p(w) A ||lu — w| < ¢€)).

Alors : 3lu € E, ——p(u) AVv € E, =—p(v) = f(v) = a(u,v) Aljul|z < - Al

Une simplification calculatoire et deux applications du théoréme de Riesz—Fréchet per-
mettent de se ramener a chercher 1’unique point fixe d’une fonction contractante bien choisie.
On applique alors un théoréme de point fixe de Banach. On utilise les axiomes de ProofIrrele-
vance et de Functional Extensionality dans les preuves d’analyse fonctionnelle. Ceci étant,
on ne fait pas appel a la logique classique et afin d’identifier certains points critiques, on préfere
ajouter des hypotheses de décidabilité lorsque nécessaire ainsi que quelques doubles négations.

4 Conclusion

On obtient une preuve formelle complete du théoréme de Lax—Milgram en Coq. Le dévelop-
pement Coq comporte environ 7 000 lignes de code, tout comme la preuve papier ISIEX d’envi-
ron 50 pages. L'usage de Coq et de Coquelicot pose des écueils non présents dans les preuves
papier, comme la représentation des sous-espaces ou 1’usage de filtres dans les raisonnements
topologiques. Cette formalisation est la premiere étape d’un travail de certification autour de la
méthode des éléments finis, qui vise a prouver des programmes I’implémentant.
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